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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones a) Duracion: 1 HORA'y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Unicamente los cugénicios de l@pcion A o bien
realizar Unicamente los cuatro ejercicios d@feion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamenteletra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programabfeppantalla grafica).

EXAMEN JUNIO 1996

Opcion A

EJERCICIO 1. La capacidad de concentracion de una saltadoedtara en una reunién
atlética de tres horas de duracién vieneadaat la funcion f:[0,3}R definida por
f(t) = 300G (3 -t) dondet mide el tiempo en horas.

(1) [1 PUNTO]. Calcula los intervalos en los cualesdpacidad de concentracion aumenta
y los intervalos en los que disminuye. ¢ Cuandau&s?n

(2) [0°75 PUNTOS]. ¢Cuél es el mejor momento, en tésmide su capacidad de
concentracién, para que la saltadora pueda bagtirogia marca?

(3) [0"75 PUNTOS]. Representa graficamente la func@eapacidad de concentracion.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Las gréficas (i), (ii) y (iii) ceesponden, no necesariamente
por ese orden, a las de una funcion derivglda funciérf” y una primitivak def. Identifica
cada gréfica con su funcién justificando la restaues

A N
- Vi

EJERCICIO 3. (1) [1 PUNTO]. SiAvy B son dos matrices cuadraddslynismo orden, ¢ es
cierta en general la relacién (A#BA*+2AB+B?? Justifica la respuesta.
(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula, segun los valores de aamfjo de la matriz

1 2 3 a
M=| 2 4 6 8
3 6 9 12

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Desde el origen de coordenadasigmitrazarse dos rectas
tangentes a la circunferencia que tiene su cemtre punto (3, 0) y cuyo radio vale 3/2
¢, Cuales son las ecuaciones de dichas rectas tasgent
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Opciéon B

EJERCICIO 1. Una particula se mueve a lo largo de la grafeéa curva

2x para x> 1.

1-x2
En el punto P = (2, -4/3) la abandona y sigupldeandose a lo largo de la recta tangente a
dicha curva.
(1) [1L PUNTOQ]. Halla la ecuacion de dicha recta tamgen
(2) [0'5 PUNTOS]. Si el desplazamiento es de izquiardarecha, encuentra el punto en el
que la particula encuentra al eje OX.
(3) [1 PUNTQ]. Siel desplazamiento es de derecheguidrda, encuentra el punto en el que
la particula encuentra a la asintota vertical mésima al punto P.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. De unafuncion integraie[-1, 1]- R se sabe que para
cadax en dicho intervalo se tiene
()] < 1+x
De los nimeros -3, -2, -1, 2’5 y 275, ¢ cualexipn ser el valor de la integral
1
f f(x) dx ?
-1

Justifica la respuesta.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Considera el sistema de ecuasione

2X -2y -z =4
X +2y -2z =-1
Xx-z=1

(1) [0°75 PUNTOS]. ¢Existe una solucion del mismosegquey=07?

(2) [0"75 PUNTOS]. Resuelve el sistema homogéneo adoall sistema dado.

(3) [0"75 PUNTOS]. Haz una interpretacion geométréced del sistema dado como de sus
soluciones.

EJERCICIO 4. [2°5 PUNTOS]. Se tiene un paralelogramo unow®s vértices es el punto
(3, 2) y dos de cuyos lados se encuentran contenidspectivamente, en las rectas ry s de

ecuaciones r52X+3y'7:05 sx-3y+4:0_

Halla las ecuaciones de las rectas sobre las gercsentran los otros dos lados.

SOLUCIONES Opciéon A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Para calcular los intervalos en los que la capdal@aconcentracion aumenta y en los que
disminuye, necesitamos la funcién primera derivada:
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f(t) = 30Q(3 -t) = -30a°+900t - f'(t) = -60Q + 900.

Obtengamos el valor que anula a esta derivada:

-60+900=0 = 60@=900 = t=3/2=1.5 horas.

El punto que tomaremos como referencia para late@mtsdn de los intervalos de
crecimiento y de decrecimiento sera el punto en
donde la derivada es cero, en nuestro ¢tas®. ¢ 15 3
Este punto lo situamos sobre el eje de abscisas,Ww
teniendo en cuenta que la funcion so6lo esté definid
en el intervalo cerrado [0, 3], construiremos los gosibles intervalos de crecimiento y de
decrecimiento (Ver fig.): [0, 1.5[ y ]1.5, 3].

Elijamos valores intermedios de cada uno de esesvaios, por ejemplo, el 1yel 2,y
sustituydmoslos en la primera derivada, segunaiga snayor o menor que cero, la funcion en
el intervalo correspondiente sera creciente o danrte. Vedmoslo:

f (1) =-600-1 +900 =300>0 = creciente en [0, 1.5]
f (2) =-600-2 +900 =-300<0 =  decreciente en 11.5, 3]

La concentracion es nula cuanidt) = 0. Calculemos el valor deque hace cero a la
funcion:

300490 =0 - 4+3t=0 = t(t+3)=0 - t=0 yt=3,
es decir, alas 0 horas y a las 3 horas la coramaditr es nula.

(2) El mejor momento de concentracion coincide canalimo de concentracién, o sea,
con el valor que anulaba a la primera derivafd@) =0 = t=1.5 horas, ya que en dicho
instante la funcién pasa de ser creciente a deciteci

No es preciso, por tanto, comprobar que dicho Valoe a la segunda derivada menor que
cero.

Capacidad de concentracién

(3) La gréfica dd(t) es una pardbola, y 675} 1
con los datos de que disponemos de los |
apartados anteriores, sera la situada al lado.

Para mayor precisién sélo hay que calcular
el valor maximo:

f(1.5) =300 x 1.5 (3-1.5) = 675.

tiempo

1 15 2 3 (en horas)

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Paraidentificar las graficas correspondientesadwmcionf(x), a la de su funcion derivada
f'(x) y a la de una primitiva déx), F(x), tendremos en cuenta gie€) al ser una primitiva de
f(x) verificard queF" (x)=f(x), por lo que realmente lo que tendremos que l@rainn las
graficas dd~(x), la de su funcion derivadd (x)=f(x) y la de la derivada segundafg) o la
primera def(x), F~ (X)=f"(x).
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Diferenciemos diversos puntos caracteristicos geble abscisas mediante letras; las
graficas que nos han dado quedaran asi:

(in)

) Veamos las caracteristicas de la gréafica (i):

1) En el intervalo (a, d) es decreciente
la funcién derivada es negativa en (a, d), es
decir, la gréfica quedaria por debajo del eje de
abscisas.
2) En el intervalo (d, f) es creciente
la funcién derivada es positiva en (d, f), es
decir, la grafica quedaria por encima del eje
de abscisas.
3) En el punto de abscisa "d" presenta un minimoda funcién derivada es cero en dicho
punto y ademas cambia de signo (de negativa ayajsit
4) En el punto de abscisa "a" presenta un puntarggencia horizontal por la derecha la
derivada por la derecha es cero.
La grafica que presenta todas estas caracteristidagiii), por Io que en un principio ésta
seria la gréfica de la funcion derivada de la (i).
Observemos mas caracteristicas de la gréfica i).
5) En el intervalo (a, c) es concava la funcién segunda derivada es negativa, es,dacir
grafica de esta funcion quedaria por debajo dale@bscisas.
6) En el intervalo (c, €) es convexa la funcién segunda derivada es positiva, es decir
gréfica de esta funcion quedaria por encima dedejbscisas.
7) En el intervalo (e, f) es concava la funcién segunda derivada es negativa, es,dacir
grafica de esta funcion quedaria por debajo dale@bscisas.
8) Los puntos "c" y "e" son puntos de inflexién la funcidn segunda derivada es cero en
dichos puntos.
No hay ninguna gréfica que presente las caradtassh), 6), 7) y 8), luego la gréfica (i)
no puede ser la correspondiente a la funEigs), ya que la grafica d€””(x) no esta.
Veamos ahora las caracteristicas de la grafica (ii)
1) En el intervalo (a, c) es creciente la funcién derivada es positiva en (a, c), esrdiec
grafica quedaria por encima del eje de abscisas.
2) En el intervalo (c, f) es decreciente la funcion derivada es negativa en (c, f), egrdec
gréfica quedaria por debajo del eje de abscisas.
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3) En el punto de abscisa "c" presenta un maximda funcion derivada es cero en dicho
punto y ademéas cambia de signo (de positiva a iwayat
La gréfica que presenta estas tres caracterigticks(i), por lo que en un principio ésta
seria la gréfica de la funcion derivada de la (ii).
4) En el intervalo (a, d) es céncava la funcion segunda derivada es negativa, es,dacir
grafica de esta funcion quedaria por debajo dalejbscisas.
5) En el intervalo (d, f) es convexa la funcién segunda derivada es positiva, es decir
gréfica de esta funcion quedaria por encima dedejbscisas.
6) EL punto "d" es un punto de inflexié® la funcién segunda derivada es cero en dicho
punto.
La grafica que presenta las caracteristicas 4)6%es la (iii), por lo que en un principio
ésta seria la gréfica de la funcion segunda deaxidada (ii).

Veamos ahora las caracteristicas de la gréafiga (iii

1) En el intervalo (a, b) es decrecientda funcién derivada es negativa en (a, b), eg deci
gréfica quedaria por debajo del eje de abscisas.

2) En el intervalo (b, €) es creciente la funcidn derivada es positiva en (b, e), esrdiec
grafica quedaria por encima del eje de abscisas.

3) En el intervalo (e, f) es decrecientela funcidn derivada es negativa en (e, f), esrdici
gréfica quedaria por debajo del eje de abscisas.

4) En el punto de abscisa "b" presenta un minimola funcién derivada es cero en dicho
punto y ademas cambia de signo (de negativa aya)sit

5) En el punto de abscisa "e" presenta un méximda funcién derivada es cero en dicho
punto y ademas cambia de signo (de positiva a inayjat

No hay ninguna grafica que presente todas estastedsticas a la vez, luego la grafica
(iii) no puede ser la correspondiente a la funé&i@o, ni a la de=" (x)=f(x).

Observemos mas caracteristicas de la gréfica iii)

6) En el intervalo (a, c) es convexa la funcién segunda derivada es positiva, es decir
gréfica de esta funcion quedaria por encima delejbscisas.

7) En el intervalo (c, f) es cédncava la funcién segunda derivada es negativa, es,dacir
grafica de esta funcion quedaria por debajo dale@bscisas.

8) El punto "c" es un punto de inflexiér la funcién segunda derivada es cero en dicho
punto.

La gréafica que presenta las caracteristicas §)8Ygs la gréafica (i), es decir, en principio
esta grafica (i) podria ser la gréfica de la fundérivada segunda de la (iii), por lo que esta
otra, la (iii), tendria que ser la grafical{g) pero hace un momento hemos visto que no podia
serlo porgue no existe ninguna grafica de la funpidmera derivada de la (iii).

En consecuencia, la grafica (i) se corresponddacimcionf(x), la grafica (i) con la de
F(x) y la (iii) con la de&” (x).
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Al superponer las tres gréficas,
podemos comprobar todo lo visto
anteriormente.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Supongamos que Ay B son dos matrices cuadradasidn n, comprobemos si es o
no cierta la relacion (A+B¥A%+2AB+B>
(A+B)*= (A+B)(A+B)=A-A+ AB+B-A+B-B=A+ AB+BA+ B
al aplicar las propiedades de las potencias y distabutiva, la Gltima expresion que hemos
obtenido, en principio, no coincide con la expreslé la relacién que pretendemos demostrar,

es decir:
A2+ AB+BA+ B % A2+ 2AB + B

AB + BA = 2AB
yaque AB+BA no es igual que 2AB, lo sera s6lotmeAB=BA, o sea, en aquellos casos que
A y B sean matrices que gocen de la propiedad ctativau respecto de la multiplicacién,
propiedad que en general no se satisface.

(2) Para calcular, segun los valores de "a", el ralega matriz siguiente, procederemos
mediante el método de Gauss.

1 23 a Antes de triangular inferiormente,
M= 2 4 6 8 Intercambiemos entre sf las filas 1* y 3%
3 6 9 12
Triangulemos inferiormente.
3 6 9 12 Tomemos como pivote el elemento a;; = 3 # 0.
M= 2 4 6 8 Sustituyamos la 2°* fila por: 3 -[2*f] - 2 - [1°f]
1 2 3 a Sustituyamos la 3° fila por: 3 - [3*f] - [1°f]
3 6 9 12
Intercambiemos entre si las filas 2* y 37
M=1 000 0 Intercambiemos a continuacién las columnas 2* y 4°,
0 0 0 3a-12
3 12 9 6 . o e
El sistema esta triangulado inferiormente.
M=] 0 3a-12 0 0 Hemos obtenido una fila de ceros, y el coeficiente de la
0 0 0 0 diagonal principal, el a5,=3a-12 puede ser o no cero.

Veamos lo que ocurre en cada caso.
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*Si 8,=0 = 3a12=0 = a=4 = obtenemos dos filas de ceros y solo

una distinta de cero por lo que el rango de laimistres 1.
*Si 8,70 = 3a-120 = a*4 = obtenemos una fila de cerosy dos

distintas de cero por lo que el rango de la mMris 2.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
La ecuacion de una circunferencia s+ y? - 2a - 2by + & + b - * = 0, la que nos dice
el problema tiene su centro en (3, 0) luego, a=B=0, y de radio —, sustituyendo estos
valores tendremos:
X +y-6x+9- % =0 = X+y-6x+

Nlcoﬁ“’

=0.

Si observamos el dibujo, y tenemos en cuenta que
la recta tangente a la circunferencia en un pusato e P
perpendicular al radio que pasa por dicho punto,
OP. PC, tendremos: N

OF*+12-0C - o_P2+%:9 - o_PZ:% :

Por otro lado, si el punto P tiene de coordenadas
(X Vo), Se verificaran dos cosas:

- el triangulo OHP es rectangulo en H, y por tantg? + y,?

+ Nj o

- por pertenecer a la circunferencia, la satisfarg, + y,> - 6x, % = 0.

Sustituyamos el valor de la primera expresién esetpnda:

9 9 _ —ajy — 9 2 9 9 _3
— - + — = = = =1. = = — - = —_ - —_ = = =1].
5 6X, 5 0 X=3/2=15 Yo \JZ X, \JZ 13 15

luego el punto P tiene de coordenadas (1.5, 1&)pynto T(1.5, -1.5).

La ecuacion de la tangente a P y que pasa poigehoes:
x-0 _ y-0 _
= = y =X
15 -0 15 -0
La ecuacion de la tangente a T y que pasa porggroes:
x-0 _ y-0 y = X
15 -0 -15 -0

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) La ecuacion de la recta tangente a la grafiaandefuncion en un punto es:
Y -Yo =1 (%) (x-%) [1]
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2X
1-x2
_ 201 -x?) -2x(-2x) _2(x*+1)
(1 -x?»? (1 -x??
El valor de la derivada en el punto de tangenciabdeisa,=2, seré:

. . 222 +1 10
o0 -y @ -k -

El valor de la funcién en el punto de tangencialucisa,=2 es:
_ _ 2.2 _ 4
Yo =Y(@) = = -

La derivada de la funciény = es:

y = y

1-22 3
Sustituyendo estos valores en [1], obtendremosuaadn de la recta tangente:
4, 10, _ _ 10, 32
y - ( 5) = ?(X 2) y 9 X 9

(2) El punto en el que la particula encuentra aDafe coincide con el de la interseccion
de la recta tangente con el eje de abscisas;dalastmos resolviendo el sistema formado por

las ecuaciones de la recta tangente y la del ejpsiEsas.

y-lo, 3
9 9 ﬁl_oxfgzo = X:E:az
9 9 10
y =0

luego el punto es el (3.2, 0).

(3) Si observamos la funcion deducimos
gue existen dos valores que anulan al
denominador, el 1 y el -1, que son las dos
posibles asintotas verticales que tiene la funcion,
pero al estar definida sélo para valores mayores
gue 1, bastara hacer el estudio de la existencia la
asintotax=1, asi como estudiar la posicién de la
grafica de dicha funcion respecto de la misma.
No obstante no habra ningln punto de la trayectorial que la particula encuentre o corte a
la asintota vertical, sino que se aproximard aleflagrafica de la trayectoria de la particula es
la reflejada al margen.

Veamos sk=1 es una asintota vertical, para lo cual se haedgcar que:

im f(x)=te =  lim 2% - _2 _2
X =X w1t 1-x2 1-1° 0

En consecuencia, no hay ningun punto en el quetacpla encuentra a la asintota vertical,
sino que se desplazaria asintéticamente con respedta a lo largo de su trayectoria, de forma
gue a medida quese aproxima a 1 por la derecha el valoy de aproxima o tiende &.-
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SOLUCION EJERCICIO 2.-
Si la funciénf(x) verifica que |f(x)| < 1 +x?, entonces también se verificara, teniendo en
cuenta las propiedades del valor absoluto, que
-(1+x) < f(X) < 14X,
-x-1 < f(x) < 1+X%,
como las funciones x>1, f(x) y 1#* son funciones integrables en el interfdlpi],
por la propiedad de comparaclién tendremos que f’i

1
-1 <f(x) < 193 = f(—xz—l) dx < ff(x) dx < f(l +x2) dx
-1 -1 -1

calculemos la primera y tercera integral para sabge qué valores se encontraria la segunda
integral y asi decidir qué valores podria tomahainitegral.

1 1

x2- T [ e B [

fl(x 1) dx [3 x]l 3 1( 3 (1)) 5 = 26666
1

1
» [y 1o, (1, )8
fl(x +1) dx—[?+x}l—§+l (T+( 1)]—§~2.6666

luego el valor de la integral que nos piden estarprendida entre los valores
1

-2.6666 < ff(x) dx < 2.6666
-1

por tanto los nimeros que pueden ser el valortddrgegral serian el -2, el -1y el 2'5.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Supongamos que si exista una solucion del sisemla quey=0, para lo cual
sustituiremos dicho valor en el sistema y lo res@mnos.

2X -2y -z =4 2Xx -z =4 p i ‘ icial v
X +2y -2z =-1 - Xx-27=-1 ongamos el sistema en forma matricial |y

Xx-7-=1 X -7 1 apliquemos el método de reduccion de Gauss.

-1 4 Triangulemos inferiormente.

211 Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: 2 - [2°f] - [1°f]

-1 1 Sustituyamos la 3* fila por: 2 - [3%f] - [1°*f]

Tomemos como pivote el elemento ay, = -3 # 0.
Sustituyamos la 3* fila por: -3 - [3*f] + [2°f]

Hemos triangulado inferiormente. Todos los elementos de la diagonal
ptincipal son  distintos de ceto. La ultima ecuacién es trivial (la
-3 |-6 eliminamos), nos queda un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas,

S O N O ON P P DN
|
w
|
()]

0] o0 es por tanto un sistema compatible determinado. terminemos de
resolvetlo.
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N O N ON

0

Simplifiquemos la segunda fila por -3.

Triangulemos supetriormente.
Tomemos como pivote el elemento ay, =1 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: [1°f]] + [2°f]

El sistema esta diagonalizado, podemos despejar las incognitas:
x =3, 2=2, =0 (valor inicial)

Hemos encontrado una solucién en la ge@

(2) El sistema homogéneo asociado al sistema dado es:
2x -2y -z =0
X +2y -2z =0

ON OON PPN

0

Xx-z=0
-2 -1|0
2 -21|0
0O -11]0
-2 -1|0
6 -3|0
2 -11]0
-2 -1|0
6 -3|0
0 0]0

Pongamos el sistema en forma matricial y apliquemos el método
de reduccién de Gauss.

Triangulemos inferiormente.

Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: 2 - [2°f] - [1°f]
Sustituyamos la 3* fila por: 2 - [3%f] - [1°*f]

Tomemos como pivote el elemento a,, = 6 # 0.
Sustituyamos la 3° fila por: 3 - [3%f] - [2°f]

Hemos triangulado inferiormente. La dltima ecuacién es trivial (la
eliminamos). Todos los elementos de la diagonal principal son
distintos de cero, nos queda un sistema de dos ecuaciones con tres

incAgnitas, es un sistema compatible indeterminadmaramétrico, terminemos de resolverlo

simplificando previa

2

P O N ON O

0

-2

2

-2

0
2

0
2

2

-1
-1

z
4

27

z

z
z

|

|
|

0
0

mente la segunda ecuacién por 3
La incégnita que nos sobra, la g, la pasamos al segundo miembro

como incégnita no principal o secundaria.

Triangulemos supetriormente.
Tomemos como pivote el elemento a,, = 2 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: [1°f]] + [2°f]

Simplifiquemos la 1* fila por 2.

El sistema esta diagonalizado, la solucion sera:
x=z  y=3/2

Sustituyamos la incégnita secundarjgor un parametro t, tendremos finalmente:

X =t, yzlt, z =t, VteR

2

(3) Resolvamos el sistema dado poniéndolo directaamforma matricial y aplicando
el método reductivo de Gauss.
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Triangulemos inferiormente.

Tomemos como pivote el elemento a;; =2 # 0.
2 -2|-1 Sustituyamos la 2° fila por: 2 - [2°f] - [1*£]

0o -11 1 Sustituyamos la 3* fila por: 2 - [3%f] - [1°f]

Tomemos como pivote el elemento a,, = 6 # 0.
Sustituyamos la 3* fila por: 3 - [3%f] - [2°f]

Hemos triangulado inferiormente. La dltima ecuacién es trivial (la

O N OODN P P DN
o
|
w
|
(o2}

6 -3|-6 eliminamos). Todos los elementos de la diagonal principal son

0O 0O 01O distintos de cero, nos queda un sistema de dos ecuaciones con tres

incOgnitas, es un sistema compatible indeterminaiaramétrico, terminemos de resolverlo
simplificando previamente la 22 ecuacioén por 3.

2 -2 -1] 4 La incognita que nos sobra, la g, la pasamos al segundo miembro
0O 2 -1|-2 como incognita no principal o secundaria.
2 2| 4+z Triangulemos superiormente.
0 2 |-2+ Tomemos como pivote el elemento a,, = 2 # 0.
z Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] + [2°f]
2 0] 2+2z
0 2|24z Simplifiquemos la 1* fila por 2.
1 0] 1+z El sistema esta diagonalizado, la solucion sera:
0 2|-2+z x=1+z 2y=-2+3 = x=1+g y=-1+zg/2

Sustituyamos la incégnita secundarjgor un parametro t, tendremos finalmente:
X =1+t, y:—1+%t, z=t, vVt eR

El sistema geométricamente representa las ecuactméres planos en el espacio, al
resolver dicho sistema, la solucién del mismo seesponde con la ecuacién de una recta, que
es precisamente la recta donde se cortan loslénes

SOLUCION EJERCICIO 4.- r

51
Veamos si el punto A pertenece a la rectar osa la / ¢
para ello sustituiremos sus coordenadas en lasatbsgs As2) 2
ecuaciones:

Aer? = 2.3+3:2-7=50 = A¢r ; Aes?= 3-3:2+4=%k0 = A¢s
en consecuencia, la situacion seria parecidae iilzljo.

La ecuacion de la rectaal ser paralela a la recta r, sera de la forma:

2X+3y+C=0,

y al pasar por el punto A, se verificara: 2+3-2+C=0 = C=-12
luego la ecuacién de larectees: [=2x+3y-12=0.

La ecuacion de la rectaa ser paralela a la s, sera de la forma: 3y + D = 0,
y al pasar por el punto A, se verificara: 3--Z+D=0 = D=3
luego la ecuacioén de larectees: $=x-3y+3=0.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

EXAMEN SEPTIEMBRE 1996

Opcién A

EJERCICIO 1. [2’5 PUNTOS]. En un terreno llano se deseaaaanta parcela rectangular
usando 80 m. de tela metélica para vallarla, pefandlo en uno de sus lados una abertura de
20 m. sin vallar tal como se muestra en la figura:

|iabertura

Halla las dimensiones de la parcela rectanguleirda maxima que puede acotarse de esa
manera y el valor de dicha area.

EJERCICIO 2. Las coordenadas (a,b) del centro de gravedathadéamina de densidad
uniforme que esta limitada por la curya senk) y la porcion del eje OX comprendida entre
x=0 y x=n/2, vienen dadas por:

/2 /2
f x sen (x) dx f (sen(x)) 2 dx
__© _ 0
a-= /2 y b = /2
f sen(x) dx 2[ sen(x) dx
0 0

(1) [1 PUNTO]. Describe el método de integracién pantgs.
(2) [1'5 PUNTOS]. Utiliza dicho método para calculacentro de gravedad de la lamina
sabiendo que 2

f (sen(x)) 2 dx =

I
5 4

EJERCICIO 3. [2°’5 PUNTOS]. Del sistema de dos ecuacionesdesnncognitas
ax +by +1=0
ax +by +c=0
se sabe que=1,y=2 es una solucion y que=7,y=3 es otra solucion. ¢ Qué puede afirmarse
respecto de las soluciones del sistema?, ¢ cu@ana8 t¢scuéles son?
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EJERCICIO 4. Consideralos puntos A=(2,-1,-2) v BE -1, 2)
(1) [1 PUNTO]. Determina los puntos del segmento AB tpudividen en tres segmentos
iguales.

(2) [1'5 PUNTOS]. Encuentra un punto C sobre la redi ecuaciones
x-1 _y-1_12z-1

1 -1 2
de forma que el triangulo ABC sea rectangulo en C.

r =

Opcién B

EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS]. Se toma una cuerda de 5 metrdsrdgtud y se unen los
extremos. Entonces podemos construir con ellaguiés isésceles de diferentes medidas.
Calcula, de manera razonada, las dimensiones delene mayor area.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Las gréficas (a), (b) y @rresponden, respectivamente,
a tres funciones derivablég y h. ¢ Podrian representar las gréficas (r), (s)a lés graficas
de f’, g 0o h” (no necesariamente en ese orden)? Justificapaiesta en cada caso.

(a) (b) (c)

i EETEERERREREY A I ————|"—_—bo I
° ° ° \//\\/
2| 2o 2| mmm e
[ [ 0
(r) (s) (1)
F Y R ILET A T ICREEEEREREN ERE F LR EEPRERRERRRREES [ ] GECREEEEEEREEE EEEPRERRERRRR
0 [ [
T R B N S 2 T CLCTTEEREE EEEEEERRRRER
0 0 0

EJERCICIO 3. Un punto M se mueve en el espacio tridimensideaianera que en un
instante de tiempbse encuentra en el punto {13+, 6+2).

(1) [0'5 PUNTOS]. ¢Es esta trayectoria una linea Pe8tas asi, escribe sus ecuaciones de
dos formas distintas.
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(2) [1 PUNTOQ]. Halla el instante de tiempo en el gupunto esta en el plano dado por la
ecuacion x-2y+z-7=0.

(3) [1 PUNTO]. Halla la ecuacién de la recta que cpagpendicularmente a la trayectoria
de My pasa por el punto (1, 1, 0).

EJERCICIO 4. (1) [1 PUNTOQ]. Sean Ay B dos matrices cuadradasileino orden que
tienen inversa. Razona si su producto A-B tamiid® inversa.
(2) [1'5 PUNTOS]. Dadas las matrices

10 2 10
C- y D-|1 1
01 1 1 -1

determina si C-D tiene inversay, en ese cadlalda

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

El area de la parcela rectangular es
Area = base x altura
Llamemosx a la base de dicha parcela, la altura |6gicanserée
atura - 80 X 72()( ~20) _59 e 20m -

luego la expresién de la funcién area es
A(X) = x(50X) = A(X) = 50 - X2
calculemos el maximo de esta funcién
A(X)=50-%X = 50-2=0 = x=25
A'xX)=-2 = A’(25)=-2<0 = hayun maximo ewx=25.
La parcela tendra &rea méxima con las dimensiones:
base x=25m. y altura=50=50-25=25m.
El valor de dicha area maxima e&(25) = 50 - 25 - 25= 625 m.

altura

base = x

SOLUCION EJERCICIO 2.--
(1) Siuyvson dos funciones derivables, entonces la difebkdel producto de ambas
funciones, como sabes, es:d(uv) = u-dv + v-du
Si integramos los dos miembros
fd(u-v):fudv +fvdu = u-v:fudv +fvdu
Despejando el primer sumando del segundo miemdmdrémos
fudv =u-v - fvdu
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hemos obtenido la formula de la integracion potgsar

Para usar esta formula es preciso reconocer guaéelgral de la expresion que se nos
plantea es posible expresarla como producto déagtsresu y dv, y observar que tanto la
obtencion de mediante la integracion deds, como el de la integral deduson célculos mas
sencillos y cobmodos que el calculo directo de tegral deu-dv

La experiencia para reconocer si una integral Sgefee o no por partes es importante,
pero también lo es el disponer de una amplia Katade integrales tipicas que caracterizan a
este tipo de integrales.

(2) Para obtener las coordenadas (a, b) del cengmagiedad, procederemos calculando
cada una de las integrales que aparecen en lasexs que nos da el problema. Empecemos
por la integral

/2

f x sen (x) dx integral que la vamos a hacer por partes:
0
u=x : du = dx
dv = sen(x) dx Cv o= [dv - [sen(x) dx = -cos( x)
/2 /2 /2
f xsen(x) dx =[-xcos( x) ] - f -cos( x) dx =
0 0 0
o o /2 o
=-—cos| —=| -(-0-cos(0)) +[sen(x) ] =0+sen| =| -sen(0) =1
2 2 0 2
Calculemos la integral de los denominadores
/2

/2
f sen(x) dx =[ -cos( x) ] = cos(%) -(-cos(0)) =0-(-1)=1
0 0
Luego las coordenadas del centro de gravedad son:
IT

a:l:l, y b:—4 :E = 112
1 2-1 8 8

SOLUCION EJERCICIO 3.-

El sistema al tener dos soluciones, debera teffieitas, ya que los sistemas si son
compatibles tienen o una Unica solucion (sistenmaspatibles determinados) o infinitas
(sistemas compatibles indeterminados), por tantotrata de un sistema compatible
indeterminado, es decir, presenta infinitas soh&soy no sdélo dos.

Al ser un sistema compatible indeterminado y telosr ecuaciones y dos incognitas, el
sistema sera uniparamétrico, lo que significa queede las ecuaciones es mdltipla de la otra,
0 sea, que si resolvemos el sistema por Gausg&raltlar, la Gltima ecuacion nos debe salir
una ecuacion trivial, por tanto la solucién seré cumalquiera de las dos ecuaciones del sistema,
pero tendremos que calcular "a"y "b" o0 "a™, b"ty".

Sustituiremos cada una de las dos soluciones edeaulag ecuaciones, por ejemplo, en la
primera.
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a+2b-=-1 Pongamos el sistema en forma matricial y apliquemos el método de
7a + 3b - _1} reduccién de Gauss.
1 211 Triangulemos inferiormente.
‘ J Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
7 3]-1 Sustituyamos la 2°* fila por:  [2°f] - 7 - [1°f]
1 2|1 Hemos triangulado inferiormente. Triangulemos superiormente.
0 -111 6 Tomemos como pivote el elemento a,, = -11 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: 11 - [1°f] + 2 - [2*f]
1 01 El sistema esta diagonalizado, podemos despejat las incognitas:
0 -11|6 a=1/11, b=-6/11
Sustituyamos estos valores en la primera ecuaabsistema dado:
1 6
—X-—y+1=0 = X -6y +11 =0
i1 11 Y
despejemos, por ejemploX@ara obtener finalmente el conjunto de solucialetsistema en
forma paramétrica 11 + 6t
= - +
x = -11 + By - {X ViteR
y =t
SOLUCION EJERCICIO 4.- B2)
(1) Calculemos las coordenadas de los puntos My N N(d.ef)
gue dividen al segmento AB en tres partes igudes. M(ab,c)

observamos el dibujo, se verificaréa:
2AM=MB =
2[( a, b, c) -2, -1, -2)] =(-1, -1,2) -(a, b, ¢) =

A(2,-1,-2)

2(a-2, b+1, ¢c+2) =(-1-a, -1-b,2 -c) =
(2a-4,2b+2,2c¢c+4) =(-1-a, -1-b,2 -c) =
2a-4 = -1-a = a=1

2b+2 = -1-b = b:—l2 . M—(l, . _E)
2c+4 =2-c - c--3 3

El punto N lo obtendremos de forma similar:
AN=2NB = (d, e, f) -, -1, -2] =2[( -1, -1,2) -(d, e, f)] =

d-2 = -2-2d = d=0
e+l = -2-2e = e = —21 . N (0' 1 E)
f+2 = 4-2f - f = 3 3

(2) Expresemos la ecuacion de la recta r en paraastri

Xx=1+t
r=qy=1-t
z=1+2t
las coordenadas del punto C que esta sobre etessmrC=(1+t, 1-t, 1+2t).
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Al tener que ser el triangulo ABC rectangulo en
C, se ha de verificar que los vectores AC y BC son

perpendiculares, y por tanto, su producto escalar e
cero:

AC.BC = AC-BC-=0

Las coordenadas de estos vectores son:

AC=(1+,1-t,1+2t) -(2, -1, -2) =
=(t-1,2 -t, 3 +2t)

BC=(1+t,1-t,1+2t) -(-1, -1,2)
-(2+,2-t,2t-1)
Multipliguemos escalarmente los dos vectores

AC- BC=0 = (t-1,2-t,3+2t)-(2 +,2-t,2t-1) =0

(t-1)@2 +t) +@2-t)2 -t) +B3+2t)2 t-1) =0

2t -2+t 2-t +4-2t -2t +t 2+6t +4t 2-3-2t =0

=

=

1
662+t -1 -0 R (. -1yT+24  -1%5 3
12 12 o1
2
Hemos obtenido dos valores para el parametro tIgpaue al sustituirlos en las
coordenadas del punto C, significa que existerpdaosos C sobre larectar:
c -2 2 5 . c-|% 309
1 \3 3 3 ' 2 2' 2

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

El perimetro de los triangulos isésceles es & Bake eg, cada uno de los lados iguales
mediran la mitad de %-La basex s6lo toma valores del intervalo 10, 2°5].

/A
h:\J(S’X)Zf (x)2 _ [Bx7T10x _ x? _ YT IOX /\
2 2 4 2 2 |
El area de los triangulos es
A(X) - base -2altura _x ‘/zsz_m _ %x 55— 10%
Obtengfmos la funcic')nlprimera derivadil de A :
A’(x):ZM+Zxﬁzz¢m- X

4 ,/25-10%

igualemos a cero la primera derivada para caltoggposibles maximos o minimos relativos.
l /25 — 10X - S X -0 = 25 -10x -5x
4 4

/AKX g L, 25 15y -0 - x = 2
/25 T0x /25— T0%

3
La funcion A es continua y derivable en su dom]Ai®"5[. Los intervalos de monotonia son:
*si 0<x<5/3 = AX>0 =

A(x) es creciente en 10, 5/3[
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*si 53<x<25 = A (X)<0 = A(x) esdecreciente en ]5/3, 2'5[.
Como no esté definida la funcion en los extremdsntdervalo, deducimos que el valor de

x=5/3, es el valor de la base del triangulo que heréima a la funcioén area.
x 5-%
El lado igual mediré: 5—2X = 73 = g se trata por tanto de umgido equilatero.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

La grafica de la funcién (a) es creciente en tddiatervalo donde esta definida luego los
valores que toma la funcion derivada en dicho waierson positivos, es decir, mayores que
cero, por lo que la gréfica de la funcién derivddhe encontrase so6lo por encima del eje de
abscisas; pero ni la (r), (s) y (t) lo estan, enseguencia, ninguna de éstas representa a la
grafica de la funcidn derivada de la (a).

La grafica de la funcidn (b) es creciente para#dsres dexmenores de cero y decreciente
para los mayores de cero, luego la funcién deritiet® que ser positiva para los primeros
valores y negativa para los segundos, o lo querasho, la grafica tiene que estar situada por
encima del eje de abscisas para los valores mederesro y por debajo para los mayores de
cero. Asimismo en el punto de abscisa 0 existe &imo relativo por lo que la derivada en
dicho punto es cero, luego la gréfica de la fundérivada corta al eje de abscisas en el punto
0. La gréafica (t) es la tnica que podria representa de la funcion derivada de la (b).

La gréfica de la (c) (n
funcién (c) es ol ] ol N

decreciente para los
valores dex menores
que py para los del 0 \p/ \q/ of—2

intervalo (0,q), por lo
gue la funcion derivada
es negativa para dichos 2
valores estando su o 0

grafica situada debajo del eje de abscisas; mgqtra es creciente en el intervalo (p,0) y para
valores mayores que g, lo que implica que la fumdérivada es positiva y su grafica estara
situada por encima del eje de abscisas. Asimisniosepuntos de abscisa p, 0 y g, existen
extremos relativos por lo que la funcion derivadaiehos puntos es cero, luego la grafica de
la funcién derivada corta al eje de abscisas epdatos p, 0y g. La gréfica (r) es la Unica que
podria representar a la de la funcién derivada e)!

'
N

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Latrayectoria si es unalinearecta ya quedladenadas de cualquier punto dependen
de un sélo parametro luego los puntos de dichadtasia estan alineados en una sola
direccion.

Las ecuaciones de la trayectoria en forma paraca&tan:
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t
t
2t
Las ecuaciones de la trayectoria en forma contiona
X-1 _y-3 _2z-6
1 1 2

N < X
3 owr

_‘
1]
—t—

O

(2) El instante en el que el punto M esté en el plser@d cuando sus coordenadas
satisfagan la ecuacién de dicho plano, para dlistitairemos las variables y y z de la
ecuacion del plano por las del punto M

X-+z-7=0 = 1#-2(34#)+6+2-7=0 = t=6

(3) La ecuacidn de la recta que pasa por el puntd Bj1 trayociora
y corta perpendicularmente a la trayectoria, dg la recta que
pasa por el punto Py por el punto genérico M(3+, 6+2)
de la trayectoria, con la condicion de que el vecioe
determinan los puntos P y M sea perpendiculardiréecion
de la trayectoria.

M {1+, 3+, 6+2t)

El vector -~ tendrd de coordenadas:
PM=(1 +t, 3 +t, 6 +2t) - (1,1,0) =(t, 2 +t, 6 +2t) [1]
Este vector es perpendicular al de direccién dealgectoria, o = (1, 1, 2), luego el
producto escalar de ambos es cero:
PM- G=0 = (t,2+t,6 +2t)-(1,1,2) =0 = t+2+t +12+4t =0 =

6t = -14 -  t=-7
3

si sustituimos este valor de t en [1] obtendrerassbordenadas del vecter-

PM=(t, 2 +t, 6 +2t) (1 2-1,6 —ﬂ) (1 -3 i)
3 3 3 3 3 3
La ecuacion de la recta que nos piden es:
x=1-2Ix

S = y:l*i)\

z = 4
3

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Las matrices Ay B tienen por matriz inversa eesipamente a Ay B™. Demostremos
gue la matriz A-B tiene matriz inversa, es demiiste una matriz (A-B)que satisface
(A-B) - (A-B)' =1 [1]
(A-B)*- (A-B) =1 [2]
Partimos de la igualdad
A-B=AB multipliguemos a la derecha por la maBiz



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 32

A-B-B'=A.-B-B* teniendo en cuenta que B-B |

A-B-B'=Al como | es la matriz unidad

AB-B'=A multipliquemos a la derecha por la matriz A
A-B-BLAT=AA? teniendo en cuenta que AtA |

A-B-BLAT=| por la propiedad asociativa del producto derices
(A-B)-(B-A1) =1 el resultado que obtenemos es que la matadymto A-B tiene

como matriz inversa la matriz 'BA?, verificandose [1].
Anélogamente procederemos para demostrar que tahobés por la izquierda.

A-B=AB multipliguemos a la izquierda por la mat™*

ALAB=A"AB teniendo en cuenta que™A = |

ALAB=1B como | es la matriz unidad

ALAB =B multipliquemos a la izquierda por la mafi*

BLALA.-B=B'B teniendo en cuenta queB = |

BLALA-B=1 por la propiedad asociativa del producterderices
(B-AY-(A-B) =1 el resultado que obtenemos es que laimptoducto A-B tiene

como matriz inversa la matriz 'BA?, verificandose finalmente [2].
En definitiva, la matriz producto A-B tiene inveréa-B)?, cumpliéndose que:
(A-B)*=B-A*
es decir, que la inversa del producto de dos reattjae tienen inversa coincide con el producto
de sus matrices inversas en orden contrario.

(2) Calculemos la matriz producto C-D

10 2 10 3 -2
C-D-= o T
011 1 -1 2 0

Calculemos la matriz inversa de esta matriz porébdo de Gauss, consistente en poner
a la derecha de la matriz C-D la matriz unidadteniar, mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, que aparezca lazmatdad a la izquierda de C:D, la parte que
guede a la derecha es la matriz inversa de C-D.

3 211 0 Diagonalicemos. .
> olo Tomemos como pivote el elemento a;; =3 # 0.
1 Sustituyamos la 2°* fila por: 3 - [2*f] - 2 - [1°f]
3 2110 Tomemos como pivote el elemento a,, = 4 # 0.
0 41|-2 3 Sustituyamos la 1° fila por: 2 - [1*f] + [2°f]
6 0/0 3 Simplifiquemos la 1* fila por 6.
0 4|-2 3 Simplifiquemos la 2* fila por 4.
A la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por lo que al no
1 0| O 1/2 . . . Lo .
salirnos ninguna fila de ceros, la matriz C D tiene inversa, siendo
0 1]-1/2 3/4 la inversa la matriz que queda a la derecha: es decir:

L ( o 12
(¢D ‘(1/2 3/4 )
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 1 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. El ndmero de bacterias en unisukxperimental en un

Instantet es N(t) = 1000 (25 #e'®),  para @t < 100.
¢,Cuanto valen el maximo y el minimo nimero de bastg en qué instantes se alcanzan,
respectivamente, dichos valores extremos?

EJERCICIO 2. Un objeto se mueve a lo largo de una linea iédo a la accién de una
fuerzaF que depende continuamente de la posikidel objeto en dicha linea recta. Se sabe
gue el trabajo realizado por la fuerza paga molebjeto desde=a hasta=b viene dado por

W= | F(x) dx.
{ (x)
(1) [1'5PUNTOS]. Silafuerzae$(x) = % calcula el trabaj@padesde=3
hastax=5. (x-1)
(2) [1 PUNTO]. Determina razonadamente si la fuei@ax) = (Xziil)z lizeeanas o

menos trabajo que la fuerEaanterior para el mismo desplazamiento.

EJERCICIO 3. Considera el sistema de ecuaciones

1 o -1)(x 2
2 -1 o y| =|5
1 10 6)\z 1

(1) [1 PUNTOQ]. ¢Paraqué valoresdlao tiene inversa la matriz de coeficientes débsia
anterior?

(2) [1'5 PUNTOS]. Discute sus soluciones segun losoreal deo e interpreta
geométricamente el resultado.

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS]. Determina el punto simétrico (@0,0) respecto del plano
de ecuaciorx+ 2y + 3z=1 y calcula el cuadrado de la distancia entteod puntos (el (0,0,0)
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y Su simétrico).

Opciéon B

EJERCICIO 1. Considera la curva de ecuacign= x /x (x > 0).

(1) [1'5 PUNTOS]. ¢Cual es el punto de la curva mésaoe al puntoP:( %,O )’>

(2) [1 PUNTOQ]. Deduce de forma razonada si existe ompunto en la curva que sea el que
esta mas lejos de P.

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. De todas las primitivas déulacion f:R - R dada por
fx)=1 +x|x\ determina aquélla cuya grafica pasa por el p(in@).

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Discute, segun los valores da @osicion relativa de la

recta r de ecuaciones i {ZX +2y +(a+l)z = 3

X+y+z =1
respecto del planoxa 2y + 3z = 3.

EJERCICIO 4. Dado xeR, considera la matriz
cos( x) sen(x)
) ( -sen(x) cos( X)
(1) [1 PUNTO]. Calcula A-A donde Adenota la matriz traspuesta de A.
(2) [1'5 PUNTOS]. Prueba que A tiene inversa y hallala

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

La funcién N(t) es una funcién continua por tratarse del produetouna funcién
polinémica,t, por una funcion exponencialg?’, que son continuas, y el producto de
funciones continuas da lugar a otra funcién comtimqor tanto los maximos y minimos
absolutos se alcanzaran en los puntos de derieaidaen los extremos del intervalo.

La funcién derivada es:

" -t L
N (t) =1000| e® +te 2 . 1J - 1000 e @ (1 —%) para &t < 100.

20
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Calculemos los valores que anulen a la primeraaleai
-t

»eEO
t)_o . *

20 L1-L -0 = t=20
20

Obtengamos el valor de la funcién en este puntdeti®ada cero y en los extremos del
intervalo, es decir, en los instante=20,t=0 yt=100,
N(20) = 1000 (25 + 20%€%) = 1000 (25 + 20) = 32357°85094 32358
N(0) = 1000 (25 + 0%°) = 25000
N(100) = 1000 (25 + 100*¥"?°) = 25673"79469
El nimero méximo de bacterias-€82358, y el nimero minimo es 25000; los instagtess
gue se alcanzan, respectivamente, dichos valoresrsel 20 y en el 0.

-t
1000 e %° (1 -

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Eltrabajo para ir desde3 hasta=5 sera: 5
5 5 (x - 1) 1} 1
W= [ —= _dx = [2(x-1) 2dx =2|—Z—| =-2(4 -2 =2
[ Gz &= [20em = ( ) =5

3

(2) Teniendo en cuenta que el trabajo viene repradenor el area encerrada debajo de
la curva, el eje de abscisas y las ordenadas guidss de abscisas 3 y 5, bastara comprobar,
por ejemplo, siF(x) > G(x) para cualquier punto de dicho intervalo, si éslasuerzar-(x)
realiza mas trabajo que la fuelG&).

Supongamos puezs, qUEX) >G(X) =

>
X D2 (xZ:D° parav x €[3,5] [1]
Simplificando por 2: 1 > 1
(x-1)% (x*+1)°?
como x €3, 5] los denominadores no se anulan para ninglor dal ese intervalo,
podemos quitar denominadores:(x? +1)? > (x -1)?2
las bases de las potencias son siempre positivagugax <[3, 5], luego podemos

simplificar los cuadrados: x? +1 > x -1

pasemos todo al primer miembro y resolvamos lauseon
X2-x+2>0
para ello resolveremos primeramente la ecuacion: —

1+
Xx?2-x+2=0 = x=—¥= %
’ 2

observamos que no tiene solucién la ecuacion,qqué para resolver la inecuacion bastara
sustituir un valor cualquiera de dicho intervalor pjemplo el 4, en la misma y comprobar si

se satisface o no:

X2-x+2>0 = 42-4+2=14>0
como se satisface, significa que todos los valdetsntervalo verifican la desigualdad [1],
luego la fuerzd(x) realiza mas trabajo que la fue ).
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) La matriz de coeficientes no tendra inversa pgteellos valores deque hagan que
el rango de la matriz sea menor que tres. Calciderhoango por Gauss y discutamos los
diferentes casos que se presenten.

1 o -1

Triangulemos inferiormente.

Coloquemos la tercera fila en primer lugar.

10 -6
10 -6 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
a -1 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - [1°f]

Sustituyamos la 3* fila por: [3°f] - 2 - [1°f]

Cambiemos entre sf las filas 2* y 3%

Tomemos como pivote el elemento a,, = -21 # 0.
Sustituyamos la 3° fila por: 21 - [3*f] + (a-10) - [2*f].

10 -6 Hemos triangulado inferiormente, todos los elenemte la

21 atl2 diagonal principal son distintos de cero, salva,gtjue puede
0 0 o?+2a-15 ser cero, en cuyo caso obtendriamos una fila descer
consecuentemente la matriz de coeficientes noiteimlrersa.

Supongamos que este coeficientesaa cero, es decir,

2+20-15-=0 = o(:th\/m_O_2721827735

O r OO Fr OOFr NP FP PN
Q
|
'_\
o
a1

2 2
para los valores dg 3y -5, la matriz de coeficientes no tendria isae

(2) Discutamos el sistema mediante el método de ca@itude Gauss.

1 o -1|2
Triangulemos inferiormente.
2 -1 «ol5 .
Coloquemos la tercera fila en primer lugar.
1 10 6|1
1 10 -6|1 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
1 o -112 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - [1°f]
Sustituyamos la 3* fila por: [3°*f] - 2 - [1°f]
2 -1 o |5
1 10 -6 |1
0 o-10 5 1 Cambiemos entre sf las filas 2* y 3%
0 -21 «+12|3
to1o ° ! T i 1 el 21#0
~ omemos como pivote el elemento a,, = -21 # 0.
0 21 a+12)3 Sustituyamos la 3* fila por: 21 - [3*f] + (a-10) - [2°f].
0 «o-10 5 1
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Hemos triangulado inferiormente y los elementos de la

1 10 -6 1

0 -21 a+12 3 puede ser o no cero. Estudiemos los diferentes casos que
0 0 o?+20-15|3a-9 ) puedan presentarse.

diagonal principal son distintos de cero, salvo el a;; que

- 3
v -5
al salirnos dos valores, tendremos que analizqunéoocurre en cada uno de ellos:

*Si o=3 = la dltima ecuacionof+20-15)z = 31-9, seria 0=0, que es una
ecuacion trivial y la podemos eliminar, quedandamosistema de dos ecuaciones con tres
incognitas y todos los elementos de la diagonatpral distintos de cero, por lo que tendremos
un sistema compatible indeterminado uniparamétsiacue nos sobraria una incégnita, la
solucién coincidiria pues con la ecuacion de untareomun a los tres planos.

*Si a=-5 = laUltima ecuacionuf+20-15)z = 3-9, seria 0=-24, que es una
ecuacion absurda, luego el sistema es incompgtérieconsecuencia los tres planos no tienen
ningln punto en comun.

*Sinoseanulag = a,*0 = a#3 ya*-5 = que paratodos los valores
dea distintos de 3y -5, la Ultima ecuacion no egimid ni absurda, el sistema tendria tres
ecuaciones y tres incognitas, seria un sistemaatistgpdeterminado, con solucion Unica, por
lo que los tres planos se cortarian en un punto.

*Siseanulag = a,0 = o*+20-15=0 - @ o-=

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Llamemos O’al simétrico de O respecto del planp.
Elegiremos un punto H genérico de dicho plano, qpe
satisfaga lo siguiente: 0 0" (ab,c)

El vector OH sea perpendicular a los dos vectores

g y v de direccion del plano, y adema3H: HO

Para calcular los vectores de direccion del plarte;
expresemos la ecuacion del misme,2y + 3z=1, en forma
paramétrica; bastara resolver el sistema de 1 écuean 3 incdgnitas, expresémoslo en forma
matricial

(L 2 3] 1) Al resolverlo por Gauss, observamos que gatdriangulado,
es un sistema compatible indeterminado biparamétnizs sobran dos incognitasylg laz,
gue las pasamos al segundo miembro como parametros:

(1 | 1-2y-3z) Despejemos la incdgnita principalda = x=1-2%-3z
Expresemos las incognitas secundayiasz, como los parametros y , nos quedara la
ecuacion del plano en forma paramétrica:

x =1-2a -3B
y = o
z =8
En esta ecuacion del plano leeremos que sus vederdireccion son:
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a(-2,1,0 v(-30,1)
Un punto genérico H del plano tendra de coordenadés-20-3p, o, B).
Construyamos el vectorOH
OH=(1 -2a-3p, o, B) -(0,0,00 =(1 -20-3B, o, B)
e impongamos la condicion que dijimos al principie que el vectorOH es perpendicular a
los vectores de direcciomr y v del plano, luego los petmhi escalares del
vector OH con cada uno de dichos vectores de direseitincero:

{cfH-a—(l -20-38, & B) *(-2,1,0) =0  _ {—2+4oc+65+oc—0

OHV =(1 -20-3@, o, B) -(-3,0,1) =0 -3+600+98+p =0
5a+6p =2 Pongamos el sistema en forma matricial y resolvamoslo por Gauss.
60 +10R =3
5 6|2 Diagonalicemos la matriz.
6 10 ‘ 3 ) Tomemos como pivote el elemento a;; =5 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: 5 - [2*f] - 6 - [1*f].
5 6|2 .
Tomemos como pivote el elemento a,, = 14 # 0.
0 1413 Sustituyamos la 1° fila por: 7 - [1°£] - 3 - [2*f].
3% 05 Simplifiquemos la 1* ecuacién por 5.
0 14 |3
7 0|1 Nos quedan dos ecuaciones y dos incégnitas. Es un sistema
0 14 | 3 compatible determinado. Despejemos las incognitas o y B:
La solucion sera:
Ta =1 - _ 1 . _ 3
148 - 3 «=7 5 B4

Sustituyamos. y B en las coordenadas del punto H y en las del veClidr
Por tanto el punto H tendra de coordenadas:
_ _ _ _ _2_9 1 3 _ 1 1 3
H=(1 "20-3p, o F) *(1 7T T H) - (H' 7 H)
Y el vector OH sera:
Vi — _ _ _ 1 1 3
OH= (1 -20-3B, «, B) _(ﬂ’ = ﬂ)
Sea O’(a, b, c) el punto simétrico del O respeab ptano, las coordenadas del
vector HO” seranHO = (a, b, ¢) 7( to1 3) :(a ! b-2, cfi)

@ 7T 1 vy 7 14

se verificara que OH= HO’ :(i 1 3) :(a—i, b—%, c—1_34) =

14’ 7' 14 14
1 _g-21 a=2-21
14 14 14 7 Luego el punto O° simétrico del O respecto del
% b *% = b = % = % plano sera:
2-c-2 c=2=2 ol 2 3
14 14 14 7 777

La distancia del punto O al O” es:

dist (O O) = |00 :J(;)ﬂ(;)ﬁ(g)z :\/g:\@

por tanto el cuadrado de la distancia entre ambntop es 2/7.
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Un punto genérico de la curva sera de la fon@{zx, xﬁ). sCayamos la

funcion distancia del puntd® = %,0 a un punto Q cualquilerda curva.

dist (P, @ —\(x- 1) (xyg-0f - Fx7x T

El punto de la curva méas cercano a P coincidirdet@ue haga minima esta distancia. Para
calcular el minimo de esta funcion, basta calcellaalor dex que haga minima a esta otra:
d(x) = x%+x?-x+
para ello, obtengamos primeramente los valoresaquken a la primera derivada
d (x)=3x2+2x -1 = 3x2+2x-1=0 = x- ‘Zi‘/64+12 - ‘2;4 -7 .

Estudiemos la monotonia de la funcid(x), que es continua y derivable pata O.

*si 0<x<13 = dXx)<0 = d(x) es decreciente en [0, 1/3[.

*si 1/3< x = d®Xx>0 = d(x) es creciente en ]1/3,f
Luego la funcién distancia tiene un minimo relatérox = 1/3, que también sera el minimo

absoluto. El punto de la curva mas cercano a P e@%%, %‘/g) . La ordenada se ha

obtenido sustituyendo el valor gen la curva.

Wk

(2) No existe ningun punto en la curva que sea ekgtiemas lejos de P, porque en la
funcién distancia no hemos encontrado ningun lerperteneciendo al dominio de la curva
haga maxima la funcion.

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Expresemos la funcidi(x), que es continua €& como una funcién a trozos:
- )1 -x2 Si x <0
FOO = 1 xx]| = 1+x2 Si x =0
calculemos las primitivas de esta funcion:

f(l - X 2) dx x—%+C

3 Si x <0

ff(x) dx - A
f(l +x2)dx =x+ 2 +C, Si x >0
3

como esta funcién integral también es continuR,do ha de ser en el punto 0, por lo que los
limites laterales y el valor de la funcién en ahou0 han de coincidir:

lim  [f(x) =lim (x+§+c2) =C, 5 lim [ (x) =lim (xﬂ{ﬂ:l) -G, [f(O) =C, =

x-0" x-0" x-0"

x-0"
x>0 x<0

lim ff(x) = lim ff(x) :ff(O) - C =G,
X -0

x-0"

teniendo en cuenta que las constantes tiene qigusées, las primitivas déx) seran:
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x—%3+C Si x <0
ff(x) o x+X.cC Si x>0
x >

Para obtener la primitiva cuya gréafica pasa ppueto (1,0), sustituiremos fgpor 1 y el
valor de la funcion por 0, en el trozo definidogwaalores dex—1>0
1+ E +C=0 = C-=-
luego la primitiva dd(x) que pasa por dicho punto es

3

Si x <0

X- -3
f(x) dx =
f ﬁg Si x >0

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Para discutir, segun los valores de a, la posi@fativa de la recta y el plano, bastara con
discutir el sistema formado por las ecuacioneszoas.
2x +2y +(a+1)z —3}

Pongimoslo en forma matricial y utilicemos el método de
X+y+z=1
ax +2y +3z =3

reduccion de Gauss.

2 2 a+l]|3 ) )
11 1 1 Intercambiemos entre s las filas 1* y 2%
a 2 3 3
1 1 1 1 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = -1 # 0.
2 2 a3 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f.] + 2 [1°£]
2 3 3 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] +a - [1*f]
101 1 1 Tomemos como pivote el elemento a,, = 4 # 0.
0 4 a+3 | 5 Sustituyamos la 3° fila por: 4 - [3%f] - (2+a) - [2°f]
0 2+a 3+a|3+a
1 1 1 1 Hemos triangulado inferiormente, todos los elementos de la
0 4 a+3 5 diagonal principal son distintos de cero salvo el as; que puede
o no ser cero. Discutamos ambos casos.
0 0 -a’-a+6|-a+2

*Si a;=0 = -da+6=0 = a:@:%;::_zs

* Si a=-3 = ladltima ecuacién seria, 0 =5, que es aasuo que significa
gue el sistema es incompatible y por tanto la rgetgplano son paralelos.

** Si a=2 = ladltima ecuacioén seria, 0 =0, que esdfivios quedaria un
sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, esigtema compatible indeterminado
uniparameétrico y por tanto la recta estaria codeesn el plano.

*Sia,#0 = @a-3 y &2 = laultimaecuacion no es absurda ni trivial lpor
que el sistema estara formado por tres ecuaciotres incognitas, es un sistema compatible
determinado y por tanto la recta y el plano seacogn un punto.
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Efectuemos el producto de las matrices'A-A

A Al _( cos( x) sen(x) ) _ ( cos( x) -sen(x) ]

-sen(x) cos( x) sen(x) cos( Xx)

) cos 2(x) +sen 2(x) -cos( x) sen(x) +sen(x)cos( X)
) -sen(x) cos( x) +cos( x) sen(x) sen ?(x) +cos 2( x)

(5 9)

el resultado del producto de ambas matrices eataznunidad.

(2) Para probar y calcular que la matriz A tiene isgeusaremos el método de Gauss,
consistente en poner a la derecha de A la matidadre intentar, mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, que aparezca lazroaidad a la izquierda de A, la parte que
guede a la derecha es la matriz inversa de A. (Mategual esta disposicion o la contraria). Si
no apareciese la matriz unidad a la izquierda posgliese al menos una fila de ceros entonces
A no tendria inversa.

( cos( x) sen(x)

-sen(x) cos( x)|0 1

Tomemos como pivote el elemento a;; = cos(x) # 0.

1 OJ Diagonalicemos.

Darfa igual suponer que sen(x) # 0.
Sustituyamos la 2 fila por: cos(x) 2*f.] + sen(x) [1°f]

cos( x) sen (x) 1 0 Simplifiquemos teniendo en cuenta

0 sen 2( X) +COS 2( x) |sen (x) cos( x) la férmula fundamental de la
trigonometria.

cos( x) sen(x) 1 0 Tomemos como pivote el elemento a,, = 1 # 0.
0 1 sen(x) cos( x) Sustituyamos la 1°* fila por: [1°f.]-sen(x) [2°f]

cos( x) 0 |1-sen?(x) -sen(x)cos( x) . . .
0 1| sen(x) cos( ) Sustituyamos 1-sen”(x) por cos™(x)

cos( x) 0 |cos 2( X) -sen(x)cos( Xx) Simplifiquemos la 1*f. por cos(x). Ya que
0 1| sen(x) cos( x) supusimos que cos(x)#0

1 0]cos( x) -sen(x) La matriz que hemos obtenido a la derecha es la matriz

0 1|sen(x) cos( x) J inversa de A, ya que a la izquierda la que tenemos es la

matriz unidad y no ha salido ninguna fila de ceros.

() [

cos( x) -sen ( x)
sen ( X) cos( x)
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS Il

Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 2 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Siuna funciérf : [a,b] - R es integrable, se llama valor mediofdm el
intervalo [a,b] al nimero

1 b
m- —— {f(x) dx.

Para hacer un estudio sobre la capacidad de memaléizun nifio se utiliza el siguiente

modelo: six es su edad en afios, entonces su capacidad deinsnamme dada por
f(x)=1+ X Ln(X) (O< x < 5),

donde LnK) es el logaritmo neperiano de

(1) [1 PUNTOQ]. Describe el método de integracion pantes.

(2) [1'5PUNTOS]. Encuentra, usando el modelo des@itealor medio de la capacidad de

memorizar de un nifio entre su primer y su tercemteanos.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Determina las ecuaciones dedtareangente y de la recta
normal a la grafica de la funciémlada por
x3-2

f(x) = 2xe*
9 ENER

en el punto de absciga0.

EJERCICIO 3. (1) [1'5 PUNTOS]. Determina una matrk que verifique la relacién

3 21 0 0 3
21 0)]|-X=03 2
1 00 3 21

(2) [1 PUNTO]. Calcula el determinante de la ma¥ikallada.

EJERCICIO 4. SeaC la circunferencia de ecuacion
C=x+y-4x-6y-12=0.
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(1) [1 PUNTQ]. Calcula el centro y el radio @e

(2) [1 PUNTO]. Calcula el punto B que es dianmptemte opuesto del punto A=(-1,7).
(3) [0'5 PUNTOS]. ¢Cuél es la posicion relativa dedersas tangentestaen los puntos A
y B?

Opciéon B

EJERCICIO 1. (1) [1 PUNTO]. Describe el procedimiento de integiagor partes.

(2) [1'5 PUNTOS]. Determina una funcién [0, «) - R sabiendo que su funcién derivada
viene dada porf "(x) = Ln((x+3)(x+1)) y quef(0) = Ln(27), donde Ln{) representa el
logaritmo neperiano de

EJERCICIO 2. La funcionf definida por
x? -(a+3)x +3a
f(x) = X -3 '
1, si x =3
es derivable en toda la recta real.
(1) [1'5 PUNTOS]. ¢Cuénto vale a?
(1) [1 PUNTO]. Para dicho valor de a, ¢.cuanto ¥4(8)?

EJERCICIO 3. (1) [2 PUNTOS]. Encuentra el angulo que forman laaganales
AC y BD del paralelogramo ABCD en el que A = (2,1,0), B:9,0) y C = (0,-1,2).
(2) [0°5 PUNTOS]. ¢Es un cuadrado? Justifica la restpue

EJERCICIO 4. [2°'5 PUNTOS]. Dada la matriz

1 3 -7
A=| 2 a b
c -a d

halla a, b, ¢ y d sabiendo que

(i) elvector cuyas coordenadas son las que apaesdarprimera columna de A es ortogonal
al vector (1,-1,-1),

(ii) el producto vectorial del vector cuyas coorddas son las que aparecen en la tercera
columna de A por el vector (1,0,1) es (-2,3,2), y

(i) el rango de la matriz A es 2.
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SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Describamos el método de la integracion por parte
La férmula de la derivada de un producto de dosifumesu(x)y v(x) es:
Dlu(x)- v(x)] = v(x)- u (x) + u(x)- v (x)

expresemos la férmula anterior en notacién diféetnc
du(x): v(x)]= v(x): du(x) + u(x)- dv(x)

despejemos el Ultimo sumando.
u(x)- dv(x) = dfu(x)- v(x)| - v(x)- du(x)

integremos los dos miembros de la igualdad

fu(x)- dv(x) = fd[u(x)- v(x)] - fv(x)- du(x)
teniendo en cuenta que la integral de la diferédeaina funcién es la propia funcion, nos
quedara: [u) - dv(x) = (- v(x) - [v(x): du(x)

gue mas abreviadamente podemos expresar asi:
u-dv=u-v —fv-du

(2) El valor medio de la capacidad de memorlzar ifed mera:

1 1 -
m- 2= f(1 £2xtn(x) dx = 5 { (1 +2xLn(x)) dx =
:ifdx+1f2an(x) dx = 1[x] fon(x) dx =
2 1 2 1 2
71
ik fon(x) dx--(3 1)+fon(x) dx-1+fon(x) dx [1]
calculemos por partes, esta ultima mtegral
u-=Ln(x) du :édx
dv = x dx ; v:fxdx:%2
3 ° 3 3
| x? o x21.,. 9Ln(3) Ln(1) 1 ~
[an(x) dx = 7Ln(x) ITYdX = 5 5 §[de =
1
C900@ L] S 9@ Y9 1) %um -
7§Ln(3) 5[7} 2Ln(3) 2( 5 2) 2Ln(3) 2

sust|tuyendo el valor obtenido de la integral e]nt[ﬂndremos que el valor medio sera:
m-= 1+fon(x) dx = 1+—Ln(3) -2 - —Ln(3) -1

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Obtengamos la ecuacion de la recta tangente afieaydef en el punto (0, f(0)).
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La ecuacion de la recta tangente serig:-f(0) =" (0) - &-0)
Calculemod(0):

f(x) =2xe X + 0-2

x°-2 ~2.0. @0 _ .1
74 f(0O) =2-0- e t 552 3
Calculemos ahorfi(0), pero antes (x):

f(x) =2e* +2xe* +

3x2(x2%2+4) - (x3-2)2x
(x?+4)2
f (0) =2e°+2.0- e+ 2% -2:+0+0=2
©-4°
La ecuacion de la recta tangente quedard asi:
y +=2(x-0) - y=2x-3
La ecuacion de la recta normdl en el mismo punto es:

y-fO =5 (x-0 = y+i--(x-0 = y--Ix-1
SOLUCION EJERCICIO 3.--
(1) Para calcular una matriz X que verifique la rélac
3 21 0 0 3
2 10|-X=|03 2 [1]
1 00 321

se ha de cumplir que la matriz situada a la izglaiede la X tenga inversa. Para probar y
calcular que dicha matriz tiene inversa usaremogtdo de Gauss, consistente en poner a la
derecha de la matriz la matriz unidad e intentadiamte el uso de diversas transformaciones
elementales, que aparezca la matriz unidad a lgeitp de la matriz, la parte que quede a la
derecha es la matriz inversa.

3211100 Di .
iagonalicemos.
210|010 Intercambiemos entre s las filas 1* y 3%
1 0 0|0 01
100001 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
2 1 0/0 1 O Sustituyamos la 2° fila por: [2*f] - 2 - [1%f]
32 111 0 0 Sustituyamos la 3° fila por: [3*f]] - 3 - [1°f]
100/00 1 Tomemos como pivote el elemento ay, =1 # 0.
0 10/0 1 -2 Sustituyamos la 3 fila por: [3*f] - 2 - [2°f]
0 211 0 -3
1 0 0|0 0 1 En la patte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por
0 1 0l0 1 -2 | loquelamatrizque queda a la derecha es la matriz inversa de la
00 111 2 1 matriz, es decit:
32 1)1 0 0 1 Multipliquemos a la izquierda, en la relacién [1], los
2 10 = 0o 1 -2 dos miembros de la igualdad por esta matriz inversa
10 0 1 2 1 que hemos obtenido.
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0 0 1 3 21 0 1 0 0 3

0 1 -2 210 J -X=10 1 -2 0 3 2

1 -2 1 1 00 1 -2 1 3 21

0 0 1 0 0 3 3 21

|l - X=10 1 -2 0 3 2 = X=|-6 -1 0
1 -2 1 3 21 3 40

(2) Calculemos el determinante de la matriz anteoiten hallada.

3 2 1
IX| =|-6 -1 0]=24-(-3) =27
3 -4 0

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Nos dan la circunferenci@ = x* + y* - 4x - 6y - 12 = 0, y teniendo en cuenta la
expresion general de una circunferenofat y? - 2a - 2y + &+b*>r’=0 =
2a=-4 - a=2 ; 2b=-6= b=3
12=g+b*r* = -12=4+9-% = =5,
Luego el centro es el punto C(2, 3) y el radio.es 5

(2) Los puntos Ay C determinan un vector que ed igue el que
determinan los puntos C y B, es dediC = CB
AC=(2,3) -(-1,7) =3, -9
Supongamos que el punto B tenga de coordenadas (m,n
CB=(mn) -(2,3 =(m2, n-3)
AC-CB = (3, 4)=(m2 n3 = 3 M2 = m>5
luego el punto B diametralmente opuesto al A t@meoordenadas B(5, -1).

(3) Las rectas tangentes a los puntos A y B, poestess diametralmente opuestos,
son rectas paralelas, pues ambas son perpendgalati@metro comin.

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) La derivada de un producto de dos funciones deles,u(x)y v(x), es:
Dlu(x)- v(x)] = v(x)- u (x) + u(x)- v (x)

expresemos la formula anterior en notacién difeadénc
du(x)- v(x)]= v(x): du(x) + u(x)- dv(x)



Fco. Fdez. Morales MODELO 2 Pag. 47

despejemos el Ultimo sumando.
u(x)- dv(x) = dfu(x)- v(x)| - v(x)- du(x)

integremos los dos miembros de la igualdad
fu(x)- dv(x) = [d[u(x)- v(x)| - [v(x)- du(x)
como la integral de la diferencial de una funciénaepropia funcién, nos quedara:
[u(x)- dv(x) = u(x)- v(x) - fv(x)- du(x)
gue mas abreviadamente podemos expresar asi:

fu-dv:u-v —fv-du

Para usar esta formula es preciso reconocer guéelgral de la expresion que se nos
plantea es posible expresarla como producto déagtsresu y dv, y observar que tanto la
obtencion de mediante la integracién deda, como el de la integral deduson célculos mas
sencillos y cémodos que el calculo directo de tiegral deu-dv

(2) Obtengamos, inicialmente, todas las primitivag (.

f(x) :ff' (x) dx :an(( x+3)( x+1)) dx = [1]
calculemos la integral mediante el procedimientintigracion por partes
= . _ X+1+x+3 _ ox +4
U)o U Raas T G
dv = dx ; v :fdx =X

continuando desde [1]
+4x

= x Ln(( x+3)( x+1)) f(x+3)( D) dx = 2]
la dltima integral e_s unglntegral racional impegpa que Iqs 02 + ax Pt ax 43
grados de los polinomios del numerador y del denador | -2x2-gx-s 2
son iguales, efectuemos la division. -4x-6

Calculemos la integral racional anterior.
+4x -4x -6 4x -6
dx =[2d — — _dx=2 —————0x = 3
[ oty 2% [ ™ = [ waen *- 0

como las raices del denominador son -3y -1, raioggles, la descomposicion del integrando
en fracciones elementales es:
-4x -6 __A B _ -4x -6 _ A(x+1) + B(x+3)
(x+3)( x+1) x+3 x+1 (x+3)( x+1) (x+3)( x+1)

igualemos los numeradores:-4x -6 = A(x+1) + B(x+3)
sustituyamos, en esta Ultima expresiom, @r los valores -3y -1:

x=-3 = 6=-2A = A=-3

x=-1 = -2=2B = B=-1
volviendo a [3] y sustituyendo el integrando paldgcomposicion efectuada en [4], y dandole
a los coeficientes A y B los valores recién calduia tendremos:

=2X +fxésdx +fx?1dx =2X +f

por ultimo, sustituyamos el resultado obtemdoajmﬂegral racional en [2]:
=x Ln(( x+3(x+1)) - 2x + 3Ln(x+3) + Ln(x+1) + C

[4]

+3) -Ln(x+1)
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con lo que hemos determinado el conjunto de priastdef” (x):
f(x) = xLn(( x+3(x+1)) - 2x + 3Ln(x+3) + Ln(x+1) + C
Como la funciorf(x) verifica que f(0) = Ln(27):
f() =0-Ln(0 +3(0 +1)) - 0 +3Ln(0 +3) + Ln(0 +1) + C =Ln(27) =
3Ln@B) +C=Ln(B3% = C=3Ln@) -3Ln®) - C=0
luego la funcion f(x) sera:
f(x) = xLn(( x+3(x+1)) - 2x + 3Ln(x+3) + Ln(x+1)

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) La funcionf(x) es derivable en tod®, luego sera también continualRpestudiemos
qué valor o valores de "a" hacen que la funciérceadinua.

Si x# 3, la funcién es un cociente de funciones policémque son continuas en luego
el cociente es también una funcién continua en ®dalvo para el valor que anula al
denominador, que en este caso es el 3, pero renped al dominio particular o intervalo que
estamos considerando que son los valores-8e

El problema esta precisamente en dicho punto. dqregaina funcién sea continua en un
punto se ha de verificar que los limites lateralesd valor de la funcién en dicho punto
coincidan. Veamosilo si lo es en= 3.

2 _ 35— _
lim £ (x) =lim x“-(a+3)x+3a _9-3a-9+3a _|0 _lim 2x -(a+3) 3.4
x-3 x-3 X -3 0 0 X -3
x<3

2_ _35- _
lim (x)-lim X (a+3)x+3a _9-3a-9+3a _ 9}—Iim 2x (a+3) _, .
3 x-3° X -3 0 0] .35
f3 =1

La indeterminacién de%, se ha destruido haciendo esta dRegla de L Hdpital,

derivando independientemente el numerador y elrdaramlor.
Como los limites laterales coinciden entre si yr@dedeben coincidir con el valor de f(3),
igualemos los limites con el valor de la funcién:
3-a=1 = a=2
la funcidn ser4 continua en el punto 3, y por tamR, cuando "a" valga 2.

(2) Sustituyamos effx) el valor de "a" por 2
X 2-5x +6 . (x-2)( x-3)

-~ —, si x #3; si X #3;
f(x)=y x-3 = f(x)-= X -3
1, si X =3; 1, si X =3;
X-2, si x #3;
f(x)-= . = f(x)=x-2, VXeER
1, si X =3;

Obtengamos la funcion derivadf’ (x): f'x)=1 = f (8)=1.
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SOLUCION EJERCICIO 3.- . o
(1) Calculemos primeramente las coordenadas del punto

D(a,b,c), que ha de verificarAB= DC =
(009-(219=(a-12(ab.d = ' "

-2=-a = a=2

(-2,-1,0=(-a - 1 b, 2—(:):{—1:—1—b = b=0 = D=(2,0, 2

0=2-¢c = c¢=2
Obtengamos ahora el angulo que forman las diagonatey BD.
Ac=(0.-19-(219=(-2- 2 %
BD=(2,0,2-(a 0 9=(2 0
o (2-29+(2a3 o _
co Ac. 80) - (2 yZro 2 1278 °

el angulo que forman las diagonales es de 90

(2) El paralelogramo anterior sera un cuadrado $aliss contiguos son perpendiculares
o si las diagonales son iguales, ya que éstasespemqdiculares.
Probemos si son o no iguales.
IACl ={(-2)2+(-2)%+2°=yI2 ;  [BD =y(2) ®+0+2%=
al no ser iguales, el paralelogramo no es un cdad¥a un rombo.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
i (1,2,¢)r(2,-,-1) - (1,2,0)-(1,-1,-1)=0=- 1-2.c=0 = c=-1.

i) (-7, b, dx(1,0,1) =-(-2 3, 2) -
7 b dxo1 | °¢ ATy 7 d b
(=7, b, L0 L) =11y 1} |1 4] |1 of) “(B7rd D)

identificando los dos segundos miembros: 2 -p - )
(-2,3,2) =(b,7 +d, -b) -~ {3=7+d = d- -4
2=-b = b=-2
1 3 7 Calculemos el rango por Gauss. Triangulemos infeente.
iy A=| 2 a -2 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

-1 -a -4 Sustituyamos la 2° fila por: [2*f] - 2 - [1°f]]
Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] + [1°f]

1 3 -7
A=10 a6 12 Intercambiemos la 2* y 3* columna entre si.
0 3-a -11
1 -7 3 Tomemos como pivote el elemento ay = 12 # 0.
A= 0 12 a-6 Sustituyamos la 3* fila por: 12 - [3*f] + 11 - [2°f]
0 -11 3-a . _
Los elementos de la diagonal principal son #0 salvo a;; que puede
1 -7 3 serlo o no. El rango de A es pues como minimo dos.
A=l 0 12 a-6 Siap=0 = -a30=0 = a=-30 = elrangode A es?2.
0 0 -a-30 Sia#0 = -a30#0 = a#-30 = elrangode Aes3.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 3 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. Seaf: [-4,2] - R la funcién definida porf(x) = x* &
(1) [1 PUNTO]. Determina los intervalos de crecimientde decrecimiento de
(2) [1°5 PUNTOS]. Halla los méximos y minimos relawpabsolutos de

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. Sabiendo que
5 5 3 5
f(x) dx =3, g(x) dx =3, f(x) dx =3, g(x) dx =3,
f f f /

calcula 5 3

[TE() +3g(x)] dx - [Bf(x) +g(x)] dx.

3 1

EJERCICIO 3. Sean Sy S’ dos sistemas distintos de ecuadinpakes con la misma matriz
de coeficientes.

(1) [1 PUNTO]. Justifica con un ejemplo que S puedecsetpatible y S” incompatible.

(2) [LPUNTO]. Silos dos sistemas Sy S” son comfesily puede S tener solucion Unicay
S’ tener infinitas soluciones? Razona la respuesta.

(3) [0'5 PUNTOS]. Alresolver un sistema lineal no log@neo de cuatro ecuaciones con tres
incognitas mediante el método de eliminacion desGabtenemos la siguiente matriz ampliada

1 1 3]0
0 -1 0]1
0 0 4 |4
0 0 01

¢, Qué puedes decir de dicho sistema? Razona leestapu

EJERCICIO 4. EIl &ngulo entre dos vectoney v es de 120y se sabe que el mddulo de
esbSyeldees 3.
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(1) [1'5 PUNTOS]. Determina el valor del nUmero realpara el que los vectores-\) y
(au +Vv) son ortogonales.
(2) [1°5 PUNTOS]. ¢Cuénto vale el modulo de v?

Opcién B

EJERCICIO 1. Seaf la funcién definida porf ( x) = %4 para=2 y x#-2.
X

(1) [1 PUNTO]. Determina todos los intervalos de créeirto y de decrecimiento de
(2) [1'5 PUNTOS]. Teniendo en cuenta como es la funeibel intervalo [3,4] demuestra,
sin calcular la integral, que se cumple ,

%g !f(x)dx g%

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Una via de ferrocarril transcypg un terreno llano de
manera que su trazado coincide con el deedtay=1 parax<0. A partir del punto
x=0 sutrazado coincide con el de la curva (ax + b)e*. Sabiendo que el trazado de la via
admite recta tangente en todos sus puntos, ¢ cueletoa y b?

EJERCICIO 3. (1) [1'5 PUNTOS]. ¢Es posible determinar una ciretaricia conociendo
Su centro y una de sus rectas tangentes? Jusdifieapuesta.

(2) [1 PUNTO]. Calcula el radio de una circunferermigo centro es el punto C = (1, -1)
sabiendo que la recta de ecuaciosy24 es tangente en uno de sus puntos.

EJERCICIO 4. [2°’5 PUNTOS]. Dados los planos de ecuaciones

m =X +2z2 =3, m,=3X +y +z = -1,

n, =2y -z =-2, my =X -y +AZ = -5

determina el valor depara el que los cuatro planos tienen un sélo proruin y calcula dicho
punto.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) La funcién es continua en el intervalo [-4, 2]que es el producto de la funcién
polindmica,x?, y de la exponencial elemental, gue son continuas en toBo Por similares
razones es derivable en dicho intervalo.
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Determinemos los intervalos de crecimiento y dea@miento. Hallemos la funcion
primera derivada def(x) = x%€*
f7(x) = 2xe* + x%€*
Calculemos los valores que anulen a la funciongmanderivada
X +xe=0 = x(2+x)=0 = x=0, x=-2.
Los posibles intervalos de monotonia son: [-4,(-2) 0), (0, 2].
Probemos valores intermedios de esos intervaltes femcion primera derivada y segin
nos salga mayor o menor que cero, en el intena@l@spondiente la funcidn sera creciente o
decreciente:
f(-3)=-66+9e*=3e*>0 = Creciente en [-4, -2).
f(-1)=-2¢t+e*=-e'<0 = Decreciente en (-2, 0).
f'(1)=2¢+&=3e>0 =  Creciente en (0, 2].

(2) Determinemos primeramente los extremos relatidoka funciorf. Estos extremos
pueden encontrarse entre los puntos de disconéiduids de no derivabilidad o los de
derivabilidad cero.

En nuestro caso se encontraran sélo entre los pdetderivada cero, -2 y 0.

En estos puntos donde la derivada se anula, resmans a la 22 derivada para comprobar si es
un Maximo o un minimo.
f77(X) = 2& + e + € + X = f77(X) = 2¢& + 4xe* + x°&
f7(0)=28+0+0=2 >0 = minimo relativo en (0, 0).
f7(-2)=2¢?-8e*+4e’=-26°<0 = maximo relativo en (-2, 4je
las ordenadas de los extremos se han obtenidtuyestilo, 0 y -2, en la funcidn
f(x) = x%€* = f(0)=06=0 ; f(-2)=4¢€.
Los extremos absolutos se encuentran entre lds/osa en los extremos del intervalo:
f(-4) = 16¢ = 0.293050 f(2) = 4é = 29.5562
f(-2) = 4¢? = 0.541341 f(0)=0
El maximo absoluto es el (2,%ey el minimo absoluto el (0, 0).

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Calculemos la diferencia de integrales, teniendmuenta el valor de las integrales que nos
da el ejercicio, y haciendo uso de las propiedddda integracion respecto de los limites de

integracion y del integrando.
5 3 Por la propiedad de la

f[f(x)+—3g(xn dx - f[Sf(x)ﬁ-g(xﬂ dx = linealidad del integrando

3 1

> 5 3 3 Por la propiedad de la
= ff(X) dx + ng(x) dx —3ff(X) dx - fg(x) dx = linealidad del intervalo
3 3 1 1

5 3 5 3 5 5
= [F(x) dx - [f(x)dx+3 dx -3 [f(x) dx - dx - dx |-
{] (x) dx {] (x) dx éjg(x) X {‘ (x) dx {IQ(X) X éjg(x) X

=3-3+33-33-(3-3)=0.
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Sea el sistema S, cuya matriz ampliada es
12 3|1
01 1)1
0 3 3|3
Sea el sistema S’, cuya matriz ampliada es
12 3|1
01 1)1
0 3 3|7
facilmente se observa que ambos sistemas tienaistaa matriz de coeficientes, y que el
sistema S es compatible mientras que el S* es iatisle, ya que si triangulamos
inferiormente mediante el método de eliminacionGdaiss, la Gltima ecuacion del primer
sistema da lugar a una ecuacion trivial quedandpnes un sistema de dos ecuaciones con tres
incAgnitas, es decir, un sistema compatible indeterdo, por contra, en el segundo sistema
la Ultima ecuacion da lugar a una ecuacion absuedigistema seria incompatible.

(2) Sielsistema S es compatible determinado (siuiinica), significa que el rango de
la matriz de los coeficientes y el de la ampliagtaiguales, por ejemplo, n, y que el nimero de
incégnitas también es n.

Si el sistema S” es compatible indeterminado fafrsoluciones), significa que el rango
de la matriz de los coeficientes y el de la amplisah iguales, teniendo que ser dicho rango n,
porque la matriz de los coeficientes de ambosmasess la misma; por pero este sistema S’
debe tener mas de n incégnitas lo que es impgsibtpie el sistema S al ser compatible tenia
sélo n.

En definitiva, no es posible que S sea determiya8oindeterminado.

(3) Se trata de un sistema incompatible porgue proekso de eliminacién de Gauss se
ha obtenido una Ultima ecuacién que es absurdal.0

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Si U-v) y (@u+v) son vectores ortogonales, su producto escalzeres
(U-v)-@u+v)=0 = u-@u) +u-v-v-(@u)-vw=0 =
aU-y+uv-a(-u-w=0 =
a |u|-|u|cos @, u) + |u|-|v|cos G, V) - a|v|-|u|cos @, V) - |v|-|v|cos ¢,v) =0 =
a-5-5-cos(® + 5-3-cos (120 - o-3-5-cos (120 - 3-3-cos(@P=0 =

15 15 ., 65__33 33

2o 590 2% 72 65

(2) Para calcular el médulo de- v, tendremos en cuenta lo siguiente:
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lu-v|=y/(u-v) (u-v) =Ju-u-u-v-v-u+v-v =y/[ul2-2u-v +|v|?

=y/Jul?-2Ju]|- |v|cos( u,v) +|v|?=45%2-2.5.3.c0os(120 °) +32=7

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Para determinar los intervalos de crecimiente yecrecimiento dig tendremos en
cuenta inicialmente que su dominioRe$-2, 2}, siendo continua en él.
Para hallar dichos intervalos obtengamos la funpitmera derivada dgx)
. -6Xx
F(x)=—F—=
(x2-4)?2
Observamos quiéx) es derivable en su domini®;{-2, 2}.
Calculemos los valores que anulen a la funciénenanderivada
-6Xx
— =0 = -6x =0 = x =0
(x2-4)2
Construyamos los posibles intervalos de solucion
(-oo' '2)1 ('2! 0)! (O! 2) y (2?)
Probemos valores intermedios de esos intervalts mcion primera derivada y segin nos

salga mayor o menor que cero, en el intervalo sporediente la funcién sera creciente o
decreciente:

F(-3) -__ 18 _1859 - Creciente en #; -2

(-3 (« 3)2 9z B © 2)

6 .
- = - = => = -

(-1 = (( 1)2 27 9 0 Creciente en (-2, 0)

f@a =-—2 =-"%<o = Decreciente en (0, 2)
@ -9 9

f @ =—8 _-2B<p — Decreciente en ()

@ -9 =

(2) La funcién es decreciente en el intervalo [3s4fjun el apartado (1), luego el valor
maximo y minimo lo alcanza la funcién en los exwsrde dicho intervalo:

f@) -—— -2~ valormaximo; f(@) -—— -2 -1 _ valor maximo
2 5 22_4 12 4

Teniendo en cuenta la propiedad de acotamon dettgrales definidas
b
m(b -a) < ff(x) dx < M(b-a)

donde m representa el valor minimo y M el valornrmxdel mtervalo [a,b], resulta:
(4 3) < ff(x) dx < _(4 _3) - ff(x) ax < 2
A 5
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SOLUCION EJERCICIO 2.-

Si el trazado admite recta tangente en todos suspes que la funcién es derivable en
todos ellos. El dominio de la funcién es tdlo

Si es derivable tiene que ser continua. Veamosritirwidad.

En los puntosx< 0 lo es por tratarse de una funcién constaretel ; para los valores de
x> 0 también es continua por ser el producto defdociones continuas, una polinémica,
ax+b, y otra exponencial elementatf, e

Para que la funcién sea continua en el punto @sketverificar que los limites laterales
y el valor de la funcion en dicho punto coincidan:

lim f(x) =lm 1-=1

X -0~ x-0"
x<0
im f(x) =fm (ax +bje* -fim X _0+b_Db_}
x-0" x-0" X -0" e’ e 1
0+b b e
fOo = —2-2_p
© - 2P0

al igualar los limites laterales con el valor dB fobtenemos: b =1.
La funciénf es continua en su dominio si b=1, y por tanta@asér derivable.
Estudiemos ahora la derivabilidad. En los puntes0 lo es por tratarse de una funcién
constantey = 1, siendo la derivada O; para los valorexde0 también es derivable por ser
el producto de dos funciones derivables, una polica, x+b, y otra exponencial elemental,
e*-(ax+l)e”

€%, siendo la derivada, a -

e
Una primera aproximacién de la funcién derivad@aser
U sl x<uU
, X _ X
f(x) =jae” - (ax+l)e si x >0

eZX

Para quef sea derivable em= 0 ha de verificarse que las derivadas lateralesician:
f07) =lim f (x) =lim 0=0
x -0 x -0
x<0 X _ X _
£ (07 -lm £ (x) -tim 28" —(x-De? a-1
x-0" x-0" e 1

x>0

igualemos ambas derivadas laterales: a-1=0 a=1.
La funciénf y su funcién derivada, finalmente, serian:
f(x)—{l ) S? X <0 f'(x)—{o ) S? x <0
(x +1)e™ si x >0 (e*-(x+1)eXe > s x >0
La funciénf admite recta tangente en todos sus puntos siyab1.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Sies posible; ya que para determinar una ciezantia necesitamos las coordenadas
de su centro, que se conocen, y el radio, el @pusde obtener mediante el calculo de la
distancia del centro a la recta tangente puesta tangente en un punto es perpendicular al
radio que va desde el centro a dicho punto de teme
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(2) Elradio coincidira con la distancia del centoa la recta tangente. Llamemos H al
punto de tangencia. Expresemos la ecuacion dedende en forma paramétrica:

— - X =t
X+y=4 = y=4-X = {y—42t

El punto H tendra de coordenadas genéricas 4(2t)
El vector de direccion de la recta tangente @s:(1, -2)
El vector CH es perpendicular af, lo que implica que dpcto escalar es cero:
CH=(t,4 -2t) -(1, -1) =(t-1, 5 -2t)
CH.u = CHUO=0 = (t-1,5 -2t)-(1, -2)=0 = t-1-10+4t =0 = t:1_51
sustituyamos este valor en el vectGH

CH=(t -1, 5 -2t) :(1_51—1, 5 —2_52) :(g g)

radio= |CH| = /(6/5) 2+ (3/5) 2= \/3(“9 - [E -2

52 52 5

SOLUCION EJERCICIO 4.-
Determinemo4 resolviendo el sistema formado por los cuatrogdan

0O 0]-9 El sistema esta diagonalizado, podemos despegmtaimente las
18 01! 0 incégnitas: x=-1; y=0 : 7=2
0 -9]|-18 El punto donde se cortan los 4 planos es el (1, 2).

L U z|9s . L .
Hemos expresado el sistema en forma matricial para aplicar el
0 2 -1,-2 método de reduccion de Gauss. Triangulemos inferiormente.
3 1 1 |-1 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 3° fila por: [3*f] - 3 - [1%f]
T -1 IR Sustituyamos la 4* fila por:  [4°f] - [1*£]
10 213
0 1|2 Tomemos como pivote el elemento a,, = 2 # 0.
Sustituyamos la 3° fila por: 2 - [3%f] - [2°f]
01 -5 |-10 Sustituyamos la 4° fila por: 2 - [4*f]] + [2°f]
0 -1 A-21-8
10 2 3
0 -1 -2 Tomemos como pivote el elemento a;; = -9 # 0.
00 -9 [-18 Sustituyamos la 4 fila por: 9 - [4*f] + (2A-5) - [3f]
0 0 2A-51-18
10 2 3 El sistema esta triangulado, los elementos de laodagrincipal
02 -1 -2 son =0, y para que sea compatible determinado y los A@dase
00 -9 18 corten en un punto, la Ultima ecuacion debe sealris decir, debe
verificarse: 0=-36-72 = A=-2.
00 O |-36Aa-72
1.0 21| 3 Calculemos el punto de corte, resolviendo el sistema.
Tomemos como pivote el elemento az; = -9 # 0.
0 2 -1|-2 Sustituyamos la 2 fila por: -9 - [3°f] + [3°f]
0O 0 -9]|-18 Sustituyamos la 1° fila por: 9 - [1*f] + 2 - [3%f]
9
0
0
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 4 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. (1) [1'5 PUNTOS]. Calcula, de manera razonada, taafunciones

f:R - R que verifican « )
F o )_{e , si x <O0;

2x + 1, si x >0.
(2) [1 PUNTO]. Estudia la derivabilidad de cada undadgunciones halladas.

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. En la orilla de un rio de 100 rostde ancho esta situada
una planta eléctrica y en la orilla opuesta y aréfos rio arriba se ha construido una fabrica.
Sabiendo que el rio es rectilineo entre la plaétzrica y la fabrica, que el tendido de cables
a lo largo de la orilla cuesta 1200 ptas. el mgtjae el tendido de cables sobre el agua cuesta
2000 ptas. el metro, ¢ cudl es la longitud del ttmdids econdmico posible entre la planta
eléctrica y la fabrica?

EJERCICIO 3. (1) [1'5 PUNTOS]. Discute el siguiente sistema selgpdnvalores del

numero real a: ax +2y +3z =1,
ay +4z =0,
X -y +z=0.

(2) [1 PUNTO]. Resuélvelo para a=-1.

EJERCICIO 4. (1) [1'25 PUNTOS]. Determina las ecuaciones dedtargue pasa por el
origen de coordenadas y es perpendicular al platerdinado por el punto (1,1,1) y la recta
de ecuaciones _
r= y -0,
T |2x +3z = 1.
(2) [1725 PUNTOS]. El mismo problema pero para laaeld ecuaciones

X +2y +3z =6,

S 3x +2y +z =1,
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Opcién B

EJERCICIO 1. Seaf:R -~ R la funcién polin6mica dada por
f(x) =-2x3 + 15x2 - 24x + 80
(1) [1 PUNTO]. Determina el intervalo [a, b] en el dues creciente.
(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula el area limitada por la patt¢ la grafica decorrespondiente al
intervalo [a, b], el eje OX y las rectasa, x=b.

EJERCICIO 2. De las siguientes afirmaciones, hechas soladuntionf: R - R, ¢ cuéles
DEBEN ser ciertas, PUEDEN ser ciertas en algunasioges o NUNCA son ciertas? Justifica
las respuestas; en el caso de una respuesta "PUHENES dar un ejemplo en el que la
correspondiente afirmacion si es cierta y otrol@ue no es cierta.

(1) [0'75 PUNTOS]. Silim @ -1 yfes continua entoncei0) = 1.

x-0
(2) [0'75 PUNTOS]. Silim M
x-0

(3) [L PUNTO]. Si lim w
x -0

=3 entoncet’(0)= 3.

=3 entoncey=3x+ 1 eslaecuacion de la

recta tangente a la gréfica dleen el punto de abscisa= 0.

EJERCICIO 3. (1) [I'5 PUNTOS]. En el segmento cuyos emwt® son los puntos
A =12y B = (23 hay un punto P tal que ldac®n que existe entre los

vectores PA yPB es la siguientePA = > PB. Halla P.

(2) [1 PUNTO]. Halla la ecuacion de la circunferencam centro en P y que pasa por el
origen de coordenadas.

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Una ganadera da a su ganado @zalande dos tipos de
piensos Ay B. Un kilo del pienso A proporcionaraues el 6% de sus necesidades diarias de
proteinas y el 14% de sus necesidades de carbmsden kilo del pienso B contiene el 35%
del requerimiento diario de proteinas y el 15%da@etarbohidratos. Si la ganadera desea que
su ganado tenga cubiertas, pero sin excedentesnexngsidades diarias de proteinas y
carbohidratos, ¢, cuantos kilos diarios de cadadippienso debera proporcionar a cada res?

SOLUCIONES Opciéon A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) El dominio de la funciéri esR y el de su funcién derivadf;(x), es R-{0}.
Los trozos de funciones que comporf€ix) son funciones continuas.
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Calculemod(x) mediante la integracién di€x), teniendo en cuenta que DdmR.

fe"dx=e"+C1 si x <0 eX+C,  six <0
f(x)=y G si x =0 = f(x)=16G, si x =0
f(z x+1) dx =x2+x+C, si x >0 x2+x+C, si x >0

Segun el ejercicid(x) no es derivable er0, luego puede ser 0 no continua en 0; por otlo la
podemos comprobar que las derivadas lateralesen:0
f(0)=limf (x)=Ilm e*=1 ; f O09)=Ilm f (x)=1Ilm 2x+1)=1

x -0 X -0 x -0 x-0"
x<0 x>0

0 sea, las derivadas laterales coinciden, lfiggmo puede ser continua gr0, porque si lo
fuera seria derivable y no lo es.
Impongamos entoncesfg) la condicién de no ser continua en el puatd, para lo cual
calcularemos los limites laterales y el valor diitecion en el O:
lim f(x) =lim (e*+C) =1+C,

x -0 x -0
x<0
lim f(x) =lim (x?+x +GC,) = C,
x-0" xAg*
f(0) = G,

si fuera continua ex=0 coincidirian todos estos valores, es decit,Cl. = C, = C,, pero al
no ser continua en el punto 0, al menos una de eptaldades no debe satisfacerse. Los
diferentes casos, y por tanto funciones, que pupdEsentarse son:

e’ +C si x <0
a) 1+G=C#C, = f,(x)=1 1+C si x =0
x?+x+C; si x >0
e*+C si x <0
b) 1+G#C,=C; = f,(x)-= C, si x =0
x?2+x+C, si x >0
e* +C si x <0
) 1+G=G+C, = fy(0-1GC si x -0
X2+X+1+Cl si Xx >0
e’ +C si x <0
d) 1+G+C,+C, - f(x)=16C si x =0

x?+x+C, si x >0

(2) Tal como hemos construido las funciones antesjgré,, f, y f,, ninguna es derivable
en el punto=0, porque ninguna es continua en dicho punto.

Para valores de<0, el trozo de funcién es una exponencial queceisable en todd®,
siendo la derivada*.e

Para valores de>0, el trozo de funcién es una polinémica que ewalgle en todR,
siendo la derivada x21.
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En definitiva la funcion derivadd, (x), es la misma para todas, y es la que viene en el
enunciado del ejercicio.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Construyamos la funcién cost€, teniendo en
cuenta el dibujo adjunto y los datos del ejercicio.
C = 1200(500 -x) + 2000 y

pero por el teorema de Pitdgorag, = {/x? + 10072

C(x) = 1200(500 -x) + 2000 y/x? + 1007, I6gicamente el  Donal(x) = [0, 500].
Calculemos los valores aegue minimizan el coste. La funcién derivada es

C’(X) = -1200 + 2000 L = C’(X) - -1200 + 2000 x

24/x 2 +100°? ,/x2 + 1007
el valor que anula a la funcién derivada es

21200 + 2000 x 0 - -3+ . 5x 3 o

5x
—= =0
\/x2+1002 \/x2 +100°? ,/x2 +100°?
5x =34/x?+1002 = 25x2=9x2+90000 = 16x2=90000 = x =75
La funcion C(x) es una funcion continua y derivable en su domiestudiemos la monotonia

en los intervalos [0, 75[ y ]75, 500], para lacprobamos valores intermedios, por ejemplo
10y 80, de dichos intervalos en la primera deidva

C’(10) =-1200 + % = -100099 <0 = C(x) es decreciente en [0, 75[
10 +100

C’(100) =-1200 + 2990 - 21421 >0 = C(x) escrecienteen ]75,500]
4/100% +1002

luego para el valor d& = 75 hay un minimo relativo que también es mindisoluto.
La longitud del tendido mas econdmico es 5#-75=425 metros a lo largo de la
orilla, y de /752 + 1002 =125 metros cruzando el rio, tal como skda en la figura.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Expresemos el sistema en forma matricial y désooslo mediante el método de
reduccién de Gauss.

a 2 3|1

0O a 410 Intercambiemos entre s las filas 1* y 3%

1 -1 1|0

1-11|0 Triangulemos inferiormente.

0 a 4|0 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
a 2 3|1 Sustituyamos la 3° fila por: [3*f]] -a - [1°f]
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1 -1 110
0 a 4 |0 | Intercambiemos entre si las columnas 2*y 3%
0 2+a 3-a|l
(x)(2z) (y)
11 110 Tomemos como pivote el elemento ay, = 4 # 0.
0 4 a 0] sustituyamosla 3* fila por: 4 - [3*f] - (3-a) - [2'f]
0 3-a 2+a|l
(2) (y)
11 -1 0) El sistema esta triangulado, todos los elementos de la diagonal principal
0 4 a o | son distintos de cero, salvo el a;; que puede ser 0 no cero. Veamos los
5 diferentes casos que se presentan.
00 a“+a+8|4

Sia,=0 - &+a+8=0 - a-_-*yl1-32 V21—32 = no existe ningtn

valor de "a" que anule al coeficientg, &uego siempre sera distinto de cero. En consetaen
para cualquier valor de "a", el sistema triangulatampre tendra tres ecuaciones y tres
incognitas, sera un sistema compatible determinado.

(2) Sustituyamos en el sistema triangulado antetiealer de "a" por -1.

() 2)(y)

Triangulemos superiormente.

11 -1)0 Tomemos como pivote el elemento a;; = 8 # 0.
04 -1|0 Sustituyamos la 2* fila por: 8 - [2*f]] + [3%f]
00 8 |4 Sustituyamos la 1° fila por: 8 - [1*f]] + [3°f]
(x)(2)(y)
8 8 0|4
032 0|4 Simplifiquemos todo el sistema por 4.
0O 0 8|4
(x)(2)(y)
22 0|1 .
Tomemos como pivote el elemento ay, = 8 # 0.
08 01 Sustituyamos la 1° fila por: 4 - [1°f] - [2°f]
00 2|1
(x)(2)(y)
80 03 El sistema estd diagonalizado, sablamos que era un sistema compatible
determinado, basta despejar las incognitas para encontrar la solucién
08 01 que es: ] &
00 2]1 x=3/8, 2=1/8, y=1/2

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Determinemos el plano que contiene a la rectaasg por el punto (1,1,1). Para ello
escribamos el haz de planos que contiene a la recta
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ay +B(2x+3z2-1)=0 = ay +2px +3pz-B =0
impongamos a este haz que pase por el punto (hara)obtener el plano que nos interesa,
para lo cual sustituiremos las coordenadas debpemel haz:
a+28 +3p-p =0 = o=-48
la ecuacion del plano seré:
-4By +2Bx +3pz-Bp =0 = n=2Xx -4y +3z-1=0
La ecuacion de la recta que nos piden es perpdadialeste plana, luego el vector

normal al plano podemos tomarlo como el de direcdla recta, es decir:

n =2, -4,3) = V=(2 -473)
la ecuacion de la recta que pasa por el origerpggendicular a, es:

X-0_y-0_2z-0 . X y z

2 4 3 2 4 3

(2) Determinemos el plano que contiene a la rectpasy por el punto (1,1,1). Para ello

escribamos el haz de planos que contiene a la recta
a(x +2y +32-6) + pB(3x+2y+z-1) =0
impongamos a este haz que pase por el punto (pdrd)obtener el plano que nos interesa,
para lo cual sustituiremos las coordenadas debpemel haz:
a(l +2+3-6) +p(3 +2+1-1)=0 = 5p=0 = g =0

la ecuacion del plano sera:

a(x+2y+3z-6) + p(3x+2y+z-1) =0 = m=x+2y+32-6=0
observamos que el plano que contiene a s y pas ponto (1,1,1,) coincide con
uno de los planos que definen a la recta s.

La ecuacion de la recta que nos piden es perpdad&este plandl, luego el vector
normal al plano podemos tomarlo como el de direcdla recta, es decir:

n, =123 = vV =(1, 2,3)
la ecuacion de la recta que pasa por el origerpggeendicular a, es:
X-0_y-0_2z-0 . X _y_z
1 2 3 1 2 3

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Calculemos la funcién primera derivada.
f(x) = -2x% + 15x2 - 24x + 80 = f (x) = -6x2+30x - 24
obtengamos los valores que anulen a la primersaki
-30+ ,/900 -4-6-24 -30+18 ~1
-6x2+30x -24 =0 = = =
Xo X X 12 12 4
Los posibles intervalos de monotonia sons, ), (1, 4), (4~). Probemos valores
intermedios de esos intervalos en la primera ddaw segun nos salga mayor 0 menor que
cero, en el intervalo correspondiente la funci@a seeciente o decreciente:
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f(0)=-24<0 = Decreciente en4; 1).
f’(2) =-24+60-24=12>0 = Creciente en (1, 4).
f'(5) = -150+150-24 =-24 <0 = Decreciente en (4).

El intervalo en el que la funcién es crecientel ¢%,et].

(2) La grafica de la funcién es creciente en el watier[1, 4], y los valores de la funcion
en los puntos extremos, 1y 4, del intervalo son:
f (1) = -2+15-24+80 = 69 ; T(4) =-128+240-96+80 = 96
lo que significa que la funcion, que es continu&édpor ser polinébmica), no corta al eje de
abscisas en ningun punto de dicho intervalo. E peslida seré:

-2x*  15x°  24x?

2 3 5 80X

4
f(—2x3+15x2—24x +80) dx =
1

4
——%_+543—1242+3ﬂ)—(—%+5—12+80)—:MIS

SOLUCION EJERCICIO 2.-

() Si lim @ =1 yfes continua veamosf§d)=1; supongamos qui)=1
X0 im f) _fOQ 1y
X -0 X 0 0

luego NUNCA puede ser cierta la afirmacion (1)e&jefcicio.

(2) Si lim M = 3 entonced "(0) = 3. Esta afirmacién DEBE ser cierta,
x-0

porque el limite que nos dan coincide con el cotacdp derivada de la funcidren el punto
cero, es decir, com’(0); y ademas, en ambos casos vale 3.

X
tangente a la gréafica @len el punto de abscise= 0. Esta afirmacion PUEDE ser cierta porque
el limite que nos dan coincide con el conceptoat&vada de la funciéhen el punto cero, o
también, con la pendiente de la recta tangentggfeca def en el punto O; y la recta que nos
dan,y = 3 + 1, tiene de pendiente 3, por tanto PUEDE setacie afirmacion.
Un ejemplo en el que si es cierta, seria si coraies la funcionf(x)=x*+3x+1, ya que
la ecuacion de la recta tangente a la gréfica flenlzEon en el punto O es:
f'x)=2+3 = f(0)=3 ;o f(O)=1 =
y-f(0) =f (%) X-%) = y-1=3&-0) - y=Xx+1
Un ejemplo en el que no es cierta, seria si corsiates la funcionf(x)=x*+3x+7, ya que
la ecuacion de la recta tangente a la gréfica flenlzEon en el punto O es:
f'X)=2+3 = f(0)=3 ;o f(O)=7 =
y-f) =f°00) X-%) = y-7=3&-0) = y=X+T7.

(3) Si lim f(x) -1 . 3 entoncesy=3x+ 1 es laecuacion de la recta
x-0
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SOLUCION EJERCICIO 3.- -
(1) El punto P(a, b) tiene que estar fuera del sagmAB B

debido a que larelacién entre los vectores  PH es@iees *

un valor positivo, y tal como indica el dibujo.

Sabemos quePA = g PB = 2PA=3PB =

2[(1,2) -(a, b)] =3[(2,3) -(a b)] - 2(1-a2-b)=32 -a,3 -b) -

» 2-2a=6-3a = a=4
4-2b=9-3b = b=5

luego el punto P tiene de coordenadas P = (4, 5).

=

(2) La ecuacion de una circunferencia es
X+y-2x-2by+@+P-r*=0
Las coordenadas del centro son C =P = (4, 5pdib es la distancia de P a O=(0, 0):
r =J/(@-0)2+(5-0)2 =41
luego la ecuacion de la circunferencia es
X+y-8x-10y+16+25-41=0= XxX+y*-8&-10y=0

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Llamemosx a los kilos del pienso A que ha de darle a sudsrey a los kilos del pienso
B. Estableceremos el siguiente sistema de ecuacione

6x + 35y =100 } Expresemos el sistema en forma matricial y resolvimoslo mediante el

14x +15y =100 | 1¢t0do de reduccion de Gauss.

6 35 l 100 ) Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = 6 # 0.
14 15 J100 Sustituyamos la 2* fila por: 3 - [2*f] - 7 - [1°f]
6 35 1100 Simplifiquemos la 2* fila por -200
0 -200 |-400
6 35 | 100 Triangulemos superiormente.
0 1 > Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
Sustituyamos la 1°* fila por: [1*f] - 35 - [2°f]]
6030 Simplifiquemos la 1° fila por 6.
01)|2
El sistema esta diagonalizado, es un sistema compagbtrminado,
10 ‘ 5 ] la solucion es:
01]2 x = 5 kilos del,pienso A y = 2 kilos del pienso B.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 5 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. (1) De todas las rectas tangentes a la gréafica de la fuhci®r R definida

por f(x) = &%, halla la que pasa por el origen de coordenadas.

(2) Dibuja la region limitada por la gréafica fiéa recta tangente hallada en el apartado anterior
y el eje de ordenadas.

(3) Halla el area de la regién descrita en el apartado anterior.

EJERCICIO 2. El alcalde de un pueblo quiere cercar un recinto rectangular cgrasal
celebrar fiestas. Para ello aprovecha una tapia existenteunorde los lados y dispone
de 300 m. de tela metélica para hacer los otros tres.

(1) ¢Podrias indicar las dimensiones del recinto acotado deresadoya area es la mayor
posible?

(2) La comision de fiestas del pueblo ha calculado que para montdrdesiones, pista de
baile, etc., necesitan 8.00%.nTeniendo en cuenta los célculos realizados en el apartado
anterior, ¢ sera suficientemente grande el recinto que quiere pre@dcatds?

EJERCICIO 3. Determina la ecuacion del plano que pasa por el punto B®22)(les

paralelo a larectar : X—él = y_;,Z =z-3 yes perpendicular al plaho2x-y+z=0.

EJERCICIO 4. (1) Define el concepto de matriz inversa de una matriz cuadrada.
(2) ¢Qué condicion debe cumplir el determinante de una matriz cuginadque ésta sea
invertible?
(3) Estudia si hay algun valor de a para el que la siguiente matrezitiversa
1 a 3-2a
1 a+l a-5
3 3a+l 1-3a
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EJERCICIO 1. De unafunciofse sabe que es polindmica de tercer grado, que sus primeras
derivadas en los puntos=3 y x=-1 son nulas, quef (2)=5, que f(1)=2 vy
que lim f(x) = +=. Haz un esbozo de la gréfica fsin realizar ningun célculo

X = —oo

justificando como lo haces a partir de los datos.

EJERCICIO 2. (1) Halla el punto de inflexion de la funcidt R - R definida por
f(x) = xe*

(2) Dibujalaregion limitada por la gréafica fiel eje OXy larecta=b donde b es la abscisa
del punto de inflexién hallado en el apartado anterior.

(3) Calcula el &rea de la region descrita en el apartado anterior.

EJERCICIO 3. (1) Define lo que son vectores linealmente independient®s. en
(2) Prueba que los vectoras(2,-1,0) yv=(1,0,1) son linealmente independientes.
(3) Halla el valor de para el cual el vectav=(8,-5¢t) depende linealmente dey v.

EJERCICIO 4. (1) Para los diferentes valores del parametro real a estudia ¢&posi

relativa de los planos dados por
I xX+y+z =a-1,
H2:2X +y +az = a,
My x +ay +z =1.
(2) Sia=-1, ¢en qué punto se cortan?

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la furffcémun punto de abscisa

X esi y-Yo=f0g) x-%) =

f(x)=e* = f(x,)=Y, et o f (x)=eXl o f (%) et S

y -y, =€’ t(x-x,) [1]

impongamos ahora la condicién a esta recta tangente genérica que pakerfan de
coordenadas (0,0)

O—yo=ex°7l(0 “X,) = -y -e"

X, =1 - y,=ett=e%=1

Tx) = Y Yo (x) =



Fco. Fdez. Morales MODELO 5 Pag. 67

luego la Unica recta tangente a la funcion que pasa por ehatgcoordenadas es la que a su
vez pasa por el punto de tangencia (1, 1). Sustituyendo este @u [1] obtendremos,
finalmente, que la ecuacion de la recta tangente pedida es

y-1=el?(x-1) - y=X

(2) La gréfica de la funcionf(x) = &' coincide con la de*@ero desplazandola una
unidad a la derecha. No obstante podemos estudiar sus caractenati¢éagportantes.
1.- Dominio de la funciénR.
2.- Crecimiento:

f'(x)=¢e? = no hay ningan valor que anule a la derivada, § paalquier
valor dex la funcion derivada es siempre positiva, luego la funé{&h es creciente en todo
su dominio.
3.- Punto de corte con el eje de ordenadas: 0, e
4.- Asintota horizontal:
im e*l-e~t-e~ -1+ -1_0 - asintota horizontay=0 cuando -~ -«

X = —o0 e «
La gréfica def(x) y la de la region pedida es:
3f y=e

2 y=x

[ —

(3) El &rea de la region vendre’i dada por:

1
2 0 1

x-1 _ _ x-1 _ X _ _ _ -1 _ ,1,1~'
f(e x) dx - |e S| cef-5-(et-0) -5 -2 =013212
0 0
SOLUCION EJERCICIO 2.- Tapia

(1) Teniendo en cuenta el dibujo, construimos la funcién area:
A(x)= (300-X)x = 30 - 2, siendo Domi(x)=]0, 150[. "
La funcion derivada es: A"(x) = 300 - & 300 - 2
El valor que anula a la funcién primera derivada es: 300 -
4x=0 = X=75
Estudiemos la monotonia @€x), que es una funcién continua y derivable en su dominio,
probando con valores intermedios de los intervalos 10, 8, y150[ en la primera derivada:
A(10)=300-40=260>0 = A (xX)>0 = A(x) es creciente en ]0, 75]
A’(100) =300-400=-100<0= A" (X)<0 = A(x) es decreciente en]75, 150[
luego hay un maximo relativo ex= 75, que es a su vez absoluto.
Luego las dimensiones del recinto cuya area es la mayor posible son
base =300 -2=300-2 - 75 =150 ; altura=75.
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(2) Elrecinto que quiere preparar el alcalde tiene un area maxima de
A(75)=300-75 - 2-75 11250 A
por lo que si sera suficiente, ya que la comision de fiesasieéesita 8000 n

SOLUCION EJERCICIO 3.-

El plano que nos piden al ser paralelo a la rectar, signife@lqvector de direccion
delarecta,a=(2, 3, 1), seraun vector de direccion del plano.

El plano que nos piden al ser perpendicular al plEnacsignifica que el vector normal
aeéste,n =(2, -1, 1), seraotro vector de direccion del plano pedido.

Los dos vectores de direccion que hemos obtenido tienenalidiiatcion, porque sus
componentes no son proporcionales, luego son los de diretgiptano.

La ecuacion del plano que pasa por el punto P = (1, @, 2iene como vectores de

direccionau y n_ sera X =1 +2x +2p
y =3x-H
Z=2+A+H

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Llamamos matriz inversa de una matriz cuadrada A a otra matgkrBismo orden,

tal que
A-B=B-A=|

siendo | la matriz unidad del mismo orden.
La matriz A debe ser una matriz regular (su determinante edalidércero) para que
tenga inversa. A la inversa de A se le denota normalmentepor A

(2) Para que una matriz cuadrada sea invertible, la condicioragieedumplir es que su
determinante sea distinto de cero.

(3) Para estudiar si la matriz siguiente tiene inversa, lo hareediamte el calculo de su
rango por el procedimiento de Gauss.

1 a 3-2a

Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
1 a+l a-b Sustituyamos la 2* fila por:  [2°f] - [1°f]
3 3a+1 1-3a Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f]] - 3 - [1°f]]
1 a 3-2a Tomemos como pivote el elemento a,, = 1 # 0.
0 1 3a-8 Sustituyamos la 3* fila por: 3] - [2°f]
0 1 3a-8 . N ) )
Hemos triangulado inferiormente y la tercera fila es una fila de
1 a 3-2a ceros cualquiera que sea el valor de "a", luego el rango es 2, meno
0 1 3a-8 que el orden de la matriz cuadrada que es 3, por tanto no hay
00 O ningun valor de "a" para el que la matriz tenga inversa. El

matriz, independientemente del valor de "a", siempre saldra cero.
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

La funcién polinémica es continua y derivable en tRdo

La derivada primera de la funciéx) es nula en los puntas=3 y x=-1, lo que implica
que en dichos puntos la grafica de la funcién presenta patasgencia horizontal (maximos
0 minimos relativos, o puntos de inflexién).

Construyamos los tres intervalos de monotonia;-1), (-1, 3) y (3), donde la funcidn
puede ser creciente o decreciente. En el intervalo (-1, 3) lafumed@sariamente es creciente
por cuanto en el punte=1 la funcién toma el valor 21)=2, y en el punte=2 toma el valor
5, es decir f(2)=5 >f(1)=2.

En el intervalo ¢, -1) la funcién es decreciente, ya qlien  f (x) = +co, y en el

puntox=-1 la funcioén presenta un punto de tangencia horizéntalseqﬂmecesariamente un

minimo relativo, porque a partir de-1 la funcién es creciente.
En el intervalo (3,~) la funcién es

decreciente, porque al ser una funcion

polinbmica de grado tres, y teniendo en

cuenta quelim f(x) = -«, se deduce que

)]

X = +o0
lim f(x) =+, comoademas escrecienteen

- N W N

X = —oo

el intervalo (-1, 3), resulta que en el purtd la - 1 2 3
funcién presenta un maximo relativo. \//

Un boceto podria ser la gréafica situada al lado.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Calculemos el punto de inflexion de la funciffr) = x €”.
f'(x)=e*-xe"
f'x)=-e-e+xe* = f7(x)=-2e"+x¢e*

Obtengamos el valor que anula a la segunda derivada* + x& = 0 =

e*(-2+x) =0 = -2+=0 = X=2.
sustituyamos este valor en la tercera derivada
f77(x)=2e+ e -xe* = f77xX)=3e-xe* =
f7’(2)=3¢-2e*=e?2#0 = Punto de inflexion en= 2
f(2)=2¢ = el punto de inflexion tiene de coordenadas (2)2e

(2) Para dibujar la grafica procederemos de la siguiente manera:
1.- Punto de corte con el eje de abscisas.
z;ge,x xe*=0 = x=0 = (0,0
Se ha resuelto el sistema formado por la funcién y la ecuacié@jedss abscisag/=0.
- Punto de corte con el eje de ordenadas. Se resuelve el sisteraddor la funcion
y la ecuacion del eje de ordenadasp) =
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x =0
y =xe ¥
2.- Crecimiento y decrecimiento.

Obtengamos la primera derivada y calculemos los valores que la.anulan

f'x)=e*-xe* = ¢g-xe=0 = ¢e@1-x=0 = x=1,
llevemos sobre el eje de abscisas este vakrl, y
construyamos los posibles intervalos de crecimiento y|-de
decrecimiento, ¢, 1) y (1,). Probemos valores intermedios,
por ejemplo, 0y 2, de esos intervalos en la primera derivada
segun nos salga mayor o menor que cero, el intervalo corrésp@ndera creciente o
decreciente.

f'0)=€-0-d=1>0 = Creciente en &; 1).
f(2=¢e?-2.-&=-e2<0 = Decreciente en (&).
3.- Maximos y minimos.

Podriamos hallarlos sustituyendo el valor que anula a la pridegivada en la segunda
derivada, y seguiin nos salga mayor o menor que cero sera minéomo. Pero teniendo en
cuenta que la funcién es continua y el estudio sobre el crecinyielgtorecimiento anterior,
deducimos que en el punto de abscisdl hay un maximo, La ordenada de este maximo es:
f(1)=1-¢&=¢e’ El maximo seréa el punto (1})e
4.- Puntos de inflexion.

Hallamos los valores que anulan a la segunda derivada y lgsigrsios en la tercera
derivada, si nos sale distinto de cero sera punto de inflexion.

f7(x)=€e*(x-2) = €x-2)=0 = X=2

f7"X)=e*(3-x) = f72)=€e*(3-2)=€¢+0
el punto de inflexion de abscisa2, tiene de ordenadaf(2) = 2 €, es decir el punto de
inflexion tiene de coordenadas (2,?Re
5.- Asintotas verticales.

Para que la funcién presente asintotas verticales se terificar que exista algun
valor "a" tal que se satisfagatim f(x) =z

X=a
No existe ninguno, por lo que no hay asintotas verticales.
- Asintotas horizontales.

Habra asintota horizontal si se cumple quém f(x) = beR

}i y=0-e°=0 - y=0 = (0,0)

1

Calculemos dichos limites. o
lim f(x)=lim (xe *)=tim X =[=|=im L-10 - AH: y-o0
X — +o0 X = +oo X -+ @% i X-+0 @
hay una asintota horizonta},= 0, parax - .
lim f(x)=lim (xe *)=-o- e = -
X~ - X~ —o
no hay asintota horizontal para- -, pero existe la posibilidad de asintota oblicua.
Cm T(X) o oxe ™ X e
m=lim T—Ilm =lim e* =" =

X - —o0

no hay asintota oblicua pasa- -, hay una rama parabdlica paralela al eje OY.

X~ —co X~ -
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6.- La gréfica aproximada de la funcién es la
situada al lado

(3) El area gle la regién subrayada es T
fx e ™ dx = vz

0
calculemos la integral por el método de
integracion por partes
u=x i du =dx

dv =e Xdx ; v:fdv:fe’xdx:—e’X
2

fzxe * dx =[—xe x e’x] =[—2e’2 —e’z]—[o —e°]= -3e 2+1~07593994
0 0

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Un conjunto de n vectores, W, U, ..., 4, Se dice que son linealmente independientes,
si una combinacion lineal de ellos, nula,
oyU; + o,Uy +ogUy + ... Fou, =0 dondey, ay, ...,a, € R
implica que todos log; son iguales a cero.

(2) Los vectoregyyv, son linealmente independientes si
au+pv=0 = a=p=0

20 + B =0
a(2,-1,0) +B(1,0,1) = (0, 0, 0) = -2=0f= a=8=0
p=0

luego los vectores son linealmente independientes.

(3) Elvectorw = (8, -5,t) depende linealmente dey v, si existen y B € R, tal que

200+ p =8 Expresemos el sistema en forma
(8,-5%) = a(2,-1,0) +p(1,0,1) = -o = -5 matricial, discutiendo vy
p=t resolviéndolo mediante Gauss.
2 1|8 . L
Triangulemos inferiormente.
-1 01-5| Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
0 1]t Sustituyamos la 2* fila por: 2 - [2°f] + [1*f]

Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
-2 Sustituyamos la 3 fila por: [3%f]] - [2°f]]

8 | El sistema estd triangulado, los elementos de la diagonal principal son

oNn oo N
N e
—+

_2 | distintos de cero; la ltima ecuacién puede verificarse o no.

00lti2 * Sies trivial, es decir, si se verificaque 0=t+2 = t=-2 =

el sistema es compatible determinado con solucion Unica, taqorexisten un valor pasa
y otro pargB; y el vectorw dependera linealmente dey v.
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* Si la dltima ecuacién es absurda, es decir,sr2, entonces no existen valores para
a ni paraP; y el vectow no dependera linealmente g v.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Estudiemos la posicion relativa de los tres planos, expreshsistema formado por
las ecuaciones de dichos planos en forma matricial y lo discutiremediante el método
reductivo de Gauss.

1 1 1la-1 Triangulemos inferiormente.

2 1 al a Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por:  [2*f]] - 2 - [1°f]

1 a 1| 1 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - [1*f]

1 1 1 |a-1
0 -1 a-2|2-a
0a-1 0 |2-a
11 1 a-1

Tomemos como pivote el elemento a,, = -1 # 0.
Sustituyamos la 3 fila por: [3*f] + (a-1) - [2*f]

El sistema esta triangulado, todos los elementos de la
diagonal principal son distintos de cero, salvo el as;
0 -1 a-2 2-a que puede ser o no cero. Veamos los diferentes casos
0 0 (a-2)( a-1) |-a2+2a que se presentan.

*Siag,=0 = (a-2)(a-1)=0 = a=2 y a=1 =
** Si a=2, la Gltima ecuacion seria, 0=0, que es trivisé elimina; nos queda un
sistema de dos ecuaciones y tres incégnitas, es un sistenpatitben indeterminado
uniparamétrico, o sea, los tres planos se cortan en una recta.
** Sji a=1, la dltima ecuacién seria, 0=1, que es absueflacpnsecuencia es un
sistema incompatible, no tiene solucién, o sea, los tresqterttenen ninglin punto en comun.
*Siay,#0 = (a-2)(a-1»0 = a2y al = laultimaecuacion no es trivial
ni absurda, el sistema tendra tres ecuacionesy tres incognédamre@atible determinado, con
solucion Unica, luego los tres planos se cortan en un punto.

(2) Sustituyamos "a" por el valor -1, en el sistema triangudaderior:
1 1 -2

Triangulemos superiormente.

-1 -3|3 Tomemos como pivote el elemento az;; = 6 # 0.
0 6 |-3 Sustituyamos la 2* fila por: 2 - [2°£] + [3°£]
Sustituyamos la 1°* fila por: 6 - [1°f] - [3%f]]

1

0

0

6 6 0(-9

0 -2 0| 3 Tomemos como pivote el elemento a,, = -2 # 0.

0 0 6/-3 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f]] + 3 - [2%f]

6 0 0]0 Es un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas, es un sistema
0 -2 0|3 compatible determinado. La solucién es, x=0, y=-3/2, z=-1/2.

0 o0 6l=3 El punto donde se cortan los tres planos es el (0, -3/2, -1/2).
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 6 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Considera la funciéhdefinida parax=0 por la relacion

2
f(x) - 4x +X3X +4

(1) Halla sus asintotas.
(2) Determina sus extremos locales.
(3) Dibuja la grafica dé indicando su posicion respecto de las asintotas.

EJERCICIO 2. (1) Dibuja la region limitada por la recta de ecuacy&3 vy las gréficas de

las funcioneg y g definidas en tod®& por
f(x) =3x? y g(x) =1-x2
(2) Calcula el &rea de dicha region.

EJERCICIO 3. Resuelve la ecuacion
2x-1 3x x-2
2x+1 x 2x+1|=0
2x-1 3x 3x-2

EJERCICIO 4. Halla la ecuacién del plano que pasa por elpukt(1,1,2) y es paralelo a
las rectas r y s dadas por:
X-2 _y _z+1 g Xy rz=2

-1 1 "l x +y +3z =1.

r:

Opcion B

EJERCICIO 1. (1) Describe el procedimiento de integracion porgsart
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(2) Calcula e
f[ Ln(x)] 2 dx.

1
(Nota: Ln) es el logaritmo neperiano dg

interiores a la circunferencia dada. ¢ Qué longieloe
tener cada uno de estos diametros para que seaaaxiy
el area de la regibn comprendida entre las
circunferencias interiores y la exterior (la regialiada
en la figura)?

EJERCICIO 3. (1) Halla el punto C que es la proyeccion ortogorspdnto B=(2,1,1) sobre
el planolIl: 2x+y-2z=-6.

(2) Halla un punto A que esté sobre el eje OX y tal glu&rea del triangulo ABC valga 6.
¢,Cuantas soluciones existen?

EJERCICIO 4. Escribe, cuando sea posible, sistemas de ecescijue respondan a las
caracteristicas siguientes:

(1) Un sistema de tres ecuaciones con dos incognitategga infinitas soluciones.

(2) Un sistema de dos ecuaciones con tres incognitasepicompatible y determinado.
(3) Un sistema de tres ecuaciones con tres incognigsg tenga ninguna solucion.

(4) Un sistema de tres ecuaciones con tres incognigsenqga solucién Unica.

Razona, en cada caso, tu respuesta.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) - Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha déasati que:lim f (x) =t

X = Xg
Comprobemos si existen; en principio hay que blssantre los valores que anulen al
denominador que en nuestro caso es el 0, y quenengce al dominio. Veamoslo.
2
lim f(x) =Ilim AxTr3x 44 =t = x =0 Asintota Vertical
x -0 x-0 X 0

- Asintotas horizontales.
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Para que exista asintota horizontal se ha deaeaisfue: lim f(x) =y e %

Comprobemos si existe. o
lim f(x) - lim 2X_*8x+4 —[3
X oo X o0 X

la indeterminacion de infinito partido por infinise ha destruido aplicando la Regla de

L"Hbpital, consistente en derivar numeradodgnominador independientemente el uno

del otro. No existe Asintota Horizontal, pese ha dado la condiciébn necesaria de

existencia de asintota oblicua, que bm f (Xx) = £

. . X = o0
- Asintotas oblicuas.

Calculemos, si existe, la asintota oblicya mx + n.
4x2 +3x +4

_ lim 8x +3 _

X - o0

S}

2
m=tim (X _jim X _jim AXZ+3x+4
X = oo X X - o X X = oo X2
2 _ 2
n =lim (f(x) -mx) =lim (4xz+3X+474X) iim Ax7e3x+4-4x2 g
X = oo X = oo X N X

hay una asintota oblicug = 4x + 3.

(2) Los extremos locales de la funcién racid@dlhay que buscarlos entre los valores que

anulen a la primera derivada.
_ (Bx+3)x -(4x%+3x +4) 4x2 - 4

)= X 2 B X 2 -
ax2 -4 _ . 2 4. L -x=1
4 -0 ax2-4-0 =71

sustituyamos estos valores en la segunda deriadadjstinguir si son maximos o minimos
locales; segln la hagan mayor o menor que cero 8EMAMOS 0 MAaximos.
" @) =2>0 minimo
8x- x2-(4x%-42x _8x _~ @ ==
x4 x4 (1) :(’E;4<O maximo
-1
Obtengamos las ordenadas de estos extremos locales

;) = 4?*4 - 11

4-3+4 _

fr(x) =

f(X):Afx2+3x+4 .
X v f(-1) =— -5

Las coordenadas del maximo relativo son (-1, 4&pydel minimo relativo (1, 11).

(3) Antes de dibujar la grafica veamos la posiciétedeasintotas respecto a ella.
-- Posicion respecto de la asintota vertiga,0.
4x*+3x +4 _ +4

lim f(x) =lim — =+
x-0" x-0" X +0
x>0
2
im f(x) =lim X~ *3x+4 4 _

x -0 x~0 X -0

x<0

es decir, la funciof(x) tiende a + cuandox- 0", ya « cuandox- O.
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- Posicion respecto de la asintota horizonyat, 4x + 3.
* Para valores dg muy pequefios, por ej.:
x=-100 » (100 :4000?11)%00 oo s } f(-100) <
- T Voo (-100) - -400+3 - -397 [ Y7 Y asinora
es decir, la gréfica de la funcion queda por deblajta asintota cuandox - -
* Para valores dg muy grandes, por €j.:
100 = f (100) :7“0"0015300 4 - 403704 - f00)>
Yasinora  (100) =400 +3 = 403
es decir, la gréfica de la funcion queda por endmba asintota cuandoc - +e
--  Puntos de corte de la grafica de la funcién eoaslintota oblicuay = 4x + 3.
Se resuelve el sistema formado por la funciénecleacion de la asintota:

y=ax -3 4x2+3x +4
y:4x2+3x+4 = 4x+3:X+7XX+ = 4x2+3Xx =4x2+3x+4 = 0=4

X

y asintota

ecuacion absurda, luego no hay puntos de corte con

la asintota horizontal. \/
ME-N /7

-- La gréfica aproximada de la funcidn, teniendo
en cuenta todos los resultados obtenidos
anteriormente, es la situada al lado. -1

S
S
do
S
v
/ -
/ 5
/
/
.
/
/

Saxgo---

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Lafunciébny =3 es una recta paralela al eje de abscisas.
Para dibujar la grafica dix) = 3¢, que es una parabola, calcularemos los puntosrteaon
los ejes de abscisas y de ordenadas, asi comaieéWe.
* Punto de corte con el eje de ordenadas: 0 = f(0)=4 = A(0, 0).
* Puntos de corte con el eje de abscisag=0 = x=0 = A(0, 0).
* Coordenadas del vértice V:

f(x)
x = -b/2a =0/6=0- f (0)=0 = V(0, 0). \ 3 /
* Otro punto orientativo podria ser:
x=1 = f(1)=3 = B(%,3). 5

-- Representemos la funcigiix) = 1 -x%
* Punto de corte con el eje de ordenadas:
x=0 = g0)=1 = C(0,1).
* Puntos de corte con el eje de abscisas: /1 ‘ ' 1\
9 (x)

y=0 = x=1; x=-1 = D(1, 0); E(-1, 0).
* Coordenadas del vértice V’:
x = -b/2a =0/(-2)=0= g(0)=1 = V’(0,1)



Fco. Fdez. Morales MODELO 6 Pag. 77

La regidn limitada por las tres gréficas
anteriores es la situada al lado

(2) Calculemos los puntos de corte de
las funcioned(x) y g(x)
y =3x2
y=1-x?
4x2 =1 = x=+21

- 3x2=1-x2 =

2
Calculemos los puntos de corte de las
funcionesf(x) e y=3
y ‘3X2}=> 3x2-=3 - x-#l
y =3
Teniendo en cuenta que las funciones son simétesagcto del eje de ordenadas, basta
calcular la mitad del ére? de la region limitadalps tres curvas, es d%%ir:

K-

1
2

g (x)

2

1 1 1
%Area - £3dx —{(1 -x2) dx —£3x2dx :[SX]O— x—%s

0

2
~3-0) -|[1-02F o -1-@e)-3-1+1 4,15
2 s 2 24 ~ '8 3

El area pedida es el doble de la anterior, 0 sésg

SOLUCION EJERCICIO 3.-
Resolvamos la siguiente ecuacion.

2x-1 3x  X-2 Hagamos uso de las propiedades de los determinantes.
2x+1  x  2x+1|=0 Sustituyamos la 2* fila pot:  [2°f] - [1°f]
2%x-1 3x 3x-2 Sustituyamos la 3° fila por: [3%f.] - [1%f]

2x-13x x-2 Desatrollemos el determinante por los adjuntos de la ultima
2 -2x x+3|=0 fila.

0 0 2X
2x-1 3x
2X - =0 = 2x(-4x2+2x-6x)=0 = 2x(-4x?-4x)=0 =
2 -2X
gy 2 _ _ - 8x?=0 = x=0 raiz doble
8x“(x+1) =0 U X41-0 - x--1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Para determinar la ecuacién del plano, necesgamaounto, el A = (1,1,2), y dos
vectores de direccién, uno serd el de tdane 0 =( -1, 1, 2), y el otro el de larecta
s, que al venir su ecuacion expresada como int@ésede dos planos, su vector de direccion
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lo obtendremos mediante el producto vectorial deviectores normales a cada uno de los

planos que definen a s. 11 1 > 1
V,=mxm,=(2, -1,1)x( -1,1,3) -( 13) ‘13 : ‘1 i U (-4, -7,1)
la ecuacion del plano, en forma paramétrica sera:
X=1-A-4p
y=1+x-7u
Z=2+2N+H

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Describamos el método de la integracién por parte
La formula de la derivada de un producto de dosifumes,u(x)y v(x) es:
Dlu(x)- v(x)] = v(x)- u (x) + u(x)- v (x)
expresemos la formula anterior en notacién difeadénc
du(x): v(x)]= v(x): du(x) + u(x)- dv(x)

despejemos el Ultimo sumando.
u(x)- dv(x) = dfu(x)- v(x)| - v(x)- du(x)

integremos los dos miembros de la igualdad

fu(x)- dv(x) = [d[u(x)- v(x)]| - [v(x)- du(x)
teniendo en cuenta que la integral de la diferédeaina funcion es la propia funcién, nos
quedara: Jue) - dv(x) = u(x)- v(x) - [v(x)- du(x)

gue mas abreviadamente podemos expresar asi:
fu- dv = u- v —fv-du

(2) Calculemos la integral sigleJiente por el métodintegracion por partes.

[TLn(x)] # dx = [1]
u=Ln(x) ; du:édx1
dv = Ln(x) dx ; v:an(x) dx:an(x)—fdx:an(x)—x
esta Ultima integral se ha hecho a su vez porqarsedecir,
u=Ln(x) ; du:%dx
dv = dx : v :fdx = X

continuando en [1], tendremé)s: o
- [tn(x)- ( xtn(x) -x)] - [(xLn(x) - %) % dx =
|
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e e

x[Ln(x)] 2 -xLn(x)| - [Ln(x) dx + edx:
[ ) [ [

~lelLn(e)] 2 - eLn(e)]-[( Ln@) 2-Ln@] -[xLn(x) ~x] +[x] -
1 1

=e-e-0-[eLn(e) -e-(Ln(1) -1)] +(e-1)=-[e-e-(-1)] +(e-1)=e-2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

El diametro de la circunferencia es 2r, el de uma las
circunferencias tangentes interiores, el de la otra 2r®2 Luego,
los radios de estas dos circunferencias s&nanx, respectivamentgq.—

Construyamos la funcién area rayada. \
AX)=nr? -m-a(r-xX)? = AX)=nar’-n-ar’-né+2ux =
A(X) = -2nx* + 2arx, funcién cuyo dominio es: Doffx) =10, r[.

Calculemos el valor deque hace maxima esta area.
AX)=-dix+2tr = -4ix+2ur=0 = -X+r=0 = x=1/2
Estudiemos la monotonia d€x), que es una funcién continua y derivable en su diomi
probando con valores intermedios de los inteni@lpg2[ y ]r/2, [ en la primera derivada:

A(r/d) = -4n(r/d) + Zr=nr >0 = A'(X)>0 = A(X) escreciente en ]0, r/2]

A (Br/d) = -4(3r/d) + Zwr=ir <0 = A (X)<0 = A(X) es decreciente en Jr/2, I
luego hay un maximo relativo ex= r/2, que es a su vez absoluto.

El didmetro de una de las circunferencias tangémtesores es: X=2(r/2) =r
y el de la otra circunferencia: 2rx22r-2(r/2)=2r-r=r

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Expresemos la ecuaciéon del plano en forma p
paramétrica. Se trata de resolver una ecuaciontresn Ci/\
incégnitas, sera pues un sistema compatible indatado
biparamétrico, por tanto, basta despejar una intajgror
ejemplo, lay, en funcidn de las demasy z, que pasan a ser parametros:

>
\

X =2A
M:2x+y-22=-6 = y=-6-X+22 = n—{y—62)\+2u
Z=H
Los vectores de direccion del plafpson: o =(1, -2,0) ; v =00,2,1)
Teniendo en cuenta que el punto C es un punto igendel plano, que tiene de
coordenadas( x, -6-2A+2y, W), el vector que determinan los punto€ Ry

BC=(x, -6-22+2u, 1) -(2,1,1) =(Ar-2, -7-2x+2u, W -1)

vector que es perpendiculagay Vv, luego el productdasman cada uno de ellos es cero.
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BCLu = BC - 0=0 = (A-2, -7-2a+2u,p-1)-(1, -2,0) =0
BCLV = BC-Vv=0 = (A-2, -7-2x+2u, 4 -1)-(0, 2, 1) =0
A-2+14 +4X-4u =0 R 5A - 4p = -12

14 - 4N +4p+p-1=0 -4\ +5u = 15

Expresemos el sistema en forma matricial y resobsmpor Gauss.

5 -4]-12 Triangulemos inferiormente.
) Tomemos como pivote el elemento a;; =5 # 0.
-4 5|15 Sustituyamos la 2°* fila por: 5 - [2*f] + 4 - [1°f]
> 4|12 Simplifi la 2* fila por 9
implifiquemos la 2* fila pot 9.
0 927 P P

Triangulemos superiormente.
5 -4 \ -12 J Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.

0 1 3 Sustituyamos la 1* fila por: [1*f] + 4 - [2°f]
50/0 El sistema esta triangulado.
013 Lasolucibnes: A=0 ; p=3.

Las coordenadas del punto C sam, -6-2x+2u, g) = (0, 0, 3)

(2) Siel punto A esta sobre el eje OX tendra dedsmadas genéricas (a, 0, 0).
Calculemos las coordenadas de los vectd@as y BC

BA=(a, 0,00 -(,1,1) =(a-2, -1, -1)
BC=(0,0,3) -(2,1,1) =(-2, -1,2)

El &rea del triangulo ABC, que es 6, se obtendréndeo siguiente:
-1 -1 a-2 -1 a-2 -1

-1 2 ‘ 2 2 ‘ -2 -1

Area :%\BTA\XBC\ = ;\/( —3)2+( -2a+6) 2+( —a)2:§¢9+4a2+36 ~24a+a?-

= > y5a?-24a+45

igualando a 6 esta Ultima expresién del &rea, ¢enols
2
% 5a2-24a+45-=6 — (%,/5a2—24a+45) =62 = %(5 a?-24a+45) - 36

BAX Bt-(

]—(3, -2a+6, -a)

2_ _ - 2_ _00-0 — A- 241\/242+4-5-99 _» -2°65568
5a“-24a+45=144 5a<-24a-99=0 a= 10 = . 7455 68

hay por tanto dos puntos el, A (-2°65568, 0, 0) y el A= (7°45568, 0, 0).

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Un sistema de tres ecuaciones con dos incégniatenga infinitas soluciones puede
ser, por ejemplo:

X +2y =3 Para que un sistema tenga infinitas soluciones sisbeompatible e
2x +4y =6 indeterminado, en este caso, al ser un sistemasleduaciones y dos
3x +6y =9

incAgnitas una de éstas debe actuar como parameirdo gue
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al utilizar el método reductivo de Gauss, sélo @ueduna ecuacidon con una incognita
principal, es decir, las otras dos ecuaciones daeertriviales, o lo que es lo mismo,
proporcionales a aquella.

(2) No puede existir ningn sistema de dos ecuacionastres incognitas que sea
compatible y determinado, porque para que lo $edneero de ecuaciones y el de incégnitas
una vez usado el método reductivo de Gauss delridin en este caso jamas puesto que las
incognitas seguirdn siendo tres y las ecuacionesanpodran ser tres sino como maximo dos.

(3) Un sistema de tres ecuaciones con tres incognitaso tenga ninguna solucion, debe
tratarse de un sistema incompatible, es decisal @l método reductivo de Gauss ha de salir
una ecuacién absurda, lo que implica que al meywsdeficientes de una de las ecuaciones
tienen que ser proporcionales a los de otra y merdserlo los términos independientes.
Ejemplo:

X+ 5y +72 - 4 15 7]|a 15 7|4
3y +4z =7 - 03 4|7 - 03 4|7
6y +8z =1 06 8|1 00 013

(4) Un sistema de tres ecuaciones con tres incogniesenga solucion Unica, tiene que
ser un sistema que al utilizar el método redudaigdsauss, una vez triangulado el sistema,
todos los elementos de la diagonal principal séstmtbs de cero, por ejemplo:

X +5y +7z =4
3y +4z =7
9z =1
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 7 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Determina el valor de la constante k sabiendda&aarva de ecuacidn
y - x3+kx?+1
x2+1
posee una asintota que pasa por el punto (1,3).

EJERCICIO 2. (1) Dibuja la region limitada por las curvas de ecuaeso
y?2=x e y =[x -2].
(2) Calcula el area de dicha region.

EJERCICIO 3. Una fabrica de electrodomésticos tiene una pidn semanal fija de 42
unidades. La fabrica abastece a tres establecimsienigamos A, B y C - que demandan toda
su produccién. En una determinada semana el estatdato A solicitd tantas unidades como
By C juntos y, por otro lado, B solicité un 20%smue la suma de la mitad de lo que pidi6
A mas la tercera parte de lo que pidi6 C. ¢ Cuamtagdes solicité cada establecimiento dicha
semana?

EJERCICIO 4. (1) Determina la ecuacion del plano que contienaiatgpP=(2,0,1) y a la

recta r de ecuaciones X-1 y+3 z-2
2 1 3
(2) Calcula el angulo que forman el plano calculadelesipartado anterior y la recta s de
ecuaciones X y-2 z+1
3 2 A
Opcion B

EJERCICIO 1. Dado un tridngulo isésceles de base 8 cm. yaaucm., calcula las
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dimensiones del rectdngulo de area maxima que puede
inscribirse dentro de dicho triangulo como se iadin la
figura.

g

EJERCICIO 2. (1) Define el concepto de derivada de una funciéarepunto.
(2) Estudia la derivabilidad de la funcidn R -~ R definida porf(x) = |x\€
(3) Siendof la funcién dada en el apartado anterior, calcula

1

f dx.
{(x)x

AN

EJERCICIO 3. Del sistema de ecuaciones
a X +a,y = 0,

ayX + a,y =0,
se conocen todas sus soluciones, quexsbn y=2\ coni variando en los nimeros reales.

También se sabe que
a,; ap 21 (1
a, a, 1) (2}

a; x +apy =1,
a, X + a,y =2

Resuelve el sistema

EJERCICIO 4. Calcula, de manera razonada, un plano que salpaal plano de ecuacion
x+y+z=1 ydetermine con los ejes coordenados ungwiércuya area sed8 /3.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Determinemos las asintotas de la curva cuya equaoi® dan.

Al ser una funcién racional las asintotas vertgalgy que buscarlas entre los valores que
anulen al denominador: 2% 1=0 = no hay ningln valor que anule, luego no hay
asintotas verticales.

Habra asintota horizontal dim f (x) =b, siendo b €R. Comprobémoslo.
X — *oo
3 2
lim f(x) =lim XZrkx T+l
X = oo X = oo X 2 1

luego tampoco hay asintotarfrantal, s6lo puede haber asintota oblicua. Céafookla.
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3 2 3 2
motim 1O i XPrkxZel L XPekx el g
X X X = e (X2+1)X X oo X3 +x
3 2 3 2 y3
no=lim (F(x) —mx)=lim | XKLy Xk T ox o
X =0 X — oo X2+l X - o0 X2+1

o kx 2+1-x _
=lim ——— = =k
X = x2+1
la asintota oblicuay = nx + n, es: y=x+k; como ademas el ejercicio nos dice que pasa p
el punto (1, 3), sustituyamos estas coordenaddgka ecuacion:

3=1+k = k=2 = y=x+2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Dibujemos la funcién y*=x, o lo que es lo mismoy = /X, quees, 5
una rama de parabola cuyo eje es el eje de absB&Esta con una pequefia tabta—— —
de valores para dibujar aproximadamente dicha curva b

Para dibujar la curvay =|x -2|, desdoblaremos esta funciéor vaI4 5
absoluto de la siguiente forma

B _1-(x-2) si x -2<0 -X +2 si x <2
yX‘2|{x—2 si x -2:0 {x—z Six 22
gue es una funcién lineal a

trozos, y para dibujarla _x |y x|

\ necesitamos so6lo dos
) N ‘ puntos de cada uno de

,,,,, /// los trozos. slo 42
// | La regién limitada por

s 2 ambas graficas es la
situada al lado.

-

(2) Para obtener el &rea de la regién anterior, leat@s previamente los puntos de corte
de cada uno de los trozos lineales con la fungfénx.

%= v - 2
y :X - (—X+2)2:X - X2—5X+4:0 - X = 5+ 25 16 _ 4
y = -X+2 2 — o1
? = v - 2

y :X N (X—2)2:X - X2—5X+4:0 - X = 5i 25 16 _ 4
y =Xx-2 2 v 1

El area de la regién vendra dada por lasieiges integrales
4

31 2
3 1 2

(59 (ealad) w2

32 3

2 4
i 4 2 4 1a 2 2
Area :fﬁdx —f(—x+2) dx —f(x—Z) dx = [Xlz ] . X—Zx} =
1 1 2
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

Llamemosx a las unidades que solicitd el establecimientyg &Jas del B y a las que
pidi6 el establecimiento C. Estableceremos el sigai sistema de ecuaciones:

xry:z=42 X+y+2=42
X=yrz = X-y-z=0 =
y=(1+1z) +£(1+iz) 600y - 300 + 200 +60x + 40z
2 3 100\ 2 73
§ J: y J: ; - 82 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo
Ox + 15))/, e ; 0 mediante el procedimiento reductivo de Gauss.
1 1 142 Triangulemos inferiormente.
1 -1 -1]0 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2* fila por:  [2°f] - [1°f]
9 15 6|0 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] + 9 - [1°f]
1 1 1|42 .
Tomemos como pivote el elemento ay, = -2 # 0.
0 -2 -2|-42|  Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] + 12 - [2*f]
0 24 3378
L1 ! 42 Simplifi la 2* fil. 2
implifiquemos la 2° fila por -2.
0 -2 -2|-42 Simplifiquemos la 3* fila por -21.
0 0 -21/-126
1 1 1142 Triangulemos superiormente.
01 1l21 Tomemos como pivote el elemento az; = 1 # 0.
Sustituyamos la 2 fila por:  [2°f] - [3°f]
00 1|6 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] - [3%f]
11 0|36
Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
01 0]15 Sustituyamos la 1°* fila por:  [1°*f] - [2°f]
00 1|6
1 00|21 El sistema esta diagonalizado, es un sistema compdghgérminado.
01 0|15 Las unidades que cada establecimiento pidié fueron:
00 1|6 x=21 ; y=15 ; z=6.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Del plano que nos piden conocemos un puntoRet (2, 0, 1), y que contiene a la
rectar, luego conocemos otro punto, el A =(1, -3,2)un vector de direccion del plano
que coincidira con el de la recta, =(2, 1, 3). Necesitamos wéctor de direccion
del plano que puede ser el vector que determirepuotos Ay P:

AP=-(2,0,1) -(, -3,2) =(,3, -1
luego la ecuacion del plano es X=1+2A+ |
y =-3 + A+ 3
z=2
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(2) Para obtener el angulo que forman el plano amtgfia rectas, calculemos primero
el vector normal al plano mediante el productoagak de sus dos vectores de direccion:
1 3 2 3 21
, =(-10,5,5)
3 -1 1 -1 13

Como el vector de direccion de lareses v, =(3,2, -1), tendremos:

sen(s”m) =cos( v, N ) =| 32 1) 1055 -5
/3227:( 1) 2 | 10) 25257 22T
5

no=(2, 1, 3)x(L, 3, 1 _(

| 25
‘m,/—lso
- -38°08" 4283

(s"m) =arc sen

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Sila base del rectangulo®s y la altura y, se verificara:

5_ 4 _20-5X y-5- 5x A

v a-x 5 4 R k
Construyamos la funcién area del rectangulo:
Area =2x-y = 2x ( 5 f;x) - A(x) =10x - gxz, siendo DonA(x)=10, 4]
Calculemos el valor o valores que hacen maximafestaon.
A" (x) =10 - 5x = 10-5x=0 = x=2

Estudiemos la monotonia @€x), que es una funcién continua y derivable en su diomi

probando con valores intermedios de los inten@lp8[ y ]2, 4[ en la primera derivada:
A(1)=10-5=5>0 = A'(X)>0 = A(X) es creciente en]0, 2|
A'(3)=10-15=-5<0 = A'(X)<0 = A(X) es decreciente en ]2, 4]

luego hay un maximo relativo exx 2, que es a su vez absoluto.
Las dimensiones del rectangulo de area maxima son: 10

base = 2=4; altura=y =5-=-x=5-—" =
4 4

Nl o1

SOLUCION EJERCICIO 2.--
(1) La funciénf(x) es derivable en un puntgde su dominio si el
() - 1(x)
im — —
X =Xg X -X
existe y es finito. A dicho limite se le llama deda de(x) en el punto, v se le representa,
entre otras, con la notacidn’(x,).

(2) Expresemos, en primer lugar, la funcfGr) como una funcién a trozos.
-xe X si x <0
f(x) =|x|e* = .
SO xe* si x =0
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Estudiemos la continuidad de la funcion. Para auaefuncion sea continua en un punto,
los limites laterales y el valor de la funcién éhd punto deben coincidir; y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntbmideno.

- La funcidnf(x), para valores dex<O0, es continua por ser el producto de una funcion
polinémica, x, y de la exponencial elementel, que son continuas en toRo

- La funcionf(x), para valores de>0, es continua por la misma razon anterior

- Donde hay que hacer un estudio detenido es @ méb O, porque hay un cambio en el
comportamiento de la funcién. Calculemos los ligiit¢¢erales y el valor de la funcién en dicho
punto, para ver si existen y coinciden.

lim f(x)=Ilm (-xe*) =0 ; lim f(x)=Ilm (xe*)=0
x-0" x-0" x-0" xAg’
f =0

Como los limites laterales y el valor de la funad®mciden, la funcién sera continua en
x=0. En resumen, la funcion es continua en ®do

Analicemos ahora la derivabilidad.

- La funcionf(x), para valores dex<0, es derivable por ser el producto de la funcién
polinémica, x, y de la exponenciad’, que son derivables en tolRo

- La funcionf(x), para valores de>0, es derivable por la misma razén anterior

- Donde hay que hacer un estudio detenido es pargd 0. Para que la funcidrsea
derivable en el punto 0, necesariamente debe stinga enx=0, que lo es, y ademas las
derivadas laterales deben coincidir.

Obtengamos una primera aproximacion de la funcidivalda, para todos aquellos valores
dex donde ya sabemos que es derivable, es decir e t@xcepto en el punto 0 que es donde
gueremos averiguarlo:

-xe”* si x <0 , -eX -xeX si x <0
f(X)_{xex si x >0 - f (X)_{ex+xex si x >0 [
calculemos las derivadas laterales en el punto O:
f(0°) =lm f (x) =lim (-e*X-xe*) =-1-0-=-1

x -0 x -0
x<0

f (0% =lm f (x) =lim (eX+xe*) =1+0=1
x-0" x - 0"

x>0

como las derivadas laterales no coinciden, la imaio es derivable en 0, luego la funcion
derivada coincide con la que aparece en [1].

1 1
) f(x) dx = [ xe* dx
f f
calculemos la integral por el método de integragidnpartes
u=Xx ; du =dx
dv —eXdx v:fdv:fe"dx:e"

1 1 1 1
fxexdx:[xex]—fexdx:e—[ex] —e-(e-1) =1
0 o % 0
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SOLUCION EJERCICIO 3.-
Sustituyamos las solucionesA e y=p, en el sistema

a X +apy = 0} _oagA e a,2A = 0} a, +2a, = 0} ]

hemos obtenido dos ecuaciones con cuatro incoégpias como también sabemos que

a,x +a,y =0 ay A +a,,2x=0 a, +2a, =0

a a =
11 12 2 ) 1 R 2a,, +a, =1 2]
a, a, 1 2 28, +8, =2
obtenemos otras dos nuevas ecuaciones que coa [asfdrmamos un sistema:
a, +2a =0 . -
1 12 5 0 Expresemos el sistema en forma matricial,
Ay T8y - intercambiando previamente las ecuaciones 2* y 3%
2a;; +ay - Resolveremos por el método reductivo de Gauss.

2a,, +a,, =2

1 2 0 010

21 0 01l1 Triangulemos inferiormente.

00 1 21lo To@emos com(l pivote el el:imento ai] =1=#0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - 2 - [1°f]

0 0 2 112

1 2 0 0|0

0 3 001 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

0O 0 1 210 Sustituyamos la 4° fila por: [4*f] - 2 - [3%f]

0O 0 2 1|2

1 2 0 0lo Triangulemos superiormente. ~
Tomemos como pivote el elemento a,, = -3 # 0.

0 -3 0 0|1 sustituyamosla 3 filapor: 3 -[3*f] + 2 - [4'f]

0O 0 1 210 Tomemos como pivote el elemento a,, = -3 # 0.

00 0 3|2 Sustituyamos la 1* fila por: 3 - [1°f] + 2 - [2*f]

3 0 0 02 El sistema esta diagonalizado. La solucién es:

0 -3 0 0]1 ay=2/3 5 a,=-1/3 ; ay=4/3 ; ay=-2/3

00 3 014 Resolvarn.os finalmente el siste@a siguiente después de sustituir
los coeficientes por los valores recién hallados.

0 0 0 -3|2

a, x +a.,y-1 EX - ly =1 Expresemos el sistema en
allx +a12 2}:> 2 3 4§(X772y _g} forma matricial, vy
21 2Y = 3 X - 3 y=2 y - resolvamos por Gauss.

2 -1|3 Triangulemos inferiormente.
4 206 Tomemos como pivote el elemento a;; =2 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por:  [2°f] - 2 - [1°f]

sola ecuaciéon con dos incégnitas, es por tantosistema compatible

( 2 1 ‘3) La dltima ecuacidn es trivial, se elimina, rpgeda un sistema de una
indeterminado uniparamétrico, la incognita secund&fa la pasamos al

0 0|0
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( 2 | 3+y ) segundo miembro como parametro.
La solucién es:
_3 1
x=3e3y - Ak
y =H

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Un plano paralelo ak+y+z=1 sera de laform+y+z+ D =0, es decir, un plano
con un vector normal, (1, 1, 1), igual (o proponeib al primero.
Para calcular el punto en que este plano cortie &X, resolvemos el sistema formado
por la ecuacion del plano y la ecuacion del eje OX
Xx+y+z+D=0 }
y=0p= X
z=0
El punto de corte con el eje OY, sera
XxX+y+z+D=0 }
x=0p= y=-D = B(O, -D, 0)

--D -  C(-D0,0)

z=0
El punto de corte con el eje OZ, sera
X+y+z+D=0
x=0p=> y=-D = A@0 -D)
y =0
Calculemos los siguientes vectores
AB=(0, -D,0) -(0,0, -D) =(0, -D, D)
AC=(-D,0,0) -(0,0, -D) =(-D, 0, D)
obtengamos el producto vectorial de ambos vectores
-D D 0 D 0 -D
0O D -D D' |-D O
ya que el &rea del triangulo ABC es
Area - % |ABx AC| = %‘/(—DZ)2+(—D2)2 +(-D?)2 - % 3D* - ‘/_f D2

ABxAt-(

] :(7D2, *DZ, 7D2)

igualando a18,/3,  tendremos:
@Dzzls\/? = D? - 36 = D=416

luego hay dos posibles planos, uno seria
X+y+z+6=0
y el otro
X+y+z-6=0.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 8 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Considera la funcior: R - R definida porf(x) = (x-2) €.

(1) Determina los intervalos en los que la funcides creciente.

(2) Dibuja la region limitada por la grafica fleel eje de abscisas y las rectas de ecuaciones
x=1 y X=3.

(3) Halla el &rea de la regidn descrita en el aparaaderior.

EJERCICIO 2. Una cierta funcion p se define como el cociente de dos funciones

derivables f y g, es decir, p(x) = ;Ei; . En un punto a de su dominio la fungin
tiene un minimo relativo y sabemos qtie(a) = 6 oy (a) =2 ¢ Puebdeener

el valor de p(a)? Razona tu respuesta

EJERCICIO 3. Sabiendo que la matriz A verifica la relacién

PR

resuelve el sistema ( X J ( 1 J
A = .
y 4

EJERCICIO 4. Considera el tetraedro formado por el origecabedenadas y los tres puntos
en los que el plandl: 2x + 3y + 62- 6 = 0 corta a los ejes coordenados.

(1) Describe un procedimiento para hallar el volumeénediaedro y calcula efectivamente su
valor.

(2) Calcula razonadamente las coordenadas del puntirginal origen de coordenadas
respecto del pland.
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Opcién B

EJERCICIO 1. Una locomotora sale de una estacion y viajarderana hora a lo largo de
una trayectoria rectilinea. La velocidad de la fnotora al cabo dehoras viene dada, en km./h,
por la formula

v(t) =400t 3 - 1200t 2 + 800t 0 <t <1).
(1) Calcula el espacio total que recorre la locomotora.
(2) Determina la velocidad maxima que alcanza la lodorag el instante en el que lo hace.

EJERCICIO 2. Considera la funcidn valor absoluto; es deaifuhcionf: R - R dada por
f(x) = |x|.

(1) Estudia la derivabilidad de

(2) Dibuja la grafica d.

2
(3) Halla f|x| dx.
-2

EJERCICIO 3. Considera los puntos P=(1,1,1) y Q=(-1,-1,2).

(1) Halla la ecuacion del lugar geométrico de los psigiige se encuentran a igual distancia
del punto P que del punto Q.

(2) Hallala ecuacidn del plano que corta perpendiméate y en su punto medio al segmento
que une los puntos P y Q.

EJERCICIO 4. Sea A la matriz

4 2
A=l 2 -1 1
4 4

(1) Comprueba que se verifica >-2A+1=0, siendo | la matriz identidad de orden 3.
(2) Usando la igualdad anterior, calcula razonadaméntey A®.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Para determinar los intervalos en los que laifumes creciente, hallemos la funcién
primera derivada, sabiendo que se trata de un#&funontinua en tod&
f(X)=x2)e&¢ = f'X)=€+X2)&=€+xe-28 = ' (X)=x&'-¢&
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calculemos los valores que hacen cero a la derpadera
xe-&=0 = k-1)&=0 = x=1
con este valor construimos los dos posibles inteswde monotonia,#; 1) y (1,), probemos
ahora un valor intermedio de cada uno de estosvaltes en la primera derivada y segun sea
ésta mayor o menor que cero, la funcion en elvatercorrespondiente sera creciente o
decreciente:
f7(0)
f(2)

-€=-1<0 = Decreciente en el intervalo~(-1)
é e2 €>0 = Creciente en el intervalo ),

(2) Para poder dibujar la gréfica, calculemos loisigtie
- Punto de corte con el eje de ordenadas.

x:(x Z)ex} - y=(0-2e°=-2 = A=(0, -2

- Punto de corte con el eje de abscisas
) (2t L 0-(x9er - x-2 - B-@20)
- Segun el apartado (1), en el punto de absceghsar la funcion de decreciente a creciente,
existe un minimo
x=1 = f(1)=(1-2)é=-e = M=(1, -e)
- Calculemos, si existe, asintota horizontal para-c.
im (x-2)e*=lim (-x-2)e*-lm —X-2_-°
X - —o0 X = oo X = o0 e
luego hay una asintota horizonta,= 0, cuando
X = -0,
La grafica aproximada de la funciffr) y de la
region limitada por dicha funcidn, el eje de aba<xis
ylasrectax =1 y x=3, es la situada al lado.

(3) El area de la region subrayada es:

3
f (x-2) e*
2

Calculemos antes la integral siguiente:

f(x—Z)ede:fxede—f2exdx:fxexdx—2exz 2]

la Ultima integral la haremos por el método degraeidn por partes
u=x ; du = dx
dv =eXdx ; v :fdv :fexdx —eX

continuando en [2]

- xeX —fexdx -2e*¥=-xeX-eX-2e* = xe*-3eX
teniendo en cuenta este resultado, continuamak]en [

2
Area = |[(x-2)e*| + 1]

-|2e2-3e?-(e-3e) |+|3e2-3e3-(2e2-3e?) |-

[xe XfSeX]Z + [xe x73ex]3
1 2

= [2e-é| + |&| =& -2e + &= 28 - 2e.
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SOLUCION EJERCICIO 2.-

Si la funciénp(x) es el cociente de dos funciones derivalf{@sy g(x), entonces:
_f(x) - . P () a(x) -f(x) g (x)
SSUNFTEY P ) [g()] 2 5
luegop(x) es derivable excepto para los valores que anul#gnaminador, es decir, para los
gue hagan cero a la funcigx).

Como f(x) y g(x) son derivables serdn continuas, ya que la delidadi implica la
continuidad, por lo que(x) también es continua salvo para los valores qudeanal
denominadog(x).

Como en el punto "a" de su dominggx) presenta un minimo, eso significa que:

p(a) existe, yquep (a)=0.

Teniendo en cuenta [1], y qdé(a) = 6,9 '(a) = 2:

ey f(8) g(a) -f(a) g (a) _69(a) -2f(a) _
a) = - 0=—"2 = "7 - 3¢g(a)=f(a
P [o(a)] 2 [o(a)] 2 ata) =t
_f(a - _39(a) _
P "5 SRENTEY
SOLUCION EJERCICIO 3.- 1o 3 2
Despejemos A de la expresionA + 2( 0 1] —( 11 J =

MR HEHR R

sustituyamos este valor de A en el sistema

A X 1 1 2 X 1 X+2y =1
y) (4 1-1{y) 4 X-y =4
expresemos el sistema en forma matricial y resadeéorpor Gauss.
1 211 Triangulemos infetiormente.
1 -114 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2* fila por:  [2°f] - [1°f]
121 Simplifiquemos la 2° fila por 3.
0 -3|3
1 211 Triangulemos superiormente.
Tomemos como pivote el elemento ay, = -1 # 0.
0 -1)1 Sustituyamos la 1* fila por: [1°f] + 2 - [2°f]
103 El sistema es compatible determinado, la solucién es
0 -1|1 x=3 ;o y=-1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Sean A, By C cada uno de los puntos de cortglaedIl con los ejes OX. OY y OZ,
respectivamente.

El volumen del tetraedro OABCD, coincide con latagarte del producto mixto de los
vectores OA OB y OC
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El punto A se obtiene resolviendo el sistema fonzat la ecuacion del plano y la del eje

OX.
2x +3y +6z -6 =0
y—o}:, 2x-6=0 = x=3 = A=(3,0,0)
z=0
El punto B sera:
2x +3y +62 -6 =0
X—O}: 3y-6=0 = y=2
z=0
El punto C se obtiene de forma similar:
2x +3y +6z -6 =0
x=0pr-> 6z-6=0 = z=1 = C=(0,0,1)
y =0
Construyamos y calculemos las coordenadas de ttsres OA OB y OC
OA=(3,0,0) -(0,0,0) =(3,0,0)
OB=(0,2,0) -(0,0,0) =(0,2,0)
oc=(0,0,1) -(0,0,0) =(0,0,1)
El volumen es: 300

Volumen = 1- 020 =\
001

I

B = (0, 2,0)

Elijamos un punto H genérico del plano, que sassfo

siguiente: HW/\
L,

(2) Llamemos Oal simétrico de O respecto del plano r

El vector OH es perpendicular a los dos vectores
G y v de direccion del plano, y adema@H: HO
Para calcular los vectores de direccion del plano,
expresemos la ecuacion del mismo+3y + 6z - 6 = 0, en forma paramétrica; bastara resolver
el sistema de 1 ecuacién con 3 incognitas, expr@sléren forma matricial
(2 3 6] 6) Al resolverlo por Gauss, observanmues esta ya triangulado,
es un sistema compatible indeterminado biparansétnios sobran dos incognitasyls laz,
gue las pasamos al segundo miembro como parametros:

(2 | 6-3y-62z) Despejemos la incognita principal, & y expresemos las
incognitas secundariagy z, como los paradmetresy 3, obtendremos la ecuacion del plano en
forma paramétrica: X =3 - % o-3p

D=4y =-q
zZ=p
En esta ecuacion del plano leemos que sus vederdseccion son:
u:(—g,l,o) : v=(-30 1)

Un punto genérico H del plano tendra de coordenaﬁbs{S—gcx—SB, a, B)

Construyamos el vectorOH

GH—(3%0(3B, o BJ -(0,0,0) —(3%135’ o BJ
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e impongamos la condicion que dijimos al @gio, de que el vectoOH es
perpendicular a los vectores de direccibny V piEno, luego los productos
escalares del vectoOH  con cada uno de dichos veaerdseccion sera cero:

N 3 3 9 9 9
OHUG=[3--a-3B, o, B||-=,1,0 | =0 226+ 2Rr+a =0
< (20(50(5)(2 ) ﬁ24°(25°‘ R
o*H-v_(3§o<35, % g) (-3,0,1) =0 —9+%a+95+5:0
13 o+ 9B _9
) 4 2 2 13c +18p =18 Pongamos el sistema en forma matricial
%Ot +10B =9 N 9o +20p =18 y resolvamoslo por Gauss.
13 18 | 18 Diagonalicemos la matriz.
9 20118 Torpemos como pivote el elemento a;; = 13 # 0.
Sustituyamos la 2* fila por: 13 - [2*£] -9 - [1°f]
13 1818 Simplifiquemos la 2* fila por 2.
0 98|72
13 18 | 18 Tomemos como pivote el elemento a,, =49 # 0.
0 49| 36 Sustituyamos la 1? fila por: 49 - [1°f] - 18 - [2°f]
637 0 | 234 Nos qgedan dos. ecuaciones. y dos .incégn.itas. Es un sistema
compatible determinado. Despejemos las incognitas o y 8.
0 49| 36 La solucién sera:
{6370( = 234 . _ 234 18 . 5 - 36
49p = 36 637 49 ’ 49

Sustituyamos. y p en las coordenadas del punto H y en las del veGidr

4 13-3.18 g9, 36 18 3| _|12 18 36
El puntoHttindra de coordenadds.(S 5 % 3 W I 49) (49, 29" 49)
y el vector OH sera: (

=

Gy 12 18 36)

49’ 49’ 49
Sea O'(a, b, ¢) el punto simétrico del O respeab plano I1, las coordenadas del

vector HO" seran:HO =(a, b, c) - 1218 363 [, 12 18 . 36
49 49 49 49 49 49

. , o P 12 18 36 12 18 36
se verificara que OH=HO" = | ==, — | =|la--=, b-—, c-=— =
g ( 49° 49 49) ( 49 49 49)
i—g =a- }1_3 a-= % Luego el punto O simétrico del O respecto del
18 18 36 plano IT sera:
Lop-2l  dp=-=2
49 49 49 o |24 36 12
36:C_§ 0:72 49’ 49 49

49 49 49
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SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.- .

(1) Sabemos que la velocidad viene dada por laresiqm: v(t) = d_ts y que el
espacio total recorrido por la locomotora al cabaoigia hora coincide con el &rea encerrada por
la curvav(t), el eje de abscisas y las ordtlanadas en los pdetascisas=0 y x=1, es decir,

s ={v(t) dt
f
Nos ayudaremos de la graficawq®, que es una funcion polinédmica de grado tres.

- Puntos de corte con el eje de abscisas.

- 3 _ 2
v =400t *-1200t 2 + 800t } 400t 3 ~1200t 2 + 800t - 0

-t =0
+ 400t 2-1200t +800 =0 = _
los puntos son el (0, 0), (1, 0) y el (2, 0).
- Punto de corte con el eje de ordenadas: (0, 0).
- Crecimiento y decrecimiento.

La funcion primera derivada es:’(t) = 120@? - 2400 + 800.
Calculemos los valores que anulan a esta derivada.

I

v =0
t (400 t 2 - 1200t +800) =0 =

— ~t :1+£
1200t 2-2400t +800 =0 — 3t 2-6t +2-0 — t - 0*v36-24 3
6 st :1—4

los posibles intervalos de crecimiento y de deomegito son:
(—oo, 1 —@) (1—@, 1 +\/’°’) y (1+x/3 oo)

"3 N
probemos ahora un valor intermedio de cada unatds étervalos en la primera derivada y
segun sea ésta mayor o menor que cero, la funciérirgervalo correspondiente ser4 creciente
o decreciente:

v" (0) = 1200-0 - 2400-0 + 800 =800 > O~ Creciente en( -0, 1 ,?)

v’ (1) = 1200-1 - 2400-1 + 800 = -400 < 6 Decreciente er{ 1-98, 1+ 8 )

"3

v’ (2) = 1200-2- 2400-2 + 800 = 800 > 0= Creciente en( 1+§, oo)

la gréfica aproximada es la situada al lado, ejuéahemos v(t)
destacado el trozo donde uUnicamente esta defimida |
funcién v(t), y subrayado el espacio total que recorre la
Iocomoltora, dicho espacio total es:

s :f(400t3—1200t2+800t) dt -
0

d

00t® 1200 L7 . goo L
-la00 1 -1 L LI -
Z 3 2

=100 - 400 +400 - 0 = 100 km
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(2) Los valores que anulan a la primera derivada, eegun el apartado (1):

3 3
t:1£ t =1-¥=
3 Y 3

y segun el estudio realizado en dicho apartadodieds que en el segundo de los puntos, que
es el inico que nos interesa por ser el que pedalelominio de la funcién, hay un maximo
relativo, ya que la funcion es continua y derivabp@sa de creciente a decreciente.

Los maximos absolutos se encontrarian en dichmpuen los extremos del intervalo,
pero en este caso por el andlisis realizado epagtaado (1), en los extremos del intervalo la
velocidad toma el valor cero, mientras que en ekima relativo, es decir, en el

instante t :1—‘/—5 ~ 07422649 h  se alcanza la velocidad maxima absolutasue

max.

3 2
v o= 400( 1—@) - 1200( 1—@) + 800( 1—@) ~ 1537960 km / h.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Expresemos la funcidiix) como una funcién lineal a trozos.
F(x) - -x si x <0
X si x >0
sabemos que las funciones valor absoluto de fuesioontinuas son continuas, y en este caso
la funcion valor absoluto dees continua por serlo la funcién polinémica
Estudiemos la derivabilidad.
- Para valores d& < 0, la funciérf(x) se comporta como la funciéix, que al ser polinémica
es derivable en todR, y por supuesto para los valoresxig 0. Siendo la funcion derivada,
-1
- Para valores d& > 0, la funciérf(x) se comporta como la funcidy que al ser polinémica
es derivable en todR, y por supuesto para los valoresxie 0. Siendo la funcién derivada,
1.
Una primera aproximacion de la funcion derivada es:
. -1 si x <0
f(x)_{l si x >0 [1]
El problema esta en el punto cero, por haber uticeem el comportamiento de la funcién. Al
ser continua en dicho punto puede ser derivableglé si las derivadas laterales existen y
coinciden. Veamoslo
f (0" =Ilm f (x)=Ilm 1=1

x-0" xAg*
f (07 =lim f (x)=lm -1-=-1
x-0 x-0

x<0
como las derivadas laterales no coinciden la funcié es
derivable en el punto cero, La funcién derivadalfirente es la
indicada en [1].

(2) La grafica de la funciof(x), teniendo en cuenta que son dos trozos de rectas
elementales, es la situada un poco mas arriba.
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(3) Calculemos la siguiente integral. |

2‘ g 0 4 2 g NE:
X X = -X axX + X dx =|-
fira o]

2

-2 0

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) El'lugar geométrico de los puntos que se encareratigual distancia de P que de Q
estan situados en el plano mediador. Llamembs= (a, b, ¢) al punto medio del
segmento que determinan P y Q, se verificRid= MQ Catmdes| punto M.

PM=(a, b, ¢) -(1,1,1) =(a-1, b-1, c-1)
MQ=(-1, -1,2) -(a, b, ¢) =(-1-a, -1-b,

=

2 -c)

a7
(a-1, b-1, c-1) =(-1-a, -1-b,2 ¢) = {P
C

luego el punto M es( 0,0, g) .

El vector que determinan P y Q coincidira con eteenormal al plano mediador.
PQ=(-1, -1,2) -(1,1,1) =(-2, -2,1)
La ecuacion del lugar geométrico, en este casnppteediador, sera:

Ax +By +Cz+D=0 = -2x -2y +z +D=0
sustituyamos la, y y z, de la Ultima ex§:)resic'>n por las coordenadas detiopMl
0-0-3:p-0 - D--2 - —2x—2y+z—g:0

(2) La solucién es la misma que en el apartado (1).

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Sustituyamos la matriz A en la expresioR-2A+I=0.

5 -4 2 5 -4 2 5 -4 2 1.0 0
2 -1 1 2 1 1 |-2{2 1 1]+]0 1 0]-=
4 4 1 4 4 1 4 4 1 0 0 1
25-8-8 -20+4+8 10-4-2 10 8 4 1.0 0
-| 1024 -8+1+4 411 |-| 4 2 2|«|0 1 0f-=
20+8+4 16-4-4 -8+4+1 8 8 -2 0 0 1
9 8 4 10 8 4 1 0 0
-l 4 3 2|-]4 2 2|+]0 1 0]-
8 8 -3 8 8 -2 0 0 1
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9-10+1 -8+8+0 4-4+0 0
=| 4-4+0 -3+2+1 2-2+0| =] 0
-8+8+0 8-8+0 -3+2+1 0

o O o
o O O

efectivamente se verifica la relacion inicial.

(2) Partiendo de la relacion anterio”-2A+I=0, calculemos Ay A’

A2-2A+1=0 = I=2A-K
sacando A factor comun bien por la derecha, bietgpaquierda, tendremos:
I=(21-A)A o bien I=A2l-A
como la matriz inversa verificaque: 1=A*A y I=A"-A

podemos identificar la matriz inversa,*,Acomo la matriz 2l - A.
es decir, A =2I-A, aplicaremos esta relacion para obtémenatriz A™.

1 0 0 5 -4 2
Al=21-A=2|{0 1 0f -2 -1 1| =
0 0 1 -4 4 -1
2 00 5 -4 2 2-5 0+4 0-2 -3 4 -2
-l020|-l2 -1 1|-=/0-2 2+1 0-1|=]-2 3 -1
0 0 2 -4 4 -1 0+4 0-4 2+1 4 -4 3

Calculemos ahora’A
Como ya teniamos calculad3, Aara obtener Hprocederemos asi:

9 -8 4 9 -8 4
A*=A%2. A2-| 4 -3 2]. 4 -3 2| =
-8 8 -3 -8 8 -3

9-9 +(-8)-4 +4(-8)  9( -8) «(-8)( -3) +4-8 94 +(-8)-2 +4( -3)

| 49 +(-3)4 «2(-8)  4( -8) +(-3)( -3) +2:8 44 +(-3)-2 +2(-3)

8.9 +8:4 +(-3)( -8) ( -8)( -8) +8( -3) +( -3)-8 -84 +8:2 +( -3)( -3)
17 -16 8
-l 8 7 4
16 16 -7
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 9 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. Considera la funciéri: R - R definida porf(x) = € sen ().
(1) SeaF:R - R lafuncién definida por

F(x) :ff(t) dt .

0
¢, Qué dice el teorema fundamental del calculo iatexgbre la funciéir?.
(2) Halla F(x).

EJERCICIO 2. Desde la Tierra, que suponemos situada en ggrode coordenadas del
plano, se observa un objeto que sigue una trayac®ecuaciony = 16 (donde las distancias
se miden en afios-luz). ¢ Cuéles son las coordedabtipsnto de la trayectoria cuya distancia
a la Tierra es minima y cuénto vale dicha distéhcia

EJERCICIO 3. Sin desarrollar el determinante, demuestra que

a+2b a a+b
a+b a+2b a = 9b2(a+h).
a a+b a+2b

Enuncia las propiedades de los determinantes dioesit

EJERCICIO 4. Una circunferencia tiene por centro el punto(103) y su diametro es 2.
Halla la ecuacion de la recta tangente acitl@unferencia en el punto de abscisa

X = ; y ordenada positiva.

Opcién B

EJERCICIO 1. (1) Determina razonadamente la expresién algebragcané funcion
continuaf:R - R que cumpla las condiciones siguientes
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@ -3 ro-{p 8 x5

(2) Razona si la funciéhes derivable en el punte=3.
(3) Esboza la gréfica de esta funcion

N| ©

EJERCICIO 2. Seaf:R - R la funcion definida porf (x) = x e x-x?,

(1) Halla los maximos y minimos relativos de esta fnci
(2) Calcula lim f(x).

X = oo

EJERCICIO 3. (1) Dada la matriz

1 b 1
A=l2 1 2],
0 0 1

¢para qué valores del pardmetro b no tiene inl@rsatriz A? Justifica la repuesta.
(2) Siexiste, calcula la inversa de A para b=-1.

EJERCICIO 4. Calcula razonadamente y dibuja el lugasngdrico de los puntos P del
plano que verifican la siguiente propiedad: "Ergulo APB de vértices A=(-7,0), P y B=(7,0)
es rectangulo en P."

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) El Teorema Fundamental del Céalculo Integral diid:es una funcién continua en el
intervalo cerrado [a, b], y F(x) es la funciétegral asociada a f, definida por:
X

F(x):ff ., Xxe€la, b]

se verifica que F(x) es derivable y gdemés quex) E f(x).

(2) Llamemos | a la integral

| :ff(t)dt :fe‘sen(Zt)dt = [1]
Calculemos la integral por el método de integrapidnpartes.
u=e'! ; du =e'dt
dv -=sen(2t) dt ; v:fsen(Zt)dt :—%COS(ZI)

continuando en [1], tendremos:
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1.t 1t
=-Z—e'cos(2t — et cos(2 t) dt = 2
zelcos@t) « 5 fet cos2 1) 2]
esta Ultima integral la hacemos a su vez por patedecir,
u=e't ; du=eldt
dv = cos(2 t) dt ; v:fcos(Zt)dt :%sen(Zt)
continuando en [2], tendremos:

1 1

=-—e'cos2t) + = 1
2 2

1
—etsen(2t) - = (et sen(2t) dt |=
5 @t) -5 @t)

1 1 1 t
=-—_e'cos(2t —e'sen(2t) - = |e' sen(2t) dt
5 @1t) « 5 @t) - 5[ 1)

la Ultima integral es precisamente la integraliahjd, por tanto:

1 1 1
| =-=e'cos(2t —e'sen(2t) - =1

> @1t) + @t) - 3

EI:—letcos(Zt)+1etsen(2t)

4 2 4
41 1 1 2 1
=_—|-=e'cos(2t —e'sen(2t =-—e'cos(2t —e'sen(2t
=1-3 @1t)+ 3 ( )J = @1t) + 2 @t)

Ahora calcularemoB(x).
X

F(x) :fet sen(2t) dt —[—%etcos(z t) +%etsen(2t)
0

0

= —%excos(z X) + %exsen(ZX) —(—%eocos(O) + %eosen(O) J =

:—Eexcos(z X) + lexsen(ZX) . 2
5 5 5

finalmente, podemos hall&(r)

F(m) = —ée“cos(z m + %e“sen(ZH) + é = —ée“ + % = é(l -e’)

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Suponemos a la tierra en el origen de coorden&lagal objeto en un punto P de la
trayectoria de ecuaciénxy = 16, luego el punto P tiene de coordenadas geseri

( X, 1_6) . Construimos la funcién distancia de O a P.
X

_ 2
dist (QP) - |OP :\x2+(£) - KT BE L d(x) - x2+ 28
X x2 X2

Calcular el punto P cuya distancia a la tierransiggma, es obtener el valor dgue hace
minima a la funciéndist (O,P) o minima a la funciérd(x). Derivemos la funciéd(x).

d(x) =2x - 212

calculemos el valor que hace cero a la derivada.
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2x-222 -0 - 2x%-512-0 - x*=256 - x-#4

La funciénd(x) es par, y continua y derivable en su dominio qu®em d(x) = %- {0}.
Estudiemos la monotonia déx), en los intervalos &, -4[, ]-4,0[, 10,4 y 14,+[:
d'(-5)=-10-512/(-5)=-5904<0 = d'(xX)<0 = d(x) es decreciente end--4].
d(-1)=-2-512/(-3=510>0 = d(Xx>0 = d(x) es creciente en ]-4, O[.
d(1)=2-512/1 =-510<0 = d(X)<0 = d(x) esdecreciente en ]0, 4.
d’(5)=10-512/5=5904 > 0 = d(X)>0 = d(x) escreciente en |4}
luego hay minimos relativos exn= -4 y enx =4, que a su vez son absolutos.
Las coordenadas de los puntos de la trayectuya distancia a la tierra es minima

son el (4, 176) =(4, 4) y el ( -4, 1_3) =(-4, -4)
La distancia, que es la misma, de cualquiera ds alla tierra es:

2
dist (O P) =4[42 +(176) = /16 + 16 =,/32 =5'65685424949238 afios luz

SOLUCION EJERCICIO 3.-

a+2b a a-+b Calculemos sin desarrollar el valor del determiaant
a+b a+2b a Sustituyamos la 1* fila por:  [1*£] - [2*f]
a a+b a+2b Sustituyamos la 2° fila por:  [2°f] - [3*f]
b -2b b
Saquemos "b" factor comun de la 1° fila y de la 2*
b b -2b
a a+b a+2b
1 -2 1 Sustituyamos la 2* fila por:  [2°f)] - [1°f]]
b? |1 1 -2 Sustituyamos la 3* fila por: [3°f] - a - [1°f]
a a-+b a+2b
1 -2 1
Saquemos 3 factor comun de la 2 fila
b2 |0 3 -3
0 3a+b 2b
1 -2 1 Susti a . 2 .[0a
ustituyamos la 3* fila por:  [3°f] - (3a+b) - [2°f]
3b2 |0 1 -1
0 3a+b 2b
1 -2 1 )
Saquemos "3a+3b" factor comun de la 3 fila
3b%2|0 1 -1
0 O 3a+3b
1 -2 1

3b2@3a+3b)|0 1 -1|-9b%(a+b)-1 =9b%(a+h)
00 1
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el tltimo determinante vale uno, ya que esta tritadp inferiormente y su valor es el producto
de los elementos de la diagonal principal. El tesal, finalmente es el que queriamos
demostrar.

Las propiedades que basicamente se han usado son:
* Sitodos los elementos de una fila 0 columnaetieun factor coman, ese factor puede sacarse
fuera del simbolo del determinante.
* Sia unafila o columna de un determinante la@mos otra fila o columna multiplicada por
un numero el valor del determinante no varia.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

La ecuacion de la circunferencia que tiene su centr(1, 0) |
yporradio 1, es: 2y -2&-2by+&+b-rP=0 = &,
X+y-X+1-1=0 = X +y?-2%=0

La ecuacion de la recta tangente a la circunfeseeni el
punto de abscisg es en general: Y-Yo =Y (%) (X-Xp)
nos hace falta calcular la ordenada del punto deisd 3/2;

2 2 3
X2+y2-2(:0 = (%) +y0272.%:0 = y02:37(%) = Yo = 37%:7
y la derivada de la funcién en dicho punto, pai@addspejemos ahoya
x2+y2-2x=0 - y2=2x-2x? - y-=y2x-x2 -
3
2-2- =
. 2 - 2x (3 2 -1 -1 -3
o022 -y (3 - Loy
2 /2x -x? 2 3 3

2
242- i—(i) 2J33
2 2 4
La ecuacion de la tangente a la circunferencid paoreo de abscisg=3/2 es:

YYo=y () (X-%) yif@(x%) -y

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Sila funcién derivadaf “(x), es

. _ si x <3
F(x) = X si x >3
la funcionf(x) sera
fO dx = C, si x <3
f(x) =4 & =13 si x =3

si x >3
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ya que en el puntx = 3 la funcion existe y toma el valor 9/2. Conalemas la funcion es
continua erR se ha de verificar que los limites lateraleswaddr de la funcién en dicho punto
coinciden. Comprobémosilo.
2
im f(x) -lim C -C, ; lim f(x) - lm (XT +03] - % ‘C,

X -3 X -3 x -3 x -3

x<3 x>3

igualemos estos limites laterales con el valoadarcion en el puntox = 3:

9 9 9 .
C=-5+G-5 - GC-5 ; G-0
la funcidnf(x) siguiente es continua &y cumple todas las condiciones del ejercicio
9 .
- si X <3 .
_{ 2 . , ~J0 si X <3
R I si x >3 ’ F ) {X sl x >3

2

(2) La funcionf(x) anterior al ser continua podria ser derivablegida si las derivadas
laterales coinciden, es decir,
f37) =lm f (x)=Im 0=0 o @Y =lim f (x) =lim x=3

X -3 X -3 x-3" x-3"
x<3 X>3

como no coinciden las derivadas laterali€s) no es derivable em = 3.

(3) Para dibujar la gréfica déx) hay que tener en
cuenta que es una funcién a trozos, el primerdids, e
para valores de menores de 3, se corresponde con el de
una funcion constante, 9/2, cuya gréfica es untarec
paralela al eje de abscisas; y el segundo, paveegatie
X mayores de 3, con el de una funcién polinémica de
segundo grado?/2, cuya grafica es una parabola, que en
el punto 3 toma el valor 9/2 y en el 4, el valor 8.

1 2 3 4

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(1) Hallemos los méaximos y minimos relativos de facfan f (x) = x e * *°

f (x):ex’xz+xex’xz(l - 2X) = f(x) :ex’xz(1+x—2x2)
calculemos los valores que anulen a la primeraalesi 1
eX**(1+x-2x2)=0 - 1+x-2x2-0 - X S 1#J1+8 - 2
1

-4
Obtengamos la segunda derivada.
7 (x) = e ¥ -2x) (1 +x -2x2) + eX**(1 -4x)
f° (x) = ex*" (4x®-4x2 -5x +2)

Sustituyamos en esta segunda derivada el val@r glié anulaba a la 12 derivada.

l
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3

-3e # >0 = luegohayun

o (e i) o) e() 2

minimo relativo en x=-1/2; siendo la ordenada ( —%) = —% e = —% e 4.

3
El minimo relativo es el punt{ —%, - e;)
Sustituyamos en la segunda derivada el valor Jaquiaba a la primera derivada.
(1) =e't (4 -4-5+2) =-3<0 = Luego hay un maximo
relativo en x = 1; siendo la ordenadd (1) =e!™?! =e%=1.

El maximo relativo es el punto (1, 1).

(2) Calculemos el siguiente limite.

. . 2 o .
lim f(x) =Ilim (Xex’x):oo.e"”:i:[_J:“m =
X - oo X = o e” “

= lim  — - -
x-e @X" X (2 x-1) o

1 1 1

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Para conocer los valores del parametro b quenlgaeela matriz A tenga inversa, lo
haremos calculando el rango de la matriz por ebdwétle Gauss.

1 b1
2 1 2 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
0 01 Sustituyamos la 2* fila por:  [2*f] - 2 - [1°f]
1 b 1
0 1-2b 2 Intercambiemos entre si las columnas 2% y 3%
0 0 1
11 b Tomemos como pivote el elemento ay, = 2 # 0.
0 2 1-2b Sustituyamos la 3° fila por: 2 - [3%f] - [2°f]
01 0
1 1 b Hemos triangulado inferiormente, todos los elementos de la diagonal
0 2 1-2b son distintos de cero salvo el a3; que puede ser o no cero. Veamos lo que
0 0 2b-1 ocutre en cada caso.

* Si ;=0 = 2b-1=0 = b=1/2 = la 3?fila es una fila de ceros, el rango desA e
dos, menor que el orden de la matriz, luego laimatno tendra inversa.

*Sia;0 = 2b-0 = b=1/2 = elrangode A estres, igual que el orden
de la matriz cuadrada, luego la matriz A tendr&iiga.

(2) Como existe matriz inversa para #hl/2, calculémosla para b=-1. Lo haremos
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mediante el método de Gauss, consistente en ptandeeecha de la matriz A la matriz unidad
e intentar, mediante el uso transformaciones el&ies) que aparezca la matriz unidad a la
izquierda de A, la parte que quede a la derechareatriz inversa de A.

1 -1 1j]1 00 Triangulemos inferiormente.
2 1 2]l0 1 0 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
Sustituyamos la 2°* fila por: [2*f] - 2 - [1°f]
0O 0 1/0 0 1
1 -1 11 0O Triangulemos supetiormente.
0 3 0l-2 10 Tomemos como pivote el elemento a3 = 1 # 0.
o 0o 110 o 1 Sustituyamos la 1° fila por:  [1*f] - [3*f]
1 -1 0|1 0 -1
Tomemos como pivote el elemento a,, =3 # 0.
0 3 0210 Sustituyamos la 1* fila por: 3 - [1*f] + [2°f]
0O 0 1|0 0 1
3 001 1 -3
0 3 0|-2 1 0 Dividamos la 1* y 3" fila por 3.
0 010 0 1
100l 13 -1 En la parte d? la i.zquie.rda hem.os obtenido .la 'matriz
unidad, la matriz A tiene inversa, siendo la matriz inversa
0 1 01283 1/3 0 la matriz que queda a la derecha, es decit:
0O 01| O 0 1
1/3 1/3 -1
Al=1-2/3 13 0
0 0 1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Los puntos P del plano tendrdn de coordenadas
genéricas X, y). Si los triangulos APB son
rectanguloen P, se ha de verificar que los vectores

AP y BP son perpendiculares y por tanto su A
producto escalar es cero. Calculemos dichos vectorg-7.0A B(7.0)
y efectuﬁemos su producto escalar.

AP:(X! y) 7(77!0) :(X+71 y)
BTD :(Xv y) _(710) :(X_7! y)
AP. BP=0

(x+7, ¥)-( x-7,y) =0 = (x+7)( x-7) +y?=0 = x2-49+y?=0 =

x2+y?2-49 =0
gue es la ecuacion del lugar geométrico de losogutdel plano que satisfacen la condicién
del problema, y se corresponde con la ecuaciomdeincunferencia de centro el origen de
coordenadas y de radio 7, l6gicamente hay quergietdicha circunferencia los puntos Ay
B porque cuando el punto P coincide con algundids Bo se forma ningun triangulo.
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Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.

realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien

MODELO 10 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. (1) Dibuja el recinto limitado por las curvas de axonaes
y =X - x?2 e y =x*-x2
(2) Halla el area del recinto descrito en el apartaderar.

EJERCICIO 2. Dada la funcién f: R - R definida por f(x) =x3 - 6x? + 2x,
la ecuacion de la recta tangente a su gréfica euisto de inflexion.

EJERCICIO 3. Sea A la matriz de los coeficientes del sistdemacuaciones
a X +a,y + a;zz =1,
A, X + A,y + a,z=-1
Ay X + AyY + A7 =2

Resuelve el sistema sabiendo que

1 0 -1
Al=l1 2 3
0 O 1

EJERCICIO 4. Considera el punto P=(2,1,3) y la recta r deeicines

p o 4X -y -5=0,
“lz-1-=0.

(1) Halla la ecuacién de la recta que pasa por P g pampendicularmente a r.

halla

(2) Determina dos puntos Ay B de la recta r de foromag triangulo PAB sea equilatero.

Opcién B

EJERCICIO 1. Determina una funciéh R-R sabiendo que es tres veces derivable, que

f ”(x) =24x para cada puntodeR y que f(0) =0, f’(0) =1 yf "(0) =2
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EJERCICIO 2. (1) Si el precio de un diamante es proporcional adcado de su peso,
demuestra que siempre se pierde valor al partiridos trozos.

(2) Como puedes suponer, puede partirse en dos trornodiferentes pesos de multiples
formas. Determina la particién que origina la maipérdida de valor. Razona tu respuesta.

EJERCICIO 3. Considera los puntos A=(0,0,0) y B=(2,2,2).

(1) Halla la ecuacion del plano que contiene a todeplmtos C que forman con Ay B un
triangulo equilatero.

(2) Indica qué lugar geométrico forman los puntos Crites en el apartado (1), expresando
los elementos que lo determinan.

EJERCICIO 4. Resuelve la ecuacion matricial AX + 2B = Censio

1 0 0 0O -1 2 1 1 0
A=12 2 1 |, B-{0 1 1], cC=|1 O 2]
3 0 -1 1 0 1 1 0 O

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Representemos primeramente la funcionx® - x2.
1.- Eldominio de la funcién €& ya que se trata de una funcién polinémica.
2.- Simetria.
vxeDom(f) = -xeDom(f)
f(x) =x%-x2 = f(-Xx)=(x)*-(x)?2=x*-%x2=1(x)
luego f(x)=f(-x) paraV x € R, porlo que la funcién es una funcién padessr,
es simétrica respecto del eje de ordenadas.
3.- Puntos de corte con el eje de abscisas. Seeedal sistema formado por la funciény la
ecuacion del eje de abscisass 0.
»x2=0 = x=0 = A(0,0)
}ﬂ 0=x%-x2=0=x2(x2-1) »x=1 = B(1,0)
h “x=-1 = C(-1,0)

luego los puntos de corte con el eje de abscisasA(, 0); B(1, 0) y C(-1, 0).
- Con el eje de ordenadas. En este caso nos va\sakr el punto A anterior.
4.- La funcion es continua en todo su dominio yaegpolinomica.
5.- Crecimiento y decrecimiento.
Hallemos la primera derivada:y”(x) = 4¢ - 2x

Obtengamos los valores que anulan a la primeraatkxj que son:

2

x2-1=0
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f

f

f

f
6.-

8.-

~ x=0

_[T_y2
Ax3-2x=0 = 2x2x?-1) =0 _ , 2 4 _o ~ XNz 2

Cx-_[To_ V2

los llevamos ordenadamente sobre el eje de abguissstruimos los posibles intervalos
de crecimiento y de decrecimiento. Probamos valatesmedios, por ejemplo -1, -0.1,
0.1y 1, de esos intervalos en la primera deriyasiegin nos salga mayor 0 menor que
cero, el intervalo correspondiente sera creciemtecoeciente.

(-1) =4(-1)3-2(-1) =-4+2=-2<0 = decreciente en (—oo, —%)

(-0.1) =4(-0.1) 3-2(-0.1) -0.196>0 - creciente en (—@o

(0.1) =4-01 ®-2.01 =-0.196<0 - decreciente en (0, ﬁ)

(1) =2-14-2-12=2>0 = creciente en (ﬁ oo)

Los maximos y minimos se hallarian sustituydndwalores que anulan a la 12 derivada
en la 22, y segln nos salga mayor 0 menor queseedominimo o0 maximo. Pero al ser
continua, segun el estudio sobre la monotoniaiantéendremos:

minimos en (—% -0.25 ) y en (% -0.25 ) ; maximo en (0, 0)

Al ser una funcién polindémica no presenta ningjgo de asintotas.
Para estudiar la concavidad y convexidad, oloégnads la segunda derivada:

y ' (xX)=12x*-2
Calculemos los valores que anulan a la segundeaderi que son:
_ [T _ 6
2 X == =X
12x2-2=0 = 6x2-1=0 6_ ¢
« X = - 1__6
6 6

los llevamos ordenadamente sobre el eje fe
abscisas y construimos los posibles intervalos de .
concavidad y convexidad (Ver fig.). Probamofs ~—— ">~ ° "~ +
valores intermedios, por ejemplo -1,0y 1, deseso

intervalos en la segunda derivada y segln nos safg@r o menor que cero, en el
intervalo correspondiente la funcién sera convegérxava.

f” (-1) =12-2=10>0 - convexa en (—oo, —%)

f” (0) =-2<0 =  cOncava en (—? ?)

f” (1) =12-2=10>0 = convexa en (% oo)
Los puntos de inflexion se hallarian sustitugefab valores que anulan a la segunda
derivada en la tercera, y si sale distinto de seré punto de inflexion. Pero al ser continua

y segun el estudio sobre la concavidad anteriodrénos:
5

Puntos de inflexion en (—ﬁ, ——) y en (ﬁ f—)
6 36 6 36
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10.- La gréfica aproximada de la funcion es la
situada al lado.

Representemos la funcign=x - x?, cuya

grafica es una parabola.

1.- Punto de corte con el eje de ordenadas:
x=0 =y=0 = (0,0

2.- Punto de corte con el eje de abscisas:
y=0 = x=0; x=1 = (0,0); (1, 0)

3.- Coordenadas del vértice V:
x=-bf2a=-1/(-2)=1/2 = y=(1/2)- (1/12J=1/4 = V(1/2,1/4)

Para calcular los puntos de corte de las dos foasiaesolveremos el sistema formado
por ambas ecuaciones, con el fin de determinarcetto que forman.

y=x*-x2 oy ax2-v4 w2 L 0oxwdyw - O- 3_ »x=0
Y X -x2 X-X“=X"-X 0=x"-x 0=x(x°-1) Lx3-1-0 : x-1
La situacion de las dos gréficas superpuestas
se corresponde con la gréafica adjunta, y donde el ' y=xi-e

area rayada es el recinto limitado por ambas.

(2) EIl area del recinto anterior se obtiene
integrando la funcién diferencia de ambas - N
funciones, entre O y 1. Y= x-xt

1
Area :f(x ~x2-x4+x?)dx -
0

1
1

:f(x—x"')dx -

0

x2 x5
2 5

3
10

N| =
ol

0

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Obtengamos el punto de inflexion de la funciéx) = x3 - 6x2 + 2x.

f(x) =3x?-12x+2 = f (x) =6x-12 = 7 (x) =6
calculemos el valor que anula a la segunda derivexlal2 =0 = x=2.
sustituyamos este valor en la tercera derivadfi"(2) = 6 # 0, luego hay un punto de
inflexion enx= 2.

La ordenada del punto de inflexion esf (2) =2%-6.22+2.2 =-12
luego el punto de inflexién es el (2, -12).

La ecuacion de la recta tangente a la grafica dduncion el puntox, y,) es:

Y-Yo = (%) (X-%)

El valor de la derivada primera g 2, es: f (2) =3.22-12.2 +2=-10
la ecuacion de la recta tangente, finalmente, es:

y-(-12)=-10%-2) = y=-1k+8
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SOLUCION EJERCICIO 3.-
El sistema de ecuaciones podemos expresarlo emta fmatricial siguiente:
X 1
Alyl| =]-1
z
multipliguemos a la izquierda por la matriZ Anversa de A.

X 1 X 1 X 1
ATAly|=AT|1 - 1|y|l=A1]11 - y|=A1]-1
z 2 z 2 z 2

X 1 0 -1 1 -1

yl|l =11 2 3 -1 = 5

z 0O O 1 2 2

luego la solucién del sistema eg:=-1; y=5;, z=2

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Sea H el punto donde la recta que pasa por B cort

perpendicularmente a r. Se ha de verificar que:
PH. O - PH- g =0 [1]
siendo U el vector de direccion de la rectarr.
Expresemos la ecuacion de la recta r en parangtrica
para obtener las coordenadas de dicho vector el Iz del punto H.

r=4X°Y- i 0 Resolvamos el sistema mediante el método reductivo de Gauss, para
z-1-=

ello lo expresaremos en forma matricial.

10 ‘ ] Intercambiemos entre si las columnas 2* y 3%
0 0 1
(X)( Z)( y) El sistema estd diagonalizado, nos quedan dos ecuaciones y tres
] incégnitas, se trata de un sistema compatible indeterminado
01 O uniparamétrico, nos sobra una incégnita, la g, que la pasamos al
segundo miembro como parametro.
(X)( Z) La solucién del sistema es:
5+y] x=5+y ; z=1.
0 1| 1 Sustituyamos la incégnita secundariaor el parametra:
X =5 + X\ Que son las ecuaciones de la recta r en paramétricas, en donde leemos
r = {y =X que el vector de direccion de dicha recta es el (1,1, 0).
z=1

Tomemos de la recta r un punto genérico, H, dedemadas H (5 +2, 2, 1)

Construyamos el vectoPH=(5 +x, A, 1) -(2,1,3) =@ +A, A-1, -2)
Impongamos la condicién [1] para calcular las cenatlas dePH
PH- 0=0 = (3+A, A-1, -2)-(1,1,0) =0 = 3+a+r-1=0 = A=-1
sustituyendo este vglor deen el vectorPH  tendremos:
PH=B+(-1), ( -1 -1, -2) =2, -2, -2)



Fco. Fdez. Morales MODELO 10 Pag. 113

vector que es el de direccion de la recta perpatadia la r, cuya ecuacion es:
x-2 y-1 z-3

2 -2 -2

(2) Los puntos Ay B de larectar tendran de coaxdes P(21,3)
genéricas (5 +2, A, 1). g
Teniendo en cuenta el apartado 1) y el dibujoradj
corlsideraremos los vectores siguientes:
AP=(2,1,3) -(5+A, A1) =(-3-2, 1 -1, 2)
a=(1, 1, 0)
Como el éngulq que forman los lados del tridngqlagilétero es de 60 se verificara:

A5+, k1)

cos( AR W) = AP U coseo 7y - (B3 M 1M 2 AL
|AP‘ . |U‘ ¢( ,3,}\)2+(1 7}\) 2+4 \/11+12+0
l = 73*}\,+l*}\. . l _ 72 72}\ )
2 oA T2 2 2 222 an+14 2
2
1 :M 402482428 =16+16224328 = 12224241-12 =0 —
4 4)2+8)+28
)\.2+2)\.—1:O = }\:L \/4"'4:/-)\:‘/?_1
2 A= 2-1

Para cada valor de obtenemos respectivamente los puntos Ay B.
A=G5<+x N1 =(5+y2-1, y2-1, 1) = (4+y2, y2-1, 1)
B-(G+x A1) =(5-y2-1, -y2-1, 1)-=(4a-y2 -y2-1, 1)

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Al ser la funciénf derivable, es continua, y podemos mediante intémnas sucesivas

obtener la funciom )
7 (x) =24x = 7 (x) = [24x dx :24X7 +C, = 12x2+C
como sabemos qui’(0) = 2, sustituyendo en la expresion anteriorgltemos:
f© (0) =12.02+C, = 2=C = 7 (x)=12x?+2
Calculemos la primera derivada. ,
(x) = [A2x?+2) dx - 12% +2x +C, = 4x3+2x +C,
como sabemos quE(0) = 1, sustituyendo en la expresién anterioritemos:
f 0 =4.0%+2.0+C, = 1=C, = f (x)=4x3+2x+1
Calculemos, finalmenté(x).
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x* o x?
f(x) :f(4x3+2x #1) dx =47 25 +x <G = x*+x?+x +C,

como sabemos qui0) = 0, sustituyendo en la expresion anterioritemos:
f(0) =0*+02+0+C, - 0=-=C, = f(x) =x*+x?+x

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Sillamamos Pal precio del diamante y p su peso, la relacién entre ambas variables
es: P=Kp? donde K es una constante de proporcionalittad,0.

Dividamos el diamante en dos trozos de pesasy, es evidente que

X+y=p

el precio,P, del "nuevo" diamante dividido en dos trozos $&iguma de los precios de cada
uno de los trozos, es decir:

P = KX + Ky? = P = Kx® + K(p, - X)? = P = Kp.2 - 2Kpx + 2Kx?

Demostremos que efectivamente el preciesnayor que el preciB, después de partido
el diamante, es decir, que la diferencia entre arpbecios es positiva: , #,> 0. Veamoslo

P, - P = Kp? - (Kps - 2Kpx + 2Kx?) = 2Kpx - 2Kx? = 2Kx(p, - X) = 2Kxy > 0
efectivamente el precio,,Rantes de partir el diamante es mayor que el@Rdespués de
partirlo en dos trozos, ya que Xey son siempre cantidades positivas.

(2) Para determinar la particion que origina la magodida de valor, usaremos la funcion

diferencia de valor entre el precio inicial y eldispués de partirlo, es decir,
P, - P = 2Kpx - 2KX?
y calcularemos el valor deque haga a esta funcion maxima. Llame®@9 a esta funcion,
continua y derivable en su dominio, que es DiB(r)=]0, p[. Derivemos la funcion.
P(x)= 2Kpx - 2K* = P"(x)= 2Kp, - 4Kx
igualemos a cero la primera derivada
2Kp,-4Kx=0 = R-x=0 = x:%

La funciénP(x) es continua y derivable en su dominio.

Estudiemos la monotonia &€x), en los intervalos 10,42[, 1p/2, pl:
P (pd4) =2Kp, - 4KpJ4 =Kp,>0 = P'(X)>0 = P(x) es creciente en ]0/@[.
P'(3p/4) =2Kp-4K3p/4=-Kp.<0 = P'(X)<0 = P(x) es decreciente enJp, pJ.

- . p
luego hay un maximo relativo er = 7‘9 que es a stesegbsoluto.

En definitiva, cuando partimos el diamante en darses que pesen lo mismo, es cuando se
produce la pérdida mayor de su valor original.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Los puntos C que forman con Ay B triAngulos Edeios, se encontrarian en aquellos
puntos de las mediatrices del segmento AB talesquiistancia a A y B coincida con la del



Fco. Fdez. Morales MODELO 10 Pag. 115

segmento AB, es decir estarian formando una ciecantia de centro el punto medio del
segmento AB. Dichos puntos estaran en el planoadedidel segmento AB. Calculemos la
ecuacion del plano mediador del segmento AB.

El punto medio, M = (a, b, c¢), del segmento AB fiesique AM=MB =
AM=(a, b, c) -(0,0,0) =(a, b, c) I O S
MB=(2,2,2) -(a, b, ¢) =(2-a,2 -b, 2 —¢) c-2-¢c - c-1

luego el punto M tiene de coordenadas M =(1)1, 1
La ecuacidn general de un plano ex +8y + Cz+ D =0, donde (A, B, C) representan
las coordenadas de un vector normal al mismo, estraucaso el vector normal es el vector que
determinan los puntos AyB:
mn=AB=(2,22 -(0,00 =(222)

el plano sera

2X+2+2+D=0
impongamos a este plano que pase por el punto M

2+2+2+D=0 = D=6 = X+x+2-6=0.

(2) Ellugar geométrico es el descrito en el apartaderior, es
decir, una circunferencia de centro el punto M yraidio CM. Las o
coordenadas del centro las conocemos ya, y son(IM % 1).
Obtengamos la longitud del radio, teniendo en @uehdibujo y B
gue los angulos del triangulo equilatero son de 60
MB=(2,2,2) -(1,1,1) =(1,1,1)

IMB = /12 +12 +1% = /3 A
Consideremos el triangulo CMB:

g0 ) - 1M R A

VB 3

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Para resolver la ecuacion matricial AX + 2B =t€ndremos en cuenta las propiedades
de las operaciones con matrices:
AX+2B=C = AX=C-2B = A'AX=A'(C-2B) = X=A'C-2B).

La multiplicacién a la izquierda por la inversa de se podra hacer siempre que
demostremos que tiene inversa la matriz A.

Calculemos la matriz inversa de la matriz A panétodo de Gauss, que consiste en poner
a la derecha de la matriz A la matriz unidad enitste mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, que aparezca lazmaidad a la izquierda de A, la parte que
guede a la derecha es la matriz inversa de’a, A
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Diagonalicemos.
10 01 00 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
2 2 110 1 0 Sustituyamos la 2° fila por: [2*f] - 2 - [1°f]]
3 0 -110 0o 1 Sustituyamos la 3° fila por: [3*f]] - 3 - [1%f]
1 0 0|1 0 O .
Tomemos como pivote el elemento az; = -1 # 0.
0 2 1/-2 10 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] + [3%f]
0O 0 -1/-3 0 1
10 0/1 00 Simplifiquemos la 2° fila por 2.
6 2 0511 Simplifiquemos la 3” fila por -1.
0 0 -1/-3 0 1
100 1 0 0 En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz
0 1 0|-5/2 12 1/2 unidad, por lo que al no salirnos ninguna fila de ceros, la
0 0 1! 3 0 -1 matriz A tiene inversa, siendo la matriz inversa la matriz
que queda a la derecha, es decir:
1 0 0
Al =1 -52 112 12
3 0 -1

Terminemos de resolver la ecuaciéon matricial.

1 0 o0 11 0 0 -1
X=Al(C-2B)=| -5/2 12 12 1 0 2|-2-]10 1 =
3 0o -1 1 0 0 1 0 1
1 0 o0 11 0 0 -2 4
= | -52 12 1R 1 0 2|-lo 2 2||-=
3 0o -1 1 0 0 2 0 2
1 0 o0 1 3 -4
- | -52 12 112 1 -2 0
3 0o -1 -1 0 -2
1 3 -4
| 82 -172 9
4 9  -10
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 11 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. Lafuncionf:R - R definida por

3-kx? si x <1,

F(x) =y 2 si x >1;

kx
es derivable en todo su dominio.
(1) ¢Cuénto vale k? ¢ Cuéanto véld)? Justifica las respuestas.
(2) Para el valor de k hallado en el apartado antatibuja la region limitada por la gréfica
de la funciorf, el eje OX, el eje OY y la rectza=2.

(3) Halla el &rea de la regidn descrita en el aparaaderior.

EJERCICIO 2. Se considera la funcioh: [1, +) -~ R definida por
f(x) =|x-2| +x-1.

Calcula, de manera razonada, su funcién derivada.

EJERCICIO 3. Sabiendo que

X y z
5 0 3|-=1,
1 1 1
calcula de forma razonada el valor de los sigusedéterminantes sin desarrollarlos:
5x 5y 5z X y z
1 0 35 y 2x+5 2y 2z+3
1 1 1 x+1 y+1 z+1

EJERCICIO 4. Considera el punto P=(1,0,-1) y la recta r deaeimnes

[ X +y =0,
“lz-1=0.

(1) Halla la distancia del punto P a la recta r.
(2) Determina el plano que pasa por el punto P y coatéela recta r.
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Opcion B

EJERCICIO 1. Sobre un terreno con forma de
triangulo rectangulo, cuyos catetos miden, respec-
tivamente, 100 y 200 metros, se quiere construir umo m.
edificio de planta rectangular como se muestraaen |
figura. Halla las dimensiones que debe tener gitdrea

para que su superficie sea maxima.

s
7.

200 m.

EJERCICIO 2. Seaf:R - R definida porf(x) = x3 - 3x2 + 2.

(1) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréféda funciorf en su punto de inflexion.
(2) Dibuja el recinto limitado por la gréfica de la &idn f, la recta tangente en su punto de
inflexion y el eje OY.

(3) Halla el area del recinto descrito en el apartaderar.

EJERCICIO 3. Dadas las matrices
all alZ ] y B - [ bll b12 ]
a‘21 a22 b21 b22
3 0
se sabe queA- B = .
0 3

(1) ¢Tiene A inversa? Justifica la respuesta y sidpuesta es afirmativa indica cual es la
inversa de A.
(2) ¢Es cierto que A:-B=B-A en este caso?

A=

EJERCICIO 4. (1) Sean Py Q dos puntos del plano situados, regpeente, en los ejes
OX y OY que son distintos del origen de coordenddag Cuantas circunferencias pasan
simultaneamente por O, P y Q? Justifica la respuest

(2) Describe un procedimiento geométrico para calauarcircunferencia de las mencionadas
anteriormente.

(3) Aplica el procedimiento descrito para calcularestteo y el radio de una circunferencia
gue pase por los puntos P=(2,0), Q=(0,2) y 0=(0,0).

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Sila funciénf(x) es derivable en tod® tiene que ser continua tambiénken
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Calculemos el valor o valores de k para que laifumsea continua.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites lateraledid punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valedafuncién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntbmtigvalo.

- El trozo de funcién para valores xlenenores que 1x<1, es una funcién polinémica,
y las funciones polinémicas son continuas en ®daego la funciéri es continua para<l.

- El trozo de funcién para valores xlenayores que 1x>1, es una funcién racional, que
son continuas en toddsalvo para los valores que anulen al denomingderen este caso es
el cero, pero este valor no pertenece al domingegamos considerando, luego la funé€ion
es continua parx>1.

- El problema de la continuidad esta en el puntaddnde hay un cambio en el
comportamiento de la funcion.

Calculemos los limites laterales y el valor daulecién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

. 2 2
lim f(x)=lm =—=2=2
o1t () w1 KX K lim f (x)=lim f(x)=f (1)
x>1 x -1 X -1
lim f(x)=lim (3-kx 2)=3-k [~ ;
o H( ) %:3« ~ k23k+2-0 = k=_7 [1]
f(1) =3-k

Luegof(x) sera continua en el punto 1, si se verificaques 1 o k=2.

En definitiva, la funciénf(x) es continua enR, siempre y cuando se satisfaga que k=1
o k=2. [1]

Estudiemos ahora la derivabilidad para los divevsdsres de k.

Una funcién sera derivable en un punto, si lasvddgs laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos lotogulel intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la ntragdad implica la no derivabilidad.

- Para valores de<1, f es derivable, por ser una funcion polindmicayaiela funcion
derivada, -2k

- Para valores dec>1, f es derivable, por ser una funcion racional, sprederivables
entodo R salvo para los valores que anulen al denominagderen este caso es el cero, pero
este valor no pertenece al dominio que estamosiderando, luego la funciénf es
derivable parax>1, siendo la funcion derivadaﬁz.

Por tanto, una primera aproximacién de la funciénvdda en los puntos donde ya
sabemos que es derivable y cual es su derivada, ser
-2kx si x <1
F(x)={ 2 si x >1
kx 2
- El problema esta en el punto 1.
En el punto 1 ser4 derivable, si las derivadasdke coinciden y en este caso se debe
satisfacer ademas la condicién de continuidad [1].
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, L 2 2
f@ad=Iim f (x)=lim — =_= , , _
(@ o () 1 kx? K fay=fra) -
x>1 — _27 k sz k7/1
f (1) =lim f (x)=lim -2kx = -2k « -2k = k=1 = k=

x-1 x-1"
x<1

luego la funciérf(x) sera derivable e = 1 siempre y cuando K=1 o k=-1, pero como ha de
ser continua y para ello k=1 o k=2, por tanto, pprasea derivable y continua a la vezeh
el valor de k debe ser 1.

La funcién derivada quedara finalmente, una vetitaigo k por 1, asi:
-2X sio x <1
f(x) =12 si x >1
X 2
Sustituyendx por 1 en la funcién derivada tendremos quig(l) = -2.

(2) La funciénf(x) para el valor de k=1 es:
3-x%2 s x <1

F(x) =2 si x >1
X

** Representemos el trozo de funcigr3-x?, parax<1,
cuya grafica es una parabola. 3
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas: /\\

x=0 = y=3 = (0,3) 2 o
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas: / T

y=0= x=/3; x=-y/3 = (-y/3,0); ( 3,0

3.- Coordenadas del vértice V:
x=-bl2a=0 = y=0 = V(0,3)

4.- La gréfica es la situada al lado.
** Representemos el trozo de funcign= 2k, parax>1.

1.- El dominio de la funcion €B-{0} ya que se trata de una 1
funcién de proporcionalidad inversa. s

2.- Simetria. 2
vxeDom(f) — -xeDom(f) = N

12

f(x):% - f(—x):_ixz— - f(x)

x| N

=

luego f(-x) = - f(x) paraVv x ¢ R-{0} por lo que la
funcion es una funcion impar, es decir, es singméspecto del origen.

3.- No hay puntos de corte con los ejes coordenados.

4.- La asintota horizontal es:lim 2.2 =0 = A H vy=0

X =00 @

5.- La asintota vertical es: lim %
x-0
Teniendo en cuenta el estudio realizado y que atopde la grafica es, por ejemplo el
(1,2), la gréfica de este trozo de funcién es paasentada al lado.

2
— =0 = A V. x=0
0
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Finalmente, la gréfica dé&) es la situada al lado,
y donde la regién descrita en el ejercicio, ha sido
rayada en la gréfica.

(3) El area de la region rayada situada al lado es:
1

2
. 2
Area = [ (B -x?) dx + [ = dx =
1

L2 Ln(x)]2:3—%+2Ln(2) “2Ln@) -
1

XS
3X - —
3

+2Ln(2)

w| o

0

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Expresemo$(x) como una funcién a trozos, teniendo en cuentafiaidion de funcion
valor absoluto:

-X+2+4/x-1 Si x -2<0 Xx>1 = x<2 X=>1
f(x):x-2+m:{ Y y

X-2+/x-1 Si X -2>0 y x>1 = x>2 y x=>1

£(0) -x+2+y/x-1 Si l<x<2
X-2+x-1 Si X >2

Antes de estudiar la derivabilidad, analizaremosdatinuidad, ya que para que una
funcién sea derivable es preciso que sea continua.

La funcionf es la suma de la funcion raiz cuadrada de unadiumpolinémica que es
continua en su dominio, y de la funcién valor absntie otra funcién polindmica, que al ser
ésta continua su valor absoluto sigue siendo ageti¥ la suma de dos funciones continuas
es otra funcidn continua, luego la funciées continua para>1.

Analicemos la derivabilidad.

El trozo de funcion definido para los valores dex<R, es una funcién derivable por
razones similares a la continuidad, salvo pargdteres que anulen a la raiz cuadrada, que al
ser el 1 y no pertenecer al dominio que estamosid@mando no incide en la derivabilidad,
luegof es derivable para valores dex&z.

El trozo de funcién definido para los valoresd®, es una funcion derivable por razones
similares a las anteriores, lueiges derivable para valores de?2.

El problema estaria en los puntos 1y 2, el 1 ptaren el extremo inferior del intervalo
de definicién, y el 2 por haber un cambio en el portamiento de la funcién.

Obtengamos una primera aproximacion de la funadivada, para todos aquellos valores
dex donde ya sabemos que es derivable:

1e—L1 s 1<x<2
ORI [1
1+ Si X >2

2/x -1
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Veamos si es derivable en el punta 1 por la derecha.

F @29 =lim f (x) =lim (—1+ ! ):—1+oo:oo
27) fim (x) im =

x>1

luego no es derivable en el punts 1.

Estudiemos la derivabilidad en el punto 2, salbemge es continua en dicho punto y
pudiendo por tanto ser derivable.

Para que la funciéhsea derivable en el punto 2, las derivadas |la®ddben coincidir.
Calculémoslas:

‘ im i 1 13
f @29 =lim f (x) =lm |[1+— | =1+2 =2
x - 2" X -2 2/x-1 2 2
“@2) =lim f i 1 11
f @) =lm f (x) =lm |-1+———|=--1+==--=
X -2 X -2 2yx -1 2 2

X <2

Como las derivadas laterales no coincidé),no es derivable en 2.
La funcién derivada coincide con la primera apr@gdmn que hicimos en [1].

SOLUCION EJERCICIO 3.-
Calculemos el determinante siguiente sin desarlmlla

5x 5y 5z Xy z X y z
1 0O 35 |=5|1 0 35 |=|5 0 3|=1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

el primer paso ha sido sacar factor comin el aitecta 12 fila, para después multiplicar por 5
la 22 fila. Nos hemos basado en las siguientedqatages de los determinantes:
* Sitodos los elementos de una fila o columnaeiieun factor coman, ese factor puede sacarse
fuera del simbolo del determinante.
*  Para multiplicar un determinante por un nimeasth multiplicar una linea por dicho
namero.

Calculemos este otro determinante

X y z X y z X y z X y z
2x+5 2y 2z+3|=|2x 2y 2z |+| 5 0 3 |=0+| 5 0 3 |=
x+1 y+1 z+1 x+1 y+1 z+1| |x+1 y+1 z+1 x+1 y+1 z+1

hemos descompuesto el determinante en dos, basfneota propiedad que dice:
* Silos elementos de cualquier fila o columnaideleterminante son sumas de igual nimero
de términos, entonces el determinante es igual sudaa de tantos determinantes como
sumandos figuren en dicha fila o columna, de talereaque en esos determinantes el resto de
las filas o columnas permanecen inalteradas, exteqtie esta formada por sumandos, la cual,
es reemplazada por los primeros sumandos parangrgteterminante, por los segundos para
el segundo determinante y asi sucesivamente, élagtamo sumando.

El primero de los dos determinantes vale ceroguuertla 12 y 22 fila proporcionales, que
es otra de las propiedades de los determinantes.
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X y z X y z X y z X y z
=| 5 0 3|1=/5 0 3|+|5 0 3|=0+|5 0 3|=1
x+1 y+1 z+1 X y z 1 1 1 1 1 1

El determinante que habiamos obtenido lo hemogovaellescomponer en dos nuevos
determinantes segun la misma propiedad que citampsemer lugar. El 1° de ellos es cero por
tener dos filas iguales. El 2° nos dice el ejencipie vale 1.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Para calcular la distancia del punto P=(1,0,-1)
ala recta r, habra que calcular las coordemade un
punto H de la recta r, tal que se satisfaga queabr

PH sea perpendicular al vectar de direccion de la
recta: PH.u; de manera que la dist(P,r) = dis(P,H).

Expresemos la ecuacién de la recta r en forma gdriaan para calcular el vector de
direccidn de la misma, asi como las coordenadgsuhed H. Para ello,

x+y =0 expresemos el sistema en forma matricial y resolvimoslo por el método
z-1-=0 reductivo de Gauss.
1100 )
00 111 Intercambiemos entre si las columnas 2* y 3°
)€ 2)(y) El sistema estd diagonalizado, nos sobra una incégnita, la y, que la
1010 pasamos al segundo miembro como incognita secundaria, se trata de un
01 0|1 sistema compatible indeterminado uniparamétrico.
X)) Z L.
(x) 2) La solucion es:
1 0]~y ) x=y ; z=1.
0 1]1 Sustituyamos la incégnita secundayigpor el parametra:
X = -\ Leyendo directamente en la ecuacién de la recta, tendremos que el
r=4y =2 vector de direccién tiene de coordenadas (-1, 1, 0) y el punto genérico
z=1 H, (-1, A, 1).

Construyamos el vectoPH
PH=(-A A1) -(1,0, -1) =(-2a-1, A, 2)
este vectorPH al ser perpendicular al veotpr relidpcto escalar de ambos sera
cero, con lo que tendremos: n
PHLO = PH 0=0 = (-A-1, A, 2)-( -1,1,0) =0 = A+1+r=0 = As-3

luego, PH=(-a-1, 2, 2) :(%-1, -1,2) :(—%, -2 2)

2
dist (P, r)=dist (P,H)=|PH| :\J(-%)2+(_%)2+22: /%%4:@:%/?

(2) La ecuacion del plano que pasa por el punto B=(}, y tiene como vectores de
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direccion el de larecta g = ( -1, 1, 0), y el vectd?H = ( % —%, 2 ) es:
Xx=1-A- E”
mEly =Aa - Sp
z=-1+2u

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

La funcion area del rectangulo efrea =x - y
Segun el dibujo se verifica la proporcion:
100 -x _ 100 100-x _ 1
y —200=> y —iﬁy—ZOO 2x
sustituyendo esta Ultima expresion en [1], tendeemo
Area =x (200 -2x) = A(x) =200x -2x2 = DomA(x)=1]0, 100].
Calculemos el maximo de la funcion area, que etiraemy derivable en su dominio.
A" (x) =200 -4x = 200-4x =0 = x=50 = y =200-2-50 =100
Estudiemos la monotonia éé€x) en los intervalos 10, 50[ y ]50, 100][:
A (10)=200-40=160>0 = A (X)>0 = A(x) es creciente en ]0, 50[
A (60)=200-240=-40<0= A'(X)<0 = A(x) es decreciente en ]50, 100[
luego hay un maximo relativo ex= 50, que es a su vez absoluto.
Las dimensiones de la planta de area maximaxserbO m. e y =100 m.

|— 10atm —|

200m

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(1) Calculemos el punto de inflexién de la funcidix) = x3 - 3x?2 + 2.
f(x)=3x2-6x = f (x)=6x-6 = 6x-6=0 = x-=1
7 (x)=6 = 7 (1) =60 = Punto de inflexion en x =1
Six=1 = y=f1) =13-3.12+2=0
La ecuacion de la recta tangente a la gréfica fietaon f en un punto de abscisg es:
Y-Yo = F700) (X-X).
Como f(1) =3 -6 =-3, laecuacion de la tangentelgrunto de inflexion (1, 0), es:
y-0=-3&-1) = y=-X+3

(2) Representemos primeramente la funcionx® - 3x* + 2.
1.- El dominio de la funcion & ya que se trata de una funcion polinémica.
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas. Seeedal sistema formado por la funciény la
ecuacion del eje de abscisass 0.
y=x3-3x2+2 }  0-x3_-3x2:2
y=0
resolvamos esta ecuacion mediante Ruffini, probaraio los divisores del término
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3.-
4.-

6.-
7.-
8.-

grafica de la funcion en el punto de abscisa
x=1, es deciry=-3+3

1.-

2.-

3.-

independiente. Comencemos con el 1. (Ver dibujo).

1 - 0 2
Efectivamente el 1 es una raiz, terminemos devessol (1) 1 2 2
la ecuacion de 2° grado que ha aparecido: 1 2 -2

2 oy -0 _ y.2%/4+8 - x=273
X-2x-2=0 X_T_\x=—0'73

luego los puntos de corte con el eje de abscisas®¢eD 73, 0), B(1,0) y C(2'73, 0)
- Con el eje de ordenadas. Se resolverd el sigtgmado por la funcion y la ecuacion del
eje de ordenadax = 0. Basta sustituix =0 en la funcién:
y=x-3*+2 = y=0-0+2=2 = elpuntoesel(0,2).
La funcién es continua en todo su dominio yaegpolinbmica.
Crecimiento y decrecimiento.
Hallemos la primera derivada:y”(x) = 3x? - 6x
Obtengamos los valores que anulan a la primeraatkxj que son:

2 _ - B _ ~ X=0
3x°-6x=0 3x(x-2) =0 W X =2

los llevamos ordenadamente sobre el eje de abgoisestruimos los posibles intervalos
de crecimiento y de decrecimiento (Ver fig.). Proba valores intermedios, por ejemplo
-1, 1y 3, de esos intervalos en la primera deavad
seguln nos salga mayor o0 menor que cero, el mter\Q/v\/
correspondiente seré creciente o decreciente.

f (-1 =3(-1)2%2-6(-1) =3+6=9>0 = creciente en (-=,0)

f (1) =3(1) 2-6(1) =-3<0 = decreciente en ©0,2)

f (3 =3-32-6-3 =9>0 - creciente en (2, =)
Los maximos y minimos se hallarian sustituyelodovalores que anulan a la primera
derivada en la segunda derivada, y segun nos isagar 0 menor que cero sera minimo
0 maximo. Pero al ser continua y segun el estunhoesel crecimiento y decrecimiento
anterior, tendremos:

méaximoen (0,2) y minimo en (2, -2).

Al ser una funcién polinémica no presenta ningjgo de asintotas.
El punto de inflexién es el que ya habiamosadall el (1, 0).
La gréafica aproximada de la funcion es la
situada al lado.

-1

3
2
Representemos la recta tangente a la / /
1 2
3

Punto de corte con el eje de ordenadas:
x=0 =y=3 = (0,3

Punto de corte con el eje de abscisas:
y=0 = x=1 = (1,0)

La grafica de esta recta también esta situad dibujo anterior.
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El recinto limitado por la gréfica de la
funcion, la recta tangente en el punto de inflexion 3
y el eje QY, es la zona rayada en el dibujo adjunto

@

(3) EI area del recinto anterior se obtiene
integrando la funcién diferencia de ambas
funciones, entre O y 1.

1
Area :f(—3x +3-x%+3x2-2)dx -

0 1
1

= f(—x3+3x2—3x+1)dx =
0

4 3
—XT+3%—3—+X :——+1—%+1:%

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(1) Justifiguemos si la matriz A tiene inversa, satenue

Aol 0 1
Bl 3 (1]

comprobemos si tiene inversa la matriz del segumidmbro, para poder asi multiplicar a la
derecha por dicha inversa. Lo haremos mediantételdn de Gauss, consistente en poner a la
derecha de la matriz, la matriz unidad e intemediante el uso de diversas transformaciones
elementales, que aparezca la matriz unidad algeiztp, la parte que quede a la derecha es la
matriz inversa.

( 3010 ] Dividamos todas las filas por 3.
0 3|0 1
En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, luego
10 l 173 0 la matriz tiene inversa, siendo la matriz inversa la matriz que queda
0 1] 0 1/3 a la derecha, es decir:

3 0| - 1/3 0
03) 0o 13
Multipliguemos en la igualdad [1], a la derecha, ggta matriz inversa.

(3 o]l (3 o) (3 o)l (3 0]1
A B- = : -~ A B. -1 [2]
0 3 0 3 0 3 0 3

si A tiene inversa se verifica que A*A |, luego identificando con [2], tendremos:

Pu Pr
Al_g (3 o]l ar| Pu P (1/3 0 ] 33| 1,
03 b, b, 0o 13 by by, | 3

3 3

luego la matriz A tiene inversa, y es 1/3 de larin&.
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(2) Demostremos si es cierto, en este caso, que =AB8.

0 3
multipliquemos a la izquierda por la inversa ded&,

Al-A-B—Al-(3 0] -1 - B—Al-(3 0] - B—Al-(s 0]

3 0
Sabemos que A-B= ( )

0 3 0 3 0 3

1 0
B=A1.3. = B=A1.3. | = B=3-1- A1
0 1
el ultimo paso es debido a la propiedad conmutakdlgroducto de matrices por un nimero
real y por la matriz unidad.
Multipliqguemos la Ultima expresién, a la derechar, lp matriz A.

10 30
B-A-3-1-A A= B A=3.1-1 - B-A-3. (o 1) :B-A—( )

luego efectivamente A-B = B-A.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Los tres puntos O, P y Q, determinan un triangulsdlo hay una circunferencia
circunscrita a dicho triangulo.

(2) Se trata de hallar las ecuaciones de dos medistiel triAngulo OPQ. La interseccion
de ellas nos da el centro de la circunferencideesr, basta resolver el sistema formado por
ellas. El radio sera la distancia del centro aquiata de los puntos O, P 0 Q.

(3) La ecuacion de la mediatriz, s x = 1, por ser paralela al eje de ordenadas en el
punto medio del segmento OP, como facilmente seredsn el dibujo. De forma similar
obtenemos la ecuacion de la mediatrjzjoe esy = 1.

La resolucion del sistema formado por las
ecuaciones de ambas mediatrices, evidentemente es

x=1ey=1
es decir, el centro de la circunferencia es el (C, %).

El radio de la circunferencia sera la distancia, po

ejemplo, de C a O:
radio =r =\/(1 -0)2+(1 -0)2=y2




L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 128

UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 12 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. De una funcién continfiaR-R se sabe que Bi: R-R es
una primitiva suya, entonces también lo es la fam@ dada porG(x) = 3 -F(x). ¢Puedes
33

determinar (33)? y f (5)? ¢y el valor de f f(x) dx ? Justifica las respuestas y en lo
5

casos de respuesta afirmativa calcula los correlspates valores.

EJERCICIO 2. Larecta de ecuacibnx3y + 2 =0 es tangente a la parabola de ecuacion
y=a+c en el punto P=(1,5).

(1) [1 PUNTO]. Calcula las constantes a y ¢ de la @béuade la parabola describiendo el
procedimiento que sigas.

(2) [0°5 PUNTOS]. Dibuja la regién plana limitada parparabola dada y la recta cuya
ecuacion es Y= 6x + 5.

(3) [1 PUNTO]. Calcula el area de la region descritzleapartado anterior.

EJERCICIO 3. Considera las matrices

e )

(1) [1°5 PUNTOS]. Calcula una matriz X tal que? AAX = 1.
(2) [1 PUNTO]. Calcula, si existe, la inversa de X.

EJERCICIO 4. (1) [1 PUNTO]. Explica cémo se puede hallar el &ean tridngulo a partir
de las coordenadas de sus vértices en el espdaieinsional.
(2) [1'5 PUNTOS]. Aplica dicho procedimiento para halel area del triangulo cuyos

vértices son los puntos
A=(-10,0), B=(10,1), yC=(0,2,3).
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Opcion B

EJERCICIO 1. Supongamos que el rendimiento r de una alumuna examen que dura una
hora viene dado por la relacigt) = 30a (1t) dondet, con (t<1, es el tiempo medido en
horas.

(1) [1 PUNTOQ]. ¢En qué intervalos aumenta el renditbigren qué intervalos disminuye?
(2) [1 PUNTO]. ¢En qué momento se obtiene mayor reedimy cuanto vale?

(3) [0°5 PUNTOS]. ¢En qué momentos el rendimientouds™

EJERCICIO 2. De la gréfica de la funcién polinomidaR -~ R dada por
f(x) =x3+ax?+bx +c
se conocen los siguientes datos: que pasa pagehate coordenadas y que en los puntos de
abscisas 1y -3 tiene tangentes paralelas a lettiiséel segundo y cuarto cuadrantes.
(1) [1 PUNTO]. Calculaa, byc.
(2) [1'5PUNTOS]. Dibuja el recinto limitado por laédica de la funciéify el eje de abscisas
y calcula su éarea.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Estudia el siguiente sistema sdgsi valores del parametro
k e interpreta geométricamente los resultados

2x +2y +(k+2)z = -5,
X +y -2z =5,
3x +ky -6z = 5k.

EJERCICIO 4. Considera el plandl : x-y+ 1 =0 y el punto A=(2,0,1).

(1) [1°5 PUNTOS]. Determina las ecuaciones de la rgataes perpendicular al plafioy
pasa por el punto A.

(2) [1 PUNTO]. Hallalas coordenadas del punto B qusimétrico del punto A respecto del
planoIl.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Si F(x) es una primitiva d&x) entonces se verifica qué” (x) = f(x).
Si G(x) también es una primitiva dé&) se verificara igualmente qué&” (x) = f(x).
Como ademas el problema nos dice g8¢x) = 3 - F(x), derivando esta expresion
tendremos: G'(X)=0-F(x) = G X)=-F(X) [1]
Sabemos queF’ (x) =f(x) y que G’ (x)=f(x), luego sustituyendo en [1]:
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fx)=-f(x) = fxX)+f(x)=0 = 2fx)=0 = f(x)=0.
Por tanto, si podemos determirfé83) y f(5): f(33)=0 ; f(5)=0.
33

Veamos si podemos calcular el valor dq f(x) dx ?
5

como F(x) y G(x)son dos primitivas di&x), se verificara:
33 33

[ F(x) dx :[F(x)]S::F(SS) FE) [ () dx=[d x)]353:G(33) -G5)  [2]
es éecir, queF(33) -F(5) =G(33) -G(5). i [3]
por otro lado sabemos qu&(x) = 3 -F(x), o que significa que:

G(33)=3-F(33) ;. G(B)=3-F(5)

sustituyendo estas expresiones en [3]:
F(33)-F(5)=3-F(@33)-3+F(5) = 2F@3)=2F(5) = F(33)=F(5)
y légicamente también se satisface qe@3) =G(5), por lo que sustituyendo en [2]:
33 33

ff(x) dx = F(33) -F(5) =0 ; ff(x) dx = 33) -Q5) =0

5 5

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Silarectag-y+2 =0 es tangente a la parabola de ecuacida + ¢ en el punto
P=(1,5), significa que este punto satisface la@obnale la parabola por ser un punto de ella:
y=a?+c = b5=al+c = 5G=a+c [1]
Como la recta es tangente, significa que su peted@incide con la derivada de la pardbola
en el punto de abscisa 1:
X-y+2=0 = y=X+2 = pendiente =m =3
y=at+c = yX=2x = y@)=2al=2a
igualemos pendiente y derivada en el punto 1=28 = a=3/2
Sustituyendo este valoren[1]: 5=a+e 5=3/2+c= c¢=7/2

(2) Para dibujar la grafica de la pardboja= gxz + % cateuhs los puntos

de corte con los ejes de abscisas y de ordenaiasrao el vértice V.
* Punto de corte con el eje de ordenadas: 0 = y=7/2 = A(0, 7/2).

. . 3 7 7
* Puntos de corte con el eje de abscisgss 0 = =x2+—- =0 = x=,-+1
) 17t 5 + 5 ,/ 3

* Coordenadas del vértice V:
x=-b/l2a=0/3=0=y=7/2 = V(0, 7/2).

* Otro punto orientativo podriaserx=1 = y=5 = B(1,5).
Representemos la recty 2 6x + 5.

* Punto de corte con el eje de ordenadas: 0 = y=5/2 = C(0, 5/2).

* Punto de corte con el eje de abscisgs: 0 = x=-5/6; = D(-5/6, 0).
Las gréaficas de la pardbola y la de la recta, estaadas a continuacion.
Calculemos los puntos de corte de la pardbolalg decta.
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3,7
y=2xX+351 2(%x2+%):6x+5
2y=6x+5

X+7=6x+5 = 3-6x+ 2 0

V3
- 8:/36- 24 1+
- 82 30- 24,

J3
=73

La regién plana limitada por ambas graficas se 2 -
corresponde con la zona rayada.

(3) El &rea de la region rayada es:

NE
1+?3 1+5
rea = S-(3x+3)|ax] (-3 +aed
= 2o 22+ L = -2 R+3%x
Area J;JE[BX 55X dx I@ 2)5 3x1 dx

-3
133
X, 3.5 _2
-[ >t X Xl-ﬁ_g\@
3

(Nota: se recomienda el uso de calculadora u odbermara la obtencidn final del resultado).

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Calculemos una matriz X que verifiqgue A%+ AX = 1.

Sumemos a ambos miembros la matriZ :-A A+ AX-A?=1-A?
por la propiedad conmutativa de la sumanwgrices: A-AZ + AX=1-A2 =
AX =1-A? Sila matriz A tiene inversa, Apodriamos multiplicar por ella.

Para comprobar si A tiene inversa lo haremos mesligelrmétodo de Gauss, consistente
en poner a la derecha de la matriz A, la matridachie intentar, mediante el uso de diversas

transformaciones elementales, que aparezca lazmatdad a la izquierda, la parte que quede
a la derecha es la matriz inversa de A, A

2 1]1 0O Diagonalicemos.
1 110 1 Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
Sustituyamos la 2* fila por: 2 - [2*f] + [1°f]
2 1)1 0 Tomemos como pivote el elemento ay, = -1 # 0.
0 -111 2 Sustituyamos la 1° fila por: [1°f]] + [2°f]
2 012 2 Simplifiquemos la 1* fila por 2
0 -111 2 Multipliquemos la 2* fila por -1
En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por
10/1 1 lo que al no salirnos ninguna fila de ceros, la matriz A tiene inversa,
0 1|-1 -2 siendo la matriz inversa la matriz que queda a la derecha, es decir:
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AL - 1 1
Sl -2

Multiplicando en la expresion AX =1 -?A por la inversa de A, A tendremos:
AX=1-A2 = ATAX=AT(I-A?) = X=A'(1-A?

S SR B PO g R g I
LE B P R G IR R B G IRV EE

(2) Para calcular, si existe, la inversa de X lo ma®mediante Gauss.
( -1 071 0 La matriz esta diagonalizada.
0 -1

0 1 Multipliquemos la 1* y 2* fila por -1
( 1 0 \1 0 ] En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por lo

0 1/l0 -1 que al no salirnos ninguna fila de ceros, la matriz X tiene inversa,

siendo la matriz inversa la matriz que queda &taaha, es decir:
-1 0
X1 =
0 -1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Sabiendo que el mddulo del producto veatode dos vectoresiy v,
representa el &rea del paralelogramo terrdinan, podemos aplicar este concepto
al célculo del &rea de un tridngulo. Al conoesrdoordenadas de los tres vértices, A, B
y C, del tridngulo podremos obtener las coordasade los vectores, por ejemplo,

AB y AC el modulo del producto vectorial de dichos vectanes daria el area del
paralelogramo que formarian los dos vectoresmytid de dicha area representaria el area del
triangulo ABC.

Area del triangulo ABC = % | ABx AC|

(2) Calculemos primeramente las coordenadas de tbsres, AB y AC
AB=(1,0,1) -(-1,0,0) =(2,0,1)
AC=(0,2,3) -(-1,0,0) =(1,2, 3)
el producto vectorial de ambos vectores es:

o1l ‘2 1\ \2 OU
— , =(-2, -5,4)
23 1312

Area del triangulo ABC = % |ABx AC| = % J(-2)2+(-5)2+42 = %\/E = g\/ﬁ

ABxAC=(2, 0, 1)x (1, 2, 3) —[
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SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Para ver los intervalos en los que aumenta oiiigm el rendimiento, calcularemos

los valores que anulan a la primera derivada €enleion r(t).
r(t) =30G (1t) conGt<l = r(f)=300(1y-30G = r’(t) =300 -600
300-600=0 = t=1/2

este valor det lo llevamos sobre la recta real pero |
considerando sélo el intervalo [0, 1] que es elidae '
la funciénr(t), y construimos los dos posibles intervalos P L
de crecimiento o decrecimiento.
Probemos valores intermedios de dichos intervailda fincién primera derivada y segin nos
salga mayor o menor que cero, la funcién seraamexio decreciente:

r(0.1) =300-600-0.1=240>0 = Elrendimiento aumenta en [0, 1/2)

r'(0.8) =300 -600 - 0.8=-180<0= Elrendimiento disminuye en (1/2, 1]

1

L ro|=

(2) Al ser la funciérr(t) continuay derivable en su dominio, por ser gitirca, y segin
el estudio anterior, vimos que en el puhto1/2, al pasar la funciéon de aumentar a disminuir
se produce un maximo relativo en dicho puirtal/2 hora, que también sera maximo absoluto.

El valor del rendimiento en dicho instante es:

r(i) -300. 1(14) - 75
2 2 2

(3) Se trata de igualar a cero la funci, es decir, de resolver la ecuacion:
30 (14)=0 = t=0 ; 1t=0 = t=0horas ;t=1hora
en estos dos instantes el rendimiento es nulo.

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(1) Sila funcién f (x) =x3+ax 2+bx +c pasa por el origen de coordenadss),(
significa que se satisface lo siguient&(0) =0% +a-02 +b-0 +¢c = 0=c
Si las tangentes en los puntos de absgislha y x=-3 son paralelas a la bisectriz del 2° y
4° cuadrante, esto implica que la derivada denaiém en dichos puntos coincide con la
pendiente, m=-1, de la recta bisectyiz;x, es decir:
, ~f (1) =3+2a+b - -1=3+2a+b
F(x)=3x*+2ax +b = ¢ Ezs) ~3(-3)2+2a(-3) +b - -1-27 -6a+b
Simplifiqguemos estas dos Ultimas ecuaciones.

2a +b = -4 } Expresemos el sistema en forma matricial y procedamos a su resolucién
-6a +b = -28 mediante el método reductivo de Gauss.
2 1] -4 Diagonalicemos. .
Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
-6 1|-28 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f]] + 3 - [1°f]
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1.-
2.-

y
y

3.-
4.-

21| -4 Tomemos como pivote el elemento ay, = 4 # 0.
0 4|-40 Sustituyamos la 1° fila por: 4 - [1°f] - [2°f]
8 0| 24 Simplifiquemos la 1* fila por 8
0 4|-40 Simplifiquemos la 2° fila por 4
10| 3 El sistema estd diagonalizado, es un sistema compatible determinado,
0 1!-10 la solucibnes: a=3 ; b=-10.
Es decir, la funcion es:f (x) =x 3 + 3x 2 - 10x

(2) Representemos la funcign=x* + 3x* - 10x.
El dominio de la funcion & ya que se trata de una funcion polinémica.
Puntos de corte con el eje de abscisas. Seeedal sistema formado por la funcién y la

ecuacion del eje de abscisass 0. % -0

_v 3 2
5 +3x “-10x }: 0-x°+3x2-10x = 0-x(x2+3x-10) = , _-3+/9+40 _-x -2

2 WX =-5
luego los puntos de corte con el eje de abscisas®¢eb, 0); B(0, 0) y C(2, 0)
- Con el eje de ordenadas. Se resolveré el sistgmado por la funcion y la ecuacion del
eje de ordenadax = 0. Basta sustituix =0 en la funcion:
y=xX+3*-10x = y=0+0-0=0 = elpuntoesel(0,O0).
La funcién es continua en todo su dominio yaegipolinémica.
Crecimiento y decrecimiento.
Hallemos la primera derivada:y” (x) = 3x* + 6x
Obtengamos los valores que anulan a la primeraatkxj que son:

, ) 0 _ -6+,/36+120 V39 _ -~ x=1.0816
3x%+6x -10=0 = x=—————=-1x4==_ 5 "370816

los llevamos ordenadamente sobre el eje de abscisas _ss16 1.0816

y constrwmo_s I(_)s posibles |_ntervalos de crecmmeM\g/\\M

y de decrecimiento (Ver fig.). Probamos valores

intermedios, por ejemplo -4, 0y 2, de esos ires/en la primera derivada y segin nos
salga mayor o menor que cero, el intervalo cornedignte serd creciente o decreciente.

f (-4)=3(-4)2+6(-4) -10=14>0 - creciente en  (-=, -3.0816 )

f
f

5.-

6.-

(0) =3:02+6-0 -10 =-10<0 — decreciente en  (-3.0816, 1.0816 )
(2 =3-22+6-3 -10=14>0 - creciente en (1.0816, )
Los maximos y minimos se hallarian sustituyelodovalores que anulan a la primera
derivada en la segunda derivada, y segun nosisagar 0 menor que cero serd minimo
0 maximo. Pero al ser continua y segun el estumioesel crecimiento y decrecimiento
anterior, tendremos:

maximo en (-3.8016, 30.0411) y miniemo(1.0816, -6.0411).
Las ordenadas de estos extremos relativos se ebtisastituyendo las abscisas
correspondientes en la funcifir).
Al ser una funcién polinémica no presenta ningjgo de asintotas.
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7.- La gréfica aproximada de la funcion es la situald
lado. El recinto subrayado es el limitado por la //////// \
gréfica de la fu’nC|on y e_I eje de _absusas. _ %/////%//////// i
Calculemos el &rea de dicho recinto. Hemos de tener B 2

en cuenta que hay que calcular el &rea, por sepattad

la zona que esta por encima del eje de abscidasjde

gueda por debajo que es negativa.

30

0 2
Area :f(x3+3x2—10x)dx + if(x3+3x210x)dx

5 0
0 2
RES x® x? x* .3 2 _
= T+3? 107 + T+X 5x =
-5 0
0 (L Tsn |5atsat 0 - I8 e - AT
4 4 4 4

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Expresemos el sistema en forma matricial y resabsdmmediante el método de reduccién
de Gauss.

2 2 k+2|-5
1 1 -2 5 Intercambiemos entre si las filas 1* y 2°
3 k -6 |5k
11 215 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
2 2 k+2|-5 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - 2 - [1°f]
3 k -6 |5k Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - 3 - [1°f]
1 1 -2 5
0 0 k+6| -15 Intercambiemos entre si las filas 2* y 3%
0 k-3 0 |5k-15
1 1 -2 3 El sistema esta triangulado inferiormente. Algunos elementos de
0 k-3 0 |5k-15| la diagonal principal pueden ser cero. Estudiemos los diferentes
0 0 k+6/| -15 casos que se presentan.

*Sig,=0 = kt6=0 = k=6 = la Ultima ecuacion seria, 0=-15,
que es absurda y en consecuencia es un sistemapattble, no tiene solucion, o sea, los tres
planos no tienen ninglin punto en comdn.

*Sia,0 = k+6%0 =  k=#-6 = la dltima ecuacién no seria ni
absurda ni trivial, pero el elementg puede ser o no cero, es decir:

** Sia, =0 = k-3=0 = k=3 = la segunda ecuacion
(k-3)y = 5k-15, seria 0=0, que es trivial y se elamia, nos quedaria pues un sistema de dos
ecuaciones y tres incognitas, es un sistema cdotpatdeterminado uniparamétrico, o sea, los
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tres planos se cortan en una recta.
¥»* Sjiay,* 0 = k33 = k#3 = lasegunda ecuacion no es trivial

ni absurda, el sistematendratres ecuaciones intrégnitas, sera compatible determinado, con
solucion Unica, luego los tres planos se cortamngpunto.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Si la recta es perpendicular al plano, etarenormal al plano coincidira con el
de direccion de larecta:n = (1, -1,0) =V,

luego la ecuacion de la recta que tiene comtwree direccion al vectow , y pasa por
elpunto A=(2,0,1) es:
p ( ) X224t
r=qy = -t
z=1
(2) Al ser la recta r perpendicular al plahnh la A

proyeccién del punto A de r sobre dicho plaos da un
punto H que verificaqueAH= HB  siendo B el simétrico ‘
del A respecto del plaria. H
El punto H lo obtenemos hallando la intersecciotade 5
recta r con el plantl, es decir, resolviendo el sistema :
X =2+t B

- -t 3
Y = 0=24t ()41 = t=-3
O=x-y+1

sustituyendo este valor de t en la ecuacion decka obtenemos el punto H:

e (2 3) ) 1) (5 5

Apliqguemos la condicién anterior d&H = HB siendo B = (&)b

AH-{L 3 1) o1 -[-2 2o
2 2 A

3

2

o (1 3 (.1 ~
HB=(a, b, c) (5’ E,1)—(a > b

identificando ambos vectores: 3 L
2 2
3 3 1 3
5 0 = -] b7_1 71 = 3 3
(2 2 ) (az 2" ° ) 5 =b-5 -~ b-3

luego el punto B, simétrico del A, tiene de cooattas (-1, 3, 1).
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: 2) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opciéon A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 13 DE EXAMEN

Opcion A

por los puntos (0,-6) y (1,0) (mira el dibujo) las
grafica de la funcion derivada segunfia de una o i X
cierta funcion f : R - R. Se sabe que el origen
pertenece a la curvaf(X) y que en ese punto la recta
tangente tiene pendiente igual a 3. Determina una 4
expresion de la funcidn

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Lalinea que pasa ~ /
y=Ff"(x)

EJERCICIO 2. (1) [1 PUNTO]. Explica en qué consiste el métodmtiegraciorpor partes.
(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula fxz Ln(x) dx,

donde LnK) denota el logaritmo neperiano de un nimero poskti

EJERCICIO 3. (1) [1'25 PUNTOS]. Determina la ecuacién del plane gs paralelo al
vectoru=(1,2,3) y contiene a la recta que pasa por elpBr{(1,1,1) y es paralela al vector
v=(1,1,1).

(2) [1725 PUNTOS]. Determina la ecuacion del plano pasa por el punto P=(1,1,1) y es
perpendicular al vectar=(1,2,3).

EJERCICIO 4. De una matriz cuadrada de orden 3 se sabe gistesuninante vale 4.

(1) [0'5 PUNTOS]. Explica cuanto vale el determinaidéda matriz 3A.

(2) [L PUNTOQ]. SiB es la matriz inversa de A, explizginto vale el determinante de B.
(3) [1 PUNTO]. Al aplicar el método de eliminacion @auss a la matriz A, al final del
proceso obtenemos, sin que haya habido intercamebiitas ni de columnas, la matriz
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2 0 -2
0o -2 1
0 0 o

¢,Cuanto vale? Justifica la respuesta.

Opcion B

EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS]. En las paginas de un libro hangarimirse un texto que
ocupa 200 cf Los méargenes laterales han de ser de 4 cm.ngdogenes superior e inferior
de 6 cm. cada uno. Calcula las dimensiones de pagiaa para que la cantidad de papel
necesario sea minima.

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS]. Calcula el &rea de la region dayen la figura y justifica el
procedimiento empleado (Lx)(es el logaritmo neperiano sg

Y

EJERCICIO 3. (1) [1 PUNTO]. Explica brevemente el concepto depehdencia lineal de
vectores erR® y enuncia alguna condicion equivalente a que vedores deR® sean
linealmente independientes.

(2) [1'5 PUNTOS]. Escribe el vector b como combidadineal de los vectores u, vy w,
siendo:

1 0 -1 -1
u={-11, v=|2], w=| -1 y b= -7
2 6 3 7

EJERCICIO 4. Considera los planos de ecuaciones
m,: X+By+z=0 M,:2x-3y+z-5=0 y My: X+y -2z -15=0

(1) [1"25 PUNTOS]. Determing3 de forma que los tres planos tengan unaa ettt

comun.

(2) [1"25 PUNTOS]. Determina si para algun valofdel planoll, es perpendicular a los

otros dos planos.
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SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Obtengamos la expresion de la funcion segundaatiaj\que al ser una recta sera de la
forma y=nmx+n.

Sabemos que pasa el punto (0, -6) luego: -6€9mn = n=-6.

Sabemos que pasa el punto (1,0)luego: 0%m6- = m=6.

Por tanto, la funcidn segunda derivada e$!"(x) = 6x - 6

La funcién primera derivada la calcularemos intedoala segunda derivada.

f (x)—ff (X) dx—f(ex 6) dx—67—6x+k—3x -6x +k

f (x) =3x2-6x +k
Como la pendiente de la recta tangente a la furi¢ipen el punto 0 es 3, significa que
la derivada de la funcidinen el punto 0 vale también 3, es decir:
f 0 =3-02-6-0 +k = 3=k = f (x) =3x2-6x +3
La funciénf(x) la calcularemos mtegrando Ia funC|on prlmera\dﬂia
f(x)= ff (x) dx f(Sx -6x +3) dx —ST—B7 +3x+C=x%-3x2+3x +C

Como el origen pertenece a la funcif), significa que sus coordenadas (0, 0) satisfacen

la funcionf:
f(x) =x3-3x2+3x+C - f(0) =03-3.02+3.0 +C - 0=C
es decir, una expresion de la funcibres: f(x) = x3 - 3x? + 3x.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Describamos el método de la integracién por parte
La formula de la derivada de un producto de dosifumes,u(x)y v(x) es:
Dlu(x)- v(x)| = v(x)- u (x) + u(x)- v (x)
expresemos la férmula anterior en notacién diféetnc
du(x)- v(x)]= v(x): du(x) + u(x)- dv(x)
despejemos el Ultimo sumando.
u(x)- dv(x) = dfu(x)- v(x)| - v(x)- du(x)
integremos los dos miembros de la igualdad
fu(x)- dv(x) = fd [u(x)- v(x)] - fv(x)- du( x)

teniendo en cuenta que la integral de la diferédeaina funcion es la propia funcién, nos
quedara: futo- dv(x) = u(x) v(x) - [v(x): du(x)
gue mas abreviadamente podemos expresar asi:
fu- dv = u-v —fv-du
férmula que usaremos cuando podamos interpretarlguie® integral es de la forma,
fu(x)- v (x) dx, yaquela segundafv(x)- u (x) dx, esmas sencillaque la 12.

(2) Calculemos la integral siguiente por el métodintkgracion por partes.
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foLn(x) dx = [1]
u=>Ln(x) ; du:%dx
3
dv = x2dx : v:fxzdx - X
3
continuando en [1], tendremos:
3 3 3 3 3
- %Ln(x) —f%-%dx:%m(x) —%fxzdx:%Ln(x) —%+c

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Si el plano es paralelo al vector(1,2,3), este vector sera un vector de direccién d
plano. Si contiene a la recta que pasa por P={lyE4 paralela al vector(1,1,1), significa
gue un punto del plano es el P, y otro vector aedion del mismo es el es decir, la ecuacion
del plano en forma paramétrica es:

TRTINT
e
+ o+ o+
> > >
+ o+ o+
W NT
=T

|

I
—_—t~
N < X

(2) Siun plano es perpendicular al veatis(1,2,3), significa que este vector es un vector
normal al plano, es decir:
Ax+By+Cz+D=0 = x+2+3%2+D=0
Como el plano pasa por el punto P=(1,1,1), lasdmwadas del punto satisfacen la
ecuacion del planox+2y+3%Z+D=0 = 1+2+3+D=0-= D=-6
La ecuacion del plano, finalmente, ser&+ 2y + 3z- 6 = 0.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Sea A la matriz cuadrada de orden tres

a, &, &4
B Gy By
8 8 Gy

de la que sabemos que su determinante vale 4¢cies|dd=4.
Calculemos el determinante de la matriz 3A.

A=

a, &, a, 3a, 33, 33
3A= 3 &, &, &; =|3a, 33, 33 =
8y G Gy 3a, 3a, 33,
3a, 33, 3 a; &, &

13A|=|3a, 3a, 33,|=313a, a, a,|= 304 108
3831 3832 3233 a; &, Qg
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hemos tenido en cuenta la propiedad de que patiplisal un nimero por una matriz se
multiplican todos sus elementos por dicho nimeta;propiedad de que si los elementos de
una fila o columna de un determinante tienen utofammun, ese factor puede sacarse fuera
del simbolo del determinante.

(2) SiB es la matriz inversa de A, es decir, B AalculemosB|.
Es evidente que A -A=1, oloqueeslomismo, A-B=1I.
Teniendo en cuenta que el determinante del prodigaties matrices es el producto de los
determinantes de cada una de las matrices, tensremo
|A-B[=[I] - |Al-[B[=]I] - 4. B|=1 - [B[=1/4

(3) Al no haber intercambio de filas ni de colummaglecélculo del determinante de una
matriz por Gauss no se produce ningin cambio €gmb del determinante. No obstante, si en
el proceso de reduccion hemos multiplicado una pitaviamente por un ndmero, el
determinante quedaria multiplicado por esa corstantsabemos si se ha producido esto o no,
porgue en el ejercicio se ha aplicado Gauss a airérg se ha obtenido otra equivalente que
tendra el mismo rango, es decir, 3, pero no seémaeque se ha aplicado Gauss en el sentido
estricto del calculo del determinante de una mdtrsigue esta claro es quesera distinto de
cero, y que si no hemos sustituido ninguna fil&iaraente multiplicada por ninguna constante,
el determinante de A seria el producto de los eléwsale la diagonal principal, o sea:

2:-(-2)0=4 = a=-1.

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

La funcién, cantidad de papel, que queremos seiaajes:
C = (x+8)(y+12)
como el ejercicio nos dice que el texto ocupa 260 ¢
X-y=200 = y=200k
sustituyendo este valor geen la funcién, tendremos

C(X): (X+ 8)(%m+ 12) = C(X) = 12x+ %OO_'_ 206

Calculemos los valores aegue hacen minima esta funcién, de dominio: [(R) = (0,+-)
C (x)=12- 1600 ~ 1600 2. 1600_400 . %9\@ cm.

2 = 12 > = 0> X=—+=
X X 12 3
Estudiemos la monotonia @¥x), que es continua y derivable en su dominio:
C’(1)=12-1600/1=-1588<0 = C'(x)<0 = C(x) es decreciente ego, &?:@‘j

C’(40) =12 -1600/40=12>0 - C'(x)>0 - C(x) es creciente e[n&;,@, + ooj
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luego hay un minimo relativo erx = &3‘/? , que es a su vez minimo absoluto de la funcion.

Las dimensiones de cada pagina deben ser de
ancho =x +8 :2—??\/§+8 cm

D
3

largo =y +12 = 2033+12:10¢§+12 cm

SOLUCION EJERCICIO 2.-
El punto de corte de la funciop=Ln(x) con el eje de abscisas es el (1, 0).

El area de la region rayada es: 3
Area =3- Ln(3) - f Ln(x) dx = [1]
1
resolvamos la integral definida mediante el mételintegracién por partes.
u=>Ln(x) ; du:%dx
dv = dx ; v = f dx = X

continuando en [1], tendremoss:

=3LnB) - [xLn(x) -x] =3Ln@B) - [3Ln@B) -3 -(Ln@d) -1)] =2
1

La justificacion del método utilizado consiste ersiguiente:
La formula de la derivada de un producto de dosifumes,u(x)y v(x) es:
Dlu(x)- Vv(x)| = v(x)- u (x) + u(x)- v (x)
expresemos la formula anterior en notacién difeadénc
du(x)- v(x)]= v(x): du(x) + u(x)- dv(x)
despejemos el Gltimo sumando.
u(x)- dv(x) = dfu(x)- v(x)| - v(x)- du(x)
integremos los dos miembros de la igualdad

fu(x)- dv(x) = fd[u(x)- v(x)] - fv(x)- du( x)

teniendo en cuenta que la integral de la diferéndeaina funcién es la propia funcion, nos
guedaré:
fu(x)- dv(x) = u(x)- v(x) - fv(x)- du(x)

gue mas abreviadamente podemos expresar asi:
fu- dv = u-v —fv-du

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Decimos que un conjunto de vectores de \R V,, ..., v, son linealmente
independientes si toda combinacion lineal de efiak,
av,tav,+..+av,=0
implica que todos los coeficientes realgsaa ..., a, son cero.
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Una condicién equivalente a la anterior por la tyae vectores de’Rson linealmente
independientes es que el determinante formadoggocdmponentes de dichos vectores es
distinto de cero. Otra podria ser que el rang@aaedtriz formada por dichas componentes sea
tres.

(2) La combinacion lineal, en principio, seria:

-1 1 0 -1
7| =aofl -1 +p| 2| +v| -1 =
7 2 6 3
l=a-vy Expresemos el sistema en forma matricial y procedamos a su
= av 2B -y resolucién mediante el método reductivo de Gauss.
7 =20 + 6B + 3y
1 0 -11-1 Diagonalicemos.
Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
-1 2 -1} -7 Sustituyamos la 2° fila por:  [2°f] + [1°f]
2 6 3| 7 Sustituyamos la 3° fila por: [3*f] - 2 - [1°f]
1 0 -1|-1
0o 2 -2|-8 Tomemos como pivote el elemento ay, = 2 # 0.
Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - 3 - [2°f]
0O 6 519
1 0 -1|-1
0o 2 -2|-8 Simplifiquemos la 2* fila por 2
Simplifiquemos la 3* fila por 11
0O 0O 11)33
1 -1-1 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
0O 1 -1|-4 Sustituyamos la 2* fila por:  [2°*f] + [3%f]
0 11 3 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] + [3%f]
1 0 02 El sistema esta diagonalizado, es wun sistema compatible
0 1 0|1 determinado, con solucién unica, siendo la solucion:
0 0 1|3 «=2 5 f=-1 5 y=3

La combinacion lineal, finalmente, es
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Para determingd de forma que los tres planos se corten en una, fecharemos
discutiendo el sistema formado por las ecuaciordesiplanos.
X+y -2z -15 =0

Expresemos el sistema en forma matricial y procedamos a su

2x -3y +z-5 =0 discusion mediante el método reductivo de Gauss.
X+py+z =0
1 -21]15 Triangulemos inferiormente.
3 115 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
Sustituyamos la 2°* fila por:  [2°f] - 2 - [1°f]
B 110 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - [1*f]
1 -2|15
5 5 |-25 Simplifiquemos la 2° fila por 5

1 215 Tomemos como pivote el elemento ay, = -1 # 0.
-1 1|-5 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] + (B-1) - [2*f]

B-1 3 |-15

1 -2 15 El sistema esta triangulado, todos los elementos de la diagonal

principal son distintos de cero salvo el az;; que puede ser o no

-1 1 -5
0 p+2|-5(p+2)

cero. Discutamos los diferentes casos que pueden presentarse.

1
2
1
1
0
0 p-1 31-15
1
0
0
1
0
0

*Sia,=0 = p+2=0 = p=-2 = la ultima ecuacion sera de la
forma, O =0, que es una ecuacion trivial y ldgroos eliminar, nos quedaria un sistema de
dos ecuaciones y tres incOgnitas, es por tanto isteng compatible indeterminado
uniparameétrico, la solucién en este caso es praeis& una recta, la recta comin a los tres
planos.

*Siagz#0 =  p+2#0 = B#-2 = la dltima ecuacion es una
ecuacion que no es ni trivial ni absurda, nos guiada sistema de tres ecuaciones y tres
incégnitas, seria un sistema compatible determir@aosolucion Gnica y en este caso los tres
planos se cortarian en un punto.

(2) Para que el plana, sea perpendicular a los otros dos, se ha decasrdue su vector
normal ha de ser perpendicular a los vectores Hesnda cada uno de los otros dos planos, es
decir, el producto escalar del vector normal atpl&, con cada uno de los otros ha de ser cero.

A, +n, =f, -0, =0 - (, 1)@ -31) =0 - 2-3p+1-0

M, i, = -, =0 = (1 1)(L1 -2 =0=1+-2=0

B=-1
B=-1

hemos obtenido un mismo valor glen ambas ecuaciones, lo que significa que [patael
plano I1, es perpendicular a los plands y II..

=

3
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones a) Duracion: 1 HORA'y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 14 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS]. Seaf : R - R la funcion definida pof(x) = x*+2x+4
Determina los puntos de la graficafd® los que la recta tangente a ésta pasa pagehate
coordenadas y halla las ecuaciones de dichas ta@sgen

EJERCICIO 2. Considera la funciéhdefinida parax = -2 por la relacion
F(x) - 4x% +3x -9
X +2

(1) [1°25 PUNTOS]. Halla los intervalos de crecimients intervalos de decrecimiento y
los extremos locales de

(2) [1'25 PUNTOS]. Calcula f f(x) dx.
2

EJERCICIO 3. Considera las rectas
Xy vz =2, C{BX -y -z =1,
r. X +2y -3z =8; y S'{x—y+z——2.
(1) [1'5 PUNTOS]. ¢Para qué valor del parAmptse cortan las rectas ry s?
(2) [0°75 PUNTOS]. Para el valor gehallado en el apartado anterior, calcula el paeto
corte de ambas rectas.

EJERCICIO 4. Sean los puntos P=(1,0,1), Q=(0,1,-3) y R=(0,3,0

(1) [1°25 PUNTQOS]. Calcula el punto P que es la pcoi@n del punto P sobre la recta que
determinan Q y R.

(2) [1725 PUNTOS]. Halla la ecuacion del lugar geoiétde los puntos que equidistan de
PydeR.

Opcién B

EJERCICIO 1. [2°’5 PUNTOS]. Se desea construir un depddlitedrico sin tapa que tenga
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2 . de volumen. Determina la altura del deposito nadlo de su base para que la cantidad
de material empleado en su construccién sea minima.

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. Determina los valores de m pasajue el rea de la region
limitada por la parabola? =x y la rectay = nx es 1.

EJERCICIO 3. (1) [1 PUNTO]. Determina el valor d& para el cual los planos cuyas
ecuaciones se dan a continuacion contienen unaamesta;
X +y =1,
By +z =0,
X +(B+1)y +pz =p+1.
(2) [1 PUNTO]. Halla el punto simétrico del origen daordenadas respecto de la recta
comun a la que se refiere el apartado anterior.

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Dados los puntos A=(1,0,0), B2(0) y C=(0,03), sean A
el simétrico de A respecto de B, B” el simétricoBdeespecto de C y C” el simétrico de C
respecto de A. Halla la ecuacion del plano que pasd”, B"y C".

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Vamos a obtener todas las rectas tangentes avia f{d) = x> + 2x+ 4 que pasan por el
punto (0, 0).
Sean R, Y,) los puntos de la curva donde las rectas taagerta misma pasan ademas
por el punto (0, 0). Las ecuaciones de esas renigentes vienen dadas por la expresion:
y-y =f7(¢) (x-x) (1]
Calculemos las pendientdqx) de esas rectas tangentes:
fx)=x*+X+4 = f'X)=x+2 = fr(x)=2x+2
sustituyamos las pendientes calculadas en lasiecead1]:
Y-y = (26 +2) K-X%) (2]
Teniendo en cuenta que los puntppéftenecen a la curvifx) = x* + 2x + 4, podemos
deducir la relacién existente entre la abscisaoydanada de cada punto, sin mas que sustituir
las coordenadas de los puntos en la ecuaciénaleva:
Y=xi+ 2+ 4 [3]
si ahora sustituimos a su vez estos valores etef#jremos:

Y- (62 + 2+ 4) = (X +2) &%) 4]
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Impongamos ahora la condicién de que todas estées tangentes pasen por el punto
(0, 0), bastara pues sustituirxae y por 0 y 0 respectivamente en [4]:
0-(*+2+4)=(X+2)(0-x)
resolvamos esta Ultima ecuacion:
K-H-A=AT-2 = =4 = =205 x%=-2
hemos obtenido las abscisas de dos puntos devks, para obtener las ordenadas sustituiremos
estas abscisas en la funcién o bien en [3]:
X, =2 =y, =2%+2:2 +4=12 = P2 12)
X,=-2 = Yy,=(-2)%+(-2)-2 +4=4 = P,(-2 4)

finalmente, las ecuaciones de las dos rectas teewana curvaf(x) = x* + 2x + 4, en los
puntos anteriormente calculados, y que pasan gamgb (0, 0) son, segun [2]:
y-12=(4+2)X-2) = y=6&
y-4=(4+2)%+2) - y=-x

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Para calcular los intervalos de crecimiento gielrecimiento, necesitamos la funcion
primera derivada:

fx) - BXEe3x 9 e (BX3)(x+2) ~(4x7+3x 9)
X + 2 (X+2)2
, _ 8x2+19x +6 -4x2-3x +9 ) " 4x2? +16x + 15
f(x) = > fx)-"—2-=
(x +2) (x +2)

Obtengamos el valor que anula a esta derivada:
_ 7 ~ X = —
4X2+16X+15:O - X = 16+ /16 240 _ 16+4 B

8 8 N X

Los puntos que tomaremos como referencia pararlatrercion de los intervalos de
crecimiento y de decrecimiento seran los que arallamerivadax=-1.5 yx=-2.5, y el punto
en el que no esta definida la funciée-2. Los posibles intervalos de crecimiento y de
decrecimiento son: ¢ -2.5[, ]-2.5, -2[, ]-2,-1.5[ y ]-1.54[.

Elijamos valores intermedios de cada uno de edesvalos y sustituyamoslos en la
primera derivada, segun nos salga mayor o menorcgu la funcion en el intervalo
correspondiente serd creciente o decreciente. V@damo

N w Nl o

f (-3) :% -3>0 = Creciente en ] -», -2.5[
f(-21) =X ’2'1()7:*11% 22)? 5. 96<0 - Decreciente en ] -2.5, -2[
f (-1.6) =X ’1'6)(1‘1?;)’;'6) 5. _225<0 - Decreciente en ] -2, -1.5]
f (0) = % =3.75>0 = Creciente en ] -1.5, o[

Los extremos locales hay que localizarlos entreplo®tos de derivada cero, los de no
derivabilidad o en los de no continuidad. En n@es#so, sélo en los de derivabilidad cero,
porque en el -2 no existe la funcion.

Los valores que anulaban a la primera derivada exan-5/2 y x=-3/2, yaen el
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primero de ellos la funcién pasa de ser creciediceeciente, y en el segundo de decreciente
a creciente, no es preciso, por tanto, comprobaigab de la segunda derivada en dichos
puntos para deducir que

x=-25; f(-2.5) :W --17 = Maximo relativo ~ ( -2.5, -17)

x=-15; f(-15) -A19 19 9_.9 - Minimo relativo  (-1.5, -9)

(2) Laintegral racional es impropia, efectuemosiésibn.

64x2+3x—9d P 1) gx -

[~ —dx = [ (4x -5 ) ax - af+ax-9 [ xs2

2 2 -4x% - 8x 4x - 5
6 - 5x

:[4"—22—5x+Ln\x+2|}: L“?

2
=72-30+Ln(2% -(8 -10+Ln(22) =42+3Ln(2) +2-2Ln(2) =44 +Ln(2)

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Para determinar el valor iade forma que las rectas r y s se corten en uroplant

haremos discutiendo el sistema formado por lascemues de las rectas.
X+y +2z2=2

X +2y -3z =8 Expresemos el sistema en forma matricial y
BX -y -z =1 procedamos a su discusién mediante el método
X-y+z=-2 reductivo de Gauss.
1 1 112 Triangulemos inferiormente.
1 2 -3ls Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
Sustituyamos la 2* fila por:  [2°*f] - [1°f]
g -1 -1|1 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - B - [1°f]
1 -1 11-2 Sustituyamos la 4° fila por: [4°f] - [1°f]
! . 1 2 Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
0 1 4 1 6 Sustituyamos la 3* fila por: [3F] + (1+8) - [2']
0 -1-3 -1-p|1-2 Sustituyamos la 4° fila por: [4*f] + 2 - [2°f]
0 -2 0 -4
11 1 2
0 1 -4 6 Intercambiemos entre si las filas 3* y 4%, simplificando
0 0 -5-5p|7+4p previamente por 8.
0 0 -8 8
11 1 2
0 1 -4 6 Tomemos como pivote el elemento a;; =-1 #0.
0 0 1 1 Sustituyamos la 4° fila por: [4* f.] + (-5-5@) {3"f]
0 0 -5-5B|7+4p
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11 1/ 2 El sistema esta triangulado inferiormente, todoslesientos

01 -4| 6 de la diagonal principal son distintos de cero, bagtro
ecuaciones y tres incégnitas, para que las doasreetcorten

0 0 -1} 1 : . .

0 en un punto el sistema debe ser compatible determicad

0 0f2-p solucién Unica, lo que significa que la Ultima eédadiene
que ser trivial, es decir, 0 =0, luego =0 = p=2.

(2) Calculemos el punto de corte de ambas rectasfpara, el sistema sera:

11 12 Triangulemos superiormente.
0 1 -4|6 Tomemos como pivote el elemento a;; = -1 # 0.
00 -111 Sustituyamos la 2° fila por: [2*f] - 4 - [3%f]
N Sustituyamos la 1° fila por: [1*f]] + [3°f]
11 0,3
01 012 Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
00 -1l1 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] - [2*f]
10 ol1 El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
01 0l2 x=1 ; y=2 z=-1
0 0 -1l1 luego el punto de corte de ambas rectas es e(lLP25-1)
- P
SOLUCION EJERCICIO 4.- :

(1) Obtengamos la ecuacién de la recta r que detarmin R
los puntos Q=(0, 1, -3) y R=(0, 3, 0). = Q

El vector de direccion de la recta r seliéd QR
QR: (0’ 31 0) - (0, 11 ’3) = (0, 2, 3)

la ecuacion de la recta en forma parameétrica: « - 0
r ={y =3+2t
z = 3t
El punto P° proyeccion del P, sobre la recta r, glanla condicion de que el
vector PP es perpendicular al vect@R=(0, 2, 3) de direccion dedta, luego

el producto escalar de ambos vectores sera cero.
El punto P” por pertenecer a la recta tendra dedeoadas (0, 3 +2t, 3t)
El vector PP~ tendra de coordenadas:
PP =(0,3 +2t,31t)-(1,0,1) =(-1,3 +2t,3t-1)
El producto escalar de los vectoreBP’ 37 es cero:
PP"-0=0 = (-1,3 +2t,3t-1)-(0,2,3) =0 = 6+4t+9t -3=0 = t =-3/13
sustituyamos t en el punto P’, sus coordenadas sera

6 9 33 9
0,3 «2t,3t)-[0,3-2, -2 -fo 2 -2
0.3~ ) ( 13 13) ( 13 13)
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(2) El lugar geométrico de los puntos del plano guédistan de P y de R es el plano
mediador del segmento que determinan ambos puntos.
Calculemos el punto medio, M, del segmento PResiéicara que
PM=MR = (a, b, ¢) -(1,0,1) =(0,3,0) -(a, b,c) =

(1 3 1
M(i' 7 7)

Obtengamos ahoIa el vect®R que determinan los phyoR
PR=(0,3,00 -(1,0,1) =(-1,3, ~-1)
este vector coincidira con el vector normal al plarediador, cuya ecuacién sera
Ax+By+Cz+D=0 = X+3y-z+D=0
impongamosle a este plano que pase por el punto M

—E+E—E+D:O = D:—Z = —x+3y—z—1:0
2 2 2 2 2

a-l=-a = a-=
(a-1, b, c-1) =(-a,3 -b, -¢c) = b=3-b = b=
c-1=-¢c = c-=

NN w N e

SOLUCIONES Opciéon B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Construyamos la funcién que queramos sea minin@ge@s la funcién superficie
S=nr?+2nr-h [1]
teniendo en cuenta la condicion de problema, queleimen es 2 fatendremos

Vemr?h - 2-mr?h - h=_2
or 2
sustituyamos esta expresion en [1] 4

S=nr?+2mr- -5 = S(r) =mr?+ =2
or 2 r
Calculemos el valor que haga minima esta funcidyn dominio es 0, o4

3 _
s(ry-2m -2 o - Lio o 24 L ooy 4.0 -

r? r r2

3
omrd-4 - r3-2 L - |2.0860254 ..
II II

Estudiemos la monotonia de la funcBr) que es continua y derivable en su dominio.
S (0'1)=2-01-4/08=-399.37<0 = S'(r)<0 = S(r)es decreciente en ]0, 0"86[
S(A)=2t1-4/£=228>0 = S (N>0 = S(r)es creciente en J0"86¢f
luego hay un minimo relativo en= 0"8602..., que a su vez es minimo absoluto flenkE@on.

Calculemos finalmente la altura del depésito ciital

h-_2 - 2 -~ 0'860254 .. .
2 -0 860254 2

es decir, en este caso, la altura y el radio dedyear las mismas dimensiones
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SOLUCION EJERCICIO 2.-

Calculemos el punto de corte de la parahdkax, o de la funciény =X,  con larecta

y = mx. Resolvamos el sistema formado por ambas ecuacione 0
y =mx 1
y =X "
La gréfica de la funciény =/x, vy lade laregta mx, es la situada al lado.
Determinemos m sabiendo que el &rea rayada vale 1.

7 X
X =

}=> mx=yX - m’x?=x — m’x?-x=0 - x(m’x-1)=0 _

1 m?
F K 5
[l mioc-|z e
0 2
0
c2(a)e om 1) .21 11 1
3l P 2\ m? Sm 2m 6m
igualemos esta Ultima expresion a 1 que es el dalodirea
3
! o1 - mw-=% - m-|1-os5s50821 ..
6 m® 6 6
Si hubiésemos considerado el trozo de paralyota- /X, lomi@a0.550321...

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Expresemos el sistema formado por las ecuacidedss tres planos en forma
matricial y discutdmoslo mediante el método de cemfun de Gauss.

1 1 0]1 Triangulemos inferiormente.
0 B 1| 0 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
1 g+1 plp~+1 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - [1*f]
1 1 01
0O p 1|0 Intercambiemos entre si las columnas 2* y 3
0 B B
(x)(2)(y)
1011 Tomemos como pivote el elemento ay, =1 # 0.
0 1 g|o0 Sustituyamos la 3 fila por: [3*f] - B - [2°f]
0O B BIB
(x)(2) (y) _ L L
1 0 1 El sistema esta triangulado inferiormente, todeslementos de
1 la diagonal principal son distintos de cero, salvay, que puede
0 1 B 10 ser 0 no cero. Estudiemos los diferentes casospgeeen
0 0 p-p2|B presentarse

*Sia,=0 - B-p=0 - B(L-p)=0 - Pp=0yp=1
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** Si B =0, ladltima ecuacion es trivial, 0=0, se etimjinos queda un sistema de
dos ecuaciones y tres incognitas, se trata de steng compatible indeterminado
uniparameétrico, es decir, los tres planos se cantama recta.

** Si B =1, laultima ecuacion es absurda, 0=1, sedrta sistema incompatible,
es decir, los tres planos no tienen ningun puntocoemin.

*Sia,#0 = Pp-p?#0 = PL-B)=0 = P=0 y B=1. Paratodos
los valores d@ distintos de 0 y 1 la dltima ecuacion no esiwial ni absurda, el sistema
seria un sistema compatible determinado, con solubiica, es decir, los tres planos se cortan
en un punto.

(2) Calculemos la recta comun a los tres planos, fgeiaSustituyamos este valor en el
sistema triangulado inferiormente y terminemosed®lverlo.

(x)(2) (y) (X)( 2)(y)
(x)(2)(y)

10 1 |1 1 0 1|1
- - 1 0 11

01 |0 0 1 0|0
0 1 0|0

0 0 p-B?|B 0 0 0]0

el sistema esté diagonalizado, nos sobra una iitedtgy, que la pasamos al segundo miembro
como parametro.

(x)( 2) La solucion del sistema es: x=1-y ; =0
1 0|1y Sustituyendo la incognita secundaria y por el pardmetro t,
( o 1! o ) obtendremos la ecuacién de la recta comun a los tres planos:
{x =1 -t
r =4y =t
z=0 0

El vector de direccion de la recta r sema=( -1, 1, 0) /

Sea H la proyeccién del punto O = (0,0,0) sobredtar, se
cumple la condicion de que el vect@H  es perpendicaila \
vector 4 de direccidn de la recta, luego el produstakar de
ambos vectores sera cero.

El punto H por pertenecer a la recta tendra dedemadas (1 -t, t, 0)

El vector OH tendra de coordenadas:

OH=(1 -t, t,0) -(0,0,0) =(1-t, t,0)
El producto escalar de los vectore®H 37 €es cero:
OH G=0 = (1-t, t,0)-( -1,1,0) =0 = -1+t + =0 = t =

sustituyamos t en el vectoDH , sus coordenadas seran

oH=(1 t, t,0 =[1-% L o)=L Lo
> 2 2 2

o

N|

sustituyamoslo también en el punto H:

-t t,0 —(1—1, 1,0) —(1, l,o)
2 2 2" 2
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El punto O = (a, b, ¢) simétrico del O = (0)0@specto de la recta r, cumple la

condicion de que los vectore©H O’ son equivalesgecir,
l: —l = a:l

oo - (L Lo)-ab o (L To) {1 1
2" 2 C 2" 2 5b-5 - b=
0=c-0 = c-=

luego el punto O" es el (1, 1, 0).

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Si A" es el simétrico del A respecto de B, tendreopee: AB = BA” |, es decir,
AB=(0,2,0) -(1,0,0) =(-1,2,0) .
BA" =(a, b, ¢c) -(0,2,0) =(a, b-2, c)

-1=a 1

(-1,2,0) =(a, b-2, c) ﬁ{ 2-b-2

Ly

a
b
c

4
O0=c 0
luego el punto A" tiene de coordenadas A= (-D)4,
Si B” es el simétrico del B respecto de C, tendeeque: BC = CB~ , es decir,
BC =(0,0,3) -(0,2,0) =(0, -2,3) _
CB =(d, e, f) -(0,0,3) =(d, e, f-3)
0=d =d=0

©, -2,3) =(d, e, f-3) ={-2=e —e=2- B -(0, -26)
3-f-3-1-6

Si C’ es el simétrico del C respecto de A, tendeeque: CA=AC” |, es decir,
CA=(1,0,00 -(0,0,3) =(1,0, -3) |
AC =(g, h, i) -(1,0,00 =(g-1, h, i)
l1=g-1 =g=2
(1,0, -3)=(g-1, h,i) =4 0=h =h=0 = C =(,0, -3
-3 =i =i =-3
Para determinar el plano que pasa por A", B” yg€esitamos, por ejemplo, el punto A’y
los vectores:
AB =0, -2,6) -(-1,4,00 =(1, -6,86)
AC =(2,0, -3 -(-1,4,00 =(3, -4, -3
siendo, por tanto la ecuacién del plano:
X=-1+x+3u
m=4y =4 - 6x - 4y
Z =6X -3
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 15 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. (1) [1 PUNTQ]. Dibuja el recinto limitado por las gas de ecuaciones
y = sen(x), y = cos( x), x =0 y X = =.

(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula el area del recinto desaitcel apartado anterior.

EJERCICIO 2. Seaf’ la funcién derivada de una funcion derivableR - R. Se sabe que
f” es continua y que
(i f°(0)=0, t°(2)=1, f(3)=0, f'(4)=-1, f'(5)=0;
(i) T es estrictamente creciente en los intervale@)-y (4,+);
(iii) f" es estrictamente decreciente en el intervalg;(2,4
(iv) larecta de ecuaciogp= 2x+3 es una asintota oblicua fié cuandax - +.
(1) [1725 PUNTOS]. Esboza la gréfica dE.
(2) [1"25 PUNTOS]. ¢En qué valoresxlalcanzaf sus maximos y minimos relativos?

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Calcula, describiendo el procadimo empleado, las
ecuaciones de una recta que pasa por el origemoddenadas y es paralela a la recta en que
se cortan los planos

M :X-y+22z+1=0 y M,: X +3y -z+2=0.

1,

-3.

(1) [1 PUNTO]. Afade una ecuacion lineal al sistemiergor de modo que el sistema
resultante sea incompatible.

(2) [15 PUNTOS]. Siafiadimos al sistema dado la eéénaox +y - z= -1 determina para

gué valores del pardmetro m el sistema resultanterapatible indeterminado y resuélvelo.
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Opcion B

EJERCICIO 1. Determina el dominio y la expresion de la funaditerivada de cada una de
las siguientes funciones:

(1) [0'5 PUNTOS].f:R - R es lafuncion cuya gréfica es la recta que pas#op puntos
P=(0,5) y Q=(5,0).

(2) [LPUNTO].g:R~-R dadaporg(x) = |x +1]|x.

(3) [LPUNTO]. h:R~ R dada porh(x) =x|x].

EJERCICIO 2. La figura siguiente representa la grafica defunaionf : [0,7]-R
Y

1

0}
-1

SeaF :[0,7]- R la funcién definida porF(x) = f f(t) dt.

(1) [1 PUNTO]. Calculd(4) yF(7).
(2) [1'5 PUNTOS]. Dibuja la grafica deexplicando cémo lo haces.

EJERCICIO 3. Sean las rectas
. xXx-1 'y z-m Xy _z+1
r: y s: =2 =2 = .
3 2 -1 2 m 2
(1) [1 PUNTO]. ¢Para qué valores de m estan r y soatdas en un mismo plano?
(2) [1'5PUNTOS]. En el caso en que m=1, halla la eiéimede la recta que pasa por el punto

A=(1,1,2) ycortaarys.

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Unatienda vende una clase deetiaks a 1200 ptas. el par.
Al llegar las rebajas, durante el primer mes realiz 30% de descuento sobre el precio inicial
y en el segundo mes un 40% también sobre el precial. Sabiendo que vende un total de 600
pares de calcetines por 597.600 ptas. y que eebagas ha vendido la mitad de dicho total, ¢a
cuantos pares de calcetines se les ha aplicadselento del 40%?

SOLUCIONES Opciéon A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Las gréficas de las funciones elementgiessen (x) e y = cos (x) son las situadas
al lado. El recinto que nos pide el problema seienita rayado.
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(2) Calculemos el punto donde las gréficas se
cortan, para obtener el area del recinto: 1 /
y =sen(x) '

x=2 : x=52
4 4
El area seré:
/4 /3
f (cos( x) -sen(x)) dx + f (sen(x) -cos( x)) dx =
’ /4 " /3
=[sen(x) + cos( x) ] + [ -cos( x) -sen(x) ] =
0 n/4

sen( ;) +cos ( ;) ~(sen(0) +cos(0)) ﬂ*COS ( %) -sen ( %) *( ~cos ( %) ’Se“( %) ) J

Y. G BNV, 1l D SR W _ 3 43
77(77)*\/7157“/7*”757

:£+£—(O +1) +
2 2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Sabemos que la funciofi(x) es
continua, y que posee unas determina-das
caracteristicas enunciadas en el problema,
todas ellas han sido reflejadas en la grafica
adjunta, grafica que se corresponde con la de
la funcién f(x).

—“N\WH O

(2) Sabemos que la funcidx) al ser L2 NS s
derivable es continua, y qud “(x) es
continua. Observemos la gréfica adjunta,
correspondiente a la d€ (x), y deduciremos lo siguiente:

* f°(X)=0 enlos puntox=0, x=3 yx=5, loqueimplica que en estos puntos
pueden presentarse maximos 0 minimos relativosadds de la funciori(x).

* f'(x)<0 en(~, 0) = f(x)es estrictamente decreciente en dicho intervalo.

*f'(x)>0 en(0,3) = f(x)es estrictamente creciente en dicho intervalo.

* f'(x)<0 en (3,5 = f(x)es estrictamente decreciente en dicho intervalo.

* f°(x)>0 en (5) = f(X)es estrictamente creciente en dicho intervalo.

Como consecuencia de lo anteriormente expuestmageue:

-- En el puntox=0, laf"(0) = 0, y ademas la funciof(x) pasa de decreciente a creciente,
por tanto existe un minimo relativo en el punt@bdscisax = 0.
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-- En el puntox = 3, la f"(3) = 0, y ademas la funciéf{x) pasa de creciente a decreciente,
por tanto existe un maximo relativo en el punt@lscisax = 3.
-- En el puntox=5, laf’(5) = 0, y ademas la funcioffx) pasa de decreciente a creciente,
por tanto existe un minimo relativo en el punt@bscisax = 5.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Si la recta, r, que me piden es paralela a la retgeseccion de dos planos, significa que
el producto vectorial de los vectores normalesda ceo de los planos, nos dara el vector de
direccion de dicha recta interseccion, por lo gubalvector podremos tomarlo como vector
de direccién de la recta paralela.

U =n xm =@, -1,2)x(L3 1 ‘12‘ ‘1 2‘ \11l
MM X, = (@ 1 2)x (L3, Y=l ls ] 1al 1 o3l
=(-5,3,4)
La ecuacién de la recta r que pasa por el origaaodedenadas (0,0,0) es:
X-0_y-0_2z-0 . P X Yy _z
-5 3 4 -5 3 4

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Una ecuacion lineal que podemos afadir al sisfgema que resulte incompatible,
puede ser, por ejemplax 34y - 2z = 5. Si ponemos este nuevo sistema en forma nadfrio
discutimos por Gauss, tendremos:

1 -1 1)1 Triangulemos inferiormente.
3 -4 -2|-3 Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.

Sustituyamos la 2 fila por:  [2*f] - 3 - [1°f]
3 -4 -2|5 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - 3 - [1°f]
1 -1 1 . —

Tomemos como pivote el elemento a,, = -1 # 0.
0 -1 -5|-6 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - [2*f]]
0 -1 -5|2
1 -1 1|1 La dltima ecuacién, 0 =8, es una ecuacion abquodi que el
0 -1 -5|-6 sistema es un sistema incompatible, es decir, no si@neidn.
0O O 0]8

(2) Discutamos por Gauss el sistema inicial al afealfirecuacion m+y-z=-1
1 -1 1)1 Triangulemos inferiormente.
3 -4 -2|-3 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2°* fila por: [2*f] - 3 - [1°f]

m 1 -1|-1 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - m - [1°f]
1 -1 1 1
0 -1 -5 -6 Tomemos como pivote el elemento ay, = -1 # 0.

Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] + (1+m) - [2°f]

0O 1+m -1-m|-1-m
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El sistema esta triangulado inferiormente, todos los elementos

1 -1 1 1

0 -1 -5 -6 puede o no ser cero. Estudiemos los diferentes casos que
0 O -6m6|-7m7 ) pueden presentatse.

de la diagonal principal son distintos de cero salvo el a;; que

* Sia;=0 = -bm-6=0 = m=-1 = la dltima ecuacion seria,
0 =-7(-1)-7, es decir, 0 = 0, 0 sea, una ecuativral que la eliminamos, quedandonos un
sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, t&e o tanto de un sistema compatible
indeterminado uniparamétrico.

*Si g0 = -6m-60 = m=-1 = ladltima ecuacion no seria una
ecuacion ni trivial ni absurda, luego el sistemdaseompatible determinado.

Resolvamos el sistema para el caso de m=-1:
-1 1)1

1 1 -1 111 La incégnita que nos sobra, la g, la pasamos
0 -1 -5|-6| = ( l ] al segundo miembro como incégnita
0 0 0lo 0 -1 -5/-6 secundaria o parimetto.
1 -1 ‘ 1-z Triangulemos supetriormente.
R Tomemos como pivote el elemento a,, = -1 # 0.
0 -1]-6+5z Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] - [2*f]
1 0] 7-6z La solucion del sistema esx=7-& ; y=6-%
0 -1|-6+5z Sustituyamos la incégnita secundazjgor el parametro t, la solucion,
finalmente, seré:
X =7 -6t ; y =6 - 5t ; z =t

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) La ecuacién de la recta que pasa por los pum(ﬁﬁa y Q=(5,0) es:

X -5 y—0 . _ Sy = X +E

5-0 0-5 5 —5
Lafuncion f(x) = x + 5, es una funcién polindmica, cuya fancderivada es
f’(x)=-1, siendo el dominio de derivabilidad tdgices decir, Donf "(x) =R.

(2) Expresemos la funciég(x) como una funcion a trozos.
-(x+1)x si x +1<0 _]x?-x si o x <-1
(x+1)x si x +1>0 9(x) X2+x si x »-1

- Para valores dex<-1, la funcidon x*>-x es continua y derivable por ser polinémica,
siendo la funcién derivada, x24.

- Paravalores de>-1, la funciénx?+x es continua y derivable por ser polinémica, siend
la funcion derivada, »1.

- Parax=-1 la funcion sera continua si los limites latesay el valor de la funcién en
dicho punto coinciden. Vedmoslo.

g(x) = [x+1[x =
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lim g(x) =lim (x2+x)=( -1) 2+( -1) =0
X--1" X--1"

lim g(x) =lm (-x2-x)=-(-1)2-(-1) =0 p= lim g(x) =lim g(x) =g( -1) =0
x--1 x--1 x--1" x--1"

9(-1) =(-1)2+(-1) =0
en el puntax=-1 es continua, luego puede ser derivable, sgiéadble silas derivadas laterales
existen y coinciden.

Una primera aproximacion de la funcion derivadaddoya es derivable, seria:
, _l-2x-1 si x <-1 1
9 (%) =) 2x+1 si x >-1 [1]
comprobemos si en el punto -1 es derivable:
g(-1)=Ilm g (x)=Ilm (2x+1) =-1
x~>f}‘ X - -1" -1 +1 =
g(-1)=Ilm g (x)=Ilm (-2x-1) =1 g(-1)#g (-1)

x--1" x--1"
x<-1

en el punto -1 no es derivable, luego la funcidtivdda, definitivamente, es la expresion [1],
siendo el dominio de derivabilidaBl-{-1}, es decir, Dong"(x) = R-{-1}.

(3) Expresemos la funciéh(x) como una funcién a trozor.

B Ix-(-x) si x <0 _l-x? si x <0
h(x) =x[x| =74 .% si x >0 — N = x2 si x >0

- Para valores d&<0, la funcién x* es continua y derivable por ser polinémica, siend
la funcion derivada, X2
- Para valores de>0, la funcionx? es continua y derivable por ser polindmica, siend
la funcion derivada, X
- Parax=0 la funcién sera continua si los limites latesalel valor de la funcién en dicho
punto coinciden. Vedmoslo.
lim h(x) =lim x2=0

x-0" x-0"

lim h(x):lixr;'no (-x2) =0 (= lim h(x) =lim h(x) =h(0) =0
x-0" x-0" x-0" x-0"

h() =0

en el puntox=0 es continua, luego puede ser derivable, seréatie si las derivadas laterales
existen y coinciden.

Una primera aproximacion de la funcion derivadaddoya es derivable, seria:
h (x) - -2x si x <0
|l 2x  si x >0
comprobemos si en el punto 0 es derivable:
h" (0 ") =lim h" (x)=lim 2x =0
x-0" x-0" 0=0 =
h" (0 ) =Ilim h (x)=Ilim (-2x) =0 h"(0") =h"(0")
x-0" x-0"

x<0
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en el punto 0 es derivable, luego la funcién deldvalefinitivamente, sera
h (x) - -2x si x <0
2x si x =0
siendo el dominio de derivabilidall, es decir, Dorh"(X) =R.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Calculemos la funcién a trozf(), a partir de su grafica.

Para los valores 6x< 4, la funcién es constante e igual a 1.

Para los valores 4x <6, lagrafica de la funcion es una repia pasa por los
puntos (4, 1) y (5, O) gor lo que su expresi()a:ser

_5 y
= 2 = = - 5 1
45 10 1 1 yo= =z [

Para los valores 6x < 7, la funcién es constante e igual a -1.
La funciénf(x) es: 1 si O<x<4
f(x) {

-x+5 si 4<x<6
-1 si 6<x<7
funcién que es continua en su dominio [0, 7].
La funcién F(x) es la funcion integral asociada a la funcion ioomt f(t), que segun el
teorema fundamental del calculo integral es deldalsu derivada coincide céx), es decir:
F(x) =f(x).
CalcuLemosF(4) yF(7).

F(4) :fldt :[t]2:4—0:4
0

6
7

7 4 6 4 t2 7
F(7) :!f(t)dt :gldt +£(—t+5) dt +f—1dt :[t]o+ -5 *5t +[—t]6:

6 4

:4+(73_;+30)7(71_j+20)+(77) -(-6) =4-18+30+8-20-7+6=3

(2) Sabemos que la funcidoR(x) es la funcién integral asociada a la funcién icost
f(t), y que ésta funcion segun [1] es:
®.ya gun [1] 1 si O0<t<4
f(t) ={-t+5 si 4<t <6
-1 si 6<t <7

Calcuxlemos en pripwer lugdf(x) para los valores Ox<4
F(x) :ff(t) dt :fldt :[t] = X

CalculemosF(x) para los valores 4x<6 X

F(X)‘ff“)dt ‘fldt +f( “t +5) dt —[t] . [_t_22+5x

4

) X 2 42 ) x 2
=4 + *7+5X* 77+20 —4*7+5X+8 20—77+5x78
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CalculemosF(x) para los valores 6x< 7 6
X 4 6 X 4 2 X
F(x):ff(t)dt :fldt +f(—t +5) dt +f—1dt - [t] + [—t—+5x +[-t] =
0 0 4 6 0 2 6

:4+(—2_26+2o —(—1_26+2o)) +(-x-(-6)) =4-18+30+8-20-x+6 = -x + 10

La funcién F(x) es:

X si O0<x<4 5
F(x) ={ -%+5x-8 si 4<x<6 o 3
-x +10 si 6<x<7 8 :

La gréfica del trozo de funcién correspondiente &
los valores, ©x<4, es la rectas, bisectriz del primer :
cuadrante, grafica situada al lado. e

La gréafica del trozo de funcién correspondiente

2
a los valores, 4x<6, es la parébola—XT+5x -8.

Calculemos los puntos de corte con los ejes, aisd @ vértice V.
* Punto de corte con el eje de ordenadas: 0 = y(0)=-8 = A(O, -8).
* Puntos de corte con el eje de abscisas:

y=0 - X +5x-8-0 - x = 2%yeo-16 ‘{Zf’“szjf(jg ~ B(2,0) y C(8,0).
* Coordenadas del vértice V:

x = -b/2a = -5/(-1) = 5~ Y(5)=4'5 — V/(5, 4°5). :

* Otros puntos orientativos serfan los correspartgie — « "

a los extremos del intervalo: s "
X=4 - yA)=4 - D(4 4) .

Xx=6 = y(6)=4 = E@6 4) 1
Representemos el tercer troze,+ 10, para los
valores, Gx<7. Se trata de una recta que pasa por los

puntos:
X=6 = y6)=4 = D(6,4)
x=7 = y(7) =3 = E(7,3) 5

La gréfica, finalmente, de la funcién
F(x) seria la situada al lado.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Las rectasy sestaran contenidas en un plano si son paralsklasartan en un punto.
Expresemos sus respectivas ecuaciones en formadtaica.
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X =1+3x X =2
r =9y =2x ; S =1y =M
Z=nm-2A z=-1+2u
Identifiquemos lag, y y z para calcular los posibles puntos que tengameiic dichas
rectas. .
1+3x =24 3n-2u = -1 Expresemos el sistema en forma
2) = nu ~ 2A-mu=0 matricial y discutimoslo por el método
m-xa=-1+2y “A-2u=-1-n reductivo de Gauss.
3 2] -1 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = 3 # 0.
2 -m O Sustituyamos la 2° fila por: 3 - [2*f] - 2 - [1°f]
1 -2|-1-m Sustituyamos la 3 fila por: 3 - [3*f] + [1°f]
3 -2 -1
0 -3m+4 2 Intercambiemos la 2* y la 3 * fila entte si.
0 -8 |-4-3m
3 -2 -1
0 -8 |-4-3m| Tomemos como pivote el elemento ay, = -8 # 0.
Sustituyamos la 3* fila por: 8 - [3*f] + (-3m+4) - [2°f]
0 -3n+4 2
3 -2 -1 El sistema esta triangulado, todos los elementos de la diagonal principal
0 -8|-4-3m son distintos de cero; la dltima ecuacion puede ser trivial o absurda,
0 0| on? veamos qué ocurre en cada caso.

* Si la Gltima ecuacién, 0 = %mes cierta, entonces m =0, y se tratariandesauacion
trivial, la eliminamos y nos queda un sistema dg eltuaciones con dos incognitas, es un
sistema compatible determinado, con solucion Uhiegp las dos rectas se cortan en un punto
y estarian contenidas en un mismo plano.

* Si la Ultima ecuacién, 0 = % no es cierta, entonces 0, y Se trataria de una
ecuacion absurda, nos queda un sistema incompatibléene solucién; como es sélo una
ecuacion absurda la que hemos obtenido las d@sreetcruzan en el espacio.

(2) Si m=1, las dos rectasy s, segun el apartado anterior, se cruzan en el iesjpac
lo que para hallar la recta que corte a ambasnadi@eos, en primer lugar, el plano que pasa
por el punto A =(1, 1, 2) y contiene a la racta
Para calcular la ecuacion del plano necesitamgsuato, el A o uno de la recta, y dos
vectores de direccion, uno seria el de la recyeel otro el que determinan el punto A y un
punto de la recta, por ejemplo, el Q = (1, 0g$)decir,
AQ=(1,0,1) -(1,1,2 =(, -1, -1)

X =1+ 3a
la ecuacion del plano es:n—*y =2a - B
z=1-a-p
X =1+ 3« X =21
hallemos la interseccion aecon larectas. m={y = 2o - B ; s={y = |
z=1-a-p z=-1+2u
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Identifiquemos lag, y y z, para calcular el punto de incidencia.

% + 3% =2 5 3a B_ 21 = 61 Expresemos el sistema en forma
a-p=H = - b TH= matricial y resolvimoslo por el
l-a-p=-1+2u “a - p - 2p= -2 método reductivo de Gauss.
3 0 -2|-1 Triangulemos inferiormente.
2 -1 -1]l0 Tomemos como pivote el elemento a;; =3 # 0.

Sustituyamos la 2* fila por: 3 - [2*f] - 2 - [1°f]

-1 -1 -2|-2) Sustituyamos la 3" fila por: 3 - [3*] + [1*f]
3 0 -2|-1
0O -3 1| 2 Tomemos como pivote el elemento ay, = -3 # 0.
0 -3 -8l|-7 Sustituyamos la 3 fila por: [3%f.] - [2°f]
3 0 -2|-1
0 3 12 Simplifiquemos la 3* fila por -9.
0 0 -9|-9
3 0 -2/ Triangulemos superiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
0 -3 1|2 Sustituyamos la 2* fila por: [2°F] - [3°]
0O 0 111 Sustituyamos la 1°* fila por:  [1°f] + 2 - [3*f]

El sistema esta diagonalizado, la solucién es:

3 0 0]1

«a=1/3 ; B=-1/3 ;0 pu=1
0 -3 01 Sustituyamos el valor de p=1 enla recta s para obtener el punto P
0 0 1]1 de interseccion: P = (2u, u, -1+2u) = (2, 1, 1).

La recta que nos piden es la que pasa por el pustg¢l, 0, 1) y por el punto recién
obtenido P = (2, 1, 1), siendo el vector de dit@tcel vector AP,  es decir,
AP=(2,1,1) -(,1,2 =(,0, -1
luego la ecuacion de la recta es: X =1+t
i3
z=2-t

recta que efectivamente cortaa pasar por P, y cortargor estar contenida en el plano que
hallamos, cumpliéndose ademéas que el vector decihre de r = (3, 2, -1) y el
vector AP=(1,0, -1) tienen distinta direccion.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Llamemosx al numero de pares a los que se les aplica eueesxdel 30%. Seael
numero de pares a los que se les aplica el descdei0%. Si en total vende 600 pares y en
las rebajas vende la mitad, significa que a losgairos que se les aplica el descuento son 300
es decir,x +y = 300. Por tanto:

70-1200 4 601200 4 300.1200 =597600 ; como x =300 -y =
100 100

840(300 -y) + 720y + 360000 =597600 =
252000 -840y + 720y + 360000 =597600 =
-120y = -14400 =-= 'y =120 pares alos que se les aplica el descuento del 40%.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 16 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. La velocidad de un mdvil que parte del origeenei dada en m/s por la
gréfica

0 1 2 3 4 5 t

(1) [1'5 PUNTOS]. Calcula la funcion espacio recorrido

(2) [0°5 PUNTOS]. Dibuja la grafica de la funcién esiparecorrido.

(3) [0'5 PUNTOS]. Prueba que el area bajo la curvadguta velocidad coincide con el
espacio total recorrido.

EJERCICIO 2. (1) [1'5 PUNTOS]. Halla el punto P de la grafie la funciorf definida
parax=-3 por f(x) =/2x + 6 que estd mas préximo al origen de coordenada
(2) [1 PUNTO]. Determina la ecuacion de la recta tatgya la gréafica deen P.

EJERCICIO 3. (1) [1"75 PUNTOS]. Determina segun los valores deimetrax cuando

tiene solucion el sistema 5
ax +y +z = o,

oX +(L -y +(a-1)z

I
Q

ax +y +az = 2d°.

(2) [0°75 PUNTOS]. Resuélvelo cuando sea compatillleterminado.

EJERCICIO 4. Una circunferencia con centro en el punto C3(&s3angente a la recta que
pasa por el punto P=(0,2) y es paralela a la vigetg| primer cuadrante.
(1) [1725 PUNTOS]. Calcula el punto de tangencia.
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(2) [1°25 PUNTOS]. Halla la ecuacién de la circunfeian

Opcién B

EJERCICIO 1. (1) [1 PUNTOQ]. Halla la recta tangente la curva de ecuacion
y=x3-3x en el punto de abscise-1.

(2) [1'5 PUNTOS]. Dibuja el recinto limitado por dichecta tangente y la curva dada y
calcula su area.

EJERCICIO 2. (1) [1 PUNTO]. Describe el método de integracion gambio de variable.
(2) [1'5 PUNTOS]. Usa el cambio de vaéiatilec tg(x) para hallar

X
fcosz(x) + cos( x) sen(x)

EJERCICIO 3. Por la abertura A del mecanismo de tubos dgua se introducen 50 bolas
gue se deslizan hasta salir por B. Sabemos quel pdvo W han pasado 10 bolas.

1A

3 B

(1) [1 PUNTO]. Justifica si es posible hallar el nUmée bolas que pasan exactamente por
cada uno de los tubos X, Yy Z.

(2) [0°5 PUNTOS]. Supongamos que podemos controlagmiero de bolas que pasan por
el tubo Y. Escribe las expresiones que determihadraero de bolas que pasan por los tubos
X'y Z en funcién de las que pasan por Y.

(3) [LPUNTO]. Se sabe un dato nuevo: por Y circulae&s mas bolas que por Z, ¢ cuantas
circulan por X, Yy Z?

EJERCICIO 4. (1) [1 PUNTO]. Define el concepto de producto escadéavectores eR?

y enuncia tres de sus propiedades.

(2) [1’5 PUNTOS]. Encuentra un vector w cuya primepaponente sea 2 y que sea
perpendicular a los vectores u=(1,-1,3) y v=(0)1,-2
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SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Obtengamos inicialmente la expresion de la funciff) a partir de la grafica. Como
se observa, se trata de una funcién rectilineastozpor supuesto, continua.

El primer trozo de funcién es una recta que pas&lparigen y tiene de pendiente 2, es
decir, la expresion serd, para los valores 9t < 1.

El segundo trozo es una funcion constante, 2, idefien el intervalo 1 &< 3.

El dltimo trozo es otra recta que pasa por los@i(®, 2) y (5, 0), su ecuacién es:

t-5_v-0 -5 Vv _ .4 +5, definida en el intervalo 3x < 5.
5-3 0-2 2 -2
En resumen la funcior(t) sera:
2t Si O<t <1
v(t) =42 si 1<t <3 [1]
-t +5 Si 3<t <5
Tengamos en cuenta que .
v(t) _$ ~ ds-v(t)dt — s(t) - [v(x) dx

0
El teorema fundamental del célculo integraded si v(x) es continua en el

intervalo [0, 5], la funcidn integral asociada(®), s(t), es derivable y ademas (t) = v(t).

2X Si O<x<1
La funciénv(x) segun [1] es: v(x) =4 2 si 1<x<3
-Xx +5 Si 3<x<5

Calculemos, en primer lugas(t) para los valores Ot < 1
t
t

t 2
s(t) :fv(x)dx:fZde:ZX7 -t2
0 0

0
Calculemoss(t) para los valores 1t< 3
t 1 t

1 t
s(t) = [v(x) dx:fzxdx +f2dx:[x2] f[2X] =1+2t —2=2t -1
0 0 1
Calculem0$(t) para los valores 3t<5

s(t)_fv(x)dx_fzxdx+f2dx+f( X +5) dx =
3

t

1 3 2 2

“[x?] +12 x]l+[*x72+5x] =1+672—t7+5t (%us) - f% + 5t f%
La funcién s(t), finalmente es:

t? si O<t<l

2t -1 Si 1<t <3

s(t) =1 2 g 11 L3 (2]
-— +5t - = <t <
5 + 5 SI < <

(2) Para dibujar la grafica de la funci@ft), comenzaremos pintando el primer trazo,
en el intervalo &t < 1. Se trata de una parabola elemental.
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El trozo, 2-1, definido en 124; < 3, es una recta que pasa por los puntos (1(3.,)5).
El tercer y Gltimo trozo, f% +5t - 1—21 definido en el interval8 < t < 5, es una
parabola. Calculemos los puntos de corte con &x5 agi como el vértice V.
* Punto de corte con el eje de ordenadaés:0 = s(0)=-55 = A(0, -5'5).
* Puntos de corte con el eje de abscisas:

2 _ - X =1 , .

s0— —%+5t ,%:0 S g o 0%yl {?“:\i S22 ~ B(1726,0)y C(8774,0).
* Coordenadas del vértice V: s

t=-b/2a =-5/(-1) = 5= §(5)=7=V(5, 7) o
* Otros puntos orientativos son los 2 77777777777777777777
correspondientes a los extremos del intervalo: .

t=3 = s(3)=5 = D(3,5) :

t=5 = g(5)=5 = EG5,7) N : t

(3) El espacio total recorrido ess(5) = —572 +5.5 - 1_21 =7

Calculemos el area encerrada por la curva que dzdaidad.
5 1 3 5
Area = [v(t) dt = [2tdt + [2dt + [ (-t +5) dt =
[ e faa fou

—1+62+(2—25+25) (g+15)

Efectivamente coinciden el espacio total y el &@ada la velocidad.

1l
~

[t<] «[2t] + +5t
0 1 2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Sea P el punto de la gréafica de coordenaxlag),(es decir, (x, /2x+6).
Construyamos la funcién distancia de P al orige®0
dist (P,O =y(x-0)2+(y-0)2=yx2+y2 = d(x) =yx2+2x+6
Calcular el minimo de esta funcién, es lo mismo epleularlo del radicando:
D(X)=x2+2x+6 = D(x)=2x+2 = 2x+2=0 = x=-1
Estudiemos la monotonia de la funcbfx), continua y derivable en su dominioz -3.
D'(-2)=4+2=-2<0 = D'(X)<0 = D(x) es decreciente en [-3, -1]
D’2)=4+2=6>0 = D'(xX)>0 = D(x) es creciente en [-1gf
luego hay un minimo relativo ex= -1, que también sera minimo absoluto de la funcié
El punto P tendra de coordenadds:1, 2(-1) +6) = (-1, 2).

(2) La ecuacion de la recta tangente a la grafidaedeel punto (-1, 2) es:
Y-Yo=F(X) X-%) = y-2=f(1)x+1)

= = g = 2_ = i - = 2 :1
f(x) =/2X 6 f(x) = —Z F D=2 ==
1 5

y-2-= %( x+1) = y-= SX+ = Ecuacion de la recta tangente a la gréficaeteP.
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Expresemos el sistema en forma matricial y désooslo por Gauss.

a 1 1| o?

) Intercambiemos la 1* y 2* columna entre si.

a l-a a-1| «

a 1 o | 252
(y) (x) (2) , o

1 1] a2 Triangulemos inferiormente.

& Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

l-oo o a-1]? Sustituyamos la 2°* fila por:  [2°*f] - (1-o0) - [1°f]

1 o o |22 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - [1*f]

o
(N (X (2) | o o

1 o 1 |2 El sistema esta triangulado infetiormente, como no todos los

) 3 elementos de la diagonal principal son, en principio, distintos de
0 o 20-2|«

0 0 o1l

cero, discutamos los diferentes casos que pueden presentarse

*Sig;=0 = 0-1=0 = o=1 = ladUltimaecuaciones, 0=1, que esuna
ecuacion absurda, por lo que el sistema sera iretitsigy no tiene solucion.

* Siagz#0 = a-1#0 = a=#1l = ladultimaecuacion no es absurda ni
trivial, pero pueden ocurrir dos cosas:

* Sia,#0 = a*+#0 = a=#0 = lasegunda ecuacion no es trivial ni
absurda, por lo que, en este caso, todos los eleséa la diagonal principal son distintos de
cero, el sistema serd compatible determinado cuandd y a # 0.

** Sjia,=0 = o’= = a=0 = elsistema quedaria asi:
(V)(x)( 2)
1 0 110

Intercambiemos la 2* y 3* columna entre si.

0 0 -2|0
0 0 -1]0
(y) (2)( %) Terminemos de triangular inferiormente.
1 1 0]0 . _
Tomemos como pivote el elemento ay, = -2 # 0.
0 -2 0}0 Sustituyamos la 3* fila por: 2 - [3*f] - [1*f]]
0 -1 00
(y) (2)(x) o g o - .
1 1 0l0 La dltima ecuacién es trivial, 0 = 0, la eliminamos, nos queda un sistema
o -2 olo de dos ecuaciones y tres incognitas, por tanto, para o = 0, es un
o o olo sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

(2) Resolvamos el sistema pana0, que es cuando es compatible indeterminado.
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(y) (2)(x)
1 1 O

0 Triangulemos supetriormente.
o 2 olo Tomemos como pivote el elemento a,, = -2 # 0.
Sustituyamos la 1* fila por: 2 - [1*f] + [2°f]
(y)(2)
1 110 Nos sobra una incognita, la x, que la pasamos al segundo miembro
0o -21/0 como incégnita secundaria o parametro.
(y)(2) _ o _ o _
2 0|0 El sistema esta diagonalizado, llamando a la in¢ag@cundaria,
0o -2lo0 mediante el pardmetrd, la solucion es:
X=r ; y=0 ; z=0.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Hallemos la ecuacion de la recta tangente a la

circunferencia en un punto T %, {). La recta al pasar 5t
por el punto P = (0, 2), sera de la forma: i
y=nmx+n = y=nmx+?2 2

como es paralela a la bisectriz del primer
cuadrantey = x, tendra la misma pendiente que ella,

es decir, m=1. Luego la ecuacion ser&:  =xy 2
Expresemos la ecuacion de la recta en forma paiiaenét
X =t
y =2+t

siendo el vector de direccion de la tangente, eové1, 1). El punto de tangencia T tiene de
coordenadas, T = (t, 2+t). Como el centro de kuciferencia es el C = (5, 3), se verificara que:
CT=(t,2+) -(5,3) =(t-52+-3) =(t-5 t-1)
este vector es perpendicular al de direccion ded tangente, luego el producto escalar de
ambos vectores sera cero:
CT-(1,1) =0 = (t-5 t-1)-(1,1) =0 = t-5+t-1=0 =t =3
luego el punto de tangenciaes, T=(t, 2+t T=(3,5).

(2) La ecuacion de la circunferencia es:
X+y-2-2by+@+P-r*=0
Sabemos que el centro es, C = (a, b) = (5, 3).ueat®s el radio:
r =|CT| =/ -52+(5-3)2=,8 = rz2-8
X+y-1K-6y+25+9-8=0 = X+y-1XK-6y+26=0
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SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) La ecuacion de la recta tangente a la curva aacén, y = x® - 3x, en el punto de
abscisa g-1, y ordenada o= (-1F-3(-1)=-1+3=2, es:
Y-Yo=Y (%) X-%) = y-2=y (1) x+1)
y=x-3x = y X)=-3 =y (-1)=3(-1¥-3=0
y-2=0+1) = y=2 que eslaecuacion de la tangente=d.

(2) Dibujemos la gréfica dg =X - 3x.
1.- El dominio de la funcién €& ya que se trata de una funcién polinébmica.
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas. Seeedal sistema formado por la funcién y la
ecuacion del eje de abscisass 0.

_yv3_
i;é 3X}: 0-x3-3x = 0=x(x2-3) =

~x =0
x2-3 7 X~V3
v X =43
los puntos de corte con este eje sol=( -/3,0), B=(0,0) y C=(/3,0)
- Con el eje de ordenadas. Se resolvera el sistgmado por la funcién y la ecuacion del
eje de ordenadax = 0. Basta sustituix =0 en la funcion:
y=x*-3% = y=0-0=0 = elpuntoesel(0,0).
3.- Lafuncién es continua en todo su dominio yaegipolinémica.
4.- Crecimiento y decrecimiento.
Hallemos la primera derivada:y’(x) = 3x* - 3
Obtengamos los valores que anulan a la primeraatkxj que son:
3x2-3=0 = x%2=1 = x::j_
los llevamos ordenadamente sobre el eje de abguisastruimos los posibles intervalos
de crecimiento y de decrecimientay,(-1), (-1, 1) y (1¢). Probamos valores intermedios,
por ejemplo -2, 0y 2, de esos intervalos enilagna derivada y segun nos salga mayor
0 menor que cero, el intervalo correspondiente &d@ente o decreciente.
y (-2)=3(-2)2-3=9>0 = creciente en (-, -1)
y (0) =3-:02-3=-3<0 = decreciente en (-1, 1)
y (2 =3-22-3=9>0 = creciente en 1, )

N

n

salga mayor o menor que cero serd minimo o
maximo. Pero al ser continua y segun el estudio
sobre el crecimiento y decrecimiento anterio
tendremos:

maximo en (-1, 2) y minimo en (1, -2).

«

sustituyendo los valores que anulan a la primera
2
7

4
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Las ordenadas de estos extremos relativos se ebtisastituyendo las abscisas
correspondientes en la funcigfx).
6.- Al ser una funcién polinémica no presenta ningga de asintotas.
7.- La gréfica aproximada de la funcién es la situalllado. El recinto subrayado es el
limitado por la curva dada y la recta tangente 2.
Calculemos el area de dicho recinto. Construyamdsricién diferencia entre la recta
tangente,y = 2, y la curva de ecuacion= x* - 3x, es decir:
y=2--3) =  y=2-X¥+X
Veamos cuéles son los puntos de corte de esta furssian con el eje de abscisas

y=2-x3+3x|_ 0=-x3+3x+2 Resolvamos esta ecuacién mediante la Regla
y=0 de Ruffini, probando con los divisores del
divisores del término independiente, por ejempl@; e
1 0 3 2 Una solucién es 2. Resolvamos la ecuacion de segundo
@ 2 4 2 grado que hemos obtenido
4 2 - 0
Xx2-2x-1-0 = x:—Zinz"“:—l
El area sera: )
2 4 2
i 16 12 1 3 27
Area = [(2 -x3+3x) dx =[2x-2_+3X | —4-2 £ | 2-2.2|-2L
[1 ( ) 4 2 4 2 4 2 4

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) EI método de integracidon por cambio de variabtasiste fundamentalmente en
transformar la integral que nos dan en otra masilgre incluso inmediata, cambiando la
variable que aparece en la integral por una nuest transformacion, dependiendo de la
integral, la podemos hacer de dos formas:

a) Si gueremos calcular una integral del tipo

[ h(x) dx
donde podemos observar que
h(x)=flg(x)] -g"(x)

entonces la integral que nos han dado seria

[h(x) dx = [fLg(x)] g(x) dx
el "cambio de variable" que haremos es

t=g(x) ; di=g(x)dx =
[h(x) dx = [f1gO0l g/(x) dx = [f(t) dt = F(t)

siendo la dltima integral una facil de calculain@uso puede ser una inmediata.

Finalmente, siempre, hay que deshacer el cambitueido.

fh(X) dx =F(t) = F[g(x)]

b) Si la que queremos calcular es una del tipo
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f h(x) dx
donde podemos observar que haciendo el "cambiaribie"
x=u) ; dx=u(t)dt

nos queda una funcién que sea facilmente integrable

fh(x) dx :fh[u(t)]- u/(t) dt =Ht)
entonces, siempre que la funcidtenga reciproca, podremos deshacer el cambioresap
la integral inicial en funcién de

fh(x) dx = H(t) =H u*(x)]

(2) Calculemos dx
cos?(x) + cos( x) sen(x)
haciendo el cambio de variable
t=tg(x) ; x=arctg(t) ; dx = Ldt
1+t2
teniendo en cuenta ademas que:
cos 2(x) S = cos?(x) = 1
1 +tg ?(x) 1+t2
2
sen?(x) =1-cos?(x) = sen?(x)=1- L : sen?(x) = t
1+t 1+t?
dt
f dx _ 1+t? _
cos?(x) + cos( x) sen(x) i 1 ¢t
1+t2 f1+t2 [1+t2
dt dt
2 2
- Cha SRt o9 1t s Lnjletg ()| < C
1 . t 1+t 1+t
1+t2 1+t? 1+t?

SOLUCION EJERCICIO 3.--
(1) Llamemosx al n° de bolas que pasan por el tuby A,las que pasan por el tubo Y,
y zalas que lo hacen por el Z. Estableceremos lasioaes siguientes:

10 +y =X X -y =10
- Expresemos el sistema en forma matricial y

y +z =40 y +z =40
X +z =50 X +z =50 discutimoslo por Gauss.
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1 -1 0|10 | Triangulemos inferiormente.
0O 1 1!/40 | Tomemoscomo pivote el elementoa;; =1 # 0.
Sustituyamos la 3° fila por: [3%f.] - [1°f]
1 0 1|50
1 -1 0|10 .
Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
0 1 1|40 | Sustituyamosla3®filapor: [3*f] - [1f]
0 1 1]40
1 -1 0|10 | FI sistema esti triangulado inferiormente, y la dltima ecuacién es
0O 1 1140 trivial, la eliminamos, nos queda un sistema de dos ecuaciones y tres
0 0o 0lo0 incégnitas, es un sistema compatible indeterminado uniparamétrico,

con infinitas soluciones, luego no podemos deteamiel nimero de bolas que pasan
exactamente por los tubos X, Yy Z.

(2) En este caso, basta sustiyydor un parametro t en el sistema anterior, (esgmtaria
al n° de bolas que pasan por)?l tljlbO Y). El panénéd pasamos al segundo miembro:
z
( 1 -t 0 ‘ 10

- (1 0
0t140](

0o 1 es:

x=10+t ; z=40-t

10 +t ) El sistema esta diagonalizado, la solucién

40 -t

(3) Con el dato nuevo estableceremos la relacyon:3z = y- 3z= 0. El sistema que
resolveremos, teniendo en cuenta el apartadoql), e

X -y =10 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo por Gauss.
y +z =40
y-32=0
1 -1 ol10 ?rlangulemos mfel.rlormente. ~
‘omemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.

O 1 1|40 | Sustituyamosla3*filapor: [3*f] - [2*f]

0 1 3|0

1 -1 0j1o El sistema es compatible determinado.

0 1 1140 Simplifiquemos la 3* fila por -4

0 0 -4|-40

1 -1 010 Triangulemos superiormente.

0 1 1140 Tomemos como pivote el elemento a3 = 1 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2°f]] - [3%f]

0 0 1]10

1-1 010 Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.

0 1 0130 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] + [2°f]

0O 0 1]10
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10 040 El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
0 1 0]30 X =40 ;7 y=30 ; z=10
0 0 1]10

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) El producto escalar de dos vectoresy V, se definéapoipresion

U-v=|0]| |v| cos( G V)

es decir, como el producto de sus modulos y poostno del angulo que forman al hacer
coincidir sus origenes.

La expresion analitica del producto escalar devdotores, 0y v, d®3 es:

-V =(U;, Uy U)-( Vg, V, Vo) =U V, +U,V, + UyV,
Propiedad conmutativa: El resultado del productales de dos vectores no se altera si

cambiamos el orden de los vectores.
u-v=v-u
Propiedad distributiva respecto de la suma de westo
G-(V+W) =0-V +U0-W

Propiedad asociativa:
vV k € R, k(a-v) = (ko) v

(2) Elvector, w, seradelaformav=(2, a, b).
Si tiene que ser perpendicular a los vectatey Vv, gnifidtga que el producto
escalar con cada uno de ellos es cero, es decir,
w-ad=0 = (2, a b)(1, -1,3) =0 = 2-a+3b=0
w-v=0 = (2, a b)(0,1, -2) =0 = a-2b=0
Resolvamos el sistema formado por las dos ecuacmntenidas.

2-a+3b =0 -a+3b = -2 Expresemos el sistema en forma matricial y
procedamos mediante el método reductivo de

a-2b =0 a-2b = 0
Gauss.
-1 3|-2 Triangulemos inferiormente.
1 210 Tomemos como pivote el elemento a;; = -1 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] + [1°f]
-1 3|(-2 Triangulemos superiormente.
0 1]-2 Tomemos como pivote el elemento ay, =1 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: [1*f] - 3 - [2°f]
-1 0| 4 La solucién es:
o 11-2 a=-4 ; b=-2

Elvector w, es(2, -4, -2).
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 17 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Seaf:R - R la funcién definida por

£(x) X si x <0
X =
X sen (x) si. x >0.

(1) [1 PUNTQ]. Estudia la derivabilidad de

/2

(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula f 2f(x) dx.
-1

EJERCICIO 2. Sea k un numero real y sed: R - R la funciéon definida por
f(x) = cos( x) + kx.

(1) [1725 PUNTOS]. Determina todos los valores de tapas que la funcién anterior es

creciente en todo su dominio.

(2) [1725 PUNTOS]. Para k=1 halla la ecuaciénaleekcta tangente a la gréfica de la

funcionf en el punto de abscisa= 0.

EJERCICIO 3. Seadl el plano que pasa por los puntos (1,0,0), (0Oy.(1)1,1). Sea A el
punto (1,2,3) y sea B el simétrico de A respectptiaoll.

(1) [1'5 PUNTOS]. Halla la recta que pasa por A yg@gsunto medio del segmento AB.
(2) [1 PUNTO]. Halla la recta paralela a la anterioe gpasa por el punto (2,2,2).

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Sea A la matriz dada por

1 3 -7
A=| 2 a b
c -a d

Halla a, b, c y d sabiendo que:
() El vector cuyas coordenadas son las que apamtéda primera columna de A es
ortogonal al vector (1,-1,1).
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(i) El producto vectorial del vector cuyas coorddgas son las de la tercera columna de
A por el vector (1,0,1) es el vector (-2,3,2).
(i) El rango de la matriz A es 2.

Opcién B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. De entre todos los rectangumssritos , como indica la
figura,entre la gréfica de la funciéf : R - R dadaporf (x) = % y eleje OX, halla
el de mayor area. X

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Dibuja y calcula el area delkcinto limitado por la
rectay +x =0 y la curva de ecuacion=x*+ 4x + 4.

EJERCICIO 3. (1) [1'5 PUNTOS]. Discute el siguiente sistema selgdnvalores del
parametro b X +y +bz = b2
,X + y + Z = —

bx +y +2z =3b.

(2) [1L PUNTO]. Resuélvelo cuando sea compatible imdetedo.

EJERCICIO 4. Un objeto se mueve en el espacio siguiendoinea frecta cuya direccion
viene dada por el vector v=(1,2,-1). En su movinderdicho objeto pasa por el punto
A=(2,1,2).

(1) [1 PUNTQ]. Calcula los puntos de corte de la tcayea de objeto con los planos
coordenados.

(2) [0°75 PUNTOS]. Calcula la ecuacioén del plano gasgppor el origen de coordenadas y
es perpendicular a dicha trayectoria.

(3) [0"75 PUNTOS]. ¢Cudl es el &ngulo que forma Igettoria del objeto con el plano
XOY?




Fco. Fdez. Morales MODELO 17 Pag. 177

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Para estudiar la derivabilidad de la fundi@nalicemos antes la continuidad, ya que si una
funcién no es continua en un punto no sera deevalél.

- El trozo de funcionx, definido para valores demenores que 0x<0, es una funcion
polinémica, y las funciones polindmicas son cordsen tod®, luego la funcior es continua
para x<O0.

- El trozo de funciérx sen(x)definido para valores demayores que 0¢>0, es continua
por ser el producto de dos funciones continuasoeo R , una polinémicax, y otra
trigonométricasen(x) luego la funcior es continua para>0.

- El problema de la continuidad estd en el punt@dhde hay un cambio en el
comportamiento de la funcién.

Calculemos los limites laterales y el valor daulecién en dicho punto, para ver si existen

y coinciden.

lim f(x)=Ilim xsen(x) =0

x-0" xﬂ((J)’

lim f(x)=lim x=0 = Ilim f(x)=lim f(x)=f (@) =0
x-0" x-0" X -0" x -0

f(@O) =0

Luegof(x) sera continua en el punto O.

En definitiva, la funciori(x) es continua eR.

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcidn sera derivable en un punto, si siemhticua en dicho punto las derivadas
laterales coinciden. Y para que lo sea en un iaterlo ha de ser en todos los puntos del
intervalo.

- Para valores de<0, f es derivable, por ser una funcién polinémica,diela funcién
derivada, 1.

- Para valores de>0, f es derivable, por ser el producto de dos funcideesables en
todoR, una polinémicax, y otra trigonométricasen(x) luego la funciorf es derivable para
x>0, siendo la funcién derivadsen(x) + X cos(x)

Por tanto, una primera aproximacién de la funciénvdda en los puntos donde ya
sabemos que es derivable y cual es su derivada, ser

, 1 i 0
F(x) ={sen(x) + X cos( X) :: § io [1]

- El problema esta en el punto 0. Sera derivabldiao punto si las derivadas laterales
coinciden ya que es continua en él.
f (07 =Ilim f (x)=Ilim (sen(x) +xcos( x)) =0

x-0" x-0"

x>0 = s + — s - —
f@©)=lm £ (x)=lim 1=1 FO)=0-7(0)-1

X-0" X-0"

x<0
luego la funciérf(x) no es derivable ex = 0.
La funcién derivada coincidira con la que nos apnaxos inicialmente en [1].
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(2) Calculemos la integral definida siguiente 0
/2 /2

0
2f(x) dx = [2xdx + [ 2 dx
f (x) dx fl X dx f xsen (x) dx

-1 0

/2

2
2% f 2xsen (x) dx =
2 0

-1

n/2 n/2

-0-(-1)2+ f 2xsen (x) dx = -1 + f 2xsen (x) dx = [1]
0 0

Calculemos esta Ultima integral mediante el méti®lmtegracion por partes.
u=2x : du = 2dx
dv = sen(x) dx Y :fdv :fsen(x) dx = -cos( x)
continuando desde [1] Y D
= -1 + [-2x cos( x)]0 + f 2cos( X) dx =
’ n/2

122cos(g] -0+[2sen(x)| =-1-m-0 +23en[
0

5 )Zsen(O) =-1+2-0-=

I
2

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(1) Estudiemos el crecimiento de la funcidrf x) = cos( x) + kx.
La funcién primera derivada e§ (x) = -sen(x) + k
La funciénf es creciente en todo su dominiy, cuando para cualquier valor de él la

primera derivada es mayor o igual a cero, es decir,
-sen(x) + k>0 = k > sen(x)

teniendo en cuenta que los valoressk(x) siempre estdn comprendidos entre -1y 1, y como
k tiene que ser mayor o igual gaen(x) resulta que k debera ser mayor o igual que elmax
valor delsen(x) o sea, k debera ser mayor o igual que 1.

(2) La ecuacion de la recta tangente a la grafideedeel punto (0, f(0)), seria:
y-f0) =f7(0) - «-0)
Calculemod(0): f(0)=cos(0) +k-0=1+0=1
Calculemos ahord” (0), pero anted "(x), para k=1:
f(x) = -sen(x) + 1 = f 0 =-sen(0) +1=1
La ecuacién de la recta tangente en dicho punto es:
y-1=1-%-0) = y=x+1

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Al ser el punto B simétrico del A respecto delnal, la recta que pasa por Ay B es
la misma que la que pasa por Ay por el punto meeicegmento que determinan Ay B, se
trata de una recta que pasa por Ay es perpendapéanall, luego el vector normal al plano
podemos tomarlo como el de direccion de la recta.

Calculemos dos vectores de direccion del planpreducto vectorial me daré un vector
normal al plano.
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d-(,11 -(1,00 =(01,1)
v-(11 -(011 =(1,0,0)

) 11 01| |01

n. =(0,1,1)%(10,0) —HO 0‘, —10\, ‘1 0U—(o,l, -1)

La ecuacion de la recta que pasa por Ay tiene aaatmr de direccion (0, 1, -1) es:

(2) Larecta paralela a la anterior y que pasa p&, @), tendra como vector de direccion
el mismo o uno proporcional, tomaremos el mismegclaacion seré:

SOLUCION EJERCICIO 4.-

i) El vector de la primera columna de la matrizea (1, 2, c), al ser ortogonal al vector
(1, -1, 1) el producto escalar de ambos es cero:

1,2,¢)-(1,-1,)=0 = 1-2+¢c=0 = c=1

i) Efectuemos el producto vectorial del vectat, 5, d) correspondiente a la 32 columna
de A por el vector (1, 0, 1), sabiendo que el tadol es el vector (-2, 3, 2).

b. d b d -7 d| |-7 b b d. -b
( 7’ 1 )><(1,0,l) _( 01\’ 1 11 1 O]_( 17+! )_( 21312)
identificando los dos ultimos vectores, componantemponente, tendremos:
b=-2 ; 7+d=3- d=+4
iii) Sustituyamos en la matriz A los valores dé g, d por los calculados, 1, -2, -4.
1 3 -7 Calculemos el rango de A por el procedimiento de Gauss.
A-| 2 a ) Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

Sustituyamos la 2 fila por:  [2*f] - 2 - [1°f]
1 -a -4 ) Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - [1*f]

1 3 -7

0 a-6 12 Intercambiemos entre si las columnas 2* y 3*

0 -a-3 3

Lo 3 Tomemos como pivote el elemento ay, = 12 # 0.

0 12 a-6 Sustituyamos la 3* fila por: 4 - [3*€] - [2*€]

0 3 -a-3

1 -7 3 Para que el rango de A sea 2, r(A) = 2, ha de verificarse que la ultima
0 12 a-6 fila tiene que ser una fila de ceros, es decir,

0 0 -5a-6 52-6=0 = 21:-6/5
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SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Construyamos la funcién area de la mitad del

rectangulo, teniendo en cuenta la gréfica adjunta.
1 X
A(X) =Xy =X —— = ——
(x) =xy 1+x2  1+x2
Obtengamos la derivada para calcular el méximo de
esta funcion area, cuyo dominio es: DA(R) = ]0, +of ‘ ‘
2y _ ) vy 2 0
A’(x):(l+x) X-2x _ -x“+1
1 +x?)? 1 +x??
Calculemos los valores que anulan a la primeraaldai
x2+1=0 = x-=+1
Estudiemos la monotonia en los intervalos , ]0,y1[]1, +<[, de la funciénA(x), que es

continua y derivable en su dominio, probando valimeermedios de los mismos.

_nNeE 2
A (0°5) __05°+1 | 048 >0 = A'(X)>0 = A(x) escreciente en 0, 1]
(1 +0°5 3?2
_n2
A (2) o2l -0’12 <0 = A'(X)<0 = A(X) es decreciente en J1xf
(1 +2%2

luego hay un maximo relativo err 1, que es a su vez un maximo absoluto de laduaréuiea.

El &rea maxima seria A(1) = 1/2, pero el &rea maxdel rectangulo serd el doble, es
decir, 1, ya que inicialmente habiamos considedadmitad del rectangulo por lo que
tendremos que multiplicar por dos el valor de A(1).

Si hubiéramos considerado la otra mitad del rectién el de la izquierda, el valor de
seria -1, pero también obtendriamos un rectangubreh maxima .

Los puntos sobre la funcioffx) serianel P = (1, 1/2) yel (-1, 1/2).

SOLUCION EJERCICIO 2.-

* Representemos la funcion=x* + 4x + 4, cuya gréafica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas=0 = y=4 = (0,4)
2.- Punto de corte con el eje de abscisps:0 = x2 +4x +4 =0 =
X :w -2 = (2,0
3.- Coordenadas del vértice Vx=-bf2a=-4/2=-2 = y=0 = V(-2,0)
* Pararepresentarlarecty +x=0 = y=-x tendremos en cuenta que coincide
con la recta bisectriz del segundo y cuarto cuddran
* Para calcular los puntos de corte de las dosidmes, resolveremos el sistema formado
por ambas ecuaciones, con el fin de determinaceito que forman.
y=-X Ly _x2 0 y2 _ . -5+y25-16 »x = -4
y—x2+4x+4} X =X“+4x +4 O0=x°+5x+4 X’f\x:—l
La situacién de las dos graficas superpuestasrsesponde con la gréafica adjunta, y
donde el area rayada es el recinto limitado poraamb
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El 4area del recinto anterior se obtiene
integrando la funcion diferencia de ambas
funciones, entre -4y -1.

1 : 3
Area :f(—x—(x2+4x vd))dx - 2
-1 -4 3 2 T : 1
X X
:jﬁ(—xz—Sx—4)dx | 54| - I 6

- _(;{)3 _5(72)2 - 4(-1) - (_(—4)3 S509% g _4)) -

N o

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Para discutir el sistema gque nos dan, expreséreosforma matricial y usemos el
método de reduccion de Gauss.

1 1 bl|p?2 Triangulemos infetiormente.
1 1 1]-3 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2 fila por:  [2°f] + [1°f]
b 1 1|3b Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] - b - [1*f]

1 1 b b?
2 b+l | p2-3
1-b 1-b?|3p-p3

Tomemos como pivote el elemento a,, = 2 # 0.
Sustituyamos la 3* fila por: 2 - [3*f] - (1-b) - [2°f]

1 1 b b2 El sistema estd triangulado inferiormente, todos los
5 bal ) elementos de la diagonal principal son distintos de cero

+ —
b°-3 salvo el aj;; que puede ser o no cero. Veamos los

0 1-b? b3-b2+3b+3 diferentes casos que pueden presentarse.

*Sia,=0 = 1-B=0 = b=1; b=-1

** Sib=1 = ladltimaecuacion sera 0 =-1-1+3+3, esrd6cF 4, se trata de
una ecuacion absurda, por lo que el sistema ne selucion, es incompatible.

** Sib=-1 = ladUltimaecuacion serd 0= 1-1-3+3, es d6ci 0, que es una
ecuacion trivial, la eliminamos, nos quedaria stesna de dos ecuaciones y tres incégnitas, o
sea, un sistema compatible indeterminado uniparamét

* Si g0 = b1 y b+#-1 = laUltimaecuacion no es ni absurda ni
trivial, el sistema es compatible determinado.

(2) Si b=-1, el sistema es compatible indeternonawiparamétrico, lo resolveremos
sustituyendo este valor de b en el sistema triadguinferior anterior.

11 -11 o

1 1 -111 La incégnita que sobra, la g, la pasamos al
0 2 012 = 02 0|2 segundo miembro como incégnita
00 010 secundaria o parametro.
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( 1 11+ Z) 1 11 +ZJ Triangulemos superiormente.
Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
0 2}-2 0111 Sustituyamos la 1* fila por: [1°f] - [2*F]
102+ El sistema esta diagonalizado, la solucién es:
0 1|-1 x=2+z ; y=-1
Sustituyenda por el parametro t, tendremos finalmente comocs@tudel sistema:
=2+t ;ooy=-1 ; z=t

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) La ecuacion de la trayectoria, que es una remggsa por A= (2, 1, 2) ytiene como
vector de direccioén al vector (1, 2, -1), es:

X =2+t
y=1+2t
z=2-1
El punto de corte de dicha trayectoria con el pld@Y¥, de ecuaciorz = 0, sera
X =2+t x:2+2:4
y=1+2t - y:1+4:5 -~ P=(4,5,0)
z=2-t=0 =1=2 z=0
El punto de corte de dicha trayectoria con el pld@Z, de ecuaciéry = 0, seré:
X =2+t X =2 - l:g
1 2 2 5
y=1+2t =0 = t=-=}¢ = y=0 =,0, =2
2 ,, 1.5 2
= - Z = — —
z=2-t 5 2
El punto de corte de dicha trayectoria con el phé de ecuaciorx = 0, sera:
X=2+t =0 = 1=-2 x =0
y=1+2t - y=1-4=-3; = R=(0, -3,4
z=2-t z=2+2=4

(2) El vector normal al plano coincidird con ettee de direccién de la trayectoria,
esdecir,n =v = (1,2, -1), y como el vector normal es= (A, B, C) =
Ax+By+Cz+D=0 = x+2%-z+D=0
al pasar el plano por el origen (0, 0, 0), se igenié:
0+0+0+D=0 = D=0 = x+2-z=0

(3) Calcularemos el coseno del angulo que formaabveormal al plano XOY con el
de direccion de la trayectoria

cos( A" V) = =

1

0,0,1)- (1,2, -1)
/02402412 /124224 ( -1) 2
este valor coincide con el seno del &ngulo quedaghplano XOY con la trayectoria, y por

tanto el &ngulo que nos piden sera
angulo = arc sen % = 24° 5 4143 "
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o bien
realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 18 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Consideralas funcionds R-R y g: R - R definidas por
f(x) =x2+3x +2 g(x) = -x? -3x +10.
(1) [1 PUNTOQO]. Representa graficamente ambas funciones
(2) [1'5 PUNTOS]. Halla el &rea de la regién del plgone est4 formada por todos los puntos
(x,y) que cumplen quef(x) <y < g(x).

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Calcula las asintotas de la geafle la funciéii definida
parax# -1 por x2 +3x +1
f(x) = —C ——
X +1

y estudia la posicion de dicha grafica con respadés asintotas.

EJERCICIO 3. Considera el pland y la recta r dados por
M=ax +2y -4z +b =0 poX-3_y-1_2z+3
4 -4 1
(1) [1'5 PUNTOS]. Halla los valores de a 'y b paragos r esta contenida €h
(2) [1 PUNTO]. ¢Existen algin valor de a y algun vaeib para los que la recta dada r es

perpendicular al pland?

EJERCICIO 4. Una persona trata de adivinar, mediante cigistas, el coste de tres
productos A, B y C que un amigo suyo ha comprado:

Pista 1: Si compro una unidad de A, dos de B ydesn@ me gasto 900 ptas.

Pista 2: Si compro m unidades de A, m+3 de B y @ dae gasto 2950 ptas.
(1) [1 PUNTO]. ¢Hay algun valor de m para el que edtaspistas no son compatibles?
(2) [1 PUNTO]. Sien la Pista 2 se toma m=4, ¢es [@s#ber el coste de cada uno de los
productos?
(3) [0'5 PUNTOS]. Pista 3: El amigo le dice finalmeqgte el producto C vale 5 veces lo que
vale el producto A y que en la Pista 2 se tiene.g€uanto valen A, By C?
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Opcién B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Dibuja y halla el area der&gién limitada por la recta
y =X+ 3 ylacurva de ecuacion=x* - 4x + 3.

EJERCICIO 2. Una particula se desplaza a lo largo de la adevecuaciony=f(x) siendo
f:R- R lafuncién dada por .
{ 0 si x <0

) =1xe* s x so.
(1) [1 PUNTO]. ¢Hay algun punto en la trayectoriaalpdrticula en el que dicha curva no
admite recta tangente?
(2) [1 PUNTO]. Determina las coordenadas del punttadeayectoria en el que se alcanza
la maxima altura.
(3) [0°5 PUNTOS]. ¢A qué recta se aproxima la trayéctouando x - «? Justifica la
respuesta.

EJERCICIO 3. Considera el sistema
X +2y +3z = -1
2X +5y +4z = -2
X +3y +m?z =m
(1) [1 PUNTO]. Discute el sistema segun los valorépdeametro m.
(2) [1 PUNTO]. Resuélvelo cuando sea compatible indetedo.
(3) [0°5 PUNTOS]. Razona para qué valores de m tiever$a la matriz de los coeficientes

del sistema.

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Halla las ecuaciones de la regta pasa por el punto

P=(1,0,2) y corta a las rectas r y s dadas por
X y+2 z S={2x+6y+2—0

S T | y +2z = 0.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) * Representemos la funcidiix) =x? + 3x + 2, cuya gréfica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas=0 = f(0)=2 = (0,2)
2.- Puntos de corte con el eje de abscispss0 = XxX*+3X+2=0 =

X = _Si 9_8 _ 2 X = _1 - (_2, 0) y (_1, 0)

2 v X =-2
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3.- Coordenadas del vértice V: x=-b/2a=-3/2 =
3

(2)-(3) ol ) 2ot - v

* Representemos la funciog(x) = x* - 3x + 10, cuya gréafica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas=0 = g(0)=10 = (0, 10)

2.- Puntos de corte con el eje de abscisps:0 = x*-3x+10=0 =
_3+,/9+40 -, x=-5 _ (-5,0) y (2, 0)

-2 v X =2
3.- Coordenadas del vértice V: x=-b/2a=3/(-2) =-3/2 =
o2)-{2)" () w0-2 <[ 9
2 2 2 4 2 4
La grafica de cada una de las funciof(g®
y g(X), esté representada al lado.

(2) La region del plano formada por
aquellos puntos xf) que cumplen que
f(X) <y < g(x), es la que se encuentra rayada.

Calculemos los puntos de corte de ambas
funciones, para hallar el &rea de dicha region:

y =x2+3x +2
y = -x?-3x +10

X2+3x+2--x2-3x+10 — x2+3x-4-0 - x-_—:yI9+10 ‘/29+16 X
El area del recinto anterior se obtiene integrdaéiincion diferencia de ambas funciones,
g(x) - f(x), entre -4y 1.
1

Area :f(—x2—3x+10—(x2+3x +2))dx =
,41 1
- [(-2x?-6x +8) dx - 72%376)(72+8x

4

4
_ 2 o aAw 4 2 125
--2-3.8 ( A07 _3(-42-32) - 22

SOLUCION EJERCICIO 2.-

- Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha déasati que:lim f (x) =t

X=X
Comprobemos si existen; en principio hay tuscarlas entre los valores que anulen
al denominador, x + 12= 0 = x= -1.2 Veamoslo.

. . Xc+3x+1 (-1)°+3(-1) +1
lim f(x) =lim = =
x--1 (x) x - -1 Xx+1 0

Estudiemos la posicion de la graficafdespecto de esta asintota vertical.

2 _1)2 _1- _

fim f(x)-fm X_SX+1_ (1)7+3(1) -1 1.
X - -1 X- -1 x+1 -1"+1 0

-« Asintota Vertical:x = -1.

+00
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im f(x)-fim X3+l (19°-3(19) 1 1
x--1" X- -1 x+1 -1"+1 0°
La funcién f(x) tiende a ~ cuandox se acercaa -1 por la derecha, ya ctando lo
hace por la izquierda.
- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha deaeagisflue: lim f(x) =y, e %
Comprobemos si existe. X

x2+3x+1_[oo 2x +3 _

=lim

X = o0

lim f(x) =Ilim

X =00 X = o0 +1
la indeterminacion de infinito partido por infinis@ ha destruido aplicando la regla de Regla
de L"Hopital, que consiste en derivar el numerg@bdenominador independientemente el uno
del otro.

No existe asintota horizontal, sino que se dadaictbn necesaria para que pueda existir
asintota oblicua.

- Asintotas Oblicuas.

Calculemos la ecuacién de la posible asintota wdlicy = mx + n, comencemos

obteniendo el valor de m y después el de la n:
x2+3x +1
. x+1 . Xx2+3x+1 . X
m = lim — = =lm =——— = =lim —
X = o X X = o X X = o X “+X X = X2

Calculemos ahora n:
n=Ilim (f(x)-mx)=Ilim (

X = o X = oo

oo

x2+3x+1 ] _
— X
x+1
La asintota oblicua, esy =x + 2.
Estudiemos la posicion de la gréaficafaespecto de la asintota oblicua.
* Para valores dg muy grandes, por ejempbo= 1000 =
~ 10002 +3000 +1 .
F(2000) - 1000 + 1 -1001°99 4 (1000) <
Yasinoa  (1000) = 1000 +2 = 1002
luego la gréfica dd, parax - «, va por debajo de la asintota.
* Para valores dr muy pequefios, por ejemploz= -1000 =
-1000) ?-3000 +1 .
f (-1000) - =-9977998
( ) -1000 +1 = f(-1000)> vy
Yasimoa ( ~1000) = -1000 +2 = -998

luego la gréfica dd, parax- -, va por encima de la asintota.

(1000)

y asintota

( -1000)

asintota

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Las dos condiciones para que la recta r esté&inlat en el plan®l son: i) que el
vector de direccion de la recta y el normal al pla@an perpendiculares, y ii) que un punto de
la recta pertenezca al plano:

i) Si el vector de direccion de la rectav,=(4, -4, 1), y elmal al pland,



Fco. Fdez. Morales MODELO 18 Pag. 187

n =(a, 2, -4), son perpendiculares, su producto escalar es cero:

v-n =0 - (4 -4,1)-( a2 -4-0 - 4a-8-4-0 - a-3
i) Un punto de la recta, por ejemplo, P = (3,3}, para que pertenezca al plano ha de verificar
que: 3a+2+12+b=0 = 9+14+b=0 = b =-23.

(2) Para que la recta r sea perpendicular al pldn@l vector de direccion de la
recta, v =(4, -4,1), y el normal al planog_ =(a, 2, -4), tienen que tener la
misma direccidn, por lo que sus componentes haeidgroporcionales:

a_ 2. %4 = la dltima proporcién es imposible, luego no heagun valor de "a"

ni de "b" para los que la recta y el plano seapgraticulares.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Llamandax al valor del producto Ay al valor del producto B zal del C, tendremos,
considerando las pistas, el siguiente sistema wkcemes:
X +2y +z =900 } Expresemos el sistema en forma matricial y
mx +(m3)y + 3z = 2950 discutimoslo por Gauss.

( 1 2 1 \ 900 J Triangulemos infel.riormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = 1 # 0.
m m3 3]2950 Sustituyamos la 2° fila por: [2°*f]] - m - [1°*f]
El sistema estd triangulado, los elementos de la diagonal
principal son distintos de 0, salvo el a,, que puede setlo o

no. Veamos los casos que se presentan.

1 2 1 900
(0 3-m 3 m\ 2950 -900 m]
*Sia,=0 = 3m=0 = m=3 = lauUltimaecuacion seria, 0 = 250,
gue es una ecuacion absurda y el sistema no tesolinicon, seria un sistema incompatible y
en consecuencia las dos pistas no son compatibles.
*Sia,0 = 3mz0 = m=#3 = laUltimaecuacion no es ni absurda ni trivial,
el sistema tendria solucién, seria un sistema ciilnlgpandeterminado uniparamétrico.

(2) Sustituyendo m por m = 4, el sistema triangukackerior quedaria asi:
1 2 11| 900 Obtenemos un sistema de dos ecuaciones y treitesiges un
( 0 -1 -1|-650 ) sistema compatible indeterminado uniparamétricdees, con

infinitas soluciones, por tanto, no es posible saecoste
preciso de cada uno de los productos.

(3) Con la tercera pista el nuevo sistema es:
X +2y +z =900 }

Expresemos el sistema en forma matricial y resolvimoslo
por Gauss.

4x + 7y + 3z = 2950
5x -z =0
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1 2 11 900 Triangulemos infeFiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
4 7 32950 Sustituyamos la 2° fila por: [2°F] - 4 - [1°f]
50 -1 0 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - 5 - [1°f]
1 2 1| 900 . Lal
omemos como pivote el elemento a,, = -1 # 0.
0 -1 -1|-650 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f]] - 10 - [1°f]
0 -10 -6|-4500
12 1900 Simplifiquemos la 2* fila por -1
0 -1 -11-630 Simplifiquemos la 3° fila por 4
0 O 42000
1 2 11900 Triangulemos supetriormente.
Tomemos como pivote el elemento a3 = 1 # 0.
0 1 1650 Sustituyamos la 2° fila por: [2°f]] - [3%f]
0O 0 1500 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] - [3*f]]
1 2 0400
0 1 01150 Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: [1*f] - 2 - [2°f]
0 0 1|500
1 0 0l100 La solucion es:
0 1 0l150 * el valor del producto A es dex= 100 pesetas
* el valor del producto B es dg = 150 pesetas
0 0 1500 * el valor del producto C es de = 500 pesetas

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

* Representemos la funcioym=x? - 4x + 3, cuya gréafica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas=0 = y=3 = (0, 3)
2.- Punto de corte con el eje de abscispgs:0 —» x2-4x +3 =0 =

x - AESRTE2 LY - @10y @B0).

3.- Coordenadas del vértice X=-b/l2a=4/2=2= y=4-8+3=-1 = V(2,-1)
* Representemos la rectay = x + 3.

- Punto de corte con el eje de ordenadas: \
x=0 = y=3 = C(0, 3). ’

- Punto de corte con el eje de abscisas:
y=0= x=3; = D(3,0). !

2

Las gréficas de la parabola y la recta, estandatual lado. 1\2/\
Teniendo en cuenta el estudio anterior, los puthéasorte .
de la pardbola con la recta son el (3, 0) y €8)0,
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La region plana limitada por ambas graficas se
corresponde con la zona rayada.

El &rea de la region rayada es la integral defiaittee O
y 3 de la funcién diferencia:

3 3
Area :[[ X +3 -(x 2-4x+3)] dx :[( -x2+3x) dx =
0 0

3
27 27 -54+81 9
=-=- += -0=""-- - =
3 2 6 2

x3 x 2
.32
3 72

0

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) No admitira recta tangente en aquellos puntdesque no sea derivable.

Para estudiar la derivabilidad de la fundi@nalicemos antes la continuidad, ya que si una
funcién no es continua en un punto no sera deevalél.

- El trozo de funcion, 0, definido para valoresxdeenores que 0x<0, es una funcion
constante, y las funciones constantes son conteu&sdoR, luego la funciéf es continua
para x<0.

- El trozo de funciong e, definido para valores demayores que 0¢>0, es continua por
ser el producto de dos funciones continuas enodona polindémicax, y otra exponencial
elementalg™, luego la funciér es continua para>0.

- El problema de la continuidad esta en el puntadide hay un cambio en el
comportamiento de la funcion.

Calculemos los limites laterales y el valor daulecién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

lim f(x)=lim (xe *)=0- e®-0
o Pl
lim f(x)=lim 0=0 = lim f (x)=lim f (x)=f (0) =0

x-0" x-0" X~ 0 X -0

x<0
f@O) =0-e?°=0

Luegof(x) sera continua en el punto O.

En definitiva, la funciori(x) es continua eR.

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcidn sera derivable en un punto, si siemhtitua en dicho punto las derivadas
laterales coinciden. Y para que lo sea en un iaterlo ha de ser en todos los puntos del
intervalo.

- Para valores dex<0, f es derivable, por ser una funcién contante, siémdoncién
derivada, O.

- Para valores de>0, f es derivable, por ser el producto de dos funcideesables en
todoR, una polinémicay, y otra exponencial elementef, luego la funcioér es derivable para
x>0, siendo la funcion derivade; - x €,
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Por tanto, una primera aproximacién de la funciénvdda en los puntos donde ya
sabemos que es derivable y cual es su derivada, ser
F 00 {or xer 4 x50 1]
e -xe si x >0
- El problema esta en el punto 0. Sera derivabiigro punto si las derivadas laterales
coinciden ya que es continua en él.

f (09 =lm f (x)=lm (e *-xe ™) =1-0-=1

x-0" x-0" ] ] ]
f (0)=lim f (x)=lim 0=0 - 0)=1=2f (07)=0
x-0" x-0"

X <0
luego la funcionf(x) no es derivable enx = 0, lo que significa que en este punto de la
trayectoria no existe recta tangente.
La funcién derivada coincidird con la que nos ajpnaxnos inicialmente en [1].

(2) Los méximos relativos de una funcién, definideReihay que localizarlos entre los
puntos de derivada cero, los de no continuidad ddéao derivabilidad. En este caso, al ser una
funcién continua analizando el crecimiento y deion@&mto podremos obtener el maximo
absoluto.

Los puntos de derivada cero los buscamos entrealoses dex > 0, porque para los
menores de cero la funcién es constante y siengbeecero.

e*-xe*=0 - e*1 -x)=0 - 1-x=0 = x-=1
construyamos los dos intervalos de monotonia pa¥eDd, (0, 1) y (1s), probemos valores
intermedios, por ejemplo, 0.1y 2, de estos intes/an la primera derivada:

f 01 =e° -01e% =09e% >0 = crecienteen (0, 1)

f (2 =e?-2e?2=-e2<0 = decreciente en (&)
luego hay un maximo relativo er=1 = f(1)=e' = luego también es maximo absoluto.

En consecuencia, las coordenadas del punta deayectoria en el que se alcanzala
méxima altura son(1, e 1).

(3) Calculemos el limite de la funcion paxa: .

lim f(x) =lim (xe *)=w. e~ :H = lim 2 = lim

X = X = o ® x-o €% x-o €%
la indeterminacion de infinito partido por infinie ha destruido mediante la Regla de
L"Hbpital, que consiste en derivar numerador y danador independientemente.

Hemos obtenido una asintota horizontal, la rgcted, a la que se aproxima la trayectoria
cuandoX — e,

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Expresemos el sistema directamente en formaaisdtyi discutamoslo mediante el
método reductivo de Gauss.
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Triangulemos infetiormente.

12 3|1 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
25 4 |-2 Sustituyamos la 2* fila por: [2*f]] - 2 - [1°f]
13 ml m Sustituyamos la 3* fila por:  [3%*f] - [1°f]
12 3 -
1 Tomemos como pivote el elemento ay, =1 # 0.
01 -2 |0 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - [2°F]
0 1 m*-3|ml
12 3 -1 El sistema esta triangulado, todos los elementos de la diagonal
01 -2 0 principal son distintos de cero salvo el a3 que puede setlo o no.
00 mP-1lm1 Veamos los casos que pueden presentarse.

*

Si ;=0 = nf-1=0 = m=1; m=-1
* Sim=1 = ladltimaecuacion seria, 0 =2, que esam@cion absurda y
el sistema no tendria solucion, seria un sisteg@nipatible.

** Sim=-1 = ladltimaecuacion seria, 0 =0, que esamecion trivial, la
eliminamos, nos queda un sistema de dos ecuagidressincégnitas, es un sistema compatible
indeterminado uniparamétrico.

* Siay#0 = mz1 y mz-1 = ladltimaecuacién no seria ni absurda
ni trivial, se trata de un sistema compatible deteado.

(2) Resolvamoslo para m=-1 que es cuando es conpatidéterminado. La ultima
ecuacion es trivial y la elimindbamos, nos quedastééma:

1 2 31-1 La incégnita que nos sobra, la g, la pasamos al segundo miembro como
01 -2/0 incognita secundaria o parametro.

Triangulemos superiormente.
12)-1-3z Tomemos como pivote el elemento a,, = 1 # 0.
01 2z Sustituyamos la 1°* fila por:  [1*f] - 2 - [2*f]]
1 0|-1-7z Lasoluciénes: x=-1-7 ; y=2z
0 1| 2z Sustituyamos la incognitapor un parametri:

x=-1-n. ; y=2 ;o Z=A

(3) La matriz de los coeficientes tendra inversa doasu rango sea 3. Al triangular
inferiormente, en el apartado (1), hemos obtenitbmatriz en la que todos los elementos de
la diagonal principal son distintos de cero cuamdeea distinto de 1 y de -1, en cuyo caso el
rango sera tres. Simes 1 o -1 el rango seria dos.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Calculemos, en primer lugar, el plano que pasappunto P = (1, 0, 2) y contiene a la
rectar.
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Para calcular la ecuacion del plano necesitamgsuato, el P o uno de la recta, y dos
vectores de direccién, uno seria el de la recyeel otro el que determinan el punto P y un
punto de la recta, por ejemplo, el A =(0, -2, decir,

PA=(0, -2,00 -(1,0,2 =(-1, -2, -2

X =3a -8
la ecuacion del plano es:m =4y = -2 + o - 2p
Z=o-28
2x +6y +2 =0
hallemos la interseccioén aecon la recta: S = y
y +2z =0

Sustituyamos las, y y z, del plano ers para calcular el punto de incidencia.

6o-2p-12 +60-12p+2=0| _ 12a-14p =10} _ 6u-78 =5
2+ -28+20-4B =0 30 - 68 =2 30 - 68 =2

Expresemos el sistema en forma matricial y resobsonpor el método de Gauss.

6 -71|5 Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elemento a;; = 6 # 0.

3 62 Sustituyamos la 2° fila por: 2 - [2°F] - [1°f]

6 -7!65 Triangulemos superiormente.

0 -5|-1 Tomemos como pivote el elemento ay, = -5 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: 5 - [1*£] - 7 - [3%f]

30 032 La solucién es:

0 -5|-1 o =32/30=16/15 ; B=1/5

Sustituyamos el valor de=16/15 y el def=1/5 en el plan®l para obtener el punto H
de interseccion:

X:3.1_671:3
15 5
16 1 4 4 2
-2+ 22 o 22 - 4 2
T 53 H (3’ 3’ 3)
_ 16 _, 1_2
15 5 3

La recta que nos piden es la que pasa por el gunt@l, 0, 2) y por el punto recién
obtenido H, siendo el vector de direccién, el veckP, es decir,
HP-(1,0,2) - |3 -2 2)-[ 24 2
3 3 3 3
luego la ecuacion de la recta es:

Xx=1-2t
y:ﬂt
3
4
zZ=2+—t
"3

recta que efectivamente cortaa pasar por H, y cortargor estar contenida en el plano que
hallamos, cumpliéndose ademas que el vetdtodireccion de, el (3,1,1), y el
4 4

vector HP = ( -2, §J tienen distinta direccion.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 19 DE EXAMEN

Opcién A
EJERCICIO 1. [2’5 PUNTOS]. La funciérf : R -~ R dada por
X2 +bx +c si x <0
f(x) - Ln(>)<(+1) S x>0

es derivable en el punto=0. ¢Cuantovalen b y c? (Nota:t)ms el logaritmo neperiano
det.)

EJERCICIO 2. [2°’5 PUNTOS]. De las funciones contindigsy : R - R se sabe que
2 3
[(F00) +g(x) dx =3, [3(F(x%) -g(x) dx =3,
1 2

f3f(x) dx =3, f22f(x) dx = 3.

3
Calcula si es posible,f g(x) dx y, Si no es posible, diqatr.
1

EJERCICIO 3. Los puntos A=(1,2) y B=(5,6) son los extremosudediametro de una
circunferencia.

(1) [15 PUNTOS]. Calcula la ecuacion de la circunferan

(2) [1 PUNTOQ]. Halla la ecuacién de la recta tangertearcunferencia en el punto A.

EJERCICIO 4. Se dice que dos matrices A y B son semejani@sdouexiste una matriz
invertible P tal que AP =PB.

(1) [1'5 PUNTOS]. Prueba que las matricds- ( 1 g ) By= [ (2) _(i ) son
semejantes.

(2) [1 PUNTOQO]. Resuelve los sistemas

1)) =) v GBEIG)-0)
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Opcién B

EJERCICIO 1. Seaf:R -~ R la funcion definida porf (x) = 2x 2 - 5x 2 + 2x.

(1) [15 PUNTOS]. Demuestra que la recta de ecuagién2x + 1 es tangente a la grafica
de la funcion y halla el punto de tangencia cowadgente.

(2) [1 PUNTO]. ¢Corta esta recta tangente a dichaagr&fn algin punto distinto al de
tangencia?

EJERCICIO 2. La grafica de la funciéhde la figura corresponde a una funcién polinémica
de grado 2. 10

0o 2 4 6 8 10
(1) [1'5 PUNTOS]. Determina una expresion algebraicidencion f.
(2) [1 PUNTOQ]. Calcula el area de la region sombreada.

EJERCICIO 3. Un paralelogramo cuyo centro &4 = [ % 3,4 ] tiene por véstios
puntos A=(1,2,3) y B=(3,2,5).

(1) [1L PUNTO]. Halla las coordenadas de los otros d@wsoes.

(2) [1 PUNTO]. Hallala ecuacion de la recta que pasdpy es perpendicular al plano que
contiene al paralelogramo.

(3) [0°5 PUNTOS]. Calcula el area del paralelogramo.

EJERCICIO 4. Se dice que una matriz A cuadrada de ordero&agonal si su inversa’A
y su traspuesta'&oinciden. Dado un nimero re@) sea B la matriz
cos( x) sen(x) O
B=|-sen(x) <cos( x) O
0 0 -1
(1) [1°5 PUNTOS]. ¢Es ortogonal la matriz B?
(2) [1 PUNTO]. ¢Es Bortogonal?
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SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Si la funciénf es derivable ex = 0, es continua en dicho punto, luego los limaesrales
y el valor de la funcién en dicho punto coincidesamoslo.

1
M:% “lim 2% =1 lim f (x) =lim f(x) =f (0)

x-0" X -0 x -0

lim f (x) =lim

x-0" x-0"
x>0

lim f(x)=lim (x?+bx +c) =¢

x-0" X-~0" l-=c

f) -c
Luego para qud(x) sea continua en el punto 0, se ha de cumplirquel.

También sabemos que es derivable en dicho puntdopgue las derivadas laterales

existen y coinciden, comprobémoslo. La funcién detéaves:
2x +b si X <0
f (x) = X - Ln(x+1)

x+1

5 Si x >0
X

las derivadas laterales son

£ (0°) =lim f (x) =lim 1

X - Ln(x+1) _ im X - (x+1) Ln(x+1) [2}

X0 x-0" X2 x-~0" x3+x2 0
x>0
1 -1
1-Ln(x+1l) -(x+1) — —
l (1) = (x+1) X+1 . -Ln(x+1) [0} . X +1 1
= 11im =lim —/ = 7 == = |im - -
x-0° 3x 2 +2x X-0° 3x2+2x 0 X-0° 6X +2 2

f (0)=lim f (x)=lm @2x+b) =b
xAg’ x-0"

igualando las derivadas laterales:b = —%

Luego sif(x) es derivable en el punto 0, se ha de cumplir ou&% y c=1

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Sabemos que
2

2 2
f(f(x)+g(x)) dx =3 - ff(x) dx+fg(x) dx =3 =
1 1 1

fzg(x) dx = 3 —fzf(x) dx

3 3
[3(f(x) —g(x) dx =3 = [(f(x) -g(x) dx =1 -
2 2
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fsf(x) dx ffsg(x) dx =1 = fsg(x)) dx = fgf(x) dx - 1
2 2 2 2

3 2 2 3
[f(x)dx:s ; {2f(x)dx:3 - {f(x)olx:E

Calculemos la siguiente integral definida, tenieadauenta las anteriores y las propiedades
de Ia linealidad de la |ntegraC|on

fg(x)dx—fg(x) dx+fg(x)dx—3 ff(x) dx+ff(x)dx—1f

:3—%+ff(x) dx —1:%+ff(x) dx :%+ff(x) dx —ff(x) dx =2+3-2 =2
2 2 1 1

2

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Si Ay B son los extremos de un diametroy @,/] el centro de la circunferencia,
se verificara:
= o AC=(a, b) -(1,2) =(a-1, b-2) {a1—5a -~ a=3
AC=CB =9 _ =
{CB—(5,6) -(a, b) =(5 -a, 6 -h) 2-6-b = b-=4
El radio de la circunferencia, es
r=|CBl =y/(5-3)%+(6 -42=/4+4-,8

La ecuacién de la circunferencia es:

(x-af+-bF=F ~ &-3F+(y-47=8

(2) Calculemos la pendiente de la recta AB:

AB=(5,6) -(1,2) =(4,4) = mAB:% =1
ya que la recta tangente en A al ser perpendialidiametro AB, la pendiente de la tangente

y la del diametro guardan la sigfiente relacion: L
= -—, esdecir, =-_— =-=-=-1
”]g mAB n]g mAB 1
La ecuacién de dicha tangente en A, en forma deoguartdiente, es:
Y-Yo=mK-X) = y-2=-k-1) = y=x+3

1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Veamos si existe una matriz P invertible, esrdgaie su determinante sea distinto de
cero, de forma que las matrices A y B sean senegjant

12 ab ab 20 a+2c b+2d 2a -b
apre-(12)(28)-(28) (3] - (N2 5

a+2c =2a a-2c =0

b+2d = -b 2b+2d =0 a-2c =0 a=2c
a-2c|~ a2=0[" b+d=0(" b-=-d
b =-d b+d =0
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Se trata de un sistema compatible indeterminadpijrtimitas soluciones que satisfacen las
condiciones anteriores, por lo que si es posildergmar una matriz P invertible:
ab 2c -d 2c -d
P_(cd)_( c d) = IPI=1¢ 4
La condicion que hay que afiadir es que su determaisaa distinto de cero, lo que implica que
"c"y "d" sean distintos de cero, al igual queyab".

l—20d+cd =3cd =0

(2) Resolvamos el sistema

1 2 X B X X+2y:2x X_2y:0 )
(10)(3/)2()/) ﬁ{ X_Zyé{XZy—Oé X-2y =0

obtenemos una ecuacién con dos incégnitas, sedgaia sistema compatible indeterminado
uniparamétrico, la solucidn esx = 2y. Sustituyendoy por un parametrd,, tendremos

finalmente:
X=2\ ; y=2X

Resolvamos esta otra ecuacion
X {Zx +2y =0

38)(5) () - s -

obtenemos una ecuacién con dos incégnitas, sedgaia sistema compatible indeterminado
uniparameétrico, la soluciéon esx = -y. Sustituyendoy por un parametrd,, tendremos
finalmente:

Es X+y:O

X=-A ; y=2

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Silarectay=-2x+ 1, es una recta tangente a la fundiéen un punto "a", significa
que la pendiente, -2, de dicha recta coincide@detivada de la funcién en el punto de abscisa
"a":

f(x)=2x3-5x2+2x = f (x)=6x2-10x +2 = f (a)=6a’-10a +2

igualando esta Ultima expresion a -2, tendremos:

Z s a =
6a2-10a+2--2 - 3a’-5a+2-0 - a--> Vy2-24 ‘/26524= -

w|n

Calculemos el valor de la funcién en cada uno d@imtos que obtenidos:
f(1)=2-5+2=-1 = (1, -1)

(3)-2ls) of3) 2e) - 5 - (5 5

Obtengamos la ecuacion de la recta tangente erucadde los puntos anteriores.
y+1=-2(x-1 = y=-2x+1

Y - Yo =m(x -x) - 8 _, 73)é _ o s 28

° ° Y %7 73 y =t 57

Efectivamente, la rectg = -2x + 1, es tangente a la graficafden el punto (1, -1).
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(2) Para saber si la recta tangegte -2x + 1 corta a la grafica deen algin otro punto

distinto del de tangencia, resolveremos el sistemmaado por las ecuaciones de la recta 'y de
la funcién.

y =2x°-5x° +2X}=» 2x3-5x2+2x = -2x +1 - 2x3-Bx2+4x -1 -0 -
y = 72x +1
2 5 4 -1 Aplicando Ruffini, hemos obtenido una soluciéon gaze
©) o 3 1 sabiamos,x = 1. Terminemos de resolver la ecuacion de
> 3 1 0 segundo grado que ha salido. w1
“3x+1-0 = X:L\iﬁ— x o1
2

La recta tangente corta a la grafica, ademéas de¢ panéo de tangencia, en el punto
%, 0 ) La ordenada se ha obtenido sustituyendo la abstisafencion.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) La funciénf al ser una funcion polinémica de grado 2, serk derma
y=a+hx+c
pero como el vértice de la parébola, (6, 0), cdeadon el Gnico punto de corte que hay con
el eje de abscisas, la ecuacion la podemos esaréjar asi:
y = af- 6Y
La gréfica corta al eje de ordenadas en el punt®)(@or tanto:
9=a(0-6) = 9=36a = a=1/4
La expresion algebraica de Ia funcites:
y—z(x 6)2 = yf—(x -12x +36) = y:%x2—3x+9

(2) Determlnemos la ecuacion de la recta que pasgpuntos (6, 0) y (0, 9):
x6_y-0 . x8_¥ . y_ 9 .9 o y-3xi0
0-6 9-0 -6 9 6 2

El area de la regién sombreada sera:

Area = i -3x+9- 1x2-3x+9] |dx = i ~Ix243x | dx = J1xP 3 X
f 2 4 f 4 2 4 3 2 2
0 0 0
= — 1 3 3 2 _ =
ﬁG +ZG 0=9

SOLUCION EJERCICIO 3.-- c
(1) Tengamos en cuenta quC=2 AM = D
=(a, b,c) -(1,2,3) =(a-1, b-2, c-3)
Al = (2,3,4 ) ~(1,2,3) :(%,1,1 ) B(m)
o A

:2(%,1,1 ) =(1,2,2)
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igualemos los vectoreAC y 2 AM

U

(a-1, b-2, ¢-3) =(1,2,2)

abhpRE

-~ C=(1,4,5)

U

[
—_———
O T

|
WN -
NN P

)

O T

©

Tengamos ahora en cuenta qB®=2 BM =
BD=(d, e f) -(3,2,5 =(d-3, e-2, f-5)

f
BT\/I:(%,S,4)7(3,2,5) :( 31, 1) - 2BM=(-3,2, -2)

I\)

2 1
igualemos los vectore8D y 2 BM

(d-3, e-2, f-5) =(-3,2, -2) —~ D=(0, 4, 3)

—hcoo.
G e
oo
N
N W
Ll
-0

whO

(2) Calculemos Iqs vectoresB y AD
AB=(3,2,5) -(1,2,3) =(2,0,2)
AD=(0,4,3) -(1,2,3) =(-1,2,0)
el producto vectorial de estos dos vectores no&d darvector perpendicular al plano que
contiene al paralelogramo, es decir, el de direcd®la recta.

e 02 2 2 20
ABxAD=(2,0,2)x( -1,2,0) = , - , =(-4, -2,4)
20 -10 -1 2
La ecuacion de la recta que nos plden es:
X"3 _y-3 _1z-4
—4 -2 4

(3) El area del paralelogramo coincidira con el médigb producto vectorial de los
vectores AB y AD

Area = |ABxAD| = /(-4)2+(-2)%2+(4) 2= /16 +4+16 = /36 = 6

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Probemos que la matriz B es ortogonal, es decir,BjzeB™.

cos( x) -sen(x) O
B! = | sen(x) cos( x) O [1]
0 0 -1

Calculemos ahora la matriz inversa de B. Usarerhog®do de Gauss, que consiste en
poner a la derecha de B la matriz unidad e intentadiante el uso de diversas
transformaciones elementales, que aparezca lazmaidad a la izquierda de B, la parte que
guede finalmente a la derecha es la matriz invas&. (Nota: da igual esta disposicion o la
contraria).

cos( x) sen(x) 0[100 Diagonalicemos. -
Tomemos como pivote el elemento a;; = cos(x) # 0.
-sen(x) cos( x) 01010 Darfa igual suponer que sen(x) # 0.
0 0 -1/0 0 1/ Sustituyamos la 2* fila por: cos(x) [2°f.] + sen(x) [1°f]
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o) (0 0[ 1 o o) M ek«
0 sen ?(x) +cos?(x) 0 |sen(x) cos( x) O sen’(x) + cos’(x) = 1
0 0 1 0 0 1 | Multipliquemos la 3°. por -1

cos( x) sen(x) O 1 0 0 Tomemos como pivote el elementg=d # 0.
0 1 Ojsen(x) cos( x) O Sustituyamos la 12 fila por:
0 o 1l o 0 9 [18f] - sen(x) - [23f]

cos( x) 0 0 |1-sen?(x) -sen(x)cos( x) O ,

stituy. 1-s

0 1 0| sen(x) cos( X) 0 iz;tg;amos sent(s) - por
0 01 0 0 -1

2 -
cos( x) 0 0 cos (x) sen(x)cos( x) 0 Simplifiquemos la 1*f. por cos(x).
0 1 0| sen(x) cos( X) 0 Ya que supusimos que cos(x)#0.
0 01 0 0 -1

1 0 Ojcos(x) -sen(x) O
0 1 O|sen(x) cos( x) O
0 01

La matriz que hemos obtenido a la derecha es la
matriz inversa de B, es decir,

0 0 -1
cos( x) -sen(x) O
B! =| sen(x) cos( x) O [2]
0 0 -1
Observando [1] y [2] comprobamos que ambasiceatson iguales, es decir:

t— B—l
por lo que la matriz B es ortogonal.

(2) Comprobemos si®es ortogonal, lo sera si:
(Bz)t _ (Bz)—l
comprobemos si se verifica. Como’ 8B - B =
B B) -( B)"
sabiendo que la inversa del producto de dos mateseel producto de las inversas en orden

invertido, y que la traspuesta del producto derdafrices es el producto de las traspuestas
también en orden invertido, tendremos:

Bt . Bt :Bfl_ Bfl
observando, segun el apartado (1), que= B:
Bfl . Bfl _ Bfl ) Bfl
gue evidentemente es una identidad, luegoe®una matriz ortogonal.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 20 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Seaf:R -~ R la funcién logaritmo neperiand(x) = Ln(x).
(1) [1 PUNTO]. Prueba que la funcién derivddas decreciente en todo su dominio.
(2) [1'5 PUNTOS]. Determinalos intervalos de crecimiey de decrecimiento de la funcién

g : (0,+) -~ R dadaporg(x) = ()

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Dibujay calcula el area del mgilimitado por las gréficas
de las funcioned, g : R - R dadas por
f(x) =x2 g(x) =x3-2x.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Determinay representa el lugaomgétrico formado por los
puntos P={)y) del plano que verifican la siguiente propiedddriBngulo PAB cuyos vértices
son P, A=(2,0) y B=(-2,0) es un triangulo rectéaegudn angulo recto en P.

EJERCICIO 4. La matriz cuadrada X de orden 3 verifica laciéa

2 4 7
X3+X =0 2 4
0 0 2

(1) [1 PUNTOQ]. Determina, si es posible, el rango de X
(2) [1'5 PUNTOS]. ¢Verifica alguna de las matrices M ysiguientes la relacion del
enunciado?

>

I
o o Rk
o o Rk
e

vs)

I
o ok
o R Pk
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Opcion B

EJERCICIO 1. La funcién derivada de una funcién derivalbleR -~ R viene dada por la
gréafica de la figura. Ademas, se sabe fug) = 9/2.

50 IY

41
3»\
ol 2

-2>\ 1 L 1
2 0 2 4

(1) [2 PUNTOS]. Determina una expresion algebraicd.de
(2) [0'5 PUNTOS]. Calculalim f(x).
X -3

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS]. Calcula una primitiva de la fubi f : R -~ R definida
por f(x) = 2x2sen(x) cuya grafica pase por el origen de coordenadas.

EJERCICIO 3. Sea el sistema de ecuaciones
X+y =1
my+z =0
X+@+mMy +mz=1+m
(1) [1'5 PUNTOS]. Estudia su comportamiento seg8rvidores del parametro m.
(2) [1 PUNTOQ]. Resuélvelo para m = 2.

EJERCICIO 4. (1) [2 PUNTOS]. ¢Cual es el punto P de la rectada por
) Xx+y+2z2=1
' :{X—Zy—4z =1
gue esta mas cerca del punto A=(2,3,-1)?
(2) [0'5 PUNTOS]. Halla el area del triangulo cuyostieés son A, P y B=(1,0,0).

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) La funcion derivadd “ de la funciénf, es f (x) = %
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Estudiemos el crecimiento y decrecimientofde Calculemos la 12 derivada dé o la
22 def, y obtengamos los valores que la anulen

-5 - 50

1
X 2
no hay ningin valor que haga cero a la fundién Por tanto, sélo hay un posible intervalo de
crecimiento o decrecimiento, el intervalo (8);que es donde esta definida tanto la funcion
f como la funciéri . Probemos un valor cualquiera de dicho intervado,ejemplo, el 1, en
la primera derivada dé” (22 def):

o Q) = —% =-1<0 = f esdecreciente entodo su dominio.

(2) Estudiemos el crecimiento y decrecimiento demeion g. Calculemos la 12 derivada
deg, g’(x), y obtengamos los valores que la anulen

2.x - Ln(x) -
g(x) - L g ) = - g'(x):%
_1*Ll’21_(x) =0 - 1-Ln(x)=0 = Ln(x)=1 - x-=-e
X

sélo hay un valor que haga cero a la funa@dnPor tanto, hay dos posibles intervalos de
crecimiento o decrecimiento, el intervalo (0, g)el (e, +), ya que la funciémg(x) esta
definida en el intervalo (0,~). Probemos con un valor cualquiera de cada undia®s
intervalos, por ejemplo, el 1 y €, eespectivamente, en la primera derivada:

g (1) =21t@® 12=1>0 = g(x) es creciente en (0, e).

g (e?) =1itnted _1-2 -1 . g(x) es decreciente en (ex}
e

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Dibujemos la gréafica de la funcidm(x) = x* - 2x.
1.- El dominio de la funcion € ya que se trata de una funcién polinémica.
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas. Seveedall sistema formado por la funcién y la
ecuacion del eje de abscisass 0. X -0
y_x32x}ﬁ 0=x%-2x - 0=x(x2?-2) = 2 o 2 X =42
y = 0 wXc=2
X =2
los puntos de corte con este eje soh=( -/2,0), B=(0,0) y C=(2, 0)
- Con el eje de ordenadas. Se resolvera el sismado por la funcion y la ecuacion del
eje de ordenadasx = 0. Basta sustituix =0 en la funcion:
y=x- = y=0-0=0 = elpuntoesel(0,0).
3.- Lafuncién es continua en todo su dominio yaegipolinGmica.
4.- Maximos y minimos.
Hallemos la primera derivada:g"(x) = 3x* - 2
Obtengamos los valores que anulan a la primergatéj que son:
3x2-2-0 — Xzzg R X:\/z _, ~x = 07816497 ...
3

u o

v X = -07816497 ...
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sustituyamos estos valores que anulan a la pridengada en la segunda derivada, y
segln nos salga mayor o menor que Cero sera mmiméximo.

“ (%) -6 g7 @):6@>0 = minimo en x :E
g’ (x) =6x -

« g [-/2] =-6,/2 <0 - maximoen x = -,/2
3 3 3

aproximadamente el maximo es (-0'816497, 1°08&8)nyinimo (0°816497, -1"0886).
Las ordenadas de estos extremos relativos se ebtisnstituyendo las abscisas
correspondientes en la funcig(x).
5.- Al ser una funcién polinémica no presenta nintipo de asintotas.
6- Lagréfica aproximada de lafuncién esla
situada al lado.
La grafica de la funcién f(x) = x*, es
una parabola elemental cuyo vértice es el
origen de coordenadas. También esta dibujada
al lado.
El recinto subrayado es el limitado por
las graficas de ambas funciones.
Calculemos el area de dicho recinto.
Construyamos la funcién diferencia entre las fumesof(x) y g(x), es decir,
gx)-fx)=x-2x-x* = gX)-f(x)=x3-x*- 2
Veamos cuéles son los puntos de corte de esta fwrasiéan con el eje de abscisas

y=x3-x2-2x\_ o 3 o o 2.y 2y -0 = “X:0
y-0 0=x%-x°-2x X(x°-x-2) =0 X2-%-2-0 —
_li‘/1+8_ X =2
Xo—— " .x=11
El area la obtendremos a partir del calculo dsisientes integrales:
0
0 4 3
3 2 X X 2 1 1 5
= X®-x-2X) dX | = || = - —= -X =0-|=+=-1||=-"2
A fl( ) 7 3 (4+3 ) 12
-1
) 2
4 3
8 8 8
= x3-x2-2x)dx | = |2 -2 x?| |=]a-2 4 o|=|-2|-2
A, g( ) 7 3 3 3| 3
0

" 5 8
IAI“ea:)Ali’)A2:§+§:ﬁ

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Los puntos P del plano tendran de coordenadas

genéricasy y). Silos triangulos APB son rectangulos en FS;Z'O)B toprer
se ha de verificar que los vectorédd® y BP son

perpendiculares y por tanto su producto escalees
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Calculemos dichos vectores y efectuemos su prociscialar.

AP =(x, y) -(2,0) =(x-2,y) : B. @b -

BP - (x, y) ~(-2.0) =(x2, y) o AP ERRD e

(x-2, y)-( x+2, y) =0 = (x-2)( x+2) +y2=0 = x%2-4+y?=0 =

x2+y?-4=0

ecuacion de una circunferencia de centro el origesdio 2, que es la ecuacion del lugar
geomeétrico de los puntos P del plano que satisfaaamdicion del problema, l6gicamente hay
que quitar de dicha circunferencia los puntos A ydBque cuando el punto P coincide con
alguno de ellos no se forma ningdn tridngulo.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Saquemos X factor comun en la relaciéon que nos da

2 4 7 2 4 7
X2+X-=|0 2 4 -~ X (X2+1)=]0 2 4
0 0 2 0 0 2

La dltima matriz es el resultado del producto de mhatrices cuadradas de orden 3, una
es la matriz X, y la otra, la matriz2XI.

Teniendo en cuenta una de las propiedades de kesndeantes, que dice: "El
determinante del producto de dos matrices cuadrada®, de orden n es igual al producto
de los determinantes de cada una de las matressécir:

|A- B| = |A| - |B]
si la aplicamos a las matrices X y-IXtendremos:

2 4 7
IX-(XZ+1) [ =0 2 4| = |X|-|[X2+1]-8
0 0 2

si el producto de dos determinantes es 8, ningerallds es cero, luego el determinante de la
matriz X no es cero, lo que implica que la matrizs<regular, o sea, su rango es tres.

(2) Comprobemos si la matriz A verifica la relacid@i enunciado.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
A=|0 0 1| = A2=A-A=|0 0 1(-|0 0 1]-= 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 3 1 1 5
A*=A-A2=]0 0 1|-/0 O 1|=]0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
sustituyamos las matrices correspondientes endeida:
1 1 5 1 1 1 2 2 6 2 4 7
A®+A=]0 O 1|+]/]0 O 1|=|0 0 2 # 0 2 4
0 0 1 0 0 1 0O 0 2 0 0 2

luego la matriz A no verifica la relacién.
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Comprobemos ahora si la matriz B verifica la rélaalel enunciado.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 3
B={0 1 1| = B?=B-B=|0 1 0 1 1|=/0 1 2
0 0 1 0 O 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 2 3 1 3 6
B5=B-B?=|0 1 1|-[{0 1 2|=[0 1 3
0 0 1 0 0 1 0 0 1
sustituyamos las matrices correspondientes erdeida:
1 3 6 1 1 1 2 4 7 2 4 7
B3+B=[0 1 3|+[0 1 1|=|0 2 4 = 0 2 4
0 0 1 0 0 1 0O 0 2 0 0 2

luego la matriz B si verifica la relacion.

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Obtengamos la expresién analitica de la fundiGnsabiendo que su dominio Rs
ya que la funcionf(x) es derivable eR.

La ecuacidn de la recta que pasa por los punt® §0(2, 0) es:
X-2 y-0 . X -2

:% = y=-X+2

2-0 0-2 2
por tanto la funcionf “(x) es: .
F(x) - -X +2 si x <3
-1 si x >3
La funcion f(x) la obtendremos mediante integracion de la funci6(x).
2
(x +2) dx si x <3 X i
f(x):f ! L of(x) - 2+2x+Cl si x <3
f—ldx si x >3 X +C, Si x >3

Al ser la funcionf(x) derivable, es continua, ya que la derivabilidaglica continuidad;
los trozos polinémicos son continuos, por lo quediodebemos comprobar la continuidad es
en el punto 3, por existir un cambio en el compoigato de la funcién. Para que lo sea, los
limites laterales y el valor de la funcién en dighmto deben existir y coincidir:

lim f(x)=lim (-x +C,)=C, -3

x-3" X3 lim f(x) =lim f(x)=f (3)
>3 X - 3" X -3
2
lim f(x)-lm | -X cox+c|-2.c (-
X-3" X-3" 2 ! 2 t C -3- 3 c c - 9 C
x<3 2 "§+1=’ 2_§+1

f(@3) =cC,-3
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Como nos dan el valor de la funciben el punto -1, tendremos:

9 Ly 9 9 1 _

(-5 - — *2-1)+C -5 = CG-5+r5+2 = C -7
9 9 23

C-5+C = G-5+7 - G-5

luego la funcionf(x) es:

(2) Calculemos el limite de la funcidifx) cuando x tiende a tres

lim £ (x) = lim (7x+2_23) _ 3,28 _17

x-3" x-3" 2 2

lim f(x) = lim (7§+2x+7) 9 .71

X=3" X -3" 2 2
lim f(x) =lim f(x) =lim f(x) = 2~
x-3 x-3" X -3 2

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Para obtener una primitig(x) def(x) calcularemos la siguiente integral

F(x):ff(x) dx :f2xzsen(x) dx - [1]
integral que la vamos a hacer por partes:
u=2x? © du = 4x dx
dv = sen(x) dx : v:fdv:fsen(x) dx = -cos( X)
continuando desde [1]
= -2x2cos( X) + f4x cos( x) dx = 2]
integremos nuevamente por partes la Gltima integral
u=4x 7 du =4 dx
dv = cos( x) dx : v:fdv:fcos( x) dx = sen(x)

continuando desde [2]
=-2x 2cos( x) +4xsen (X) f4fsen (x) dx =-2x 2cos( x) +4xsen (x) +4cos( x) +C

De todas las primitivas obtenidas calculemos laggasa por el punto (0,0)
F(x) =-2x2cos( x) +4xsen (x) +4cos( x) +C = F(0) =0+0+4cos(0) +C

0=4+C = C=-4 = F(x)=-2x2%cos( x) +4xsen(x) +4cos( x) -4

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Para discutir el sistema lo expresaremos en fonatecial y procederemos mediante
el método de reduccion de Gauss.
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1 1 0|1 Triangulemos inferiormente.
0O m 110 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 3 fila por: [3°f] - [1°f]
1 1+m 1+m
11 0|1
om 1l0 Intercambiemos entre si las columnas 2* y 3%
0 m m
(x) (2) (y)
10 111 Tomemos como pivote el elemento ay, =1 # 0.
0 1 m|oO Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - m - [2°f]
0 m mm
(x) (2) ()
1 0 1 1 . Lo .
El sistema estd triangulado, todos los elementos de la diagonal
0 1 M | 0 | principal son distintos de cero salvo el aj; que puede o no ser cero.
0 O mm?|m) Discutamos los diferentes casos que puedan presentarse.

*Sia,=0 = m-mM=0 = ml-m=0 = m=0 ; m=1.

* Sim=0 = ladltima ecuacion es, 0 = 0, es decir, uneeén trivial, la
eliminamos, nos queda un sistema de dos ecuacjoires incognitas, o sea, un sistema
compatible indeterminado uniparamétrico.

* Sim=1 = laultimaecuaciones, 0 =1, es decir, uneaeién absurda, se
trata de un sistema incompatible.

*Si a0 - m-mMz0 - m@-m)x0 =m0y m:l, ladltima
ecuacion no es ni absurda ni trivial, nos quedsistema de tres ecuaciones y tres incognitas,
0 sea, un sistema compatible determinado.

(2) Sustituyamos m por 2 en el sistema trianguladerimn:

(x) (2) (y)
10 111 Simplifiquemos la 3* fila por 2
0O 1 2|0
0O 0 -2|2
(x) (2) (y) , ,
Triangulemos supetiormente.
10 11 Tomemos como pivote el elemento az;; = -1 # 0.
0O 1 2|0 Sustituyamos la 2* fila por: [2°f] + 2 - [3%f]
0 0 -1l1 Sustituyamos la 1° fila por: [1°f] + [3°£]
(x) (2) (y)
1 0 0)2 El sistema esté diagonalizado, la solucién es:
0 1 012 X=2 ;oy=-1 ; z=2
0O 0 -1|1
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) El'punto P de larecta que esta mas cerca del punto A es aquel quégueriflue
los vectoresPA y v, sean perpendiculares

Expresemos la ecuacion de larecta en forma paramétara ello resolveremos el sistema
poniéndolo en forma matricial y procediendo mediaitmétodo de Gauss.

11 2|1 Triangulemos inferiormente.
1 -2 -4|1 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2°f] - [1°f]
1 1 21 o )
0 -3 610 Simplifiquemos la 2* fila por 3
11 21 El sistema esta triangulado, la incdgnita que nos salmda pasamos
0 -1 -210 al segundo miembro, como incognita secundaria.
1 1 ‘ 1-2z J Triangulemos supetiormente.
0 -1| 2z Tomemos como pivote el elemento a,, = -1 = 0.
Sustituyamos la 1° fila por:  [1°f] + [2°f]
1 01 Lasolucibnes: x=1 ; y=-Z
0 -1 ‘ - ] Sustituyenfzkz por el parametra, las ecuaciones paramétricas de la
recta r seran:
x =1 El punto P de la rectatendra de coordenadas genéricas:
r —{y = -2XN P:(l,kzx)
Z=XA El vector de direccion de la recta es el (0, -2, 1)

Impongamos la condicion de perpendicularidad embsesectoresPA y v,
PA=(2,3, -1)-(1, -2) ) =(1,3 +2x, -1-2) ; VvV, =(0, -2,1)

PA- v, =(1,3 +25, -1-2)-(0, -2,1) =0 = 6-4r-1-A=0 = A=-
luego el punto P esP = (1, -2, A) = (1, 1_;‘, —%)

SIEN

(2) Construyamos los vectore&B y AP
AB=(1,0,00 -(2,3, -1) = (-1, -3,1)

AP =1, X, —1) -@,3, -1 = (—1, -1 —E)
5 5 5

Calculemos el producto vectorial de ambos vectores

o 1 2 -3 1 -1 1 -1 -3
ABxAP=(-1, -3,1)x | -1, -=, -—=| = 1 2] 2|s 1] =

5 5 = = I i =

5 5 5 5

(e.1 2y 1g)_(z L1 _m
5 5 5 5 5 5 5

El area del triangulo APB sera

< 1|, - 1 712 712 14 )2 1 49 39 196
Area = = |ABx AP =—\J(_) (—_) (—_) = - | = + 2= =
2 | | 2 ' " 2\ 25 25 25

v V-

2 V25 10
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 21 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Haciendo el cambio de variat#tee, calcula
1

e)(
- -  dx.
{ e +3e*+2

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Se sabe que la funcibn[0,5]- R dada por
ax +bx? si 0<x<2

f -
(x) {c+,/x1 Si 2<x<5h

es derivable en el intervalo (0, 5) y verifif@®) =f(5). ¢ Cuanto valen a, b y ¢?

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Halla el punto Q simétrico del jurP=(2,0,1) respecto de
la recta r que pasa por el punto A=(0,3,2) y ealpkr a la recta s de ecuaciones

{x +2y =0
S =
z=0

EJERCICIO 4. Considera las matrices

1 1 0 1 1 1
A= 1 0 1 B=-|0 1 1
-1 1 1 0 0 O

(1) [1'5 PUNTOS]. Determina si A y B son invertiblesgn su caso, calcula la matriz
inversa.
(2) [1 PUNTO]. Resuelve la ecuacion matricial BA%AAB - X.

Opcién B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Dos particulas Ay B se mueverlgriano XOY. En cada
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instante de tiempblas posiciones de las particulas son, respectivemne
A[%(tl), @(1 t)) y B(2+t, 0).

Determina el instantg en el que las particulas estdn mas proximas sihyra qué distancia
se hallan una de otra en ese instante.

EJERCICIO 2. (1) [1 PUNTOQ]. Calcula la integral
f sen ( x) d

— 77  dx

(cos( x)) ®
realizando el cambio de variable ocQstt.
(2) [1 PUNTO]. Calcula la misma integral que en el &g anterior pero haciendo el
cambio de variable tg)=u.
(3) [0°5 PUNTOS]. ¢ Se obtiene el mismo resultado enarhsos? Justifica la respuesta.

EJERCICIO 3. Considera la circunferencia de ecuaciér y* = 13.

(1) [0'5 PUNTOS]. Represéntala indicando su centro nadio.

(2) [2 PUNTOS]. Halla el area de la figura limitada fas tres rectas siguientes:
(a) la recta tangente a la circunferencia en et@A=(3,2),
(b) la recta normal a la circunferencia en el pukit
(c) el eje de abscisas.

2 a 5
EJERCICIO 4. (1) [1'5 PUNTOS]. El determinante4 a? 13 vale cero para a=3.

8 a® 35
Comprueba esta afirmacion sin desarrollarlo e arttio las propiedades de los determinantes
que apliques.

(2) [1 PUNTO]. Determina todos los valores de a pasmadoe las tres columnas del
determinante anterior representan vectores lingakrgependientes. Justifica la respuesta.

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.--
Calculemos en primer lugar

e)(
Ve
fe2X+3eX+2

haciendo el cambio de variable: t = € ; dt=e€‘dx
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X
fe— dx :fdit - [1]
e +3eX +2 t2+3t +2
hemos obtenido una integral racional propia, calowis las raices del denominador:
t2+3t +2=-0 = t :7732‘/9’8 _ o1

. -2
Descompongamos el integrando en fracciones eletesenta
1 __A _ B _ 1 _ A(t +2) +B(t +1) _
t2+3t +2 t+1  t+2 t2+3t +2 (t+1)( t+2)
t=-1 = 1=A

2 - 1-B = -1-B

1 =A(t +2) +B(t +1) - {t:

continuando en [1], tendremos
:f AL B | gt :fidt S [—Ldt - Lnft+1] - Ln|t 2] -
t+1

t+1 t+2 t+2
=Lnje*+1| + Ln|e*+2]

Ahora calcularemos la integral definida que no® @ildejercicio.
1 1

e’ X x
f—dx:[Ln\e +1] - Lnje*+2[] =
5 e +3eX +2 0
e+l 2 3(e+l)
=Ln|e+l|-Ln|le+2| - (Ln(2) -Ln(3 =Ln|—=| -Ln|=| = Ln
e+1]-Lnfes2| - (Ln@) -Ln(3) e+2‘ ‘3‘ o)

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Como f(0) =f(5), y f(0) =0, yf(5) =c + 2 - O0=c+2 = c=-2.

Sustituyamos este valor de ¢ en la funcf@r)
f(X)_{ax + bx 2 si 0<x<2
2+ x-1 si. 2<x<5

Al ser derivable en (0, 5) es continua en (0, Sjudiemos la continuidad.

- Paravalores de 0 <x< 2, el trozo de funcionxabx?, es polinémica, que es continua
en todoR, luegof lo es en el intervalo 0x< 2.

- Paravalores de 2 <x< 5, el trozo de funcion correspondiente, esilacaadrada de
una funcién polinémica de primer grado que es ooatipara los valores del, mas una
funcién constante, luego seguira siendo continua yalores de>1, por tantof lo es en el
intervalo 2 <x<5.

- El problema esta en el punko= 2 que es donde hay un cambio en el comportamien
de la funcién. Como es continua, los limites ldésrg el valor de la funcién en dicho punto
existen y coinciden, veamoslo:

lim f(x)=lim (-2+/x-1) =-2+1=-1

X -2 X2 lim +f(x)=|im 7f(x) =f@2 =
lim f(x)=lim (ax +bx?) =2a +4b = yx°2 x-2
X2 X2 2a +4b = -1
f(2) =2a+4b
luego es continua en el punto 2 si se verifica quza + 4b = -1. [1]

Estudiemos ahora la derivabilidad.
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Una funcién sera derivable en un punto, si siermicua en dicho punto las derivadas
laterales coinciden. Y para que lo sea en un iaterlo ha de ser en todos los puntos del
intervalo.

- Para valores de 0x< 2, f es derivable, por ser una funcion polindmica, diela
funcién derivada, a+3b

- Paravalores de 2« 5, f es derivable, por ser la suma de dos funcionégaddes una
en todoR y la otra (la raiz cuadrada) é{1}, luego la funciénf es derivable para 2x< 5,

siendo la funcién derivada,—:—.
2/Xx-1

Por tanto, la funcion derivada es:
a + 2bx si 0<x<2
f(x) = L si 2<x<5
2,/x-1
- La funcion es derivable en 2, lo dice el problepgrp para que lo sea, las derivadas
laterales deben coincidir ya que es continua en él.

, . . . 1 1
f@2"=Ilim f (x)=Ilim == . N - -
m kT 2 f)-f(©)
X>2 = 1
f@27)=Ilim f (x)=lim (a+2bx) =a+4b §=a+4b = 2a+8b=1
X-2 X-2
x<2
luego la funciérf(x) es derivable erx = 2, si se verifica que: 2a+ 8b = 1. [2]
Para calcular el valor de a y de b, resolveremsgstima formado por [1] y [2]:
2a +4b = -1 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo por Gauss.
2a +8b =1
2 4]1-1 Triangulemos inferiormente.
2 8|1 Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2°*f] - [1°f]
2 41 Simplifi la 2* fila por 2
implifiquemos la 2° fila por
04| 2 P P
Triangulemos superiormente.
2 411 Tomemos como pivote el elemento a,, = 2 # 0.
0 2|1 Sustituyamos la 1* fila por:  [1*f] - 2 - [2°f]
2 0]-3 El sistema estd diagonalizado, la solucion es:
0 2|1 a=-3/2 ; b=1/2

SOLUCION EJERCICIO 3.-

El vector de direccion de la recsalo obtendremos
mediante el producto vectorial de los vectores adgma
cada uno de los planos que definen a la recta:

v, =n xm, =(1, 2, 0)x(0, 0, 1) =

20 10 12

( 01/ ‘01" ‘oo

|-e 0
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La ecuacion de la rectaque pasa por Ay su vector de direccion es ()} Isera:

X =2t Un punto H de la recta 7 tendra de coordenadas genéricas:
r= 32’23“ H= (2t 3, 2).
Impongamos la condicion de perpendicularidad emdesectoresPH 'y v,
PH=(2t,3 -t,2) -(2,0,1) =(2t-2,3 -t,1) V. =(2, -1,0)

PH- v -=(2t-2,3 -t,1)-(2, -1,0) =0 = 4t-4-3+t =0 = t-=
Sustituyamos este valor de t en el punto H y ereetior PH
H=(2t,3 -t,2) :(ﬂ,s—l,z) = (ﬂ, E,z)
5 5 5 5
PH=-(@2t-2,3 -t, 1) :(ﬂ—z,s—l,l):(i, 3,1)
5 5 5 5

El punto Q=(a, b, c) simétrico del P respectw,deerifica que PH= HQ es decir,
4 14 18
-—a-—-— = a=

o1l ~

5 5 "5
pﬁ—ﬁq:[%, %1] _(a, b, c)—(l—s“, %2) ~{fp-2 L op-
1

5
c-2 = c=3

luego el punto Q esQ :( 1—58 1—56 3 )

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Determinemos si la matriz A es invertible ponadtodo de Gauss, consistente en
poner a la derecha de la matriz A la matriz unelaentar que aparezca, mediante el uso de
diversas transformaciones elementales, la matriadra la izquierda de A, la parte que quede
a la derecha es la matriz inversa de A.

1 1 01l1 Diagonalicemos.
1 0110 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2* fila por:  [2°f] - [1*f]
-1 1 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] + [1°f]

Tomemos como pivote el elemento a,, = -1 # 0.
Sustituyamos la 3 fila por: [3°f] + 2 - [2°f]

r O O Fr O O

0
1
0
0
1
0

1

1 0

0 1

0 1

1 101 0O . .
Triangulemos superiormente.

0 -1 1|-1 10 Tomemos como pivote el elemento a;; = 3 # 0.

0 0 3/|-1 2 1 Sustituyamos la 2° fila por: 3 - [2°*f] - [3°f]

11 0/1 00

0 -3 0l2 1 -1 Tomemos como pivote el elementg=a-3 = 0.
Sustituyamos la 1* fila por: 3 - [1°f] + [2°f]]

0 0 3|-1 2 1

30071 1-1 Simplifiquemos la 1* y 3* fila por 3.

0 -3 0/-2 1 -1 Simplifiquemos la 2* fila por -3.

00 3/-1 2 1 La matriz A es invertible, siendo la matriz inversa, la matriz:
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wlk wlr w|-

wln wle wle

A=

wlk wlny wle

La matriz B no es invertible porque tiene toda ulaa(fa 32) de ceros.

(2) Resolvamos la ecuacion matricial, BA*AAB-X - X=AB-BA+A?
110 111 111 1 10 1 10 1 10
X1 01}|-|01 1f(-j01 1}l 2 O1|+] 1 01 1 0 1]-=
-1 11 00O 000 -1 11 -1 11 -1 11

1 2 2 12 2 2 1 2 1 1
=1 1 1|-101 2 +[ 0 2 =1 2 O
-1 0 0 00O -1 0 2 -2 0 2

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Construiremos la funcion distancia entre dos pyy@sjue pretendemos que sea minima
dicha distancia.

dist (A B) =d(t) =\J(2—t Iy 71))2+ (7§(1 4))2 ]

:\J(Z—t -2t +%)2+ (%(1 +t 2—2t)) :\J(—%t +§)2+ (;(1 +t 2—2t)) =

:¢3t2+§—ﬂt +243t2 5 - /3t%2-9t +7
4 4 4 4 4 4

Hacer minima esta funciom(t) es hacer minima la funcion del radicandodessr,
la funcion, D(t) =3t 2-9t +7, cuyo dominio eX.
Calculemos el valor que anula a la funcion printenavada D’ (t):
D(t) =3t2-9t +7 = D(t) =6t-9 = 6t-9=0 = t =15
Estudiemos la monotonia de la funcid(t), continua y derivable en su dominio.
D'(1)=6-9=-3<0 = D'(t)<0 = D () esdecreciente en~]-1"5[
D(2)=12-9=3>0 = D'(t)>0 = D (t) escreciente en ]1 5¢f
luego hay un minimo relativo eh= 1’5, que también es minimo absoluto, es deu, &
instante en el que las particulas estan mas préxeésan et | =15
La distancia a la que se encuentran las dos pasienl ese instante es:

dist (A B) :d(1'5):\/3(1'5)2-2_27+7:\/§:%
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SOLUCION EJERCICIO 2.-
(1) Calculemos la integral

sen( x)
(cos( x)) 2
haciendo el cambio de variable cQs{t Voo send dx=dt
f sen ( x) dx:ffdt:—ft*dt:—t—: 1 1
(cos( x)) ts -2 2t? 2cos?(x)

(2) Calculemos la misma integral
f sen ( x) d
— 77  dx
(cos( x)) ®
haciendo ahora el cambio de variablégg (x) =u = - dx =du
cos 2(x)
sen (x) _rsen(x) dx ~ o u?  tg %(x)
——==F —dXx = = fudu-=—-—-
f(cos( x)) ° fCOS( X) cos?(x) f 2 2

(3) Aparentemente no se obtiene el mismo resultagfegtivamente son distintos, sin
embargo las dos primitivas que se han obtenidoeberd diferenciar solamente en una
constante, comprobémosilo:

1 _ 19 A(x)
2 cos ?(x) 2
_ 1 _sen?(x) _ 1-sen®*(x) _ cos*x) _ 1
2 cos?(x)  2cos?(x) 2 cos 2(x) 2 cos 2(x) 2

luego como era de esperar las dos primitivas seatfi€ian en una constante.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) La circunferencia de ecuaciod + y* = 13, tiene su
centro en el punto (0, 0) y su radio ¢43

La circunferencia esta representada al lado.

(2) Hallemos el area de la figura limitada por lagas

tangente y normal a la
circunferencia en el punto
A=(3,2) y el eje de abscisas. Se trata del areadeagn la
figura. La pendiente de la normal que pasa por 3, 2) y por

A & el origen de coordenadas es, evidentemente, 2/3.
La pendiente de la recta tangente, al ser perpdadiia recta

c ¢ Jme normal, es -3/2, y su ecuacion:
y72:f%(xf3) = y:7§x+1_3

2 2
Calculemos el punto de corte de la recta tangemekeje de
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abscisas. Se trata de resolver el sistema formaddagecuaciones de la tangente y la del eje
de abscisas.

y =0
3 13 13
y:_E)(Jrl_fi = O:—§x+7 - 0=-3x+13 = X ==
2 2
El area de la figura rayada es la de un trianguiga base es 13/3 y la altura 2:
13
—= .2
Area - base - altura 3 _ 13
2 2 3

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Sustituyamos "a" por 3 en el determinantergpseda el problema.
2 3 5 2 3 2+3
4 9 13|=14 9 4+9]|=0
8 27 35 8 27 8+27

La propiedad que hemos aplicado es: "Si una colutena determinante es combinacion
de otras columnas, el determinante es cero". Erntnouesso la 32 columna es la suma de las
dos primeras columnas.

(2) Desarrollemos el determinante:
2 a b5
4 a? 13| =70a?+20a®+104a -40a?-26a°-140a = -6a° +30a? - 36a
8 a® 35

las tres columnas del determinante representagérvéctores linealmente dependientes si el
determinante vale cero. Igualemos a cero el rekuliaterior y calculemos los valores de "a"
que lo hacen cero.

-6a®+30a%2-36a =0 = -6a(a’?-5a+6) =0 -

~a=0

= — /‘a:3
+~ a’-5a+6=0 - a:—SiVZZ5 24 . a2
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o bien
realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

MODELO 22 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. (1) [1 PUNTO]. Dibuja la region limitada por Brafica de la funcion
f: [0, 1]- R definida porf(x) = Ln(1+x), la recta tangente a la graficafdmn el origen y la
recta x = 1. (Nota: Ln{) es el logaritmo neperiano t§

(2) [1'5 PUNTOS]. Halla el area de dicha region.

EJERCICIO 2. La poblacion de una colonia de aves evoluciameet tiempd, medido en
afios, segun la funcioR : [2, 12]- R dada por

P(t)_{10+(t—6)2 si 2t <10

28 - 2t°° si 10<t <12.

(1) [1'5 PUNTOS]. Representa graficamente la funciéniitlica en qué periodos de tiempo
crece o decrece la poblacién.
(2) [0'5 PUNTOS]. Indica los instantes en los quedblacion alcanza los valores maximo
y minimo.
(3) [0'5 PUNTOS]. Silapoblacién evolucionara a pattéit=12 con la misma funcién que
para 10 < < 12, ¢llegaria a extinguirse? Justifica la respugahdo, en caso afirmativo, el
instante de la extincion.

EJERCICIO 3. Sea C la matriz que depende de un parametraeputa

2 -1 m
c=]1 0o -1
-2 1 1

(1) [1 PUNTOQ]. ¢Para qué valores del parametro memetinversa la matriz C?
(2) [1°5 PUNTOS]. Calcula la matriz inversa de C pama= 2.

EJERCICIO 4. Sedl el plano de ecuaciofl = 3x- 2y - 6z=1 y ser la recta dada en forma
paramétrica por
r=yv,2=(10,1) (2, -1, 1) N € R).
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(1) [0°5 PUNTOS]. ¢(Como se define la relacion de pismho entre una recta y un plano?
(2) [0°75 PUNTOS]. En el caso concreto de la rectalmpfandl, ¢como averiguarias si son
paralelos? Comprueba si lo son.

(3) [0°5 PUNTOS]. ¢Cbémo se define la relacion de petmailaridad entre una recta y un
plano?

(4) [0°75 PUNTOS]. En el caso concreto de la rectalpfandl, ¢,como averiguarias si son
perpendiculares? Comprueba si lo son.

Opcién B

EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS]. Sea f : R - R la funcibn dada por
f(x)=ax®+bx2+cx +d. Calcula a, b, ¢ y d sabiendo que la grafed diene un
punto de inflexion en Q=(-1,3) y que la tangentdicha grafica en el punto M=(0,1) es

horizontal.

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. Dibujay calcula el area del ndgilimitado por la curva de
ecuaciony = y las rectas de ecuaciomesl e y=3x+ 2.

1+x

EJERCICIO 3. Considera el punto P=(-1,2,1).
(1) [1 PUNTO]. Determina un punto Q del plafic= -3x +y +z+ 5 =0 de forma que el
vector PQ sea perpendicular al pldho

(2) [1 PUNTOQ]. Determina un punto M de la recta =

de forma que el vector MP sea paralelo al plano
(3) [0'5 PUNTOS]. Calcula el area del triangulo MPQ.

Xx-2 y+1 z-10

-1 1 -1

EJERCICIO 4. [2°5 PUNTOS]. En un supermercado se ofrecenlates formados por
distintas cantidades de los mismos productos.
- El primer lote esta compuesto por una botellaateaza, tres bolsas de cacahuetes y
siete vasos y su precio es de 565 ptas.
- Elsegundo lote estd compuesto por una botetterdeza, cuatro bolsas de cacahuetes
y diez vasos y su precio es de 740 ptas.
Con estos datos, ¢podrias averiguar cuanto deladeiaun lote formado por una botella de
cerveza, una holsa de cacahuetes y un vaso? causdifiespuesta.
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SOLUCIONES Opcioén A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Hallemos primeramente la ecuacion de la recigetate a la grafica de la funcidix)
en el origen, es decir, en el punto de absgjsa0, y ordenadyg, = 0.
La ecuacidn de la recta tangente a la gréafica flenkzon f en el punto (0, 0) es:

Y-Y=f (%) X-%) = y-0=f(0) x-00 - y=1f(0)-x

’ 1 , 1
f =Ln(1 = f =_ - = f -_- -1
(x) =Ln(@ +x) () = 1 0 -5
luego la ecuacion de la recta tangente es:
y=X

La grafica de la funciéri(x) = Ln(1+x) coincide con la d&.n(x) pero desplazando ésta
una unidad a la izquierda. No obstante podemosliastsus caracteristicas mas importantes.
1.- Dominio general de la funcién: (-1e} Aunque en este ejercicio es [0, 1].

2.- Crecimiento:

f(x)= Tx = no hay ningun valor que anule a la deriygdaara
cualquier valor dex > -1 la funcioén derivada es siempre ‘1
positiva, luego la funciéri(x) es creciente en todo su § y=x
dominio, y I6gicamente en el intervalo de definicjo, 1]. 2 ‘
3.- Punto de corte con los ejes: (0, 0). | y=Ln(1+x)
4.- La grafica ddf(x), y la de la region pedida es la situada

al lado.

(2) El &rea de la region vendra dada por:
1

X2

1 1
dx - [ Ln(1 dx =
{x X £ n(l +x) dx 5

1 1
- [ Ln( +x) dx - ; - [tn@ =) dx =[]
0 0 0
Calculemos la Ultima integral mediante el métodintkgracion por partes.

u-=Ln(1 +x) : du = 1
1+x
dv = dx ; v:fdv:fdx:x
= . — X =
an(l +X) dx = x- Ln(1 +x) f T+x dx
la nueva integral que se ha obtenido es una integianal impropia, | 1+ x
dividamos el numerador entre el denominador: -x-1 1
-1
Cx. _ _ 1 -
=X- Ln( +x) f(l l+x) dx

-x- Ln(1 +x)—fdx+f1—1xdx = x- Ln(l +x) - x +Ln(L +X)

sustituyendo esta expresién en [1], como resuldieddicha integral, tendremos:
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- [x- Ln(1 +x) -x +Ln(1 +x)]l:
0

- [Ln@) -1+Ln@) -Ln@)] -

N|

N N

-Ln(2) +1-Ln(2) +Ln(2) = % - 2Ln(2) = Areade laregion.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Representemos la funcidf(t) = 10 + ( - 6), cuya gréafica es una parabola, en el
intervalo [2, 10].
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas: 0 = P=46 = (0, 46)

2.- Punto de corte con el eje de abscisas:

P=0 - 10+(-6f=0 - t-12+46=0 - t :L;M*w“
luego no hay puntos de corte con el eje de abscisas

3.- Coordenadas del vértice V, que es un minimo:
t=-b/2a=12/2=6 = P=10+(6-6)=10 - V=(6,10)
4.- Otros dos puntos que nos ayudaran a dibujaréficg son:
t=2 - P=26 - (2,26) ; t=10 - P=26 - (10, 26)
* Representemos ahora la funciB(t) = 28 - 2-°, en el intervalo (10, 12].
1.- Punto de corte con el eje de abscisas. Se sraatV sistema formado por la funcién y la
ecuacion del eje de abscisdsz= 0.
p=28 -2'° _ t-9 to9 _ _ Ln(28)
P-0 }ﬁ0282 = 2 =28 it—gfw
luego el punto de corte con el eje de abscisag£3:8073, 0).
2.- Punto de corte con el eje de ordenadas=0 = P=28-2=27998 =
luego el punto es el (0, 27°998) P
3.- Lafuncién es continua en todo su dominio.
4.- Crecimiento y decrecimiento.
La primera derivada esP’(t) = -2-°- Ln(2) 2
Obtengamos los valores que anulan a la |

= t =13"8073

26

primera derivada: L ; P
29 1Ln(2)=0 = no hay ninguno. $ A
So6lo hay un intervalo de monotonia. 12 8 4 5 6 7 8 9 10 1112

Probemos un valor cualquiera, por ejemplo el
9, en la primera derivada y segun nos salga mayoemor que cero, el intervalo sera
creciente o decreciente.
P9 =-27°Ln@2)=-Ln(2) <0 = decreciente en todo su dominio.
5.- Asintota horizontal.
lim (28 -2!°°)=28 -2"9-28-0-28 - asintota horizontaP=28 cuandot--e

t - -
6.- Dos puntos importantes son:
t=10 - P=26 - (10,26) ; t=12 - P=20 - (12, 20)
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* La grafica aproximada de la funcion a troBgH es la situada mas arriba.
La poblacién decrece en los intervalos [2, 6§19, 12]; y crece en el (6, 10).

(2) Calculemos en primer lugar los extremos relatigog pueden ser alcanzados en los
puntos de derivada cero, en los de no continuida los de no derivabilidad.

Estudiemos la continuidad.

- En el intervalo 2< t < 10, la funcién correspondiente dB(t) es una funcion
polinémica, y las funciones polinémicas son cordgan tod®, luego este trozo es continuo
en el intervalo 2 t<10.

- En el intervalo 10 ¢ < 12, la funcion correspondiente de(t) es la suma de una
funcién exponencial mas una constante, ambas c@agtien tod®, luego este trozo es
continuo en el intervalo 10t 12.

- EL problema estaria en el punto 10, donde haganmbio en el comportamiento de la
funcién.

Calculemos los limites laterales y el valor daulecfén en dicho punto, para ver si existen
y coinciden (aunque graficamente ya vimos quesstentinua),

lim P(t)=lim (28 -2 °)-26

t-10" t-10"
t >10
lim P(t)-lim (10 «(t -6)2)-26 (= lm P(t)=lim P(t)=P(10) -26
t - 10 t - 10 t -10° t -~ 10
x <10
P(10) -26

LuegoP(t) es continua en el punto 10. En definiti4t) es continua en [2, 12].

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcion sera derivable en un punto, si sierodicua en dicho punto las derivadas
laterales coinciden. Y para que lo sea en un iaterlo ha de ser en todos los puntos del
intervalo.

- Para valores de 2t < 10, P es derivable, por ser una funcién polinémica, cieia
funcién derivada, 2( 6).

- Para valores de 10t 12, la funcién correspondiente d&t) es la suma de una
funcién exponencial mas una constante, ambas tégiv&n tod®, luego la funciorP es
derivable para 10 k< 12, siendo la funcion derivada,' “2.n(2).

Por tanto, una primera aproximacion de la funciénvéda en los puntos donde ya
sabemos que es derivable y cual es su derivada, ser

, 2(t -6) si. 2<t<10
P (1) :{—2t9 Ln(2) si  10<t <12 [
- El problema esta en el punto 10. Sera derivabieho punto si las derivadas laterales

coinciden ya que es continua en él.
P (10 ) =1lim P (t)=Ilm -2'°Ln2) =-2Ln(2)

e Lo P (10 *) # P" (10 )
P (10 ) =1lim P (t)=1lm 2(t-6) =8 -21n(2) »8
t -10" t -10"

t<0

luego la funciérP(t) no es derivable em= 10.
La funcién derivada coincidira con la que nos apnanos inicialmente en [1].
Volviendo al célculo de los extremos relativos,nea dénde la derivada es cero:
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P (1) -0 - { 2(t -6) =0 = t =6 ¢[2, 10)
-2t °1n(2) =0 = no hay ningdn valor
sustituyamos este valor en la segunda derivd®i&t) =2 = P (6)=2>0, luego hay un
minimo local en el punto (6, 10), que concuerdalaagréafica que realizamos.

Donde hay otro extremo local es en el punto deeniwabilidad, el 10. Para demostrar que
es un maximo podriamos recurrir a la definicioreggemo relativo, pero en este caso no es
preciso por cuanto que en el apartado (1) justif@aque la funcién en el punto 10 pasa de
creciente a decreciente y en este apartado qeertiaua en dicho punto, luego es 10 hay
un maximo local.

Los instantes donde la funcidon alcanza los valmi@dmos y minimo absolutos, debemos
localizarlos entre los extremos relativos y logemxios del intervalo:

P2)=26 ; P6)=10 ; P(10)=26 ; P(12)=20
luego en el instanté=6 se alcanza el minimo absoluto, y en los inetabt2 y t=10 se
alcanza el méximo absoluto.

(3) Llegaria a extinguirse en el caso de (& sea cero, es decir, se trata de calcular el
punto de corte del trozo de funcién correspondieateel eje de abscisas.
_ _ ot -9
P-28-2'" 4 0.28-20% — 20928 - t-g-LNZ8
P=0 Ln(2)
El instante seria a los 138073 afios, es decafib8 9 meses 20 dias 15 horas 4 197.

= t =13"8073

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) La matriz C no tendra inversa para aquellos ealde m que hagan que el rango de
C sea menor de tres. Discutamos el rango mediaaiess

2 1 m Triangulemos inferiormente.
0 Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.

1 E Sustituyamos la 2° fila por: 2 - [2°£] - [1°£]
-2 1 1 Sustituyamos la 3 fila por: [3*f] + [1°f]

2 1 m La matriz esta triangulada, todos los elementos de la diagonal principal
0 1 o-m| o° distintos de cero salvo el a;; que puede ser o no cero. Discutamos

los diferentes casos que pueden presentarse.
0 0 1+m

*Si ;=0 = 1+tm=0 = m=-1 = elrango esdosy no tendriainversa
la matriz C.

*Siay#0 = 1+m#0 = m=-1 = elrango es tresy sitendria inversa.

(2) Calculemos la matriz inversa de C, para m=2gporétodo de Gauss, consistente en
poner a la derecha de la matriz C la matriz unigladtentar, mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, que aparezca lazmaidad a la izquierda de C, la parte que
gquede a la derecha es la matriz inversa de C.



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 224

Diagonalicemos.

Tomemos como pivote el elemento a;; = 2 # 0.
Sustituyamos la 2* fila por: 2 - [2°f] - [1°f]
Sustituyamos la 3 fila por: [3*f] + [1°£]

[y
o
|
[REY
o
[y

-2 1 1|001
2 -1 2|1 00 Tomemos como pivote el elemento as;; = 3 # 0.
0 1 -4/-1 20 Sustituyamos la 2° fila por: 3 - [2°f] + 4 - [3f]

Sustituyamos la 1* fila por: 3 - [3°f] - 2 - [3°f]

6 -3 010 -2 Tomemos como pivote el elemento a,, =3 # 0.
0 3 0|1 6 4 Sustituyamos la 1°* fila por:  [1°f]] + [2°f]]
0 0 3|10 1
6 00|26 2 Dividamos la 1* fila por 6, 1a 2* y 3" por 3.
030|16 4 Obtendremos la matriz unidad a la izquierda, la matriz de la
derecha sera la matriz inversa de la C, C.
003|101
1 00|13 1 1/3 /3 1 1/3
1 0|13 2 4/3 = cCl=| 13 2 4/3
0 0 1(1/3 0 1/3 /3 0 1/3

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Una recta y un plano son paralelos, si el veotomal al plano y el de direccion de
la recta son perpendiculares, es decir, cuandmedupto escalar de ambos vectores es cero, y
ademas ningun punto de la recta pertenece al plano.

(2) Comprobemos si la recta y el plano son paralelos.
n =@ -2 -6) B
v -@ -1,1) = N xv =@, -2, 6)x(2, -1,1) =6+2-6=2+0

como el producto escalar es distinto de cero,d@ngel plano no son paralelos.

(3) Unarectay un plano son perpendiculares, ®&bv normal al plano y el de direccién
de la recta tienen la misma direccioén, es dec& cemponentes son proporcionales.

(4) Comprobemos si la recta y el plano son perpetaies.
n_|v - 3 # 2 % 6
m 2 -1 1
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las componentes no son proporcionales, la rectplam®o no son perpendiculares.

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Si la funcion, f(x) = a¢ + b’ + ox + d, tiene un punto de inflexion en Q = (-1, 8k0
implica lo siguiente:

*f(-1)=3 - 3=-a+b-c+d 11]
* f(x)=3a¢+2k+c - f7(x)=6x+2b - f7(x)=6a
*f7(-1)=0 = f7(-1)=6a(-l)+2b=0 - -3a+b=0 2]

* (-1 =0 = f7’(-1)=6a# 0 = a0
- Sila tangente en M = (0, 1) es horizontal, iegalica que:

* f(0)=1 - d=1 (3]
* f(0)=0 = f(0)=c = c=0 [4]
Sustituyendo los resultados [3] y [4] en [1] y [@htenemos el sistema siguiente:
3=-a+b+1 -a+b =2\ Expresemos el sistema en forma matricial vy
0=-3a+b ~ 3a+b =0 tesolvimoslo mediante el método de Gauss.
1 112 Diagonalicemos.
J Tomemos como pivote el elemento a;; = -1 # 0.
-3 10 Sustituyamos la 2 fila por: [2°f.] - 3 - [1°f]
-1 1] 2 ) Tomemos como pivote el elemento a,, = -2 # 0.
0 -2 \ 6 ) Sustituyamos la 1* fila por: 2 - [1*f] + [2°f]
La solucién del sistemaes: a=1 ; b=23
2 0)-2 1011 La funciénes: f{x) ="+ 3% + 1
0 -2|-6 0 13
SOLUCION EJERCICIO 2.--
* Representemos la funciéy = 2
1 +x?2

- Punto de corte con el eje de ordenadas:0 = y=2 = (0, 2)
- Puntos de corte con el eje de abscisgss0 = no hay ninguno.

- Asintotas Verticales.

Para que existan asintotas verticales se ha déaseati que:lim f (x) =t
) Sind XO

Comprobemos si existen; en principio hay que blesantre los valores que anulen al
denominador, 1 ¥* = 0, en este caso no hay ningun valor que anweradminador
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- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha deaagisflue: lim f(x) =y, e %

X - *oo
Comprobemos si existe.
im f(x) -lm —2_ -
X oo x-= 1 +Xx2

- Posicion de la grafica de la funcién respectcadasintota horizontaly = 0.

--- Para valores demuy pequefios, por €j.:

» f(-100) =—2 = 07000199
x=-100 = 1+( -100) 2
(-100) =0

E} =0 = Asintota horizontal:y = 0.

)

~ f(-100) >

v Y y asintota
asintota

es decir, la grafica de la funcidon queda por enaméa asintota cuando- - «
--- Para valores demuy grandes, por €j.:
» £(100) =—2_ - 0°000199

x=100 = (f0+].0())02 -0 - f (100) > yasintota

>y asintota

es decir, la gréafica de la funcidon queda por endmia asintota cuando- + «
- Los extremos locales de la funcioén racidfiglhay que buscarlos entre los valores que
anulen a la primera derivada.

f’(x):i L ™ 9 L x=-o0
1 +x?)? (1 +x?)?
sustituyamos este valor en la segunda derivadadigtiaguir si es maximo o minimo.
- 2y 2 2 2
F(x) - 41 +x%) = +8x(1 +x9)2x 43 x°-1) () :_i<0
(1 +x?* (1 +x?3 1

luego hay un maximo en el punto (0, 2)

- Crecimiento y decrecimiento.

Con el valor,x = 0, que anulaba a la primera derivada, constrsiitoe dos posibles
intervalos de monotoniag{-0) y (0,~). Probamos valores intermedios, por ejemploy -1,
de esos intervalos en la primera derivada y se@$nsalga mayor o menor que cero, el
intervalo correspondiente sera creciente o decriie

, -4(-1) .

f(-1) =———Dm="2_ =1>0 = crecienteen ¢, 0
(-1) 4 (D)2 € 0)

, -4 .

f@aQ =——— =-1<0 = decreciente en ;0
@ - 4 0)

* La gréfica de la rect = 1, es una recta !
vertical.

* La grafica dey = 3 + 2, es una recta que
pasa por los puntos (0, 2) —%, 0

* Las gréficas de las tres funciones,
teniendo en cuenta los resultados obtenido '
anteriormente, se encuentran situadas al lado. 2 1/ 1 2

* El recinto limitado por las tres graficas es la !
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zona rayada, su area es: 1
1 2
Area :f 3x+2- 2 |dx - [3%X +2x - 2arc tg (x)| =
0 1+x? 2
0
3 7 I 7 -1
=—+2-2arc tg (1 2arctg0) == -2— +0 =
X g1) +2arctg(0) = -2 0=

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Expresemos la ecuacion del plano en forma paramagpara lo cual basta despejar

una de las incégnitas, por ejemployJ&n funcién de las demas:
A
-5 +3N - |
V1

Un punto Q genérico del plano tendra de coorden&@lasq., -5+3\-j, p).

El vector que determinan los punto Py Q es:

PQ=(2, -5+3x-p, W) -(-1,2,1) = (a+1, -7+3x-W, W -1)

El vector normal al planfl es: n_=(-3, 1, 1)

Para que el vectoPQ sea perpendicular al plantasele verificar que dicho vector y

el normal al plano sean paralelos, es decir, gse@mponentes sean proporcionales
A+l -7+3A-p

X
-3Xx+y+z2+5=0 = y=-5+3x-2 = II=3\Y
z

A+l -7+3A-p  p-1 -3 1 A+1=21-9x+3p
-3 1 1 “7+3x-p _p-1 7+3A-p=p-1
1 1
107 -3y - 20 E)fpresemos el sistema en forma matricial y resolvimoslo mediante el
método de Gauss.
3N-21 =6
10 -3120 Diagonalicemos. '
Tomemos como pivote el elemento a;; = 10 # 0.
3 -2]6 Sustituyamos la 2° fila por: 10 - [2*f] - 3 - [1*f]
10 -3 |20 Tomemos como pivote el elemento ay, = -11 # 0.
0O -1110 Sustituyamos la 1* fila por: 11 -[1°f] - 3 - [2°f]
110 0 ‘220 Lasoluciénes: A=2 ; n=0.
0 -11]0 Sustituyamos estos valores en las coordenadas del punto Q:

Q =X, -5+3\-u, ) = (2, -5+6-0, 0) = (2, 1, 0)

(2) Expresemos la rectaen forma paramétrica:

2 -t

-1+t

10 -t

Un punto M genérico de la recta sera de la forma, (2-t, -1+t, 10-t).
Construyamos el vector que determinan los puntgsiv

_‘
Il
—_———
N < X
o
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MP=(-1,2,1) -(2-t, -1+,10 -t) = (t-3,3 -t, t-9)

Para que el vectoMP  sea paralelo al pldho dicho vector y el normal al plano
deben ser perpendiculares, luego el producto estalambos tiene que ser cero:
(t-3, 3-t, t-9) - (-3, 1, 1) =0 = -3t+9+3-t+t-9=0 - t =1
sustituyamos este valor de t en las coordenadgsuded M:
M = (2-t, -1+t, 10-t) = (2-1, -1+1, 10-1) = (1, D),
(3) Calculemos los vectoresP  #Q
MP=(-1,2,1) -(,0,9 =(-2,2, -8)
PRQ=(2,1,00 -(-1,2,1) =(3, -1, -1)
Obtengamos el producto vectorial de los dos vestore
MPx Pt 2,2, -8)x(3, -1, -1 2 8 2 822
X =( - -8) x - - = - =
Q=(-22 -GG, - -1 -1 |3 -1 |3 -1
= (-10, -26, -4)
El area del triangulo MPQ seréa:
1

Area :%|MPXPQ|:%\/(—10)2+(—26)2+(—4)2:§\/79_Z:3\/ﬁ

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Llamemos X" al precio de una botella de cervezd,al de una bolsa de cacahueteg'y "
al de un vaso. Plantearemos el siguiente sistereauteiones donde "m" va a representar el
precio del lote formado por una botella de cervara,bolsa de cacahuetes y un vaso.

X +3y + 7z = 565 Expresemos el sistema en forma matricial y discutdmoslo
x +4y +10z = 740 mediante el método de reduccion de Gauss.
X+y+zZ=m
Triangulemos inferiormente.
1 3 7 |565 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
Sustituyamos la 2 fila por: [2°f] - [1°f]
1 4101740 Sustituyamos la 3* fila por: [3°f] - [1°f]
111 m
13 7 565 Tomemos como pivote el elemento a,, = 1 # 0.
0 1 3] 175 Sustituyamos la 3* fila por:  [3*f] + 2 - [2*f]]
0 -2 -6|m565
1 3 7| 565 El S|§t9ma esta tr.l,angulado. N .
La dltima ecuacién debe ser trivial para que efesia sea
0 1 3| 175 ) » AN
compatible, para lo cual debe verificarse que: M =215, es

0 0 0fm215 decir, m = 215 pesetas que es el precio del ladeoldstante no
podremos saber el precio unitario de cada procumigue el sistema, aunque es compatible,
es indeterminado uniparamétrico.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Debes elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o bien
realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
c) Contesta de forma razonada, escribe ordenadamente y con letra clara.
d) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla grafica).

EXAMEN JUNIO 1999

Opcién A

EJERCICIO 1. Considera la funciori: R - R definida en la formaf(x) = 1 +x|x|.
(1) [1 PUNTOQ]. Halla la derivada de
(2) [0'5 PUNTOS]. Determina los intervalos de crecintdende decrecimiento de

2
(3) [1 PUNTO]. Calcula fx f(x) dx.
-1

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS]. De la funcionf: R -~ R definida porf(x)=ax*+bx*+cx+d
se sabe que tiene un maximo relativo»>eri, un punto de inflexion en (0,0) y que

1
ff(x) dx - % Calculaa, b, cyd.
0

EJERCICIO 3. [2°5 PUNTOS]. Halla el punto del plano de ecdack-z=3 que esta mas
cerca del punto P=(3,1,4) asi como la distancieeaitpunto P y el plano dado.

EJERCICIO 4. Considera la matriz

a b c
A=| 2a -b 3c
3a 0 4c

donde a, by ¢ son no nulos.
(1) [1LPUNTO]. Determina el nimero de columnas de &spn linealmente independientes.
(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula el rango de Ay razona shdimatriz tiene inversa.

Opcién B

EJERCICIO 1. (1) [1 PUNTO]. Dibuja la region limitada pora Icurva de ecuacién
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y=x(3X) Y larecta de ecuacioy = 2x - 2.
(2) [15 PUNTOS]. Halla el area de la region descrit@leapartado anterior.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Dada la funcionf : [1,e] - R definida por
f(x)= % +Ln(x) (donde Ln(x) es el logaritmo neperianoxjedetermina cual de las
rectas tangentes a la graficafdiene la maxima pendiente.

EJERCICIO 3. Sean los vectores

u=(-1,2,3), v=(25,-2), x=@14,13) y z=(4,1,-8).
(1) [1 PUNTO]. ¢Se puede expregsaromo combinacion lineal dey v? Si es asi, escribe
dicha combinacion lineal; si no es asi, explicaqg?.
(2) [1 PUNTO]. ¢Se puede expregaromo combinacion lineal dey v? Si es asi, escribe
dicha combinacion lineal; si no es asi, explicaqg¥.
(3) [0'5 PUNTOS]. ¢Son, vy zlinealmente independientes? Justifica la respuesta

EJERCICIO 4. (1) [2 PUNTOS]. Calcula un punidde larecta s dada por

_ X-y-5=0,

T |x-3y-z-7-=0;

gue equidiste de los puntos P=(1,0,-1) y Q=(2,1,1).

(2) [0'5 PUNTOS]. Calcula el area del triangulo deteamio por los puntos P, Q y R.

S

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Expresemos la funciof(x) como una funcién a trozos.
+x( - i < -x?2 i <
T Fe el e T S o
- Para valores dg<0, la funcién 1¥* es continua y derivable por ser polinémica, siend
la funcion derivada, X
- Paravalores dg>0, la funcién 1%* es continua y derivable por ser polinémica, siend
la funcidn derivada, X
- Parax=0 la funcién sera continua si los limites latesay el valor de la funcion en
dicho punto coinciden. Veamoslo.
lim f(x)=lim (1+x3=1 ; lm f(x)=lim (1-x?)=1 ; f(©) =1+02=1
x-0" x-0" x-0 x-0

x>0 x<0

luego podemos observar que:
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lim f(x) =Ilim f(x) =f(0) =1

x-0" X -0
es decir, en el puntg=0 es continua, luego puede ser derivable, seréatie si las derivadas
laterales existen y coinciden.

Una primera aproximacion de la funcion derivadaddoya es derivable, seria:
F(x) - -2X si x <0
Tl 2x si x >0
comprobemos si en el punto 0 es derivable:
f(0")=Ilim f (x)=Ilm 2x =0

Xl? x-0" 0=0 =
f0)=Ilim f (x)=Ilim (-2x) =0 { f 0= (0)
X-0" x-0"

x<0
en el punto 0 es derivable, luego la funcion deldyalefinitivamente, es:
F(x) - -2x si x <0
Tl 2x si x >0

(2) Determinemos los intervalos de crecimiento y éerecimiento dé. Hallemos los

valores que anulen a la funcién primera derivad&(xe
(%) _{Zx six <0 _[-2x =0 = x=0(no puede ser ) six <0
2x six =0 2x =0 = x=0 six >0

sélo hay un valor que anule a la primera derivada0.

Los posibles intervalos de monotonia sor, () y (0, +).

Probemos un valor intermedio de cada uno de lavialpbs, por ejemplo -1 y 1
respectivamente, en la funcién primera derivadagyis nos salga mayor o menor que cero,
en el intervalo correspondiente la funcién seréierge o decreciente:

f (-1 =-2(-1) =2>0 = Creciente en (-, 0)
{f' Q) =2>0 = Creciente en (0, +)

Estudiemos el crecimiento mas detenidamente emnéb®. Apliquemos el concepto de

cuando una funcién es creciente en un punto, ctamente en el 0:
Si vh>0 = f(0-h) <f(0) <f(0+h) = f(-h) <f(0)<f(h) =
1-h?2<1<1 +h? = -h2<0<h?
relacién que evidentemente es cierta, luego laidartambién es creciente en el punto cero.
En definitiva, la funcién es creciente en todo sonithio R.

(3) Calculemos la siguiente integral teniendo en taugne la funcién esta definida a
trozzos. o ) o )

£xf(X) dx :fX(lfxz)dX+fx(1+x2)dx :f(xfx3)dx . {(X+x3)dx:

2
2 4
+ |:X_+X_:| —O—(i—i] +(2 +4—O) :E
4 4

0

BRSERS
2 4 2 4
0

2
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SOLUCION EJERCICIO 2.-

Si la funcién f(x) = a¢ + b + o + d tiene un maximo relativo ex= 1, significa que
la derivada de la funcién en el punto 1 es cero:
f'x)=3a¢+2x+c = f(1)=3a+2b+c=0 [1]
Si la funcidn presenta un punto de inflexién en0jQ significa que la segunda derivada
en dicho punto es cero:

f"X)=6x+2b = f7(0)=2b=0 = b=0 [2]
y ademas ese punto (0, 0) pertenece a la funcdear:
fO)=0+d=0 = d=0 [3]
Sustituyendo [2] y [3] en [1] nos quedara la coitlic 3a+c=0 [4]

Calculemos la integral siguiente, pero sustituyemgal por cero:

1 1 4 2
[1(0) ax - 2 = [ (ax® + ox ) dx e S S22 S
4 4 4 2 4
0 0 0
la+lc-0=2 - a+2c=5 [5]
4 2 4
Resolvamos el sistema formado por las condiciofies [b5]:
a+2c =5 Expresemos el sistema en forma matricial y procedamos mediante el
3a+c =0 método reductivo de Gauss.

1 215 Diagonalicemos.
1 ‘ J Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
3 0 Sustituyamos la 2° fila por:  [2°£] - 3 - [1°£]

1 2| 5

0 -5|-15 Simplifiquemos la 3* fila por -5

1 2|5 Tomemos como pivote el elemento a,, = 1 # 0.
0o 113 Sustituyamos la 1° fila por: [1°£] - 2 - [2°£]

1

0

1

0-1 La solucion es:
3

a=-1 ; ¢c=3

Finalmente, la funcion esf(x) = - + 3x.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Expresemos la ecuacion del plamez = 3, en forma paramétrica, para lo cual basta
despejar una de las incégnitas, por ejemplr, ¢a funcion de las demég,= 3 +z
y, por ultimo, las incégnitas del segundo miemkresstituyen por parametros:

X =3 +2A
n=1yY =H
zZ =X

Un punto genérico, H, del plano tendra de coordamdd = (3%, 1,A). El punto H que
esté mas cercano al P = (3, 1, 4) sera aquelayifejue la condicién de que el vector que

determinan los puntos P y H, sea perpendiculas dde vectores,y v, de direccién del plano,
es decir:
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PH=@ +M K1, A) -3, 1,4  =(npd-1, A-4)

ug=(1,0, 1) ; v =(0, 1, 0)
PHLo = PH 0=0 = (A, u -1, A-4)-(1,0,1) =0 = A+A-4=0 = A=2
PHLV = PH v=0 = (A, u -1, A-4)-(0,1,0) =0 = p-1=0 = p-=1

luego el punto Hes: H=@@#,A) = (3+2, 1, 2) = (5, 1, 2).
La distancia del punto P al plano coincide con edluhddel vector PH
PH=(5,1,20 -(3,1,4 =(2,0, -2

dist (P,m) = |PH| =22+02+(-2)2-,/8-2,2

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Para determinar el nimero de columnas linealmed&pendientes, calculo el rango
de la matriz A, ya que el rango me indica precisamel maximo nimero de filas o columnas
linealmente independientes. Procedamos mediantesGau

a b c _ e
Triangulemos inferiormente.
2a b 3c Tomemos como pivote el elemento a;; = a # 0.
3a 0 4c Sustituyamos la 2° fila por:  [2°£] - 2 - [1°£]
Sustituyamos la 3 fila por: [3*f] - 3 - [1°f]
a b ¢
0 -3b ¢ Tomemos como pivote el elemento a,, = -3b # 0.
Sustituyamos la 3* fila por: [3°f] - [2°£]
0 -3b c
a b c La matriz esta triangulada inferiormente, el nimero de filas distintas
b de cero son dos, es decir el rango es dos, lo que significa que el
0 -3 ¢ maximo nimero de columnas linealmente independientes son dos.
0 0 0

(2) Elrango de la matriz es 2, segun el apartaderiant por tanto la matriz A no tiene
inversa, ya que para que tuviera inversa el ragigdria que ser tres, es decir, el determinante
de A vale cero, y en consecuencia A no tiene irvers

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Representemos en primer lugar la funciég,=x(3-x) = y=3x-x3 cuya
gréfica es una parébola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas=0 = y=0 = (0,0)
2.- Puntos de corte con el eje de abscisgss 0 = x=0; x=3 = (0,0) y (3,0)
3.- Coordenadas del vértice V:



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 234

x=-bl2a=-3/(-2)=3/12 = y=3(3/2)- (3/3=1/4 = V(3/2,9/4)

Representemos ahora la recta de ecuagiénx - 2.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas=0 = y=-2 = (0,-2)
2.- Punto de corte con el eje de abscisas=0 = x=1 = (1,0)

Para calcular los puntos de corte de las dos foasiaesolveremos el sistema formado
por ambas ecuaciones, con el fin de determinaocétto que forman.

— _ 2 )
§;§§_§ }:' 3X -X2=2x-2 = 0=-X2+x+2 = X:flt\/lTB':\

La situacion de las dos graficas se
corresponde con la grafica adjunta, y donde el area
rayada es el recinto limitado por ambas.

(2) El area del recinto anterior se obtiene
integrando la funcién diferencia de ambas
funciones, entre -1y 2.

Area :f2(3x—x2—2x +2)dx =

“1 2

3 2
gy

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Teniendo en cuenta que la derivada de una funciém @unto coincide con la pendiente
de la recta tangente a la grafica de la funciéudlieho punto, calcular la recta tangente de
pendiente maxima es determinar los maximos absotléda funcidn primera derivada.

1 . 1 1
f(x)==+Ln(x = f(x)=-—+=
(x) = 2+ Ln(x) (0= -5+ %
calculemos los maximos locales de la fundi§r) que es continua y derivable en su dominio:
. 2x 1 2x 1 u2_ wy.n ~X=0
f (x)fﬁ—F:F—Ffo = 2Xx-x° =0 = x(2 -x)=0 X =2
s6lo x = 2 pertenece al dominio [1, €], comprobemosegien maximo local:
4 _ 4 _ _ 4 _
Froo(x) - X8 2x bxT 2X @ -28.2_._2 9
X 8 x4 x 8 x4 16 8 16
El maximo absoluto debe encontrarse entre el relgties extremos del intervalo:
; 1 1 . e 11 . 11,
f (2) 7—?+§7025 Q) 7—F+T70 . f (e)= ?+5702325

luego la recta tangente de pendiente maxima sa dapinto de abscis = 2, la ecuacion

es:
y —f(xp) =f (Xg) (X =Xp) = y-f(2) =f (2) (x-2) =

L - x- - Ly
y—(E+Ln(2)]( 7 2)(x 2) y = zx+Ln@
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) El vectorx se podra escribir como combinacion lineal de bx