Matematicas II Julio 2024

0 k 3
Problema 1. Se considera la matriz A =| k % 1 donde k es un parametro real.
2 -1 -1

a) (Para qué valores del pardmetro k la matriz A es invertible? (2 puntos)
b) Para k=0, si existe, calcular la matriz inversade A. (4 puntos)
¢) Para k=0, hallar las matrices diagonales D que verifican A D =D A. (4 puntos)

Solucion:
a) ;k?/ A sea invertible.
A es invertible si /A/ #0.

0 k 3
A=k L 1|==3k+2k-2+K> =k —k -2

2 -1 -1

1+3

k=—2=2
— (=D’ =4-1-(- + 1
k220 > ke (1)_J<21>] 162 133 (M7 7
' ky="—"=-1
2

Por lo tanto, A es invertiblesi k # -1y k #2.

b) Para k =0, calcular Al
Como k=0 (k-1 y k#2) — existe la matriz inversa de A.

Cdlculo de A’
0 0 3
A=l0 V5 1 A= (k*—k-2] =-2
2 -1 -1
2 ‘0 1‘ 0o Y
1 -1 2 -1 2 -1
0 0 3 menores 0 3 0 3 0 0 % -2 - A adjuntos % 2 - A
A=|0 14 1 e‘_1_1‘2_1‘2_1:3—6 ol - |[-3 -6 0
2 -1 -1 0 3 w3 b oll 51 0 0 -1 0 0
%1l bl by

aspuesa % =3 -1 ; 2 =3 -1 , 2 -3 -1\ (-

- 2 -6 0 YA'=

—A 0 0 |A|—A 0 0__2—A 0 0

Solucion:



c) Para k =0, calcular las matrices diagonales D que verifican A D = D A.
Como A es 3x3, para que se puedan efectuar los dos productos la matriz D también es 3x3.

x 0 0
D es una matriz diagonal — D=|0 y 0
0 0 z
Calculemos A D,
0 0 3)\(x 0 0 0 0 3z
AD=|0 % 11lo y ol=|o0 % z
2 -1 —-1){0 0 z 2z -y -z

Calculemos D A,
x 0 0Y(0 O 3 0 0 3x

_ 1 y
DA=|0 y o0l|o A 1 0 4 y
0 0 zJ\2 -1 -1 27 —z —Z

Los dos productos deben ser iguales:

3z=3x
=%
0 0 3z 0 0 3x 3 3 3z=3x z=
0 % z =0 % y — {ZFY eliminando las identidades, s z=y —4z7=
27 -y -z 27 -z -z 21=22 -y=-z |y=
—z=-Z
x=A
=X X=z
La 2%y 3“ ecuaciones son la misma, queda { - { , lasoluciones {y=14 AeR
= = Z
A 0 0
Solucion: las matrices diagonales buscadas son D=0 A 0| AeR
0 0 A



Matematicas II Julio 2024

1 0 2 a
Problema 2. Se consideran las matrices A=|3 2 | y B=| /| Se pide:
a 0 3 14

a) Estudiar los valores del pardmetro real a para los que la ecuacién matricial A° X = B
tiene una unica solucién. (5 puntos)

3
b) Sabiendo que el vector |—2| es una solucién de la ecuacién A’ X = B, encontrar el
-1
valorde & By ¥ dependiendo del parametro real a. (5 puntos)

Solucion:
a) Calculemos A?,
1 0 2\(1 0 2\ (I+2a 0 8
A*=|3 2 1|3 2 1|=|9+a 4 11
a 0 3)\la 0 3 4a 0 2a+9
La ecuacién A> X = B tendrd solucién iinica si existe la inversa de A, por tanto si /A% #0
I+2a 0 8
\Az\: 9+a 4 11 |=(+2a)42a+9)-8-4-4a=4[(I+2a)(2a+9)-32a]=4(4a’> + 20a +9—32a)=
4a 0 2a+9
=4(4a’ - 12a+9) 44’ - 12a+9)=0; 4a’—12a+9=0
_—(-I2)tA[(-12-4-4.9 1240 3
“" 2.4 T8 2

3
Solucién: la ecuaciéon A’ X = B tiene solucién vinicasi a #—.

b)
1+2a O 8 3 o (I+2a)-3+0-(-2)+8-(-1) a
Sabemos que | 9+a 4 11 =2 |=|B| — 9+a)-3+4-(-2)+11-(-1) |=|B| —
4da 0 2a+9)\—-1 14 4a-3+0-(-2)+2a+9)-(-1) Y
3+6a-8 o 6a-5 o a=6a->5
- |2743a-8-11|=|p| — Ja+8 |=| | — f=3a+8
12a-2a-9 14 10a -9 14 y=10a-9
a=6a-5
g B=3a+8
Solucion:

y=10a-9
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Problema 3. Se dan las rectas r;x—]:y—zz%_] y S;x_;:y_f:Z;]

a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de interseccion. (5 puntos)
b) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por P y es perpendiculara r y a s. (5 puntos)

. Se pide:

Solucion:
a) Comprobar que r y s se cortan
Nos interesa obtener un punto y un vector director de cada una de las rectas.

r:x—]:y—2=7 - 3, — r:iy=2+4 AeR
v(1.1.2) 2=1+224
x=3-2«
x=3 y-3 z+l P3,3,-1)
s PR R N - sqy=3-«a aeR
v(-2.-1.2) z=—1+2a

- -
Para estudiar la posicion relativa de las rectas r y s estudiamos el rango de la matriz [vr v, PVR], es

1 2 2
decir: M'=|1 1 1
2 =2 =2
Rango de M, {M es 3 x 2, luego mdximo rango de M es 2}
|]| =1#0 — ran(M)=1 se cortan
!l 2 — ran(M)=2 — ryslo
=]-2=-1%#0
1 1 se cruzan

Rango de M", {M " es 3 x 3, luego mdximo rango de M es 3).
Por el cdlculo del rango de M, sabemos que ran (M’) > 2

1 2 2
1 1 1|==2-4+4-4+2+4=0 > ran(M")=2
2 -2 =2

Como ran (M) = ran(M’) = 2, las rectas r y s se cortan.

El punto de corte entre r y s lo obtenemos resolviendo el sistema de las rectas a partir de sus ecuaciones
paramétricas. Es decir,

I1+1=3-2« A+2a=2
2+ A=3-« - A+a=1 De este sistema, segiin el estudio de rangos anterior, sabemos que
1+2A=-1+2« 2A-2a=-2

rango de la matriz de coeficientes = rango de la matriz ampliada = 2 = n° de incégnitas (1 y ).
Resolvemos usando 1y 2 ecuacion (corresponden al menor de orden 2 no nulo). El sistema a resolver es:

A+2a=2 . A+2a=2
A+a=1 (=1)x2? —A-—a=-1
a=1

Sustituyendo en la 2% ecuacion: A+ 1=1; A=0

Sustituimos los valores de las incognitas en las ecuaciones de r y s para comprobar que se obtiene el
mismo punto. Solo seria necesario sustituir en una de las rectas.



x=1+0=] x=3-2a=3-2-1=1
En r:qy=24+0=2 En s:iy=3-a=3-1=2
z=1+0=1 z==—1+2a=-1+2-1=1

Por tanto, el punto de corte entre las rectas r y s es P(1,2,1)

b)jrectat / Pet y tlrys?

T z
e ! J -1 21 =11 21 =11 - - -
Como tlrys — v,=yvQ®v =1 1 2/=i -J +k =4i-6 j+k
‘ p 7 2 -1 2 -2 2 -2 -

Por tanto v, (4 ,—6, ]). Como P(1,2,1) et laecuacion dela recta t serd:

x=1+4p
Ecuacion paramétrica t:3y=2-6f BeR, ecuacion continua t: = =

z=1+p
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Problema 4. Seael plano m: 6 x+4y—-3z—d = 0. Se pide:
a) Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad.

(2 puntos)
b) Calcular, en funcion del parametro d, las coordenadas de los puntos A, By C que

resultan de intersectar el plano 7 con los ejes de coordenadas, X, Y y Z,
respectivamente. (3 puntos)

¢) Para d # 0, calcular el dngulo formado por los vectores AB ¥y AC  determinados por
los puntos del apartado anterior. (5 puntos)

Solucion:
a);d?/d(m,(0,00))=1.
6-0+4-0-3-0d| |d|

J6+ 42+ (=3 A6l

i(z.0)=

y debe ser %zl - |d|:6l - <

Solucion: d =«/a o d= —«/E.

b) Calculemos los tres puntos A, B 'y C, interseccion del plano r con cada uno de los tres ejes coordenados.
=0
A, corte del plano w con eje X. La ecuacion del eje X es: {y
Z =
6x+4y—-3z—d=0 p
y=0 - 6x—-d=0 —> 6x=d - ng - A(—,0,0j

6
z=0

X
B, corte del plano  con eje Y. La ecuacion del eje Y es: {

6x+4y—-3z—d=0

x=0 - 4y-d=0 — 4y=d — y:% - B(O,%,Oj
z=0

x=0
C, corte del plano & con eje Z. La ecuacion del eje Z es: { 0

y:
6x+4y—-3z—d=0
x=0 - -3z2-d=0 — 3z=—d - zz_T - B(0,0,%)
y=0

d d —d
Solucion: los puntos son A (g ,0, 0} B (0 VL 0) y C (0 0, Tj



c) Para d #0, calcular el dngulo formado por los vectores A_)B "C.

A

Sea 0{=(A_>B,A_)Cj
A_)B=(0,£,0j—(£,0,0j:(i,1,0j
4 6 6 4
A_)Cz(0,0,ij—(i,0,0j:(i,O,ij
3 ) 6 63

- -

-d d -d -d
77790 : 79097
AB.AC (6 4 j((ﬁ 3 j‘
cosa = =

-

AB

dZ
36

- _ 2 2 _ 2 _ 2 = d2 d2 d2 dZ
AC d + a +0? —d +0° + —d \/+ \/+
6 4 6 3 36 16 V36 9
d2 dZ d2 d2 d2
~ 36 ~ 36 ~ 36 R
\/52012 \/45012 \/13412 \/5412 J13a? 54 Nesat  d*65
576 \ 324 144 \ 36 12 6 72 72
2
& g | 36 _ 7247 _ 2
36 36| 36| d*\65 36d°\65 65
72

Entonces,cos o = L - a=arc cos( 2 j =756367° o 13201 rds.
J65 J65

Solucion: el dngulo formado por los vectores A_>B y Aﬁc es 75°6367° o 173201 rds.
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Problema 5. Se considera la funcién h(x) = a x + x* donde a es un pardmetro real. Se pide:
a) El valor de a que hace que la grafica de la funciéon y = A(x) tenga un minimo relativo

en la abcisa «x :_73. (3 puntos)

b) Para el valor de a del apartado anterior, dibuja las curvas y = h(x) e y = h'(x).
(2 puntos)
c) Calcula el area del plano comprendida entre ambas curvas. (5 puntos)

Solucion:

a) ja? /' y=h(x) tenga un minimo relativo en x = R

hx)=a+2x a+2x=0; 2x=—a; x=—2.

W(x)=2 — h'(_?aj =2>0 — en x :__Za hay un minimo relativo.

—-a -3 -6 6
Por tanto, —=— — —a=—— — a=—=
2 4 4 4

N | w

Solucion: a= g

3
b) Para a = 5 dibujar las curvas y = h(x) e y=h7x).

3 , 3
y:h(x)=x2+5x y=h(x)=2x+5

Polinomio de 2° grado, grdficamente una pardbola. Polinomio de 1° grado, grdficamente

-3
Corte con ejes coordenados (0,0 ) y (T’OJ una recta.
x=0 — y=0 x=0—>y=2-0+§:§
x=0
3 3 - —
y=0 — X +=x=0; x(x+—)=0 3 -3 y=0—>2x+£=0;2x=—3;x=—3
2 2 x+—=0—>x:7 2 2 4

Por lo estudiado en el apartado a), esta funcion tiene un minimo

. -3 (—3)2 3-3 9 9 -9
relativoen x=— — y=|—| +——=——-—=—
4 4 24 16 8 16

-3 -
Minimo relativo (7 , —QJ

Yy =2z +




c) ;drea del plano comprendida entre ambas curvas?
Dibujemos las dos grdficas juntas:

El drea comprendida entre las dos curvas es la zona coloreada.
Obtengamos los puntos de corte entre las dos curvas,

x2+§x=2x+§; 2x° +3x=4x+3; 2x'-x-3=0

y=3c+>
1+5 3
x:—(—l)i\/(—])2—4'2~(—3):]i5: NETLTS
y=otsla 2:2 L P i B,
2 I 2 4

1

El drea pedida la obtendremos a calculando la siguiente integral definida,

3 3 3 2 % 3 2 %
A=J.A 2x+i—x2 —ix dx=J.A —x2+ix+i dx = _x_+ix_+ix = _x_+x_+ix
- 2 2 -l 2 2 2

3722 L3427
SANGARE ~1) (~1¢ 3 9 9 9y (1 1 3

|22 ‘[_(T+( J *5“”}(‘5*%*2}‘(}*2‘5}2

_27 125 040

16 12 48

Solucion: el drea pedida mide 12% u.a.=26042 u.a.
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Problema 6. Se construye una caja de cartdn sin tapa a partir de una hoja rectangular de 16 cm
por 10 cm. Esto se hace recortando un cuadrado de longitud x en cada esquina, doblando la
hoja y levantando los cuatro laterales de la caja. Calcular:

a) Las dimensiones de la caja para que tenga el
mayor volumen posible. (8 puntos)
b) Dicho volumen. (2 puntos)

Solucion:
Completando las dimensiones de la hoja:
16 cm Las dimensiones, en cm, de la caja de carton a
; 5 CONSITuir Son:
1(;_2L ””” largo 16 -2 X,
: ancho 10-2x y
‘ alto x
: ! 10cm
10 — 2z, . ~
1 ' Por lo tanto el volumen de la caja serd
‘ Vix)=(16-2x)(10-2x)x
A Y SR
T
x>0
Y para que haya caja deberd cumplirse: {16 -2x>0 — 16>2x — 8>x = x<8, luego 0<x<5

x<5

10-2x>0 — 10>2x — 5>x
V(x)=(160-32x-20x+4x" )x=(4x-52x+160)x=4x -52x° + 160 x
Debemos obtener el mdximo de la funcion V(x) =4 X —52x*+160x siendo 0<x<35

Vix)=12x-104x + 160

L 104456 _20
12x* —104x +160 = 0 x—_(_]04)i\/(—104)2—4'12-160_]04i56_ 24 T3
’ 2-12 24 _104-56

X = 22 =2e(03)

Obtengamos el signo de V'(x) a la izquierda y derecha de x = 2.
Vix)=12x" - 104 x + 160
x=15 — VI5)=12(I'5 =104 (1'5)+160=31>0 creciente
x=25 — V(25 =12(25)-104(275)+160=-25<0 decreciente
Por tanto, como V(x) es creciente a la izquierda de 2 'y decreciente a su derecha el mdximo relativo es

absoluto.
Para x=2, largo 16-2.2 =12, ancho 10-2.2=6; V(2)=4.2"-52.2°+160.2 = 144

Solucion:
a) Las dimensiones de la caja para que tenga el mayor volumen posible son: 12 cm de largo, 6 cm de

ancho y 2 cm de altura.

b) El volumen mdximo es de 144 cm’.
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Problema 7. Una empresa tiene 3 maquinas de fabricacién de latas de refresco. El 1025% de
las latas que fabrica la empresa son defectuosas. El 30% de las latas las fabrica en la primera
maquina, siendo el 10% defectuosas. El 25% de las latas las fabrica en la segunda maquina,
siendo el 5% defectuosas. El resto de las latas las fabrica en la tercera méaquina.
a) (Cual es la probabilidad de que una lata fabricada por la tercera maquina sea defectuosa?
(4 puntos)
b) Si se escoge una lata al azar y no es defectuosa, ;Cudl es la probabilidad de que proceda
de la primera maquina? (3 puntos)
c) Si se escoge una lata al azar y es defectuosa ;Cuadl es la probabilidad de que no haya sido
fabricada en la segunda maquina? (3 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Solucion:

Utilizamos los siguientes sucesos:

M = lata fabricada por la 1* mdquina

M, = lata fabricada por la 2 mdquina

M; = lata fabricada por la 3“ mdquina

B = lata buena B =lata defectuosa

De los datos del problema:
La mdquina M, fabrica el 30% de las latas — P(M 1)= 0°30.

La mdquina M- fabrica el 25% de las latas — P(M 5 ) =0725.

Yelresto (100 —30—25 =45 ) lo fabrica la mdquina M3 — P(Mg) =045.

En M; el 10% de las latas fabricadas son defectuosas — P(E)z 010 y P(B)=1-010=090
En M; el 5% de las latas fabricadas son defectuosas — P(E =095 y P(B)=1-095=005
En M; - P(E)zx y P(B):I—x

ElL 1025% de las latas que fabrica la empresa son defectuosas — P(E)z 01025

090~ B | p(B)=01025 y del drbol
M, _
: P(B)=030-0'10+025-005+0°45 - x =
0°30 I =
B =0°0425+0°45 - x
025 095 —B | Por tanto: 070425 + 0745 x = 0°1025;
El drbol del problema es: M, 045 x=071025-070425; 0°45x=0706
0°05 - -
Bl,.006_2 o, 213
0 045 15 15 15
Entonce el drbol queda:




099 — B

M;
030 010
) 095 — B
025
M;
005>
04 13 B
15
M3
2 S
15 B

a) Probabilidad de que una lata fabricada por la tercera mdquina sea defectuosa.

La probabilidad pedida es P(% j
3

2
045~

(/j BﬂM)_ 15 _ 2 _ 333
M 045 15

b) Si se escoge una lata al azar y no es defectuosa, ;Cudl es la probabilidad de que proceda de la primera
mdquina?

La probabilidad pedida es P(M%j

(M /) M ﬂB L 0730-090 027 108
1-P(B) ~ 1-01025" 359

=073008.

c) Si se escoge una lata al azar y es defectuosa ;Cudl es la probabilidad de que no haya sido fabricada en la
segunda mdquina?

La probabilidad pedida es P(M%j + P(M %)
7 0745 2
(M/jJrP(M/j M ﬂB ), PonB) 030010 B0 15 36y,

p(B) 01025 01025 41
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Problema 8. Se ha determinado que en el 60% de los mensajes enviados por WhatsApp se
aflade un emoticono. Una persona envia diez mensajes de WhatsApp. Se pide la probabilidad
de que:

a) Ningun mensaje de los diez tenga emoticonos. (3 puntos)

b) Exactamente dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos. (3 puntos)

¢) Ocho o mds mensajes tengan emoticonos. (4 puntos)

Solucion:
Utilizamos los siguientes sucesos:

E = mensaje con emoticonos. E = mensaje sin emoticonos
Como “el 60% de los mensajes enviados por WhatsApp aiiade emoticono” —

P(E)=060 — P(E)=1-0%60=040

Se mandan 10 mensajes, usando la variable X = niimero de mensajes con emoticonos en 10 mensajes, X es
una variable binomial de pardmetros n=10 y p = 0.

La tabla que tenemos de la binomial no da los resultados para esta variable (es para p <0°5). Por lo tanto
utilizaremos la siguiente variable: Y = niimero de mensajes sin emoticonos en 10 mensajes — Y = B(10, 0'4)
v la tabla nos da los resultados para Y.

La relacion entre estas dos variables es:
X| 01112314516 7|8]9]10
Y| 1098|716 |5|4|13|2|1| 0

a) Probabilidad de que ningiin mensaje de los diez tenga emoticonos.
“ningtin mensaje de los diez tenga emoticonos” = X =0 =Y =10
PX=0)=P(Y=10)=P(Y<I10)—P(Y<9)=1-079999 = 070001

La probabilidad de que ningiin mensaje de los diez tenga emoticonos es 0°0001.

b) Probabilidad de que exactamente dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos.

2 de10=2.10-4
5 5

]
~
Il
N

“que exactamente dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos” = X = 4
PX=4)=P(Y=6)=P(Y<6)-P(Y<5)=09452-08338=0"1114

La probabilidad de que exactamente dos quintas partes de los mensajes tengan emoticonos es 0°1114.

c) Probabilidad de que ocho o mds mensajes tengan emoticonos.
“que ocho o mds mensajes tengan emoticonos” = X =28 = Y <2
PX 28)=P(Y £2)=0°1673

La probabilidad de que ocho o mds mensajes tengan emoticonos es 0°1673.
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