Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 11 Julio 2024

Problema 1. Una fibrica vende diariamente dos modelos de boligrafos de color verde. El
modelo sencillo requiere una unidad de tinta y otra de plastico para su fabricacion, el mas
sofisticado requiere una unidad de tinta y una y media de pldstico. Dispone de 2500 unidades de
tinta y de 3000 de plastico, y ademads se sabe que no se pueden fabricar mas de 2000 unidades
de boligrafos sencillos. Por cada boligrafo sencillo la empresa gana 0,5 euros y por cada uno de
los sofisticados 0,7 euros.

a) ¢Cuantas unidades de cada tipo debe producir para maximizar las ganancias? (8 puntos)

b) (A cudnto ascienden estas ganancias maximas? (2 puntos)

Solucion:
Llamando:  x = n°de unidades del boligrafo sencillo y = n°de unidades del boligrafo sofisticado
Los datos del problema los resumimos en la tabla:

boligrafo | tinta | pldstico | ganancias/unidad

sencillo 1 1 050 €

sofisticado | 1 15 070 €

Las restricciones serdn:
“dispone de 2500 unidades de tinta” — x+y < 2500
“dispone de 3000 unidades de pldstico” — x+ 175y < 3000
“no se pueden fabricar mds de 2000 unidades de boligrafos sencillos” —  x < 2000

Como las variables x e y representan latas, deben ser niimeros naturales.
Las ganancias de la empresa vienen dadas por la funcion: z=05x+ 07y

El problema a resolver es:

maximizar z=05x+07y
x+y <2500
x+ 1’5y <3000
s.a.
x < 2000
x, ye N

Efectuamos los cdlculos necesarios para la representacion grdfica de las inecuaciones.

x+y<2500 x+1’5y <3000 x <2000
x+y=2500 x+1’5y=3000 x=2000
X y X y
0| 2500 0| 2000
2500 0 3000 0 2000 | 1000
0,0) cumple? 00) cumple? 0,0) cumple?
0+0<2500 Si  0+1'5-0<3000 Si 0<2000 Si \
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T +1"5y = 3000
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La region determinada por el sistema
de inecuaciones (region factible) estd
formada  por los  puntos de

sombreada.

+y = 2500

2000

1500 7

coordenada natural de la zona ™| \
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z 15y = 3000
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Vértices de la region factible:

Los de los ejes coordenados los obtuvimos en los cdlculos para la representacion: (0,0 ), (0, 2000 )
y (2000, 0 ). Faltan los puntos de corte entre las rectas.

Corte entre las rectas:

x+y=2500 —IxI* |—x—y=-2500
x+ 15y =3000 x+ 15y =3000

Sumando ambas ecuaciones: 05y =500; y= 50—0;) =1000

Sustituyendo el valor de y en la 1° ecuacion,
x+ 1000 = 2500; x=2500-1000; x= 1500 Luego punto de corte ( 1500, 1000 )

X+y=2500
x = 2000

Sustituyendo el valor de x en la 1° ecuacion,
2000 +y = 2500; y=2500-2000; y=500 Luego punto de corte ( 2000, 500)

Los vértices de la region factible son: (0,0 ), (0, 2000 ), ( 1500, 1000 ), ( 2000, 500 ) y (2000, 0 ).

El mdximo de z en la region se alcanzard en alguno de los vértices. Calculemos la funcion en los vértices,

X,y z=05x+07y

0,0 05.0+07.0 =0

0,2000 |05.0+077.2000 = 1400

1500, 1000 | 0°5. 1500 + 0°7. 1000 = 1450 mdximo

2000, 500 | 0°5.2000+ 0°7.500 = 1350

2000,0 |075.2000+0°7.0 =1000

El mdximo se alcanza en el punto ( 1500, 1000 ). Por tanto,

a) Para maximizar las ganancias la empresa debe producir 1500 boligrafos sencillos y 1000
sofisticados.
b) Las ganancias mdximas ascienden a 1450 euros.
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Problema 2. Consideramos las matrices

10
—1 4 0 31

A=| 0 1|, B= y C=
0 2 3 10

-1 3
a) Analiza si la matriz A B — 2 I es invertible, siendo / la matriz identidad de orden 3.

(3 puntos)
b) Determina la matriz X que es solucién de la ecuacion A + 2 X C = B, siendo B' la

matriz traspuesta de la matriz B. (4 puntos)
. . 1 -1 .y
c) Calcula para qué valores de z la matriz D:( ; j cumple la condiciéon
- <

CD=DC. (3puntos)

Solucion:
a) ;[AB—21 esinvertible?
Cdlculos:
1 0 1 40 1-(-1)+0-0 1-44+0-2 1-0+0-3 -1 4 0
AB=| 0 1 ( 0 2 3)2 0-(-I)+1-0 0-4+1-2 0-0+1-3 |=| 0 2 3
-1 3 -1-(-H)+3-0 -1-4+3-2 —-1-0+3-3 1 2 9
-1 4 0 1 0 0 -1 4 0 2 0 0 -3 4
AB-2I=| 0 2 3|-2|10 I O|=| 0 2 3|—-|0 2 O|=| 0 O 3
1 2 9 0 0 1 1 2 9 0o 0 2 1 2 7

A B - 21 serd invertible si su determinante es distinto de cero.

-3 40
|[AB-21|=| 0 0 3=12+18=30#0 — 3(AB-2I)"

1 2 7

Solucion: la matriz A B- 21 es invertible.

b) ;Matriz X?/A+2XC=58
Despejemos X,
2XC=B-A; XC =é(Bt —A), si existe C”' entonces, multiplicando por C' por la derecha

ch-fzé(Bf—A)C"; XI=§(B’—A)C_1; X=§(B’—A)C‘1
31 .

Como |c|=‘ ‘:—]7&0 — 3c”
10

Cdlculo de C'I,

3 ] menores 0 ] adjuntos 0 — ] traspuesta 0 — ]
C= - - - -
1 0 1 3 -1 3 -1 3

cio1(0 ~N\_1(0 ~I)_(0 1
- = =— =
c\-1 3) -1\-1 3) {1 -3



Cdlculo de X,
-1 0 1 0 -2 0

=2 0), (720401 ~2:140-(9) (0 -2
(B-A)c'=| 4 1 (1 3]: 4.0+41-1 4-1+1-(=3)|=|1 1
1:040-1  1-1+0-(=3)) (0 1

0
Finalmente X =é(Bt —A)C_I =é 1
0

0 -1
1 0%

S

[\
SR L

~

X =

Solucion:

S

c)¢Valorde z?2/ CD=DC
3 N1 -1 (1 -I1)3 I 2 =3+z) ( 2 1
(1 0}[—1 zj_[—z 2}(1 oj [1 ~1 j_[—3+z —]J
-3+z=1
Estas dos matrices serdn iguales si {1=—3+Z que es la misma ecuacion, por tanto resolvamos:

—3+z=1; z=1+3=4

Solucion: la matriz D cumple la condicion CD =D C para z =4.
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1
Problema 3. Se considera la funcién f(x) = ﬁ Se pide:
3x° =1

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)

d) Los maximos y minimos locales, si existen. (2 puntos)

e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados anteriores. (2 puntos)

Solucion:
a) Dominio,

Gx2-1f=0 - 3x7-1=0 — 3x’=1 - xzzé - xzi\/gzi—

—  Dom f(x)zﬁt—{%,g}

Puntos de corte con los ejes coordenados,

1 1
x=0 — f(0):m:;:1 - (0.,1)

f(x)=0 —> ;:0; 1=0 Falso, no cortaal eje OX

(3x2 = 1Y
J3 \/_

Dom f(x)=R- { 3

} y el tinico punto de corte con los ejes coordenados es: (0, 1).

b) Asintotas horizontales y verticales.
Asintota horizontal,

Lim f(X) = leﬁ=i=0
xX—>—o xo>—eo (3 yf (%)
; , la asintota horizontal es y = 0
Lim f(x)= Ll’l+n (3 5 ])2 =—=0
X —>+oo Yot |3y — S
Asintotas verticales.
Del dominio de la funcion deducimos que las posibles a.v. son x= ﬂ 0 x= g
Lzm f(x)— ! ! ; 2=é:oo - x=_3 esay
B (3x iy { (_\/g} }
3| — 1 -1
3
Lz’nfif(x) Lzm ! ]2 2=é:oo - x=?esa.v.
3 —
R 3 (3a? i NE
3| —| -1
3
. . . -3 3
La asintota horizontal es y =0 y las asintotas verticales x = —\/_ y x= £

3 3



c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)

PR —1:2(3x°-1)6x _—12x(3x* 1) _ -12x
) P S FYE) S )

Obtengamos las raices del numerador y denominador,
—-12x=0 — x=0

3x2=1f =0 — 3x2-1=0 — {resueltaena)} x:i§5i0’58

Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos: [ Dom f(x) =§){_{ V3 , ‘/5}}
3 3
3 3
Calculemos el signo de f(x) en cada uno de los intervalos,
, —12x
x J )=
(322 1)
-1 12D =£>0
Gen-1) 8 N
_03 —-12-(-073) _ 36 <0 o - y + o =
(3032 -1) -03890 = 0 I
. —12-(073) ~-36 ' !
0’3 =— >
(3 0°3)° _1)3 —073890
; —12-1 _-12 <0
3.2-1) 8
Por tanto,
Jf(x) es creciente en (— oo ,?j U (0 ,gj y f(x) es decreciente en (? , 0] U (g ,+ ooj

d) Mdximos y minimos locales.

Del estudio anterior deducimos que en x =0 f(x) tiene un minimo local y que no tiene mdximos locales.
Para x=0 f(0) =1 {calculado en el apartado a}

Solucion: f(x) solo tiene un minimo local en (0, 1 ).



e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:

Corte con ejes coordenados ( 0, 1 ), minimo localen (0,1 ); ah. y=0, av. x :T y x=

_J3 V3
o

Representando grdficamente esta informacion:

y=0

Considerando los intervalos de crecimiento y decrecimiento obtenidos, la representacion grdfica de f(x) es:

-
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Si con la informacion anterior la representacion no nos queda definida, calculamos puntos de la curva,

o
i f(x)_(3x2—1)2
1 1
S| — =250
Gey-f s~
i i
1| — =250
Gr_if s
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Problema 4. Un agricultor estima que si aplica x kilos de abono en un terreno, sus ingresos
< 2

serdn —x~ + 60 x + 100 euros.
a) (Qué cantidad de abono maximiza sus ingresos? ;Cudles son estos ingresos maximos?

(3 puntos)
b) Si el coste del abono es de 12 euros por kilo, ;qué cantidad de abono maximiza sus
beneficios?; ;cudles son estos beneficios maximos? (4 puntos)

¢) (Qué cantidades de abono garantizan beneficios positivos? (2 puntos)

Solucion:
Los ingresos que obtiene son I(x) = — x* + 60 x + 100; x kilos de abono.
Como x representa kilos Dom I(x) = [ 0, +o0)

a) ;Cantidad de abono que maximiza sus ingresos? ;Cudles son estos ingresos mdximos?
Buscamos el mdximo de I(x).

I(x)=-2x+60; —2x+60=0; —2x=—60; x=_—620:30.
Debemos estudiar el signo de 11(x) en los siguientes intervalos: © 30
x | I'(x)=-2x+60 +
10 | —2-10+60=40>0 % X
0 30

40 | -2-40+60=-20<0

Por tanto en x = 30 hay un mdximo relativo. Ademds, como a la izquierda de x = 30 la funcion es
creciente y a la derecha decreciente, el mdximo relativo es el absoluto de I(x).

Para x =30, 1(30)=—30°+60.30 + 100 = 1000

Solucion: la cantidad de abono que maximiza sus ingresos son 30 kg 'y
estos ingresos mdximos son de 1000€.

b) Si el coste del abono es de 12 euros por kilo, ;qué cantidad de abono maximiza sus beneficios?; ;cudles son
estos beneficios mdximos?
Beneficio = Ingresos — Costes, B(x)=1(x)—12x = X+ 60x+100-12x=—x"+48x + 100
Como x representa kilos Dom B(x) = [ 0, +o0)
Buscamos el mdximo de B(x),

B(x)=-2x+48 —2x+48=0; —2x=-48 x=—2 o

Debemos estudiar el signo de B(x) en los siguientes intervalos: u

X | B'(x)=-2x+48
10| =2-10+48=28>0 + % -
30| —2-30+48=-12<0

0 24

Por tanto en x = 24 hay un mdximo relativo. Ademds, como a la izquierda de x = 24 la funcion es
creciente y a la derecha decreciente, el mdximo relativo es el absoluto de B(x).

Para x =24, B(24)=-24’ +48.24 + 100 = 676

Solucion: la cantidad de abono que maximiza sus beneficios son 24 kg y
estos beneficios mdximos son de 676€.



c) ;/Qué cantidades de abono garantizan beneficios positivos? ;x?/B(x) > 0

—x’ +48x+100>0
. :—48+52 _
P4 A8x4+100=0 — x:—48i\/4<;2—4-(—])-]00 :—481'52: ! -2
(=) -2 xz:—4f;52:50
Dom B(x) = [ 0, +0), por tanto {-2} & Dom B(x).
Hay que estudiar el signo de B(x) en los intervalos: X ;(0

Como B(x) es un polinomio de segundo grado con coeficiente de X negativo y raices —2 'y 50,

55\

Luego, B(x)>0 si xe (0, 50).

oOX

Solucion: para garantizar beneficios positivos debe emplear menos de 50 kg de abono.
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Problema 5. Un instituto tiene estudiantes de ESO y de Bachillerato. El instituto ofrece tres
extraescolares: dos deportivas (flitbol y baloncesto) y una no deportiva (musica); todos los
estudiantes tienen que escoger una extraescolar, pero solo una. El instituto tiene en total 400
estudiantes, y 300 de ellos han escogido futbol. El instituto tiene 310 estudiantes de ESO; de
ellos, 230 han escogido fiitbol y 60 han escogido baloncesto. Se sabe también que 8 estudiantes
de Bachillerato han escogido musica. Seleccionamos al azar un estudiante de este instituto.
a) Calcula la probabilidad de la unién de los sucesos ‘el estudiante estd en ESO” y “el
estudiante ha escogido musica”. (3 puntos)
b) Si sabemos que el estudiante seleccionado ha escogido una extraescolar deportiva, ;cudl
es la probabilidad de que esté en ESO? (4 puntos)
c) ¢Son independientes los sucesos “el estudiante estd en Bachillerato” y “el estudiante no
ha escogido baloncesto”? (3 puntos)

Solucion:
Construyamos la tabla de distribucion de los estudiantes por nivel y extraescolar (cada alumno escoge solo
una extraescolar).
El instituto tiene en total 400 estudiantes, y .
; de ellos, 230 han escogido fiitbol y 60 han escogido baloncesto. Se

sabe también que 8 estudiantes de Bachillerato han escogido miisica.
Fiitbol | Baloncesto | Miisica | total
ESO 230 60
Bachillerato 8

total 400

Completamos la tabla con las restas y sumas correspondientes,

310 —-230—-60 = 20; 300-230 = 70; 400 -300-28 =72; 72-60 = 12; 400-310 = 90.
Futbol | Baloncesto | Miisica | total
ESO 230 60 20
Bachillerato 70 12 8 90
total 72 400

Seleccionamos al azar un estudiante de este instituto.

a) Calcula la probabilidad de la union de los sucesos “el estudiante estd en ESO” y “el estudiante ha escogido
musica”
Sucesos: ESO = “el estudiante estd en ESO” y MUS = “el estudiante ha escogido miisica”
La probabilidad pedida es: P(ESOJMUS)

310 28 20 159

P(ESOUMUS )= P(ESO)+ P(MUS )—- P\ESO(1MUS )= + - =
( v )= Pl J+ Pl )Pl 4 ) 400 400 400 200

=0795

La probabilidad pedida es 07795.



b) Si sabemos que el estudiante seleccionado ha escogido una extraescolar deportiva, ;cudl es la probabilidad
de que esté en ESO?
Suceso: DEP = “el estudiante ha seleccionado extraescolar deportiva”

La probabilidad pedida es: P (ES %EP)

230+60 290
( / ) P(ESON DEP) _ 400 _400 _290 _ 145 _ o
DEP P(DEP)  230+60 +70+12 372 372 186

400 400 400
La probabilidad pedida es 077796.

c) ;Son independientes los sucesos “el estudiante estd en Bachillerato” y “el estudiante no ha escogido
baloncesto”?
Sucesos: BAC = “el estudiante estd en Bachillerato” 'y  NBAL = “el estudiante no ha escogido
baloncesto”

Debemos comprobar si  P(BAC (N NBAL)= P(BAC)- P(NBAL)

P(BACNNBAL)="018 _ 39 _ (195
400~ 200
P(BAC)= 20 60195—ﬂ ﬁ?, 007195 = 69 2, (0°195=01845? No
400 400 400 2000
P(NBAL)= 300+28 _ 328
400 400

Por tanto, los sucesos ‘el estudiante estd en Bachillerato” y “el estudiante no ha escogido baloncesto”
no son independientes.
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Problema 6. Una empresa de vacunas para ganado bovino estd evaluando la efectividad de dos

métodos distintos, A y B, para administrar una vacuna contra virus que afectan al aparato

respiratorio. En el estudio, de las 600 reses de una explotaciéon ganadera, 250 fueron vacunadas

por el método A, otras 250 por el método B y el resto no fueron vacunadas. Se observé que en

los cuatro meses siguientes tuvieron problemas respiratorios el 30% de las reses vacunadas por

el método A, el 20% de las vacunadas por el método B y el 60% de las no vacunadas. Calcula:
a) La probabilidad de que una res elegida al azar haya tenido problemas respiratorios.

(3 puntos)

b) La probabilidad de que una res que no ha tenido problemas respiratorios haya sido
vacunada por el método B. (4 puntos)

¢) La probabilidad de la interseccion de los sucesos “la res no ha sido vacunada” y “la res
tiene problemas respiratorios”. (3 puntos)

Solucion:

Utilizamos los siguientes sucesos:
A = res vacunada con el método A
B = res vacunada con el método B
N = res no vacunada

R = tiene problemas respiratorios R = no tiene problemas respiratorios

De los datos del problema,

“de las 600 reses de una explotacion ganadera, 250 fueron vacunadas por el método A, otras 250 por el
método By el resto no fueron vacunadas”:

P(A)=@=i; P(B)=@=i; {600 - 250 - 250 = 100} p(N):@:izi

600 12 600 12 600 6 12
“tuvieron problemas respiratorios el 30% de las reses vacunadas por el método A” — si la res estd
vacunada conA — P(R)=0730 vy P(E) =1-030=070
“tuvieron problemas respiratorios el 20% de las reses vacunadas por el método B” —  si la res estd
vacunada conB — P(R)=020 vy P(E ) =1-020=0'80
“tuvieron problemas respiratorios el 60% de las reses no vacunadas” —  si la res no estd vacunada

— P(R)=060 y P(R)=1-060=040

03 R
A
5 > _
— 07
12 R
R
0
5
El drbol del problema es: V) B
08 _
R
2
= 6 — R
12 06
N
04

=]



a) Probabilidad de que una res elegida al azar haya tenido problemas respiratorios.
P(R)= D 0342024206 =L 03083
12 12 12 120

Solucion: la probabilidad de que una res elegida al azar haya tenido problemas respiratorios es 0°3083.

b) Probabilidad de que una res que no ha tenido problemas respiratorios haya sido vacunada por el método B.

(%j BﬂR (BﬂR) 12 2" =ﬁ50’4819

~1-P(R) ,_37

120

Solucion: la probabilidad de que una res que no ha tenido problemas respiratorios haya sido vacunada
por el método B es 0°4819.

b) La probabilidad de la interseccion de los sucesos “la res no ha sido vacunada” y “la res tiene problemas
respiratorios”

2
P(NNR)==06=01
WNR)=—

Solucion: la probabilidad de la interseccion de los sucesos “la res no ha sido vacunada” y “la res tiene
problemas respiratorios” es 0°1.
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