Matematicas I1 Julio 2013

OPCION A
x=14+2«x x=-1
PROBLEMA A.2. Se dan las rectas r,:<y=« y nhisy=I1+p ,siendo o y f
7=2-«x z=—1-2p0
parametros reales. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento

utilizado:
a) Unas ecuaciones implicitas de r;. (2 puntos).
b) La justificacion de que las rectas r; y r, estdn contenidas en un plano 7z, (2 puntos)y
la ecuacion de ese plano 7, (2 puntos).
c) El area del tridngulo de vértices P, Q y R, siendo P=(-1,0,1), 0=(0,1,2) y R
el punto de interseccion de r; y r,. (4 puntos).

Solucion:
a) Ecuaciones implicitas de r;
Conocemos la ecuacion vectorial de rj, a partir de ella obtenemos su ecuacion continua,

x—1 _
x—1  z-2 S 2 7 .
T p =y= iR Una ecuacion implicita de r; serd: 5 efectuando las operaciones,
—_— _ Z —
T

x—1=2y x=2y-1=0
-
-y=z-2 y+z—-2=0

x=2y—-1=0

Solucion: r,: {
y+z—-2=0

b) Justificar que r; y 1, estdn contenidas en un plano.
Las rectas r; y ry estardn contenidas en un plano si son paralelas o si se cortan.
Estudiemos la posicion relativa de las dos rectas. Para ello debemos estudiar el sistema de ecuaciones:

1+20=-1 200 =-2

a=I1+p — qa-p=1 , es un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas.
2—-a=-1-2p —a+2B=-3
2 0 2 0 -2
Su matriz de coeficientes es M =| 1 —1| ysumatrizampliada M'=| 1 -1 1
-1 2 -1 2 -3

Calculemos el rango de M. M es 3x2, su mdximo rango serd 2.
2[=2#0 — ran(M)=1

2 0
=-2#0 — ran(M)=2
1 -1
Calculemos el rango de M. M~ es 3x3, su mdximo rango serd 3.
2 0 =2

1 -1 l|=6-4+2-4=0 — ran(M")=2
-1 2 -3




Hemos obtenido que ran (M) = ran (M") = 2 = niimero de incognitas, por lo tanto es un sistema compatible
determinado. Es decir, las rectas r; y r; se cortan. Luego, las dos rectas estdn contenidas en un plano.

Para obtener la ecuacion de este plano, obtengamos el punto, R, de corte entre r; y ra.

20=-2
Del estudio de rangos realizado anteriormente, el sistema a resolver serd: { B=1
o — =
De la 1* ecuacion: o = — 1. Con esta solucion es suficiente para obtener el punto R.
x=1+2(-)=1-2=-1
Sustituyendo el valor de a en la ecuacionde r;: <y=-1 - R(-1,-1,3)

1=2—-(-)=2+1=3

punto R (— 1,—1, 3)
der, >u(2,1,-1)
de r, > v(0,1,-2)

Del plano © que contienea r; y r2 conocemos: )
vectores directores

x+1 y+1 z-3

Su ecuacion se obtiene: | 2 1 -1]=0
0 1 2
1 - 2 - 2 1
(x+])‘] _2‘—(y+])‘0 _2+(z—3)‘0 ]‘:0

x+D2+DH-(+DH()+(z-3)(2)=0
—x—1+4y+4+2z-6=0
—x+4y+2z-3=0

Solucion, m:-x+4y+2z-3=0

c) Area del tridngulo de vértices P(—1,0,1), Q(0,1,2) y R(-1,-1,3).
Conociendo los tres vértices del tridngulo, su drea podemos calcularla mediante la formula:

1

Ap==| PRxOR

;R =(-1,-1,3)—-(-1,0,1)=(0,-1,2)

Q_)R =(-1,-1,3)-(0,1,2) = (-1,-2,1)

PR x OR (l) ]] P I ) Ul B e P S UV Sl P P S
X = - = - = - - - = s T Ly T
P S A S A A /

‘;R xQ_)R‘=|(3,—2,—])|=\/32 (2P + (<) =914+ 1 =14

Finalmente, A, =é\/ﬁ u® = 1'8708286...u* = 1’8708 u’
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OPCION B

x—y+z=0

PROBLEMA B.2. Se dan las rectas  r: { y s:{x—I1=y-2=z .Obtener

2x+y+z=1
razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Un punto y un vector director de cada una de las dos rectas. (3 puntos).
b) La distancia entre las rectas r y s, (2 puntos), justificando que las rectas r y s se
cruzan. (2 puntos).

. 4] 14
¢) Obtener unas ecuaciones de la recta ¢ que pasa por el punto (5—7 5 OJ y €s per-
pendicular a las rectas r y s. (3 puntos).
Solucion:
x—y+z=0
a) De larecta r: obtengamos su ecuacion paramétrica.
2x+y+z=1
— X—y=-2
Como =1+2=3#0, resolvemos el sistema:
1 2x+y=1-z2
Sumando ambas ecuaciones: 3 x=1-27z
1-2z7
xX=
3
Sustituyendo en la 1* ecuacion,
1-2z7 1-27
—-y=-z +z=
ER 3 Y
_1-2z+3z _I+z
3 3
_1-22
3
. L . 1+ A
La ecuacion paramétrica de la recta r serd: <y = 3 AeR
z=4
1 1 . - (=2 1 . )
dewmrmmmmpmmlﬁzggﬁ)ywmmmMMWVﬁ:?nEJ,mmmemmm
v, =(-2,1,3).
De la recta g- {x —l=y-2=2z, tenemos su ecuacion continua, por lo tanto se deduce:

punto P = (] , 2, 0) y vector director \Z = (] 1, ]).



b) Veamos si las rectas r y s se cruzan.

1-24
X=—-
3/1 x=1+u
Las ecuaciones paramétricas de estas rectas son: r: y=]+T AeR y s:9y=24+u HeR
z=1 =4
] 3/1 1-2A=3+3u —2A-3u=2
Estudiemos el sistema: %=2+,u — +A=6+3u —> A-3u=>5
-2 =312
|
La matriz ampliada de este sistema es A= 1 -3,5]
|
1 -1'0

A’ es 3x3 — mdximo rango de A" es 3; A es 3x2 — mdximo rango de A es 2.
Calculemos el rango de A”,

-2=-2%0
-2 -3
=6+3=9%0
1 -3 - ran(A)=3
-2 -3 2
1 -3 5=-2-15+6=—-11#0
1 -1 0

Los dos primeros menores calculados anteriormente nos indican que ran (A) = 2.
Por lo tanto, como ran (A) =2 y ran (A)=3 deducimos que las rectas r y s se cruzan.

Para obtener la distancia entre las dos rectas r y s vamos a utilizar el siguiente procedimiento:
Calculamos el plano © que contiene a r Yy es paralelo a s, por lo tanto de este plano conocemos

punto P, 1,1,0 1 1
3’3 x—g y—; z—0
- la ecuacion del plano w se obtiene: | —2 1 3 |=0 —
v.=(-2.,1,3)
vectores { 1 1 1
v, =(1,1,1)

-2 1

+z
1 1

‘=0 - [x—éj(—2)—(y—§j(—5)+z(—3)=0 -

I\ 3 I\[-2 3
X—— - y——
3)|1 1 3)11 1
2 5
—2x+§+5y—§—3z=0 - =2x+5y-3z-1=0 — 7w:2x-5y+3z+1=0

2.1-5.2+3.0+1 [2-10+1 7

= =1135549...
J2 (57 +3 J4+25+9 38

Finalmente, d (r,s )=d( Py, mw) =

7
Solucion: d(r,s)= u.
\38




aseorﬂ—EO
pase pori 5 ’ .

c)recta t / 57
t Lrys
i j k
A - 3 ==2 3 -2 1
Comot Lrys = v=vxv=-2 1 3=i -] +k =
‘ 1 1 1 1 1
1 1 1
=i(I-3)—j(2-D+k(2-1)=(-2,5,—-3)
xzﬂ—Z/l
57
. I ) —14
La ecuacion pardmetrica de la recta t serd: {y=——+54 AeR
z=-341
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OPCION A

PROBLEMA A.2. Se dan los puntos A=(1,5,7) y B=@3,-1,-1).Se pide obtener
razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Las ecuaciones de los planos 7; y 7w, que son perpendiculares a la recta r que pasa por
los puntos A y B, sabiendo que el plano x; pasa por el punto A y el plano z, pasa por el
punto medio del segmento cuyos extremos son los puntos A y B. (4 puntos distribuidos
en 2 puntos por cada plano).

b) La distancia entre los planos z; y 7, . (2 puntos).

¢) Las ecuaciones de la recta r que pasa por los puntos A y B, (2 puntos), y los puntos de la
recta r que estan a distancia 3 del punto C=(1, 0, 1) . (2 puntos).

Solucion:
a) Como los planos pedidos son perpendiculares a la recta r, para hallar las ecuaciones de estos planos

necesitamos conocer un vector director de la recta r,
vr = AB = (33_13_]) - (13577) = (23_67_8) = (]7_33_4)

Ecuacion de m,, considerando que 7, Lr y Aerx,
como #, Lr = 7x:x-3y—4z+D=0
como Aerx, — 1-3.5-4.7+D=0;, 1-15-284D=0; —-42+D=0; D=42

Por tanto, m;: x-3y—-4z+42=0

Ecuacion de 1, considerando que 7@, Lr 'y PM (E)e 7T,,
como w,Llr — 7m,:x-3y—-4z+D=0

calculemos PM(E)=(1—53,5;],7;] j=(2,2,3)

como PM(AB)er, — 2-3.2-4.3+D=0; 2-6-12+D=0; —16+D=0; D=16
Por tanto, m;: x-3y—-4z+16=10

b) Como los planos mw; y T, son perpendiculares a la recta r, son paralelos. Por lo tanto:
1-35-47+16]

P +(=3) +(—4)’

d(rz,,z,)=d (P,,] 7T, ) ={como punto del plano x, tomamos el A=(1,57)}=

_l1=15-28+16] |-26| _ 26 _ 26726 _ 2626 _ ;5=

= = = = 2
JI+9+16 26 V26 26426 26

Solucién, d(7,,7,)= V26 ul.



c) Ecuacion de la recta r.
Esta recta pasa por los puntos A 'y B y en el apartado a) obtuvimos su vector director, luego:

Punto A=(1,57)
re —
vector director v, =(1,-3,—4)

Las ecuaciones de la recta r serdn:

E. vectorial r:(x,y,z)=(1,5,7)+A(1,-3,-4) Ae X
E. paramétrica x=]+1
r:sy=5-34 AeR
7=7—4A
E. continua x—1_y-5_ z-7
! -3 -4

Buscamos, ahora, los puntos de larecta r / d( P,, C) =3
Po=(1+A,5-3A,7-44) y C=(1,0,1)

d(P..C) =AU+ A= 1Y +(5=3A—0) + (7 —4A—1) = | +(5-32) +(6—44) =
= B +25-30A+9F +36 —48A+16X =26 ¥ =784 +61

Debemos resolver: \/ 26X —784+61 =3, elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacion,
26 -78A+61=9; 26 2 -78A+61-9=0; 261 -78 A+ 52=0; simplificando entre 26,

X-34+2=0
3+1_4
QDN 412 34498 34T _3t1_ b=y =gl
2.1 2 2 2\ 32
2 2

Como hemos resuelto una ecuacion irracional, comprobamos las soluciones.
A=1 — 26.F-78.1+61=3|A=2 — 26.2°-78.2+61=3

V26 -78+61=3 JI104-156 +61 =3
J87-78 =3 J165-156 =3
Jo=3 i Jo=3 s
Para A=1, P,=(1+1,5-3.1,7-4.1)=(2,2,3)
Para A=2 P,=(1+2,5-3.2,7-4.2)=(3,-1,-1)

Finalmente, los puntos de r que distan 3 unidades de C son: (2,2,3) y (3,-1,-1).
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PROBLEMA B.2. Se dan las rectas r: {x_ =0 {“ y=58
z=10 x+y+z=13
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Un vector director de cada recta (2 puntos) y la posicion relativa de las rectas r y s.
(2 puntos).
b) La ecuacidn del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la recta r. (3 puntos).
¢) La distancia entre las rectas r 'y s. (3 puntos).

Solucion:
a) Vector director de la recta r.
Podemos obtener el vector director de la recta calculando sus ecuaciones paramétricas:

0 x=A
x— = x: —_—
S SRR YL ly=2 S v =0,1,0
z=10 z=10
z=10

Otra forma de obtenerlo, a partir de los vectores perpendiculares de los planos que definen la recta ,

- - -

— i ik
x—y=0 = n=(-10) I / 5 o -
r: . - v.=nXn,=1 -1 O0l=—i-j — v, =(-1-10)=(,10)
) x+y=38
Vector director de la recta s
x+y+z=13
Delplano x+y=8 — 171=(1,],0)
Delplano x+y+z=13 — n,=(11])
i j ok
L vemxm=lr 1 ool=d A A i oa 10
uego, v.=n,Xn,= = - =i—j=U,—-1,
gslelllzzjzzzzlj

Otra forma de obtenerlo,

x+y=8
Y Sustituyendo el valor de x + y en la segunda ecuacion: 8 + z=13; z=75.
x+y+z=13
x=8-41
De la 1? ecuacion: x = 8 —y. Las ecuaciones paramétricas de la recta s serdn: {y=A —
z=5

v, =(~1,1,0) = (1,-1,0)

Determinemos la posicion relativa de las rectas r y s.
Como anteriormente hemos calculado las ecuaciones paramétricas de las dos rectas, de ellas conocemos un

punto 'y su vector director:

=4 P=(0,0,10) x=8-4  (p_8,0,5
riqy=4 - < siyy=4 - 1=
2=10 v.=(,1,0) 7=5 v.=(,-1,0)



Para determinar la posicion relativas de las rectas r y s estudiamos rangos en la siguiente matriz
ampliada: lvr v, PP l PP =(8,0,-5). La matriz a estudiar es:

1 1 8
M=|1 -1 i 0
0 01l-5
Estudiemos el ran(M), M es 3x2 luego su mdximo rango es 2,
H=1%0
‘j ]] =220 — ran(M)=2 = Las rectas no son paralelas.

Estudiemos el ran(M°), M~ es 3x3 luego su mdximo rango es 3; el estudio del rango de M nos indica que
ran(M’) > 2,

1 1 8
1 -1 0=5+5=10#0 — ran(M")=3 = Lasrectas r y s se cruzan.
0o 0 -5

b) Hay que obtener el plano n/ scx y xnllr.
De las condiciones que debe cumplir el plano © deducimos que P €  y los vectores directores de w son

—_—

v, ¥ v—, Luego:

s

x=8+A-u
Las ecuaciones paramétricas son: 7:3y= A+u A, ueR ylaecuacion general z=5.
z=5

c)id(r,s)?
Considerando las condiciones del plano w obtenido en el apartado anterior, deducimos que
dir,s)=d(r,m)=(como xllr)= d(R,n’).
P =0010) y 7w:z=5 = 7m:z-5=0

10— 5] S

N

Por tanto, d(r,s)=35

d(P..7)=
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x=1+A
x+1 y—-1 z
PROBLEMA A.2. Se dan las rectas 7: ==, s y=—A yelpunto P (0,3,-2).
z=0

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las ecuaciones de la recta que pasa por el punto Py es paralela a larecta r. (3 puntos)
b) La ecuacién del plano que contiene a la recta r y es paralelo a larecta s. (4 puntos)
c) La distancia entre las rectas r y s. (3 puntos)

Solucion:
a) ;recta r; que pasa por Py es paralela a r?
P0,3,-2)
De r; conocemos: N .
niir— v, llv, = v, (3,-1,2)

Las ecuaciones de la recta r; serdn:

x=0+34 x=31
E.vectorial: 1r,:yy=3-4 AeR > r:qy=3-4 AeR

7=-2+21 7=-2+24

x_ _y=-3 z+2

E. continua: r,:—=——
3 -1 2

b) ;plano w/ rcm y n//s?
/s = v, serd director de

rcx—Pex y v, serddirectorde
De las ecuaciones de r y s obtenemos, directamente, los elementos necesarios del plano .

Punto: P.(—1,1,0) yvectores directores: v, (3 ,—1, 2) y v, (] =1, 0). La ecuacion de © serd:

x+1 y-1 z -3z+2(y-1)+z+2(x+1)=0
_ _ -3z+2y-2+z+2x+2=0

I I 2=0 2x+2y-2z=0

1 -1 0 xX+y—z=0

Solucion: m: x+y-z=10

c)id(r,s)?
Veamos la posicion relativa de las rectas r y s.

.{P,.(—J,J,o) _{3(1,0,0)

ris . NN
v.(3,-1,2) v.(1,-1,0)

s s r

Construimos la matriz M~ [vr % PV_P} P_P; =(2,-1,0)
3 12

|
M=\-1 -1|-1
2 010



Rango de M,

|3|=3¢0 — ran(M) =1 se cortan
3 1 =
34 7=—2%0 - ranM)=2 — rys{o
—] —] se cruzan
Rango de M,
3 1 2
-1 -1 -1|=-244=2#0 — ran(M")=3
2 0 0
ran(M’) = 3 #2 = ran(M) — lasrectas r y s se cruzan.
Por tanto, d(r,s) = S
VXV,
3 1 2
[vr v, P,_P; =|-1 -1 -1 =(calculado antes)=2
2 0 0
- - -
i J k
- - - - - - - - -
v X v =3 =1 2|==3k+2j+k+2i=2i+2j2-2k=(2,2,-2)
1 -1 0
voX v =427 427 4(=2)7 =412 =243

2
Por tanto d(r,s)= H = 2 = —f

i
23 243 3

ul.

Solucion: d(r,s )= ?3u.l.
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x=1-2a
2x—y+5=0
PROBLEMA B.2. Se dan las rectas r:d°" v y s:iy=2+a Yyelplano
6x—z+8=0 g
z=3-

r:2x+mz+1=0,siendo m un parametro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos
los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicion relativa de las rectas r y s y el punto (o puntos) comunes a r y s.
(4 puntos)
b) El valor del pardmetro m para que la recta s sea paralela al plano 7. (3 puntos)
c) La ecuacion del plano que contiene alarecta s y al punto P (1,2,4). (3 puntos)

Solucion:
a) ;Posicion relativade r y s?
Nos interesa obtener un punto y un vector director de cada una de las rectas.
{2 x—y+5=0
r:

como {menor de y z}

‘ =1#0, despejamos 7z e y en funcion de x.

6x—z+8=0 -]
2x—y+5=0 — 5.2 —542 x=4
S A RN Y= * Y= SN y=5+2A1 AeR
6x—z+8=0 —z=-8-6x z7=8+6x
z=8+6A4
P0.5.8)
Por tanto: r:< _,
v.(1,2,6)
sy=2+a — s:3,
=3-q v(-2,1,-1)

N

- -
Para estudiar la posicion relativa de las rectas r y s estudiamos el rango de la matriz [v, % P,PS}, es

1 -2 1
decirr M=|2 1 -3
6 -1 -5
Rango de M, {M es 3 x 2, luego mdximo rango de M es 2}
|1| =120 — ranM)=>1 se cortan

1 -2 — ranM)=2 — rys(o
=/+4=5#0
2 1 se cruzan
Rango de M", {M " es 3 x 3, luego mdximo rango de M es 3).

Por el cdlculo del rango de M, sabemos que ran (M~) > 2

1 -2 1

2 1 -3=-5-24+436-6-3-20=0 — ran(M")=2

6 —1 -5

Como ran (M) = ran(M’) = 2, las rectas r y s se cortan.



El punto de corte entre r y s lo obtenemos resolviendo el sistema de las rectas a partir de sus ecuaciones
paramétricas. Es decir,
A=1-2«x A+2a=1
5+2A=2+a — <2A-a=-3 De este sistema, segiin el estudio de rangos anterior, sabemos que
8+6A=3-« 6l+a=-5

rango de la matriz de coeficientes = rango de la matriz ampliada = 2 = n° de incégnitas (1 y «).
Resolvemos usando 1y 2 ecuacion (corresponden al menor de orden 2 no nulo). El sistema a resolver es:

A+2a=1 A+2a=1
2A-a=-3 2x2* |4A-2a=-6
51 =5 5 A=-1

Sustituyendo en la 2* ecuacion: 2 (-1)-a=-3; -2 —a=-3;, —a=-3+2; —a=-1; a=1

Sustituimos los valores de las incognitas en las ecuaciones de r y s para comprobar que se obtiene el
mismo punto. Solo seria necesario sustituir en una de las rectas.

x=—1 x=1-2.1=-1
En r:qy=5+2(-=3 En s:iy=2+1=3
z=84+6(-1)=2 z=3-1=2

Por tanto, el punto de corte entre las rectas r y s es(-1,3,2)

b) ;m / rectas // plano n?

- - - - o
Como sllxr — v, Ln, n, vector perpendicular al planow| — v, .n,=0

‘Z(_Z’]’_]) y }1_:;(2707’")’ \211_;2(—2,],—])(2,0,;71):_4_,71
Porlo que, —4-m=0; m= —4

En conclusion, para que la recta s sea paralela al plano n debe ser m =— 4.

c)splano 7?2 / rectasct y P(1,2,4)eT
Para obtener la ecuacion del plano T necesitamos un punto y dos vectores directores del plano.
P(1,2,3)et
Como sC7T — <,
{vs (=2,1,-1)es director det

Ademds, P(1,2,4)e 1
punto (],2,3)

Por tanto, del plano t© conocemos — <u=v (—2 A, =1 )

- - _ 2 ] . .
Como los vectores u 'y v no son paralelos #* 5 #* T sirven como vectores directores de T.
4

La ecuacion del plano 7 serd: | —2 1 —1 |=0, efectuando operaciones:
0 0 -1
—x+1-2y+4=0;, —x-2y+5=0; x+2y-5=0

Solucion: 7: x+2y-5=0
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PROBLEMA A.2. Se dan los puntos A = (0,0,1), B =(1,0,-1), C=(0,1,-2) y D =(1,2,0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion del plano m que contiene a los puntos A, By C. (3 puntos)

b) La justificacion de que los cuatro puntos A, B, C y D, no son coplanarios. (2 puntos)

c) La distancia del punto D al plano 7, (2 puntos)

y el volumen del tetraedro cuyos vértices son A, B, Cy D. (3 puntos)
Solucion:

a) ;plano w que contiene los puntos A, By C?
punto  A(0, 0,])
AB(1,0,-2)

_—

AC(0,1,-3)

Del plano 7 conocemos )
vectores directores

La ecuacion del plano 7 sera:

x=0 y-0 z-1 x y z-1
1 0 -2=0 - |I 0 =2|=0 — z-1+2x+3y=0 — 2x+3y+z-1=0
0 1 -3 0o 1 -3

Por tanto, la ecuacion del plano 7w: 2x+3y+z—-1=0

b) Justificar que los puntos A, B, C'y D no son coplanarios.
Veamos que el punto D no pertenece al plano 7.
2.1+3.2+0-1=0
2+6-1=0
7 =0 Falso

El punto D no pertenece al plano 7, al que pertenecen los puntos A, By C.
Por lo que los puntos A, B, C 'y D no son coplanarios.

¢)¢d(D, m)?
er+32+0-1 | 7 i

V2ie32e . 4 V4o 2

d(D,x) ul.= 18708 ul.

El volumen del tetraedro de vértices A, B, C y D podemos obtenerlo de dos formas:

i) Mediante la formula: V, =é‘ [E BD E”

tetraedro

AD = (1,2,~1) 1 2 -

BD =(0,2,]) V,de:i‘[ﬁ)ﬁc—z)]‘:i 0 2 1||=Lls242-9=L7-Z
__ 6 6 6 6 6
CD = (1,1,2) 11

ii) Podemos considerar como base del tetraedro el tridngulo de vértices A, B 'y C que estd sobre el plano 7, y
la altura del tetraedro es d (D, w).

El drea del tridangulo de vértices A, By C la calculamos mediante la formula:



Are@zé‘ﬁxfé

ik
?XTS: 1 0 -2 :k+2i+3j:2i+3j+k=(2,3,])
0o 1 -3
| ABXAC =27+ 5 + 12 =4+ 941 =14
2 2
tetraedro :iAreaT -h=iA/reaT d(D,f[) :iﬂ \/ﬁ :ﬂ
3 3 32 2 12

Solucién: El drea de tetraedro pedido es 7/6 u’.
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PROBLEMA B.2. Se dan los planos m:x+y+z=1 'y orax+by+z=0 donde ayb
son dos pardmetros reales.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de ay b paralos que el plano o pasa por el punto (1,2,3) y, ademas
dicho plano o es perpendicular al plano #. (3 puntos)
b) Los valores de ay b para los cuales sucede que el plano o pasa por el punto (0,1,1)
y la distancia del punto (1,0,1) al plano o es 1. (3 puntos)
c) Los valores de ay b paralos que la interseccion de los planos 7 y o es larecta r para
la que el vector (3,2,-5) es un vector director de dicha recta r, (3 puntos)
Y obtener las coordenadas de un punto cualquiera de la recta r. (1 punto)

Solucion:
a)sa,b?/(1,2,3)eoc y olnm
(1,2,3)eoc — a.l+b.2+3=0 — a+2b+3=0

- -

oln —- n,1ln, = (a,b,1)L(1,1,1) = (a,b,1).(1,1,1)=0 — a+b+1=0
a+2b+3=0

a+b+1=0

Restando 1°-2° b+2=0; b=-2
Sustituyendo el valor de b en, por ejemplo, la 2° ecuacion: a+(-2)+1=0; a-1=0; a=1

Resolvamos el sistema: {

Solucion: a=1y b=-2

b)ia,b?/(0,1,1)eoc y d((1,0,1),0)=1
(0,1,1)ec — a.0+b.1+1=0 — b+1=0 — b=-1

d((10,1),6)=1 — M:] N ja+1] _
Va’ +b° + I Na? +b° + 1
la+1| la+1| 5 at+l=+a’+2
b=-1 — =] 5 =1 - +1=«/7
. TR e A W

1% ecuacion,

a+l=Va’+2 — (a+1)2=(\/az+2)2 - d*+2a+1=a*+2 — 2a=1 - azé

2
Comprobacion, i+]= i +2; i=1/£+2; iz\/g ST
2 2 2 4 2 4

2%ecuacion,

atl=—a’+2 — (a+])2:(—\/az+2)2 - a+2a+l=a*+2 — 2a=1 — azé

2
Comprobacion, i+]=— l +2; i:— /i+2; i:_\/g No
2 2 2 4 2 4

Solucion: a= é y b=-1

c)ia, b?/mrno=r deformaque v,=(3,2,-5)



) x+y+z=1
La ecuacion de la recta r es:
ax+by+z=0
Luego,
ik
- A e F A = P " > Py " = Py
v.=|1 1 I|=1 —J +k =(U-b)i-(I-a)j+b—a)k=U-b)i+(a—-1) j+(b—-a)k=
b b 1 a 1 a b
a

=(1—b,a—1,b—a)
Como los vectores (3,2,-5) y (1-b,a—-1,b—a) deben ser directores de la recta r, serdn
proporcionales. Es decir:

I—b=3k b=1-3k
I=b_a-l_b-a_, .o & Ja—i=2k = la=1+2k
3 2 s

b—a=-5k b—a=-5k

La tercera ecuacion se obtiene de las dos primeras:
b-a=(1-3k)-(1+2k)=1-3k—-1-2k=-5k
i i b=1-3k
El sistema queda reducido a: k+0
a=1+2k
) i b=1-3-1=-2
Una solucion la obtendremos, por ejemplo, para k = I:
a=1+2-1=3
x+y+z=1

Un punto de la recta r lo obtendremos a partir del sistema:
3x=2y+2z=0
+z=1
Y I

Para, por ejemplo, x =0 — -
poreemp {—2y+z:0 E~E, - 3y=1 —> y=-

Sustituyendo el valor de y en la primera ecuacion:

1 1 2

—+z=1 — z=1-—==

37° T3
., 1 2
Solucion: a=3 y b=-2 y P = 0,§,§.

Nota: este apartado no queda determinado, tiene infinitas soluciones; depende del valor que le demos a k.
La recta r no estd determinada ya que sélo conocemos su vector director.
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PROBLEMA A.2. Se dan la recta r:{x_Zy_ZZ = yelplano 7:2x+y+mz=n.
x+3y—z=1
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valoresde m y n paralos que larecta r yel plano 7z se cortan en un punto.
(3 puntos)
b) Los valores de m y n paralos que larecta r yel plano 7 no se cortan.
(375 puntos)
c) Los valoresde m y n paralos que larecta r estd contenida en el plano .
(375 puntos)

Solucion:
a) ;jmy n?/r N = punto
Para que r y 7 se corten en un punto, el sistema formado por las ecuaciones de la recta y el plano debe
tener solucion uinica (el punto de corte entre r y 7 ), es decir, el sistema debe ser compatible y determinado.
x—=2y-2z=1
Para que el sistema r:<x+3y—z=1 sea compatible y determinado ran (A) =ran (A°) =3

2x+y+mz=n

1 -2 =2
Por tanto, para que ran (A) = 3 debe ser |I 3 —1#0
2 1 m
1 -2 =2
A= 3 —1|=3m-2+4+12+1+2m=5m+15
2 1 m
Sm+15=0 — 5Sm=-15 — mz_Tﬁz—S’

Para m #-3, ran(A) =3 ycomo A’ es 3x4 también ran(A’) =3
Luego, para que larecta r y el plano m se corten en un punto debe ser m #—3 y n cualquier valor.

Otra forma de resolverlo,
Obtengamos las ecuaciones paramétricas de la recta r,

_ _ x=2y=1+2z
Como =3+2=5+#0, el sistema a resolver es:
x+3y=1+z
1+2z -2
I+z 3 3+6z+2+2z 5+82 8
X = = = :]+—Z
Resolviéndolo por Cramer, S > S
1 1+27
M I+z| I+z-1-2z -z
Y 5 5 5
x=1+§ﬂ,
5
-1
Por tanto, r: yz?i AeR
z=4




Sustituyendo los valores de x, y, 7 de la ecuacion de la recta en el plano,

2-(1+§/1j—1/1+m,1=n
5 5
24206 4 L ma=n

5 5

(E—l+mj/1=n—2
5 5

3+m)A=n-2
A= n—2
3+m

Para que haya punto de corte A debe tener solucion, por tanto 3 + m # 0 y n— 2 cualquier valor,
es decir, m #—3 'y n cualquier valor.

Luego, habrd punto de corte entre larecta r y el plano m© cuando m #-3 y n cualquier valor.

b);m y n?/r y m no se cortan.
De lo estudiado en el apartado anterior, al resolver el corte entre recta y plano llegamos a la ecuacion:
(3+m)A=n-2
Para que no se corten, la ecuacion no debe tener solucion y para que esto ocurra debe ser:
3+m=0 y n-2#0 (para que quede una ecuacion de la forma 0 = niim #0)
Porlo que, m=—-3 y n#2

Por tanto,r y @ no se cortanpara m=-3 'y n #2.

c)imyn?/r cnrn
Para que la recta r esté contenida en el plano w la ecuacion que obtuvimos en el apartado a),
(3+m)A=n-2, debe tener infinitas soluciones y para que esto ocurra debe ser:
3+m=0 y n-2=0 (para que quede una ecuacion de la forma 0 = 0)
Porloque, m=-3 y n=2

Por tanto, r estd contenidaen @ para m=-3 y n=2.
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PROBLEMA B.2. Se dan la recta - X;J =Y =Z_‘1] yelplano 7:2x— y+bz=0,
a -
siendo a y b son dos pardmetros reales.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El punto de interseccion de larecta r yel plano = cuando a=-b=1. (275 puntos)
b) La distancia entre larecta r y el plano = cuando a=b =4. (275 puntos)
c) La posicion relativa de la recta r y del plano 7 en funcidén de los valores de los
pardmetros a y b. (5 puntos)

Solucion:
a);rNm para a=—-b=1?
Para a=1 — r:x_lzlzz—_], parab=—-1 — m2x-y-z=0
4 1 -1
x=1+44
La ecuacion paramétricade r: {y=21 AeR
z=1-1

Sustituyendo los valores de x,y, z en la ecuacion del plano:

2(1+4A)-A—(1-1)=0; 2+8A -A-1+1A=0; 8A4+1=0 — /1:?

x=lvqa Lop 1]
8 2 2
-1
Por tanto, {y=—
Z=1—_—]=1+i=2
8 8 8
.. 1 -1 9
Solucion: el puntode corteentre r y mes |—,—,—|.
2 8 8
b) ;d(r, ®) para a=b =4?
Para a=4 — r:x4—]:§:z_—]] , para b=4 — mw2x-y+4z=0
Obtengamos la posicion relativa entre r y T.
x=1+44
La ecuacion paramétrica de r: 3y =44 AeR
z=1-1

Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuacion del plano:
2(1+4A4)-4A+4(1-1)=0;, 2+8A-4A+4-41=0;, 6=0, #
por tanto la recta r y el plano © son paralelos.

Entonces d(r,n)=d(P,, n) siendo P, un punto cualquiera de la recta r, por ejemplo P,( 1,0, 1 ).
_pr-o+4. 6| 6 221
J2 D+ N2 N2 7
2421

Solucion: d(r,n)= Tu.l.

d(P, , )



c) ; Posicion relativa entre r y 7© enfuncionde a y b?

x=1+44
r:iy=al AeR y T:2x—y+bz=0
z=1-1

Sustituyendo los valores de x,y, 7 en la ecuacion del plano:
2(1+4A)-ail+b(1-1)=0

2484 -aA+b-bA=0

2+b+(8-a-b)A=0

(8—a-b)A=-2-b

Estudiemos esta ecuacion,

Si 8—a-b=0y -2-b=0 entonces r C n

8—a-b=0

-2-b=0

De la 2¢ ecuacion: b=-2

Sustituyendo enla 19 8—a+2=0; a=10

Resolviendo el sistema: {

Si 8—a-b=0y —-2-b#0 entonces r /'«
La 2% condicion, b # -2
De la 19 condicion, 8—a=b — a+b=8

Si 8—a-b=z#0 y (—2-b) cualquier valor entonces r y m secortan
De la condicion, a +b #8

Resumiendo lo anterior:
Si a=10y b=-2 larecta r estd contenida en el plano .
Si b#-2 'y a+b=8 larecta r es paralela al plano .
Si a+b#8 larecta r yelplano 7 se cortan.
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x—=2y=0

z=0 y el punto
A = (1, 1, I). Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:
a) Larecta que pasapor A, cortaalarecta s y es paralelaal plano m. (4 puntos)
b) El plano que pasa por A, es perpendicular al plano n y paralelo a larecta s. (3 puntos)
c¢) Discute si el punto (3,2,1) estd en la recta paralelaa s que pasa por (5,3,1). (3 puntos)

PROBLEMA A.2. Se tienen el plano 7 x—y+z—-3=0,larecta s: {

Solucion:

a) /Recta r?/ Aecr, rnszd y r/ 7w
Como r//m — v, Ln, (v, = vector director de r. n,=vector perpendicular al plano 7[)

n,=(1,-1,1)
Como r corta a s, obtengamos un punto cualquiera de la recta s:

x=21

—2y=0 =2

s N SN R BN P (24,4,0)
z=0 z=0 0

Z:

—

Aer y Per — A—P; es v,
AP =(2A-1,A-1,-1)=v,
como v. ln. — v -n.=0 — (2A-1,A-1,-1)-(1,-1,1)=0

2A-1-A+1-1=0

A-1=0

A=1
Para A=1 Py(2,1,0) y \7,:(1,0,—1). Por tanto, la ecuacion de la recta pedida serd:
x—1 y-1 z-1

Ecuacion continua:

1 0 —1
x=1+1

Ecuacion paramétrica: <y =1 AeR
z=1-1

b) ;Plano 6?/ A€o, olmx y o/s

Para obtener la ecuacion del plano o necesitamos un punto y dos vectores directores de O.
como Aeoc — P, =A=(1,1,1)

clzx — u,=n,=(,-11I

olls = v,=v,=(210)"

(* a partir de la ecuacion paramétrica de la recta s obtenida en el apartado (a) )
Ecuacion del plano o,
x—1 y—-1 z-1

1 -1 1 |=0 (desarrollando por la 1°fila)
2 1 0
u—zﬂ_l ﬂ—thﬂl ]+@—44] _ﬂzo
1 0 2 0 2 1

x=DED=(y-DE2)+(z-DHU+2)=0



- x+1+2y-2+3z-3=0
- x+2y+3z7-4=0 — x-2y-3z+4=0

Solucion: plano o:x-2y-3z+4=0

c)srecta t?/ (5,3, 1) et y t//s.
punto (5,3,])
recta t

[ pp—

v, (comot//s - \_/;zvj) - \7=(2,],0)

x=5+24
Portanto, t:{y=3+4 AeR
z=1
Veamos si el punto (3,2,1) €t
3=5+21
-2=21 A=-1 )
2=3+41 - - Solucion A=-1
-1=1 A=-1

1=1

Por tanto (3,2, 1) estd en la recta paralela a s que pasa por (5,3,1).
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x+4y—z=38
escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r (3 puntos)

b) La ecuacién del plano 7 que es paraleloa r y pasa por los puntos (5,0,1) y (4,1,0)
(4 puntos)

c) La distancia entre larecta r y el plano 7 obtenido en el apartado anterior. (2 puntos)

=3
PROBLEMA B.2. Dadalarecta r: {x+ Y , se pide obtener razonadamente,

Solucion:

a) Ecuaciones paramétricas de la recta r.
Debemos resolver el sistema que determina a .

11 03
|
1 4 -1'8

1

1 i x+y=3
como =4—-1=3+#0, el sistema a resolver es
4 x+4y=8+z
3 1
8+z 4 12-8—-7 4-z
Ty T T3
P Ecuaciones paramétricas "complicadas"
[ 8+z 8+z-3 5+z
Y53 3 3

ESCOgEI’I’lOS otro menor no I’ll/llO,

1 1 03
(1 4 —IESJ
1 y=3—x
4dy—z=8—-x
Sustituyendo el valor de y del la 1* ecuacion en la 2°,
4(3—-x)-z=8-x hay que despejar z, 12—4x—-z=8—-x; z=4-3x

como =—1+#0, el sistema a resolver es {

x=A
Por tanto, las ecuaciones paramétricas der son:<y=3—-1 AeR
z=4-31

b) ;Plano n?/ x//r y los puntos (5,0,1)y(4,1,0) € &
Para el plano 7 necesitamos un punto y dos vectores directores,

Puntode © (5,0,1)

Como nw//lr — \71 = z = (],—I,—3 ) de las ecuaciones paramétricas de r obtenidas en (a).

Con los dos puntos del plano 7, Z =(5,0,1)-(4,1,0)=(1,-1,1)

Ecuacion del plano x,

x=5 y-0 z-1

1 —1 =3 |=0 (desarrollando por la 1°fila)
1 -1 1



-1 -3 - -1
-1 1 1 1 -1
x=5I-3N-yU+)+(z-D(I+1)=0

—4(x=5)—4y=0 = —4x+20-4y=0 — x+y-5=0

(x=3)

1
‘—y +(Z—])‘] ‘zO

Solucion: mx+y-5=10

c)d(r,m)?
Como r// 7 ( segun el apartado (b)), d(r,7) = d(P,,x)
Pr(0,3,4) ( segtin las ecuaciones paramétricas del la recta r obtenidas en (a) )
0+3-5 2

d(P.z)=C———==42
) F+2 A2

Solucion: d(r,n) = V2 ul.
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PROBLEMA A.2. Se tienenel plano 7z 2x+y+2 z=38 yel punto P =(10, 0, 10).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La distancia del punto P al plano m. (3 puntos)
b) El area del tridngulo cuyos vértices son los puntos A, B y C, obtenidos al hallar la
interseccion del plano 7 con los ejes de coordenadas. (4 puntos)
¢) El volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, B y C. (3 puntos)
Solucion:

a) m2x+y+2 z=8 m2x+y+2 z-8=0 y P(10,0, 10)
2:10+0+2-10-8] |32
d(P,x)= | | :u =32 = 06667
224+ 422 3 3

La distancia del punto P al plano 7 es de % ul. (aproximadamente 10°6667 u.l.).

b) Calculemos los puntos A, By C.
A =rTnNEje OX

x=0+1A4 x=4
punto (0,0,0)
Eje OX :{ — — EjeOX :iy=0+04 AeR — EjeOX:iy=0 AeR
v (1,0,0)
z=0+04 z=0

Sustituyendo los valores de x, y, z del eje en la ecuacion del plano, 2A+0+2.0=8; 2A=8 A=4

Por tanto, A (4,0,0)

B =t Eje OY
punto (0,0,0) x=0
Eje OY :{ . — EjeOY:iy=4 AeNR
v (0,1,0) 0
Z =

Sustituyendo los valores de x, y, z del eje en la ecuacion del plano, 2.0+ A+2.0=8; A1=8

Por tanto, B(0,8,0)

C=7xnNEjeOZ
punto (0,0,0) x=0
Eje OZ :{ — — EjeOz:3y=0 AeR
v (0,0,1) 2
Z =

Sustituyendo los valores de x, y, z del eje en la ecuacion del plano, 2.0+ 0+2A=8; 2A=8; 1=4

Por tanto, C(0,0,4)

El drea del tridngulo de vértices A, B, C la calculamos mediante la formula A, :é ABxXAC
i J k
- - - - - 8§ 0 - -4 0 —»—-4 8§
AB=(-480), AC=(-404), ABXAC=|-4 8 0|=i —J +k =
40 4 0 4 -4 4 -4 0

—327+16 j+32k =(32,16,32)



1

ABXAC|=+32°+16> +32° =48, A, =348=24 u.a.

El drea del triangulo pedida es 24 u.a.

c) Volumen del tetraedro.

Calculamos los vectores A_>P =(6,0,10), B_}’ =(10,8,10) y CT)P =(10,0,6)
6 0 10

V.. = é 10 8 10||= i|288 —800|= 52—2 = % = 8573333
10 0 6

El volumen del tetraedro pedido es % u.v. (aproximadamente 85°3333 u.v.).



Matematicas II Julio 2019

PROBLEMA B.2. Se dan en el espacio la recta r: ]a = y4 =% yelplano m:x+2y+3z=6.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicion relativa de larecta r y el plano 7 en funcién de los parametros reales « y
B (5 puntos)
b) La distancia entre larecta r yel plano 7 cuando =6 y = 3. (4 puntos)

¢) La ecuacion del plano que pasa por (0,0,0) y que no corta al plano z (2 puntos)

Solucion:

a) Posicion relativade r y 7 enfuncionde oy p.
Podemos resolverlo de dos formas:
x=a-A4
1. Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta r, r:{y=—44 AeR
z=p1
Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuacion del plano
(x—-A)+2.(-4A)+3BA=6, (laincignitaes 1)
a—-A-8A+3pA=6
a-91 +3pBA=6
a+ (3B -91=6
3p-9=0 — 36=9 — =3
3L-9A=6-a — p P P
6-a=0 — a=6

Si B#3, 3B -9 #0 ypor tanto la ecuacion tiene como solucion A _,3— luego r 'y m se
cortan en un punto.
Si B=3, la ecuacion queda 0. A=6-a — 0=6-«

si a#6 — 0= (6- ) 20, la ecuacion no tiene solucion, r y x son paralelos.

si a=6 — 0=0, laecuacion tiene infinitas soluciones, r estd contenida en 7

2. Escribimos la recta r como interseccion de dos planos,

TE_ Y ﬁlz:—)]——%4x—40(:y—94x—y:40!
% {

dx-y=4x
By+4z=0

x—-a _ 'y _z -1 -4 1 4

-1 -4 IB %:% RN ,By=_4Z - ﬁy+4Z:0

Estudiamos la posicion relativa de r y 7 estudiando el sistema formado por sus ecuaciones,

x+2y+3z=6 1 2 3, 6
|

4dx—y =4da — A'=|4 -1 0!4a

By+4z=0 0 B 41 0

Estudiamos la posicion relativa de r y 7 estudiando el sistema formado por sus ecuaciones,
A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.

A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A’ es 3.

Empezamos estudiando el rango de A

1 2 3
Al=l4 -1 0|=—4+128-32=12-36
0 p 4

128-36=0 — 128=36 — f=3



Si f#3, ran(A) = 3 = ran(A’°) = n’de incdgnitas —> sistema compatible determinado
— r y & secortan en un punto.

Si =3,
1 2 3, 6
La matriz ampliada del sistema serd: A'=|4 -1 0 i 4o | ysabemos que /A / = 0.
0 341 0
Calculemos el rango de A, como 2] =—1-8=-9#0 — ran(A)=2
Rango de A’
1 2 o6
Falta estudiar el menor 4 —1 4al=-3 ‘4]‘ 460{‘ =-3{ a-24)
0o 3 0

-34a-24)=0 - 40-24=0 — 4a=24 — a=6
si. a#6 — ran(A’) =3 #2 = ran(A), sistema incompatible, r y 7 son paralelos.

si =6 — ran(A°) =ran(A) =2 < n°incognitas, sistema compatible indeterminado, r estd
contenida en 7.

De ambas formas el resultado obtenido es:
Si f#3, ry m secortan en un punto.
Si f=3 y a#6 ry m son paralelos.
Si =3 y a@=6 r estd contenidaen

b) Segiin lo estudiado anteriormente para a=6 y =3, larecta r estd contenida en el plano T,
luego d(r, m)=0.

¢) ;Plano 0?/(0,00) e 6 y tno=£

El plano o  que no corta al plano 7w  debe ser paralelo a él, por tanto la ecuacion de
oserd: x+2y+3z=D

Como el punto (0,00) e c —- 0+2.0+3.0=D — D=0

Y, la ecuacion del plano pedido es: x+2y+3z=0.
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x—1 y+1 z

PROBLEMA 2. Sealarecta r:

1 -1
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El valor de o para que la recta que pasapor P y Q seaparalelaa r. (3 puntos)
b) La ecuacion del plano que contiene a P y Q yes paralelo a r, cuando o = 1. (3 puntos)
¢) La distancia del punto Q al plano que pasa por P y es perpendicular a r, cuando o = 1.
(3 puntos)

ylospuntos P=(1,0,0) y Q=(2,1,a)

Solucion:

a);a? / rypllr {ry, eslarecta que pasa por Py Q}
El vector director de Ty €S ?Q = (1,], 0{)
El vector director der es (1, 1,— 1)

Para que 1,y llr — P—Q//;; - %zjz S o1=% 5 g=-i

Solucion: a= -1

P.Qex paraa=1 — P(00)y Q211
b) ;Planox?/ ”Q para (1.0.0) y Q(2.1.1)
Tllr

Para obtener la ecuacion del plano necesitamos un punto y dos vectores directores de él.
Punto, por ejemplo, P(1,0,0)

P.0e w— PO (1,1,])
zllr—v, (1,1~

La ecuacion del plano 7 la obtenemos calculando:
x—=1 y=-0 z-0 ;
1 1 1 |=0 — (x—])‘]
1 1 -1

-2x+2+2y=0 — —-x+y+I=0 — x-y-1=0

Vectores directores, <

1
—1

1 1

+
Y

! ]‘zo — (x=D(=2)=y(=2)+z-:0=0

‘_y 11

Solucion: mx-y-1=0

a=1 — PU00)yQ2,lI

c) (d(@Qm? _ |PEX
rlz—v=n; v, =01-1)>n =(11-])

Portanto 7w x+y-z+D =0
ComoPen —- 1+0-0+D=0 - D=-1
Porlogque m: x+y—-z—-1=0

A Y I K

PP+ N33
J3

Solucién: d(Q, n)= -

Finalmente, d(Q, 1)
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PROBLEMA 5. Sedael plano m:2x+y—-z-5=0 ylospuntos A(1,2,-1),B(2,1,0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A, B y es perpendicular a w. (4
puntos)
b) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular a T y pasa por A.
Encuentra dos planos cuya interseccion sea larecta r.  (1+2 puntos)
c) La distancia entre el punto B ylarecta r. (3 puntos)

Solucion:
a) ;/Plano 6?7/ AyBe oy ol n

— -
o L & — n, esvector director de o, n, (2,],—])

AB es vector director de o, AB (],—],] )
AyBeo—
Tomamos B como punto de &
La ecuacion del plano o,
-2 y-1 z-0
ey s 1 -1 2 -1
2 I -1|=0 - (x-2 ; —(y—])]

+z
1 1
1 -1 1

x=2)-0-(y—-1)-3+z2:(-3)=0 — -3y+3-3z=0 — y+z-1=0

Por lo tanto, la ecuacion del plano o es: y+z—1=0.

b) ;Recta r?/ Aer y rlm
punto A(1,2,—1)
De la recta r conocemos: N
v.director,r LT —=v =n, (2,],—1)
x=1+21
Las ecuaciones paramétricas der, r:{y=2+1 AeNR
z=—1-1

Encontremos dos planos cuya interseccion sea la recta .
Escribimos la ecuacion continua de r,

x—1_ y-2
x—1 y-2 z+1 2 ] x—1=2y—4 x=2y+3=0
= = — - N
2 1 -1 x—1_ z+1 —x+1=2z+2 —x—2z-1=0
2 -1

x=2y+3=0
x+2z+1=0

Dos planos cuya interseccion es larecta r son: ©x-2y+3=0y ax+2z+1=0.



¢) ¢d(B,r)?
ABxv,

—

ComoAer — d(B,r)z

Del apartado a): AB (],—],] ); del apartado b): \Z = (2,],—] )

PG

— | N A A A B T

ABxv =1 -1 1 =il ]+k ]:z~0—].(—3)+k~3=(0,3,3)
2 1 -1

[ABxv)| =0 457+ 3 =342
=22+ P +(-1)’ =6

Luego d(B,r)= % =3 ul.

vr
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x+y—1=0 .x—]_y_z
2x—z-1=0" "1 -1 2
7. x + my + z =2 que depende del pardmetro real m. Se pide:

a) La posicion relativa de las rectas r y s. (4 puntos)

b) El valor del pardmetro m para que larecta r esté contenida en el plano . (3 puntos)

c) Los puntos A, B, C interseccion del plano 7 con los ejes de coordenadas cuando m = 2,

asi como el volumen del tetraedro de vértices A, B,C y P(2,2,2). (3 puntos)

PROBLEMA 2. Se dan las rectas r: { y el plano

Solucion:
a) ;Posicion relativade r y s?
Nos interesa obtener un punto y un vector director de cada una de las rectas.

r: 2y —z—1=0 - r: 2y —z=] como{menordeyz} _I:—I;tO, despejamos 7z e
y en funcion de Xx.
x=A
— - —]- PO,1,-1)
{y o - {y o - riy=1-1 AeR  Portanto: r:<
—z=1-2x z=—1+2x f— 1422 v (1,-1,2)

oy {Psu,om
S . — .

=——=— NPE N
I =12 v(1,-1,2)

Como ambos vectores directores son iguales, las rectas son paralelas. Falta determinar si son o no
coincidentes.

I 1
- S !
Estudiamos la matriz [vr v, P,.Ps}, esdecirr M=|—-1 —1|-1
|
2 2

Como las rectas son paralelas, ran(M) = 1

Rango de M", {M " es 3 x 3, luego mdximo rango de M es 3).
Como las dos primeras columnas son iguales sabemos que ran (M°) es, como mdximo, 2

El menor: : =—I1+2=1#0 — ran(M")=2

Como ran (M) # ran(M’) = 2, las rectas r y s son paralelas no coincidentes.

b) ;m / rectar c plano x?
Si r c m, al sustituir los valores de x, y, z de la recta en la ecuacion del plano, esta debe cumplirse para
cualquier valor de A.
A+m(1-A)+(-1+2A)=2 (enestaecuacion la incégnita es 1)
A+m-mA-1+21=2
A-mA+2A=2+1-m
3A-mA=3-m
(3-m)A=3-m
Esta ecuacion se cumplird para cualquier valor de A cuando 3 —m = 0, es decir m = 3

Otra forma de resolverlo es:
Si r c =&, el vector director de la recta y el normal del plano serdn perpendiculares.



v(,-1,2) vy n(I,m,I). v.In, — v-n =0
(1,-1,2)-(1,m,1)=1-m+2=3-m

3—-m =0; m=23.

Y ahora comprobemos que para este valor de m la recta estd contenida en el plano.
(A+3(I-A)+(=1+2A4)=2?;, A+3-3A-1+2A=2; 2=2 Si

En conclusion, para que la recta r esté contenida en el plano © debe ser m = 3.

c)Para m=2,elplano m:x+2y+z=2
Corte del plano con los ejes coordenados:
A=EjeOXNrx
x=A1

punto (0,0,0)
Ecuacion del eje OX: { _, — 0X:y=0 AeR
v (170’0) 7= 0

Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuacion de T,
A+2.0+0=2; A=2 — A(2,0,0)

B =EjeOYNnrx
x=0

punto (0,0,0)
Ecuacion del eje OY: { _, - 0X:iy=A1 AeR
v (0’]’0) 7= 0

Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuacion de T,
0+2.A+0=2;, 2A=2; A=1 — B(0,1,0)

C=EjeOZNrx
x=0

punto (0,0,0)
Ecuacion del eje OZ: | _, — 0X:{3y=0 AeR
v (0,0,]) o2

Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuacion de 7,
0+2.0+A=2; A=2 — C(0,0,2)

Volumen del tetraedro de vértices A, B, CyP(2,2,2)

AP(0,2,2) 0 2 2
BP(2,1,2)} — v=é 2 1 2 :é|8+8—4|=2u3
220

CP(2,2,0)

Solucion: A(2,0,0), B(0,1,0), C(0,0,2) yelvolumen del tetraedro de vértices A, B, C,y P

es 2u’.
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PROBLEMA 5. Dados los puntos P(1,1,0), Q2,-1,1)y R(a, 3,— 1) se pide:
a) La ecuaciéon del plano que contiene a P, Q y R cuando & = 1 y la distancia de dicho
plano al origen de coordenadas. (3 puntos)
b) La ecuacion de la recta r que pasa por R cuando or= 1y es paralela a la recta s que
pasapor P y Q. (4 puntos)
c) Los valores de o para los cuales P, Q y R estan alineados y la ecuacion de la recta que
los contiene. (3 puntos)

Solucion:
a) ;plano w que contiene los puntos P, Q y R para = 1?
P(1,1,0), Q2,-1,1)yR(1,3,—-1)
punto P(], 1, 0)

Del plano 7 conocemos ) P—Q(],—Z,])
vectores directores §
PR(0,2,—1)
La ecuacion del plano 7 sera:
x—1 y-1 z x=1 y-1I z
1 -2 1|=0 1 -2 Il|=0 - y-I1+2z=0 — y+2z-1=0

0 2 -1 F,+F, 1 0 0
Por tanto, la ecuacion del plano 7w: y+2z-1=0

¢ Distancia del plano 7 al origen de coordenadas 0(0,0,0)?

_lo+2.0-0 |11 ﬁu,l.50’4472u.l.

o+ +2 5 50

d(o,r)

b) jrectar/ Rcr y r//s{PyQ €s}?

VSZP—Q(L_2J) — como rlls — v.=v, — v (l,-21)

Punto R(1,3,.1)
De la rectar:<
Vr (17_271)

x—1 y-3 z-1
Por tanto, r: = = .

3 -2 1

Jd(r,s)?

Comorlls — d(r,s)=d(P,s)="—=—

P =R(3-I

PP =(0.-2.])
P =(1,1.0) |

v=Ue2D - =247 =16
ik
PP xv S-2 1 S 4 S -2 - -
e e —J, tE = j+2k =(0,1,2)
o —2 1 1 -2

1 -2 1



PP xv|=N0 + 17 +27 =5
J5

Finalmente, d(r,s) = —=09129 u.l.
J6

c);a/P, Qy R estén alineados?
P, O y R estdn alineados cuando ?Q// PR
P(1,1,0), Q2,-1,1)yR(& 3, - 1)
PO(1,-2,]) }

—_ @//ﬁé —> L:—:— - 1
PR(a—1,2,~1)

——=-1, I=—a+1I;, a=0
a—1 2 -1 a—1

Para este valor de ¢ la ecuacion de la recta que contiene a P, Q y R es:
{escogiendo como punto P y como vector director PQ }
x—1 y—-1 z

1 -2 1

Solucion: P, Qy R estén alineados cuando a=0 y

la ecuacion de la recta que los contiene es =—=—.
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Problema 3. Dados los puntos A=(2,0,0) y B=(0,1,0), y larecta
x—1 y-1

2 3
a) Hallar la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos A 'y B. (2 puntos)

b) Determinar la ecuacion implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la
recta r. (4 puntos)
c) Calcular la distancia del punto A alarecta s. (4 puntos)

Solucion:
a) ;r? / r eslarecta que pasa por Ay B.
punto  A(2,0,0) 2
De la recta r conocemos S S Ik A
vector director v, = AB=(-2,1,0) -2 I 0

La ecuacion de la recta r como interseccion de dos planos:

x=2_y

-2 ] x—-2==-2y x+2y=2
— -

x=2_z 0=-2z z=0

-2 0

x+2y=2

Solucion: T
olucion {Z=0

b) ;Planox?/ scxn y xllr

x—1 y-1

2 3
Para obtener la ecuacion del plano necesitamos un punto y dos vectores directores de él.

Punto, como s cnw — P;e 7 — Py(1,1,0)

S

- -
) scr—-u=v, =231
Vectores directores,

Zllr—v=v, (-2,10)
La ecuacion del plano 7 la obtenemos calculando:

x—=1 y—=-1 z-0

2 3 1 =0 — (x—])‘
-2 1 0
x=D(D—-(y—D2+z8=0
—x+1-2y+2+48z=0 — —-x-2y+8z+3=0 — x+2y—-8z-3=0

2 3

+z
-2 1

3 1 2 1
-(y—-1)

=0 —
1 0 -2 0 ‘

Solucion: la ecuacion delplano 7 es x+2y—-8z-3=0.



c)/d(A,s)?

_ _ P(1,1,0)
A22,00) y . x=1 yTIZZ N {

v.(2,3.1)
AP xv,
d(A,s)="—
vS
AP =(-11,0)
i Z
abxv=-1 1 o=l Yo Ok G en ki) = 4 -5k = (11=5)
Xy, =|— =1 - =i-1-j(= (3-2)=i+j-5k=U1—-
XV, P | P 3 J J
2 3 1
AP xv |=+/I + > +(=5)* =27
v|=V22+3+ 17 =14
Finalmente, d (A, s)= N27 L 138873..

NI
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Problema 4. Dados los puntos A=(2,1,-2) y B=(3,2,3), yelplano 7z definido por

2x+2y+z=23, obtener:
a) El punto de corte C entre el plano m y la recta perpendicular a m que pasa por B.

(5 puntos)
b) El area del tridngulo cuyos vértices son A, By C . (5 puntos)

Solucion:

a) Llamando r a la recta perpendicular a 7w que pasa por B. Obtengamos la ecuacion de .

punto  B(3,2,3) x=3+24
De la recta r conocemos N = riiy=2+424 AeR
vector director, r1lmw — v =n,= (2,2,]) =344

Sustituyendo los valores de x, y, zde r en la ecuacion del plano 7,
2(3+2A)+2(2+2A)+3+A =3 64+4A+4+4A+3+A1 =3 9A+13=3; 9A=-10;

,1:__10
9
El punto C lo obtendremos sustituyendo este valor de A en la ecuacion de r:
x=34+2210_7
9 9
y:2+2_10:__2 - C= Z’__2]_7
9 9 9 9 9
Z:3+__]0:£
9 9
Solucién: C = 7 =217
olucion: 9’9 9

b) Area del tridngulo de vértices A, By C.
ABXBC

El drea de este tridngulo la calculamos mediante la formula A, =é

AB=(1,15), BC:(g_iﬁ_z’ﬂ_j,j:(—ZO’—20’_]0’ j

9 9 97 979
i j k i j k
> o -10 —10(=>|1 5 |1 5 > 1
ABXBC=| 1 1 5 |=—201 1 5|l=——]i —j +k =
_20 —20 —TJ0 9 9 2 1 P12 2
2 2 1
| 9 9 9

=_Tgo(—9i+9jj=]0i—]0j:(10,—10,0)

ABXBC|=110° +(-10y +0° =102; A, =510\/§ =5v2 ua.=70711 ua.

El drea del triangulo pedida es 572 wa.
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Problema 3. Dados los puntos A =(2,—-1,0), B=(1,23)y C=(-1,0,0):
a) Hallar la ecuacion implicita de la recta r que contiene a los puntos A y B. (3 puntos)
b) Hallar la ecuacion del plano 7 que es perpendicular a la recta anterior r y que contiene

al punto C. (4 puntos)
c) Calcular la distancia del punto A al plano 7. (3 puntos)

Solucion:

a) ;jrectar? /r contiene a los puntos Ay B.
punto B(1,2,3)

De la recta r conocemos S

vector director v, = AB=(-1,3,3)

x—1 y-2 z-3

-1 3 3
A partir de ella obtenemos su ecuacion implicita:

La ecuacion continua de r:

x—1_ y-2

-7 3 Ix=3=-y+2 Ix+y-5=0
- -

x—1 3x—3=—z+3 3x+z-6=0

-1

z—3
B
3x+y=-5=0

Solucion: la ecuacion implicita de la recta r es .
P {3x +7-6=0

b) ;Planox?/ nlr y Cerx
Representamos por n, el vector perpendicular al plano 7.

Como mwlr — n,=v, =(-133)

La ecuacion del plano 7 serd: —x+3y+3z+ D=0
Como el punto C(-1,00) e x - —(-1)+3.0+3.0+D=0;, 1+D=0; D=-1
Luego m—x+3y+3z—-1=0 obien x-3y+3z+1=0

Solucion: la ecuacion del plano pedido es x-3y+3z+1=0.
c) JdAm)? A=(2-10) y mx-3y+3z+1=0.

2-3-(-D-3-0+1 |6 6 .
- =L =—F_=13765
) JP+(=37+3 N9 V19

d(A,

Solucion: d(A,ﬂ')z \/(j_Q ul.= 13765 u.l.
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Problema 4. Dada larecta r: (x,y,z) =(1,1,0) + A (- 1,-1,2), yelplano m5x+my+z=2:
a) Obtener la posicion relativade r y 7 en funcion de m. (6 puntos)
b) Para m =1, calcular el plano 7~ que contiene a r y es perpendicular a #. (4 puntos)

Solucion:
a) Posicion relativa de r y 7 en funcion de m.
x=1-1
A partir de la ecuacion vectorial de la recta r escribimos la paramétrica {y=1—1
z=24

Sustituyendo el valor de x, y, 7 de r en la ecuacion del plano 7
5(1=2)+m(1—=A)+21=0, en esta ecuacion la incégnitaes A y m es un pardmetro.
5=5A+m-mA+21=0

S5-3A+m-mA=2
—3A-mA=2-5-m
(-3-m)A=-3-m

Estudiemos la ecuacion final, —3-m=0 — m=-3

Si m = -3, la ecuacion anterior queda 0 A =0 — 0 =0 que es una identidad; por tanto la ecuacion
tendria infinitas soluciones y esto quiere decir que la recta estd contenida en el plano.

-3-m
—-3—-m
ecuacion tiene una tinica solucion y esto quiere decir que la recta y el plano se cortan en un punto.

Sim# -3 — - 3-m#z0 — la solucion de la ecuacion seria A=

=1; por tanto la

Solucion: si m=-3, rcrx
si m#-3, r 'y & secortan en un punto.

b) Para m=1, ;planon’?| rca y n'lx

Representamos por n, el vector perpendicular al plano 7w, n, (5.1,1).

N
Como 7#'lmr — n, esdirectorden’

el puntoder (1,10)en’
Como rcm — 5
v, (—1,-1,2) es director de &’

Entonces del plano 7~ tenemos un punto 'y dos vectores directores, la ecuacion del plano 7n~ la obtenemos
calculando:

x=1 y—1 z-0
s 1 1l=0 P L P
= —) X — — —
ISR B B
7 -1 2
(x=1)-3—=(y—=1)-11+z-(~4) =0
3x=3—11y+11-42=0 — 3x—1ly—47+8=0

Solucion: la ecuacion del plano n° es 3x—-11y—-4z+8=0.
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Problema 3. Se dan las rectas r;x—]:y—zz%_] y S;x_;:y_f:Z;]

a) Comprobar que se cortan y calcular las coordenadas del punto P de interseccion. (5 puntos)
b) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por P y es perpendiculara r y a s. (5 puntos)

. Se pide:

Solucion:
a) Comprobar que r y s se cortan
Nos interesa obtener un punto y un vector director de cada una de las rectas.

r:x—]:y—2=7 - 3, — r:iy=2+4 AeR
v(1.1.2) 2=1+224
x=3-2«
x=3 y-3 z+l P3,3,-1)
s PR R N - sqy=3-«a aeR
v(-2.-1.2) z=—1+2a

- -
Para estudiar la posicion relativa de las rectas r y s estudiamos el rango de la matriz [vr v, PVR], es

1 2 2
decir: M'=|1 1 1
2 =2 =2
Rango de M, {M es 3 x 2, luego mdximo rango de M es 2}
|]| =1#0 — ran(M)=1 se cortan
!l 2 — ran(M)=2 — ryslo
=]-2=-1%#0
1 1 se cruzan

Rango de M", {M " es 3 x 3, luego mdximo rango de M es 3).
Por el cdlculo del rango de M, sabemos que ran (M’) > 2

1 2 2
1 1 1|==2-4+4-4+2+4=0 > ran(M")=2
2 -2 =2

Como ran (M) = ran(M’) = 2, las rectas r y s se cortan.

El punto de corte entre r y s lo obtenemos resolviendo el sistema de las rectas a partir de sus ecuaciones
paramétricas. Es decir,

I1+1=3-2« A+2a=2
2+ A=3-« - A+a=1 De este sistema, segiin el estudio de rangos anterior, sabemos que
1+2A=-1+2« 2A-2a=-2

rango de la matriz de coeficientes = rango de la matriz ampliada = 2 = n° de incégnitas (1 y ).
Resolvemos usando 1y 2 ecuacion (corresponden al menor de orden 2 no nulo). El sistema a resolver es:

A+2a=2 . A+2a=2
A+a=1 (=1)x2? —A-—a=-1
a=1

Sustituyendo en la 2% ecuacion: A+ 1=1; A=0

Sustituimos los valores de las incognitas en las ecuaciones de r y s para comprobar que se obtiene el
mismo punto. Solo seria necesario sustituir en una de las rectas.



x=1+0=] x=3-2a=3-2-1=1
En r:qy=24+0=2 En s:iy=3-a=3-1=2
z=1+0=1 z==—1+2a=-1+2-1=1

Por tanto, el punto de corte entre las rectas r y s es P(1,2,1)

b)jrectat / Pet y tlrys?

T z
e ! J -1 21 =11 21 =11 - - -
Como tlrys — v,=yvQ®v =1 1 2/=i -J +k =4i-6 j+k
‘ p 7 2 -1 2 -2 2 -2 -

Por tanto v, (4 ,—6, ]). Como P(1,2,1) et laecuacion dela recta t serd:

x=1+4p
Ecuacion paramétrica t:3y=2-6f BeR, ecuacion continua t: = =

z=1+p




Matematicas II Julio 2024

Problema 4. Seael plano m: 6 x+4y—-3z—d = 0. Se pide:
a) Calcular los valores de d para que la distancia del plano al origen sea una unidad.

(2 puntos)
b) Calcular, en funcion del parametro d, las coordenadas de los puntos A, By C que

resultan de intersectar el plano 7 con los ejes de coordenadas, X, Y y Z,
respectivamente. (3 puntos)

¢) Para d # 0, calcular el dngulo formado por los vectores AB ¥y AC  determinados por
los puntos del apartado anterior. (5 puntos)

Solucion:
a);d?/d(m,(0,00))=1.
6-0+4-0-3-0d| |d|

J6+ 42+ (=3 A6l

i(z.0)=

y debe ser %zl - |d|:6l - <

Solucion: d =«/a o d= —«/E.

b) Calculemos los tres puntos A, B 'y C, interseccion del plano r con cada uno de los tres ejes coordenados.
=0
A, corte del plano w con eje X. La ecuacion del eje X es: {y
Z =
6x+4y—-3z—d=0 p
y=0 - 6x—-d=0 —> 6x=d - ng - A(—,0,0j

6
z=0

X
B, corte del plano  con eje Y. La ecuacion del eje Y es: {

6x+4y—-3z—d=0

x=0 - 4y-d=0 — 4y=d — y:% - B(O,%,Oj
z=0

x=0
C, corte del plano & con eje Z. La ecuacion del eje Z es: { 0

y:
6x+4y—-3z—d=0
x=0 - -3z2-d=0 — 3z=—d - zz_T - B(0,0,%)
y=0

d d —d
Solucion: los puntos son A (g ,0, 0} B (0 VL 0) y C (0 0, Tj



c) Para d #0, calcular el dngulo formado por los vectores A_)B "C.

A

Sea 0{=(A_>B,A_)Cj
A_)B=(0,£,0j—(£,0,0j:(i,1,0j
4 6 6 4
A_)Cz(0,0,ij—(i,0,0j:(i,O,ij
3 ) 6 63

- -

-d d -d -d
77790 : 79097
AB.AC (6 4 j((ﬁ 3 j‘
cosa = =

-

AB

dZ
36

- _ 2 2 _ 2 _ 2 = d2 d2 d2 dZ
AC d + a +0? —d +0° + —d \/+ \/+
6 4 6 3 36 16 V36 9
d2 dZ d2 d2 d2
~ 36 ~ 36 ~ 36 R
\/52012 \/45012 \/13412 \/5412 J13a? 54 Nesat  d*65
576 \ 324 144 \ 36 12 6 72 72
2
& g | 36 _ 7247 _ 2
36 36| 36| d*\65 36d°\65 65
72

Entonces,cos o = L - a=arc cos( 2 j =756367° o 13201 rds.
J65 J65

Solucion: el dngulo formado por los vectores A_>B y Aﬁc es 75°6367° o 173201 rds.



Matematicas II Junio 2002
EJERCICIO A

PROBLEMA 2. Dados los puntos A=(1,-2,3) y B=(0,2,1), se pide:

a) La ecuacion paramétrica de la recta que pasa por ambos puntos. (1,1 puntos)

b) La ecuacion del plano 7 que estd a igual distancia de A 'y de B. (1,1 puntos)

c) La distancia al origen de la recta interseccion del plano 2y-z=0 con el plano 7 del apartado b). (1,1 puntos)

Solucion:
a) Ecuacion paramétrica de la recta que pasa por A 'y B.
punto A(1,-2,3)
vector director AB = (—1,4,2)
Por lo tanto la ecuacion paramétrica de la recta r es:

De la recta r sabemos {

x=1-A4
riqy=-2+44 AeR
7=3-24

b) El plano que estd a igual distancia de los puntos A y B pasard por el punto medio del segmento AB y serd

perpendicular al vector A_é

M puntomediodeﬁz 1+O,_2+2,3+1 = 1,0,2
2 0 2 2

e

AB(—1,4,2), este es un vector ortogonal al plano.

La ecuacion del plano buscado serd —x +4y—2z+ D =0 con la condicion de que pase por el punto M, luego
_—1+4.0—2.2+D=0 - _—1—4+D=0 - D=l+4=2
2 2 2 2

9
La ecuacion del plano serd —x+4y—2z+E=0 -2x+8y-4z+9=0

c)
—2x+8y—-4z+9=0

La ecuacion de la recta s, interseccion de los dos planos, serd S {

2y—2z=0
La distancia del origen ( O ) a la recta s la calculamos mediante la expresion,
- -
I)SO X VS
_ Necesitamos encontrar un punto y un vector director de la recta s.
d(0,s) = . oy
Obtengamos las ecuaciones paramétricas de s.
vS
—2x+8y—-4z+9=0 -2 8 . o
como =-4%0 x, yincdgnitas principales.
2y—2z=0
{—2x+8y =-9+4z
Z
2 =7 —> y=—=
Y 2

sustituyendo en la 1° ecuacion



—2x+8§=—9+4z - —2x+4z=-9+4z7 - -2x=-9 - ng

luego s:<y=

- _
P,0=(0,0,0)— 2,0,0 = —9,0,0
) 2 2
- - -
i ik -9
- - -9 / 50 0 —>__9 0 >~ 0 9 -9
2 2 0o 1 |0 = 4
-1 2
2
5 -9 > [s1 81 _ [324+81 _ (405 V405
POXV 0 + = + = =
4 4 16 16 4

e A

405

4 2405 1405 1 ey 2
ﬁ 45 2V 5 2 2

2

d(O,s)=



Matematicas II Junio 2002
EJERCICIO B

PROBLEMA 2. a) Hallar la distancia del punto P=(3,-1,4) alarecta r interseccion de los planos: (/,8 puntos)
T 2x+y—z+5=0
T, 4x+4y—-z+9=0

b) Hallar la ecuacidn del plano que pasa por larecta r y el punto P. (/,5 puntos)

Solucion:
a) Como al sustituir las coordenadas del punto P en el primer plano, 2. 3 — 1 —4 + 5 = 6, el punto P no pertenece a
la recta r. Calculamos la distancia entre P 'y r mediante la expresion.

- -
P.Pxv.|  Para utilizar esta expresion debemos conocer un punto de la recta r y su vector director.
d(P,r)y=———  Obtengamos las ecuaciones paramétricas de r. Resolvemos el sistema formado por los dos
-
v, planos
2x+y-z+5=0 2 1
como =8-4=4=0
4x+4y—-z+9=0 4

podemos tomar x e y como incognitas principales, el sistema a resolver seria
2x+y=-5+z7
4x+4y=-9+z

-5+z 1
-9+z 4 -20+4z+49-z -11 3
X = = = +—Z
4 4 4 4
2 -5+z
4 -9+ —18+2z+20-4z 1 1
Y 4 4 2
)c=j é/1
4 4
Las ecuaciones paramétricas de r serdn r:yZ%—%ﬁ AeR
z=41
x= 35 1+
4 4 4
1 1 1-5 >3 -1
A=5 =———5=—-=-2 l P1,-25 A=—,1[=3,-2,4
para y 27> ) uego P, ( )y V(4 2 j ( )
z=5

R
PP.(3-1,-1+2,4-5=(2,1,-1)

- o o

— — ! J k -1 -1 -2 =1 — 1
PP xv, =2 1 ~—l=i —j +k =(2,-11,-7)
-2 4 3 4 3 -2
3 -2 4
— —
PP xv,|= Jzz + (=12 + (=72 =4+121+49 =174

=32 +(=2)2+4% =9+4+16 =29
174 17

ap, =374 _ 1% _ e

J29 V29

N
Vi




b) Al plano que pasa por la recta r y el punto P lo llamamos §
De este plano conocemos un punto y dos vectores directores que son,

Punto P(3,-1,4)
- -
vector u=v,(3,-2,4)

- -
vector w=PP.(2,2,-1)

x=3 3 2
La ecuacion implicita del plano serd  |y+1 -2 1[=0
z—4 4 -1
Desarrollando por la primera columna,
- 1 3 2 3 2
(x=3) 4 _1—(y+1)4 _1+(Z—4)‘_2 1‘20

(x=3)2-4)—-(y+1)(-3-8)+(z—4)(3+4)=0
—2x+6+11y+11+7z-28=0
—2x+11y+7z—-11=0

El plano que pasa por la recta r y el punto P es O:—2x+11y+7z—11=0



Matematicas II Junio 2003

EJERCICIO A

PROBLEMA 4. Sean r y r”las rectas del espacio %®*, determinadas del modo siguiente:

r pasa por los puntos A =(3,6,7) y B =(7,8,3) y r”es larecta de interseccion de los planos de ecuaciones: x -4y — z
=-10 y 3x-4y+z=-2.Se pide:

a) Calcular de cada una de las rectas r y r” una ecuacién paramétrica y determinar la posicion relativa de ambas (/
punto).

b) Calcular la distancia d entre lasrectas r y r” (1,3 puntos).

c¢) Calcular el drea del tridngulo de vértices A, B y C, siendo C un punto cualquiera de la recta r” (I punto).

Solucion:
a) Ecuacion paramétrica de r
Punto A(3,6,7) » x=3+44
De la vrecta r por lo que wuna ecuacion
/R SN . ) r:qy=6+24 AeR
conocemos paramétrica serd
v, =AB=(4,2,-4) z=7—4]

Una ecuacion paramétrica de r” la encontramos resolviendo el sistema de ecuaciones que la define,
,x—4y—-z=-10
r
3x—4y+z=-2

Como el menor =143=4#0 — x Yy zsonincognitas principales.

Resolvemos el siguiente sistema,
x—z=-10+4y
3x+z=-2+4y

~10+4y —1|
—2+4y 1| - - -
. y 1 _-10+dy-24dy 1248y
4 4 4
1 -10+4y
3 -2+4 - - -
_ y|_-2+dy+30-12y o8-8y
4 4 4
x==34+2u
Una ecuacion paramétricade r’ es r':3y=pu HeR
z2=T-2u

Determinemos la posicion relativa de las dos rectas. Las ecuaciones paramétricas obtenidas nos dan un punto y un
vector director de cada una de ellas,

P.36.7) P (-3,0,7)

ro:

- -

- -
v, =2v,.. = v v,

r: observemos que

Y- -
v,(4,2,-4) v, (2,1,-2)
La posicion relativa de las dos rectas la obtenemos estudiando los rangos de las siguientes matrices,
- > - > -
M=|v, v.| y M'=|v, v, PP,
- -
Como v /lv, — rang(M)=1
4 2 -3-3 4 2 -6
M= 2 1 0-6|=[2 1 -6
-4 -2 7-7 -4 -2 0

La primera y segunda columna de M~ son proporcionales, luego rang (M) < 2. Consideramos el siguiente menor de
orden 2 de M~



4 -6
2 -6

‘:—24+12:—12¢0 —  rang(M’)=2

Como rang(M)=1 y rangM')=2 = ryr’ son paralelas.

b) Como las dos rectas son paralelas, la distancia entre ellas es la distancia de un punto de una a la otra

- -
PP xv,
d(r.,ry=d(P.,r)= =
vr
.
P.P. =(~6,-6,0)
i j Kk
5o -6 o] J-6 o] 46 -¢ . . .
P.Pxv, =-6 -6 0=i -7 Tk =247 247 +12K = (24,-24,12)
2 4 e 474 2
4 2 4
- -
P.P.xv,| =242 +(-24)% +12% =36
R

=42+ (=22 +4% =6

. 36
d(r,r'y=—=6u.l.
(r,7r") p u

Vr

¢) La representacion grdfica aproximada del triangulo ABC es,

A
En el cdlculo del drea del tridngulo interviene la base que serd d(A,B) y la altura que serd d(C,r).
Como las rectas r y v’ son paralelas d(C,r) = d(r’,r) = 6 (calculada en el apartado b)

d(A,B)=\/(7—3)2+(8—6)2+(3—7)2 =V16+4+16 =36 =6

6.6
AT =T=18M.Cl.




Matematicas II Junio 2003

EJERCICIO B

PROBLEMA 4. Sean r larectay el plano de %R°, determinados del siguiente modo:

r pasa por los puntos (2,2,4) y (-1,2,1) yel plano © pasa por los puntos (1,0,1), (1,-1,0) y (3,0,0). Se pide:
a) Probar que larecta r no es paralelaa = (I punto).
b) Calcular el punto P de interseccionde r y m y el dngulo que forman larecta r y el plano = (I punto).
c¢) Determinar los puntos S y T de larecta r que cumplan que su distanciaa n sea 4 (1,3 puntos).

Solucion:
a) Obtengamos el vector director de la recta r

S
v, =(2,2,4)-(-1,2,1) =(3,0,3)

Obtengamos el vector ortogonal al plano 7
(]’Or]) - (I"];O) = (OrI’])
(1,0,1)—(3,0,0) = (-2,0,1)

> - o
TR S0 1 -
ue=|0 1 a=il =T ek =022
2 0 1
- -

Para que r/lmw debeser v, Llu,
(3,0,3).(1,-2,2) =3+ 6 =9 #0, luego la recta no es paralela al plano T

b) Obtengamos las ecuaciones de la recta y del plano,
De la recta r conocemos uno de sus puntos (2,2,4) y su vector director obtenido en el apartado anterior, luego:

x=2+31
riqy=2 AeR
z=4+31

Del plano T conocemos su vector ortogonal, obtenido en el apartado anterior, la ecuacion general del plano serd: x
-2y + 2z+ D = 0; como el plano contiene al punto, por ejemplo, (3,0,0) sustituyendo en la ecuacion anterior

obtenemos el valor de D

3+D=0, luego D=-3

T:x—2y+2z-3=0

Busquemos el corte entre la recta y el plano, sustituyendo los valores de x, y, z de la recta en la ecuacion del plano,
2+34-2.242(4+34)-3=0

2+31-44+8+64-3=0

3+494=0 — 91=-3 — ,1=‘?3=‘?1

Sustituyendo en la ecuacion de la recta obtenemos el punto de corte,

x=2+320=2-1=1
3
y=2 El punto de corte es (1,2,3)

c=4+37 24123
3
Para calcular el dngulo que forman la recta y el plano utilizamos el vector director de la recta y el ortogonal del

plano,
603022 B+ 9 1 V2

e
cos| v, ,u, ||= = = ==Yz
( ”] Vo+ol1+4+4 18y 92 2 2
. [—> —)J T
uego | v, u, |[=—
4

Por lo tanto el dngulo que forman la recta y el plano es %rds o 45°




¢) Para calcular la distancia entre un punto y un plano utilizamos la expresion,

AP1+BP2+CP3+D| siendo P(py,p2sp3)
\/A2+BZ+C2 w:Ax+By+Cz+D=0

d(P,m)= |

En nuestro caso,
4_p+3ﬁ—zz+2m+3@—ﬂ
Vi+4+4

3+94
4=
3
12=3+94 — 9=94 —> A=1
12=[3+94] - 15 -5
—-12=3+94 —» -15=91 — /I:T:T
Los puntos buscados serdn,
x=2+3.1=2+3=5
ParaA=1y=2 S(5,2,7)
z=4+3.1=4+3=7

Para A = T, y=2 T(-3,2-1)

1=44322 45—
3



Matematicas II Junio 2004

EJERCICIO A
PROBLEMA 2. Dados los planos ; : X +y+z=-5, m:x-3y-z=3 ylarecta r: x;2 =yT_1=§,
se pide:
a) Determinar razonadamente la posicion relativa de la recta r y la recta s interseccion de los planos m; y
m, . (1,7 puntos)
b) Obtener razonadamente la ecuacion del plano que contiene a la recta s anterior y es paralelo a t. (1,6 puntos)
Solucion:
a)
La recta s es de X+y+z=-5 , calculemos su forma paramétrica. Considerando el menor formado
ecuacion x-3y—-z=3 por las incognitas x z
11
L 17 -1-1=-2%#0 resolvemos el sistema despejando la incognita y.
x+z=-5+y
x—z=3+3y
Sumando ambas ecuaciones: 2x=-2+2y — x=-1+y
sustituyendo en la 1 ecuacion: — 1 +y+z=-5-y;despejandoz, z= —4-2y
=-1+1
. . P, (=1,0,-4)
La ecuacién de la recta s serd 1y =4 Ae R yde ella conocemos 5 (11-2)
z=—4-24 S
- _ P.(2,1,0)
la ecuacion de la recta r es x-2_y-l_z v de ella conocemos .
2 32 v,.(23,2)
Para estudiar la posicion relativa de las rectas r y s hay que estudiar el rango de la matriz
2 113
|
M/:(‘jr ‘75 Pr_Ps): 3 1 :1
2 —214
2 1
3 1 =2-3=-1#0 — rang(M)=2
2 1 3
3 1 1|=8-18+2-6+4-12=14-36=-22%#0 — rang(M’)=3
2 -2 4

Por lo tanto las rectas r y s se cruzan.

b) Ecuacion del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la recta r. El plano que buscamos lo podemos calcular
de dos formas diferentes.

1¢ forma.

De la recta s, como calculamos en el apartado anterior, conocemos un punto y un vector director;
el plano buscado, n, contiene a la recta s luego P, 'y Vi serdn un punto y un vector director de x
Como « debe ser paralelo a la recta r el otro vector director de n serd el de r.

Del plano n conocemos V,(1,1,-2) su ecuacion serd \y=A+3u ApeR
7.(23,2) 1=—4—2A+2u

Calculemos la ecuacion general del plano,



1 2 x+1

1 3 y|=0
-2 2 z+4
Desarrollando por la iltima columna,
() 1 3 . 2 fatd) 1 ‘= Solucion
-2 2 -2 2 1 3

x+D)2+6)—y2+4H+(z+4) (3-2)=0
8x+8—-6y+z+4=0
&x—6y+z+12=0

2 forma.

El haz de planos que contienen la recta s es
(x+y+z+5+A(x-3y-2z-3)=0 AeR
Efectuando operaciones,

A+ ADx+(1-3D)y+(1-A)z+5-34=0 AeR

El plano n que buscamos serd uno de los anteriores.

T:8x—-6y+z+12=0

El vector ortogonal al plano anteriores v,(1+A1,1-34,1-1) AeR

Como el plano r debe ser paralelo a la recta r, se cumplird que v, LV,

A+ A4,1-34,1-1)(2,3,2)=0
242443-94+2-24=0

7-92=0 - /l:%

La ecuacion del plano buscado serd:
(x+y+z+5)+%(x—3y—z—3)=0
O9(x+y+z+5+7(x-3y—2z-3)=0 .
Ox+9y+9z+45+7x—2ly—Tz—21=0 Solucion

16x—12y+2z+24=0
&x—6y+z+12=0

7:8x—6y+z+12=0

_)



Matematicas 11 Junio 2004

EJERCICIO B
P.ROBLEMA 2. Se consideran larecta 1: (X,y,z)=(t+1,2t,3¢t),el plano m: x-2y—-z=0 yel punto P=(1, 1, 1). Se
pldea) Determinar la ecuacién del plano w; que pasa por el punto P y es paralelo al plano « (0,9 puntos).

b) Determinar la ecuacién del plano 7, que contiene a la recta r y pasa por el punto P (/,2 puntos).
c) Calcular la ecuacidn paramétrica de la recta interseccion de los planos anteriores, m; y m, (1,2 puntos).

Solucion:
a) Como el plano 7, debe ser paraleloa 7 = 7w x-2y—-z+D=0

Como Peny = [1-2.1-1+D=0; -2+D=0; D=2;luego 7 :x—2y—2z+2=0

b) De la recta r conocemos: Punto P,(1,0,0) y vector director v,(1,2,3).  Obtenemos el vector

N
PP (0,1,1) que serd director de 7,

Del plano 7T,  conocemos: un punto P(1,1,1)y los vectores directores  3; y P_>Pr
p

La ecuacion general de este plano serd,

x=1 1 0
2 1 1 0 1 0
y=1 2 1/=0 desarrollando por la primera columna, (x—1) -(y-D +(z-D =0
|31 31 31 2 1
i

(x—1)(-1)-(y-1)1+(z-1)1=0
-x+1-y+1+z-1=0
-x-y+z+1=0

x+y—-z—-1=0

Solucion 7, :x+y—-z—-1=0

_ ) x=2y—-z+2=0
c) La recta interseccionde T Y 7T, serd I
x+y—-2z-1=0

Para encontrar las ecuaciones paramétricas de esta recta resolvemos el sistema anterior,

como el |I =2 1422320 podemos considerar como incégnitas principales x e y. El sistema a
menor 1 resolver es,
z—2 =2
e z+1 1 _2-2+42z+2 3z _
x—2y=z—2 - 3 - 3 - 3 =z
x+y=z+1 1 z-2
1 z+1 z+1-z+2 3
y= = :—:1
3 3 3

Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de esta recta son:

NS
Il
N =X
N
m
=3



Matematicas II Junio 2005

EJERCICIO A

PROBLEMA 2. Se considera el plano  : y + z— 12 m = 0 (m parametro real) y la rectas

u: , V. , Wi .
y=z y:2z y:3z

Sean A, B y C los puntos de interseccion demcon u, vy Ww, respectivamente.

a) Calcular las coordenadas de A, B y C en funcién de m (1,8 puntos)
b) Hallar los valores de m para los que el drea del tridngulo ABC es 1 u.a. (1,5 puntos)
Solucion:
a)
y+z-12m=0 z+z—-12m=0
A:rNu —<x=1 —  2z=12m —  A(l, 6m, 6m)
y=z z=6m

y+z—-12m=0 27+ z-12m=0
B:xNv —=<{x=2 - 3z=12m —  B(2,8m, 4m)
y=2z z=4m

y+z—-12m=0 3z+z-12m=0
C:zNw —<{x=3 -  4z=12m —  C(3,9m,3m)
y=3z z=3m

b) El drea del tridngulo ABC se obtiene a partir de la formula
p l|— —
Area :5‘ ABXAC

AB=(l,2m,~2m)  AC=(2,3m,—3m)

i k
B 2m —2m| 1 —2m| I 2m . . 3
ABXAC=|1 2m —-2m|=i —J +k =i0— j(-3m+4m)+k(3m—4m) =
3m —3m 2 —3m 2 3m
2 3m —-3m
=(0,—m,—m)

‘ ABXAC | =07 + (=m)? +(=m)? =~2m’

, 1 1
Area==+2m*> — 1==2m> > 2=+2m> - 4=2m> > m’=2 > m=%2
2 2
Como hemos resuelto una ecuacion irracional, 2= ',2m2 debemos comprobar las soluciones

m=v2 2=y22] S 2=Va si. Solucién vdlida

m=—2 2=y2(V2f = 2=V& Si. Solucién vilida

Soluciones : m, =2 n, =2
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EJERCICIO B

PROBLEMA 2. Hallar las ecuaciones de los planos que pasan por el punto (-7, 2, -3) y tales que las proyecciones
perpendiculares del origen sobre dichos planos son puntos de la recta (x,y,z)=(0,4,1)+t(1,0,0) (3,3 puntos).

Solucion:
Los datos del problema son: recta r: (x,y,z)=(0,4,1) + t(1,0,0) =(t,4, 1) y elpunto Q(-7, 2, -3)

Llamamos 7 a los planos buscados.

Las proyecciones perpendiculares del origen sobre 0 son puntos de la recta r, serdn de la forma P(t, 4, 1)

Consideramos los vectores: PO (t+7,2,4) v OP(t, 4, 1)
PQ es un vector contenido en el plano & y OP es perpendiculara 7, luego PQ . OP = 0

_ —7+4/49-48

(t+7,24).(t,41)=0; £ +7t+8+4=0; r+7t+12=0; ¢t= =

~7+1 _<t1 =-3

2 2 t, =4
Parat=-3,
OP = (-3,4, 1)y OP es perpendicular a 7, la ecuacionde 7 serd: -3x+4y+z=D
como el punto Qesde % ,-3(-7)+4.2-3=D; 21 +8-3=D; D=26
La ecuacionde 7 es: -3x+4y+z=26 — 3x—-4y-z=-26 —
3x-4y-z+26=0
Parat=-4,

OP = (4,4, 1)y OP es perpendicular a 7, la ecuacionde 7 serd: -4x+4y+z=D

como el punto Qesde X, -4(-7)+4.2-3=D; 28+8-3=D; D=33

La ecuacionde 7 es: -4x+4y+z=33 — 4x-4y-z=-33 —
4x-4y-z+33=0

Las ecuaciones de los planos pedidos son: 1, :3x—4y—z+26=0 y Ty :4x—4y—z+33=0
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EJERCICIO A

PROBLEMA 2. En el espacio se consideran:
Larecta r interseccion de dos planos de ecuaciones implicitas: x+y—-z=5 y 2x+y-2z=2.

Y larecta s que pasa por los puntos P=(3,10,5) y Q= (5, 12, 6). Se pide:

a) Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta r (0,6 puntos)y de larecta s (0,4 puntos).
b) Calcular el punto H interseccionde r y s (0,6 puntos)y el &ngulo @ que determinan r y s (0,4 puntos).
c) Calcular los puntos M y N de larecta r paralos que el drea de cada uno de los tridngulos de vértices

PQM y PQN es 3 unidades de area (1,3 puntos).

Solucion:
Datos del problema:

Xty—z=5 P(310,5)
. S

a) Ecuaciones paramétricas de r y s.
De r, resolver el sistema que la define,

Como

1
= 1-2=-120 x e y incdgnitas principales.

El sistema a resolver serd:

5+z 1
242z 1 S5+7z-2-27 3—z
g Resolviéndolo por Cramer -1 -1 -1
2 2427 2+42z-10-2¢
y= = =8
_1 _1
Las ecuaciones paramétricas de la recta r:
x=-3+41
y=38 AeR
z=4

De s, a partir de los dos puntos conocidos calculamos su vector director,

P(3,10,5) x=3+2u
s luego s:9y=10+2u pueR

- -
V=PQ=(2,2,1) Z=5+,U

b)
Corteentre v y s (H)
Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de las rectas r y s obtenidas en el apartado anterior,

—3+A=3+2u A-2u=6
8=10+2u - 2u=-2 de la 2* ecuacion u=-1
A=5+u A-u=5

sustituyendo el valor de u en las otras dos ecuaciones,
A=-2(-1)=6 A+2=6 A=4
- -
A-(-1)=5 A+1=5 A=4
Como obtenemos el mismo valor de A en las dos ecuaciones, el sistema tiene solucion. Sustituyendo el valor de 1 en

la recta r o elvalorde p enlarecta s obtendremos el punto H buscado.
Para 2=4, H(-3+4,8,4)=(1,84)

El dngulo que forman las rectas r y s es el dngulo que forman sus vectores directores,



- -
v, (10D y vi(22])

- -
Cos(rAsj: v, vy _ 10,1 (2.2,1) A I T
| Il R e P SR V2o 32 2 2

A

Luego (V,S]=45°. Por lo que x =45° o a=%rds

Como los puntos M y N pertenecen a la recta r sabemos que serdn de la forma
(-3+4,81) AeR

El triagngulo POM estd determinado por los puntos P, Q y M; calculamos su drea a partir de los vectores que

determinan el tridngulo, por ejemplo, PQ y PM
P(3,10,5)
T :tridngulo PQOM <Q(5,12,6) PQO22,2]) y PM(-6+A4,-2,A-5)
M(-3+1,8,1)
P—)QXPX/[
A = P
i Jj k
poxpM= 2 2 1 l=17 1|4 °? g 20072
= = l _— =
2 a-5 Y6+ a-5 "l-644 -2

-6+4 -2 A-5

=(2A4-1042,-[2A=10—(-A+6)] —4+12-22)=(2A—-8,- A+4,-21+8)

POX PM |=J(2A—8) +(-A+4)* +(—2A+8)" =N4X —324+64+ 1% —8A+16+ 41 —321+64 =

=VIX ~72A+144 =|9(F* —8A+16) =\|9(A-4)* =324

3A—4|
Ap==F—
a3 3|/1—4|_3 S =2 </1—4=2 - A=6
T B T \—4=22 5 =2

Obtenemos dos valores de A, a partir de ellos obtendremos los dos puntos pedidos.
Paral=6 M(3, 8, 6)
Paral=2 N(-1,8, 2)
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EJERCICIO B
PROBLEMA 2. Dados los puntos A = (4, -4,9); B=(2,0,5); C=4,2,6); L=(1,1,4); M=(0,2,3); y N=(5,
0, 5), se pide:
a) Calcular la distancia d del punto C al punto medio del segmento de extremos A, B (0,5 puntos) y el area S
del tridngulo de vértices A, B, C (I punto).
b) Calcular las ecuaciones implicitas del plano © que pasa por los puntos A, B, C (0,4 puntos) y del plano w’
que pasa por los puntos L, M, N (1 punto).
c) Calcular la ecuacion paramétrica de la recta r interseccion de los planos m y ©* (0,6 puntos) y el angulo o

que determinan los planos n y © (0,4 puntos)

Solucion:

a)

Sea d =d(C, PM)
AB

C=(4.2,0)

A(4,-4,9)
AB

PM _ (3,-2,7)
B(2,0,5) AB

d=d((4.2.6),3-27)=(4-32 +2+2)2 +(6-7)2 =1+16+1 =18 =32 ul.

Sea Ag el drea del tridngulo S.

1

- -
Ag =—| ABx AC

- -
AB=(2,05-(4-49=(24-49 AC=(42,6)-(4-49)=(0,6,-3)

- 5 o>

I I P I Y P
ABXAC=|-2 4 —4=i — +k = (12,6,~12)
6 -3 0 -3 0 6
0 6 -3
- -
ABX AC :\/122 +6%+(=12)2 =144 +36+144 = /324 =18

1
Ay =—18=9%u.a.
2

b)
N
: AB =(-2,4,-4)
Plano 7t pasa por A, B y C;sus vectores directores pueden ser .
AC =(0,6,-3)
N
: u(1,-2,2)
los vectores directores de 7 IR
v(0,2,—1)

La ecuacion implicita del plano & la obtenemos,



x—4 1 O
y+4 -2 2|=0

z-9 2 -1

G-d 2 A-o-4 Yrc-9 ' Y=o

x_ —_f )V — —_— =
2 1l YT Tl 2

(x=HE2) - -DED+(2-9)2=0
—2x+8+y+4+2z-18=0

-2x+y+2z-6=0
La ecuacion implicita del planomes —2x+y+27-6=0

%
’ . ML= (17_171)
Plano 7° pasa por L, M y N;sus vectores directores pueden ser .
MN = (3,-2,2)
La ecuacion implicita del plano ©’ la obtenemos,
x—0 1 3
y=2 -1 =-2|=0
z=3 1 2
-1 =2 ( 2)1 3+( 3 1 3 0
X —-(y— z- =
1o T 2 -1 -2
x(0)=(y=2)-D+(z=-3)1=0
y—4+z-3=0
y+z-5=0
La ecuacion implicita del planow’ es y + z7—5=0
c)
r:anx’
—2x+y+2z-6=0
r:
y+z-5=0
-2 1
Como 1=—2¢0
X e y serdn las incégnitas principales. El sistema a resolver es:
—2x+y=6-27
y=5-z
Sustituyendo el valor de y en la 1 ecuacion: —2x+5-z=6-2z; —-2x =1- z;
-1 1
X=—"+—-2
2 2
-1 1
x=—4=2
2 2
La ecuacion paramétrica de la recta r serd y=5- A AeR




Para calcular el dngulo que forman los planos &= y © obtenemos sus vectores normales,
- -

ny(-212) 'y ny 0Ll

A

> s | oL i+ 3 g
cos|n,,ny | = - -

T Jar144 141 N2 32 2

A
- - A

iy |=45° = (7: z’] = 90°—45°= 45°

A

Solucion (7[, 7['] = % rds o 45°
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PROBLEMA A.2. Dadas las rectas de ecuaciones
5x+y—z=4 x—y=—5
r: y s
2x=2y—z=-5 =
a) Justificar que las rectas r y s se cruzan. (4 puntos)

b) Calcular razonadamente la distancia entre las rectas r y s. (3 puntos)

¢) Determinar la ecuacion del plano w1 que es paralelo y equidistante a las rectas r y s.
(3 puntos)

se pide:

Solucion:

a) Para comprobar que las rectas r y s se cruzan calculemos punto y vector director de cada una de ellas.
ox+y—z=4
|2x-2y—-z=-5
—z=4 —z=4
Punto x=0 — Y — Y
—2y—-z=-5 2y+z=5

sumando ambas ecuaciones — 3y=9 — y=3

sustituyendoen I* — 3—-z=4 — z=-1

P(0,3,-1)
i j ok
— -1 =1 -5 =1 -5 1
vector director v, =|5 1 —1=1 —J +k =
9 _3 g -2 =1 12 -1 12 =2

= i(=1=2)= j(=5+2)+k(=10=2)==3 i +3 j— 12k =(=3,3,~12)
luego \Tr (-1,1,—4)

xX—y=-5
s
z=4
—y=-3 y=>5
Punto x=0 — — —  P(0,5,4)
z=4 7=4 ‘
ij ok
_ — —--1 0 -1 0 -1 -1 - - -
vector director v =1 —1 0|=i —J +k =—i—j+0k=
‘ o I "0 1, [0 0
0 0
=—i-j=(-1-10)

luego \7: (1,1,0)



Procedamos a comprobar que las rectas se cruzan. Vamos a realizar los cdlculos de dos formas distintas.
Primera forma.

— — -1 1
v, =114 y v, (1LLO) T;tI - no son paralelos

Veamos si las rectas se cortan, para ello resolvemos el sistema formado por las cuatro ecuaciones
que definen las rectas,

Sx+y-z=4
Sx+y—-4=4 Sx+y=8
2x—2y—-z=-5
5 - 2x-2y—-4=-5 —> <2x-2y=-1
X—yV=
y x—y=5 x—y=5
z=4

La segunda y tercera ecuaciones son incompatibles, coeficientes de incognitas proporcionales pero
no los términos independientes, por lo tanto el sistema no tiene solucion.

Rectas con vectores directores no paralelos y que no se cortan, las rectas r y s se cruzan.

Segunda forma.
Estudiar y comparar los rangos de las siguientes matrices:

—— — —

Mzbg v) y M@4m x):PP)

N N r s

P, P =(054)-(03,-1)=(0,2,5)

-1 110
|
M =| 1 1,2
|
-4 015
-1 1
enM — ; ]=—]—]=—2¢0 — ran(M)=2
-1 1 0 = secruzan
enM’ — 1 1 2|=-5-8-5=-18#0 — ran(M)=3
-4 0 5
b)d(r,s)
Como las rectas r y s se cruzan podemos calcular la distancia entre ellas mediante la expresion:
|
d(r,s)= —
v, X v,
-1 1 0
‘W,f, RR”z 1 1 2||=(calculado en el apartado anterior)=|—18|=18
-4 0 5
i j Kk
R — -1 -4 -1 -4 --11 T
v xv, =-1 1 —-4=i —J +k =4i-4j-2k=(4,-4,-2)
11 0 1 0 1 0 1 1

_—

Vox v =42+ (=4)2 +(=2)> =36 =6
X |=

Finalmente d(r,s) = % =3u.l.



También podemos calcular la distancia entre dos rectas que se cruzan de esta otra forma.

Vamos a buscar un punto de la recta r y otro punto de la recta s de forma que el vector que forman estos
dos puntos sea perpendicular a las dos rectas, de esta forma la distancia entre las dos rectas serd la
distancia entre esos dos puntos.

Sea P un punto cualquiera de r,

P.(0,3,1)
v, (~1,1,-4)
Sea Q un punto cualquiera de s,

P(0,5.4)
v (1,1,0)

Luego PQ=(u+A, ft—A+2,41+5)
Buscamos los valores de 1 y u de forma que FQJ.Z y P—Q>J_7:
WU+ A, u—A+2,44+5)(-1,1,—4)=0 —U—A+Uu—-A+2-161-20=0
%
W+A, u—A+2,42+5)(U,1,0)=0 U+ A+u—A+2=0
{—]8/1—]8:0 {/1:—]
%
2u+2=0 u=-1

— P(-A,3+4,1-44)

O, 5+ u,4)

—>

Para A=-1 — P(1,2,3)
Para pu=-1 — Q,(-1,4,4)

Finalmente, d(r,s)zd(B),Qo)z\/(—]—])z +4 -2 +4-3) =J4+4+1=3

c) Ecuacion del plano © que es paralelo y equidistante a las rectas r y s.
La ecuacion de este plano vamos a obtenerla de dos formas, andlogamente a lo realizado en los apartados
anteriores.
Primera forma.

Como rwllrys — n: = \ZXZ =(4,—-4,-2) (del apartado b))
Luego el plano © paralelo a r y s tiene por ecuacion: 4 x—4y—-2z+ D =0 ydebe cumplir
que d(mr)=d(ms)

[4.0-4.3-2.(-D)+D| _|-10+D|
Como rllr — d(mr)=d(z P)= =
N+ () +(=2)? 6

R« (0339_])

[4.0-4.5-2.4+D| |-28+D|
Como xlls — d(ﬂ,s):d(ﬂ',PS): =
N+ () +(=2)? 6

P(0,54)

[-10+D| |-28+D|
6 6

—10+D=-284D — —10=-28 No tiene solucion

<—10+D=—(—28+D) - —-10+D=28-D — 2D=38 — D=19

Igualando las distancias - |— 10+ D| = |— 28+ D| -

Elplano 7 serda: 4x-4y—-2z+19=0



Segunda forma.
Considerando el proceso de resolucion del apartado b), en la segunda forma, el plano © pasard

por el punto medio del segmento de extremos Pyy Qo y sus vectores directores serdn los de las
rectas r y s,

54:(1_1’2+4’3+4j:(a3“zj
27 2 2 2

La ecuacion del plano © la obtenemos de la siguiente forma,

7
=0 y-3 z-1

Y 2
11 —4l=0

1 1 0

I I I Y AL I

ool YT o2 1T
7

4x—(y—3)4+(z—5j02)20

4x—4y+12-27+7=0
4x—4y—2z+19=0

X

Elplano 7 sera: 4x-4y-2z+19=0
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PROBLEMA B.2. Sea r la recta de vector director ( 2, — 1, 1 ) que pasa por el punto
P=(0,3,-1). Se pide:
a) Hallar razonadamente la distancia del punto A =(0, 1,0) alarecta r. (4 puntos)
b) Calcular razonadamente el dngulo que forma la recta que pasa por los puntos P y A con
larecta r en el punto P. (4 puntos)
c) Si Q es el punto donde la recta r corta al plano de ecuacion z = 0, comprobar que el
triangulo de vértices APQ tiene dngulos iguales en los vértices P y Q. (2 puntos)

Solucion:
De la recta r conocemos un punto y su vector director, es decir:

P(0,3,-1)
rid_.

v (2,-1,1)
a)d(A,r) siendo A(0,1,0)

‘PAXV‘
d(A,r)=

r

PA=(0,10)-(03~-1)=(0,~2,1)

—_ —

- = =

R 2 1 —o 1] —J0 -2 — —

PAxv =0 =2 1|=1i - J + k =—i +2j +4k =(-1,2,4)
1 B N N A - S

‘ﬁxﬂ:«—l)uzzwz =21

v =422+ (1) +17 =46

d(A, )—*/_ \/7 \f */_:ﬁul

b)
roo v (2,-11)
Angulo entre {P(O, 3,—-1)

s = v =(0,3,-1)=(0,1,0)= (0,2, -1
A0.1,0) s =( )—( ) = ( )

A
siendo az[r,sj — COS O =——
v

r

v, .V,

r

—

@ -Lp.02,-n| |-2-1 3 @, =567891°
J6 22+ (=12 e 5 W30 a, =3032109°

pero como o. es el dngulo entre dos rectas ( o < 90° ) entonces o. = 56 7891°

1%

s

c)O=rN{z=0}
Obtengamos el punto Q,
P(0.3,-1) x=24
rid_. r:iy=3-41 AeR
v.(2,-1,1) =144



La interseccion de esta recta con el plano 7z = 0 la obtenemos resolviendo la ecuacion:
-1+1=0 — A=1

x=2.1=2
Por lo tanto el punto de corte serd: y=3-1=2 — 0(2,2,0)
z=-1+1=0
El triangulo APQ serd,
(0 3 -1 Los dngulos que tenemos que comprobar que son iguales
0,3,-1) son:
B=(PAPQ) y y=(QAQP)
Cdlculo de p,
PA = (0,1,0) = (0.3-1) = (0,~2,])
A —
©0.1,0) N PO = (22,00~ (03-1) = (2L
Q(2,2,0) cos B = (0,-2,1) (2,-L1) _2+1 _ 3
JO (22 +12 22+ (1212 V56 30
Cdlculo de v,

04 = (0,1,0) - (2,2,0) = (~2,-1,0)

0P = (03,-1) - (2,2,0) = (<2, 1)

cos B = (-2,-1,0) (-2,1,-1) _4-1 _ 3
JED (D2 +02 (22 + P +(=1)* V546 V30

Como cosff=cosy y By y sondngulosde un triangulo (f y y < 180°) entonces p =y, que es lo que
queriamos comprobar.
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PROBLEMA A.2. En el espacio se dan las rectas

x+Z=2 2x—y:3
r: y s
2x-y+z=0 xX—y—-z=2

Obtener razonadamente:
a) Un punto y un vector director de cada recta. (3 puntos)
b) La posicion relativa de las rectas r y s. (4 puntos)
¢) Determinar la ecuacion del plano que contiene a r y es paralelo a s. (3 puntos)

Solucion:
a) Calculemos las ecuaciones paramétricas de las rectas resolviendo los sistemas que las definen,

{x +z7=2
r:

2x—y+z=0

Como ‘z —1#0, resolvemos usando x e y como incognitas principales.
by =2-z
2x—y=-2

Sustituyendo el valor de x en la 2“ ecuacion:
2(2-z)-y=-z, 4-2z2-y= -z, —-y=-4+2z-z -y=-4+z y=4-z2

x=2-4 P =(2.4,0)
luego r:sy=4—-4 A€ R y un puntoy un vector director de la recta r serdn: _,

=2 v, =(-1-11)
2x—y=3

S
xX—y—z=2
-1 0 o o

Como =1#0, resolvemos usando z e y como incognitas principales.
-y =3-2x
—y—z=2-x
De la 1* ecuacion: y=—-3+2x

Sustituyendo el valor de y en la 2° ecuacion:
—(=-3+2x)—-2z=2-x; 3-2x—-z=2—-x;, —-z=2-x-3+2x; —z=-1+x; z=1-x

= P, =(0,-3,1)
luego r:y==-34+2u pe R y unpuntoy un vector director de la recta s serdn: _,
Zzl—/,l VS:(1727_1)

b) Estudiamos la posicion relativa de las rectas r y s a partir del sistema que se obtiene al igualar sus ecuaciones
paramétricas,

2-A=u —A-u=-2 A+u=2
4-A=-34+2u — -A-2u=-7 — A+2u=7
A=1-u A+u=1 A+u=1

La 1%y la 3" ecuaciones son incompatibles, por lo tanto r y s son paralelas o se cruzan.
Veamos si los vectores directores de las rectas son paralelos,



-1 -1
Estudiemos el rango de la matriz formada por los vectores directores: | —1 —2
1 1

=120 — ran(A)21

-1 -2 —  ran(A) =2, los vectores no son paralelos.
=—14+2=120

Por lo tanto, las rectas r y s se cruzan.

Per
5
¢) Buscamos un plano © / rcx 'y 7xlls, porlo tanto del plano m conocemos v, es director de

N
v, es director de 7t

Por lo tanto, las ecuaciones del plano © serdn:

x=2-A+u
Ecuacion paramétrica: mw:3y=4—-A+2u A, ueR
7= A-u
x=2 y-4 z
Ecuacion general: | —1 -1 1|=0
1 2 -1
(x—Z)‘_l B FEVY e —1‘20
2 -1 1 -1 1 2

x=2)-)—=(y—=4)0+z(-H=0
—x+2-2z=0; x+z=2
o x+z=2
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PROBLEMA B.2. En el espacio se dan las rectas

x=A1
riiy=1-4 ¥ si{x-1=y=2-3
z=3

Obtener razonadamente:
a) Un vector director de cada una de las rectas. (2 puntos)
b) La ecuacion del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto (0,1,3). (3 puntos)
c) El punto de interseccion de las rectas r y s (2 puntos) y la ecuacion del plano 7 que contiene
a estas rectas r y s (3 puntos).

Solucion:

5
a) La ecuacion de la recta r es la paramétrica, luego v.=(1,-1,0)

N
La ecuacion de la recta s es la continua, luego v, =(1,1,1)

b) ;Plano Z/w Lr y (0,1,3)ex?

- -

Como wlr — n,=v =(1,-1,0). Por lo tanto la ecuacion del plano n serd: x—y + 0.z + D = 0, operando
x—y+D=0

Como (0,1,3)exr — 0-1+D=0; D=1

Finalmente, la ecuacion del plano © es: x—y +1 =10

¢) Calculo del punto P=rNs

x=1+u
Escribamos la ecuacion paramétrica de la recta s: 3y = neR
z=34+u
A=1+u A-u=1
El punto P lo obtenemos resolviendo el sistema \1-A=u — <A+ u=1, sustituyendo el valor de n enla 1%y
3=3+u 1=0
en la 2 ecuaciones: { i . Por lo que la solucion del sistemaes /=1y u=0.

El punto P lo obtendremos sustituyendo el valor de A en la ecuacion de la recta r o el valor de u en la ecuacion
de la recta s.
Sustituyendo el valor de 1 =1 en la recta r, obtenemos P= (1,0, 3)

Cdlculo del plano © que contienea r y s. El plano © contendra al punto P y dos de sus vectores directores
seran los de las rectas r y s. Por lo tanto la ecuacion de w serd:

x=1 y z-3
1 1 0 |=0 ( 1)_1 0,0

o1
111

0
1

+(z—3)‘1 _ll‘zo — (x=D(=D)=yl+(z=3)2=0 —

-x+1-y+2z-6=0 = —-x-y+2z-5=0 — x+y-2z+5=0

Esdecir, m:x+y—-2z+5=0
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x=1+2«x x=-1
PROBLEMA A.2. Se dan las rectas r,:{y=« y riiy=1+p ,siendo a y P pardmetros
1=2-« z=-1-20

reales.

Calcular razonadamente:
a) Las coordenadas del punto de corte de r; y r,. (3 puntos)
b) La ecuacion del plano que contiene esas dos rectas. (4 puntos)
c) La distancia del punto (0, 0, 1) alarecta r,. (3 puntos)

Solucion:
a) Punto de corte entre las rectas r; y r:
1+2a=-1 20=-2
Hay que resolver el sistema: <=1+ f - a-p=1
2—a=-1-2p —a+2p=-3
-2
De la primera ecuacion: & = —— = —1 | sustituyendo en las otras dos ecuaciones:
—1-p=1 - —1-1= - p=-2
{]+2,B:—3 - 2p=-3-1 - 2p=-—4 —> p=-2
Como hemos obtenido el mismo valor de p, el sistema tiene como solucion: o= -1y f=-2

Sustituyendo el valor de o enlarecta r; o elvalorde f enlarecta r; obtendremos el punto de corte entre
las dos rectas.

x=1+2(-1)=-1
Para a= -1, {y=-I . El punto de corte entre r; y r, es P(-1,-1,3)
z=2—-(-1)=3

b) El plano que contiene a las dos rectas tiene como punto el obtenido anteriormente, P, y como vectores directores los
de las rectas. Es decir,

Punto P(—1,—1,3)

Elementos del plano pedido: v, =(2,1,-1) , la ecuacion general del plano la obtenemos mediante el
v, =(0,1,-2)

siguiente cdlculo:
x+1 y+1 z-3

2 1 —I|=0
0o 1 -2
(x+1) ‘] - ‘—(y+1)‘2 - +(z—3)‘2 ]‘za
1 -2 0 -2 0 1

x+D 2+ D-(y+DH(-DH+(z—-3)2=0
(x+D(DH+4(y+DH+2(z—-3)=0
—x—1+4y+4+2z2-6=0
—x+4y+2z-3=0
Por lo tanto, la ecuacion general del plano pedido es: —x +4y+2z-3=10



c) Llamando Q (0,0,1), debemos calcular d( Q, r;)

5
Siendo P el punto de la recta r; obtenido en el apartado a) y v el vector director de la recta r; la distancia
POxv

%

pedida podemos calcularla mediante la siguiente formula: d(Q,r,) = , efectuemos los cdlculos necesarios.

@ =(0,0,1)-(-1-1,3)=(1,1,-2)

R
POXY ; j =7l A AR Gk =02
v: — :l — = = 0Ly
I Mo —o/ ™% 177

=NO*+2°+ 1P =5
[V =[©.1-2) =07 + P+ (-2 =5

Js

Finalmente, d(Q,r,)=—==1

J5

Otra forma de obtener esta distancia, si no nos acorddsemos de la formula, seria obtener un punto R de la recta r;

‘ITQx;‘ =[©0.2,1)

de forma que el vector @ sea perpendicular a r,, asi d(Q,r;) = d(Q,R).
,Q(0,0,1) El punto R de la recta r, serd (—1,1+p,-1-2p)
OR=(-1,1+B,-1-28)—-(0,0,1)=(-1,1+B,-2-28)
@éJ-rz — @él v_r;,porlo que debe cumplirse:
(—1,1+p,-2-2p).(0,1,-2)=0
1+p+4+4p=0
5+5p=0; p=-1
Porlotanto R(-1,0,1)
Y d(QR) = (-1’ +0° +0° =1

Luego d(Q,r;) =1
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x—=2y—-2z=1
x+35y—z=0
m:2x+y+nz=p, donde n y p son dos pardmetros reales.
Obtener razonadamente:
a) Todos los valores de n para los que la interseccion de la recta r y el plano 7 es un punto. (4
puntos).
b) El valorde n yel valorde p paralos que larecta r estd contenida en el plano x. (3 puntos).
c) El valorde n y todos los valores de p paralos que larecta r no corta al plano 7. (3 puntos).

PROBLEMA B.2. Se da la recta r de ecuacion r:{ y el plano n de ecuacion

Solucion:

a) ;n?/r N x sea un punto.
Para que el corte entre la recta r y el plano © sea un punto, el sistema formado por las ecuaciones de la recta y el
plano debe tener solucion tnica.

x—=2y—-2z=1
El sistema que debemos considerar es: {x+5y—2z=0 , como es un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas
2x+y+nz=p

para que tenga solucion tinica debe cumplirse que |A| # 0.

1 -2 =2
Al=|1 5 —1|=5n-2+4+420+1+2n=7n+23
2 1 n

Tn+2340; Tnt —23: n¢_723

-23
Luego, r N\ esun punto para n# —

b);nyp?/rcrx
Para que esto ocurra, el corte entre r y w debe ser una linea recta ( la r )y para ello el sistema anterior debe ser

compatible indeterminado con rang(A) = rang(A’) = 2. (Siendo A la matriz de coeficientes del sistema anterior y
A’ la matriz ampliada)

3
De lo estudiado en el apartado anterior, cuando n= — - |A| =0 y como el siguiente menor de orden 2 de A,

1 -2
s =5+2=7#0, podemos afirmar que para ese valor de n el rango de A es 2.

Para que el rango de A" sea 2, debe cumplirse que el menor de orden tres obtenido de A~ orlando al menor de
orden 2 no nulo anterior la tercera fila y la cuarta columna sea nulo, es decir,

1 -2 1
1 5 0|=0; 5p+1-10+2p=0; 7p-9=0; ng
2 1 p

-23 9
Por lo que la recta r estd contenida en el plano © cuando n :T y p =;

c) Para que la recta r no corte al plano r, el sistema planteado en el apartado a) debe ser incompatible.

1 -2 =211
|

La matriz ampliada de aquel sistema es: A=| 1 5 —1}0
|

2 I nlp

Como 5‘=5+2:7¢0 — rang(A)=2




Por lo tanto, para que el sistema sea incompatible debe ser rang(A) =2 y rang(A’) = 3.

-23
De lo estudiado en el apartado anterior, rang(A) =2 cuando n= —

1 -2 1
Para que rang(A°) = 3, debe ser |I 5 0|#0 Yy segtin lo calculado en b) esto se cumple para p # ;
2 1 p

Es decir, la recta r no corta al plano © cuando n= — y p# .
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OPCION A

PROBLEMA A.2. Sean O = (0,0,0), A =(1,0,1), B=(2,1,00 y C = (0,2,3). Obtener
razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El area del tridngulo de vértices O, A y B,
vértices O, A, B y C (2 puntos).
b) La distancia del vértice C al plano que contiene al tridngulo OAB. (3 puntos)

c) La distancia del punto C” al plano que contiene al tridngulo OAB, siendo C~ el punto
medio del segmento de extremos O y C. (2 puntos)

(3 puntos) y el volumen del tetraedro de

Solucion:
a) Area del triadngulo OAB
A

El drea de este tridngulo es,
4, = | 0Ax0B

OA=(101) y OB=(2,1,0)

B
Q

Calculemos el producto vectorial,

S
N / SN/ AT () R R
AxOB=|1 0 1|=i ~7 Tk - F 424k =(=12.])
10 7o o
2 10
‘ OAx OB ‘ 12,0\ =1y + 2+ =6

N

Finalmente, A, = é\/_ = 76 ua.= 12247 u.a.

Volumen del tetraedro OABC

Considerando los vectores ﬁ, OB y %’, sabemos que el valor absoluto del producto mixto de estos

tres vectores nos da el volumen del paralelepipedo definido por ellos. Como queremos calcular el
volumen del tetraedro correspondiente, el cdlculo serd:

I — multiplicamos por é porque Vv inro :é A h
Vierragpro = § 5 ‘ OA,O0B,0C 7 ]
multip licamos por — porque Abase - EAParalelogramo
Tridngulo

Por lo tanto,

1

Vierraepro =

10 1

210 =i|3+4|=zu.v.
6 6 6
0 2 3

b) Sea 1 el plano que contiene al tridngulo OAB, hay que calcular d ( C, 7 ).

Obtengamos la ecuacion del plano 7
punto (0,0,0)

De este plano conocemos:

-

, u=0A=(10.,])
vectores dlrectores N
v=0B=(2,10)

La ecuacion del plano = se obtiene:



x=0 y—0 z-0

1 0 1 |=0 0111+100 (-1 (-2)+z.1=0
=0 — x - =0 - x(-D-y(- =
10 7k o s Y ¢
2 1 0
-x+2y+z=0
-0+2.2+3
Finalmente, d(C , )= | | _ 7 ﬁ ul.
Jen 2+ N6 6
Otra forma de resolverlo.
Utilizando el resultado del apartado a)
J6
1 A, =—— obtenido en a)
Vierragoro =54 h ’ 2
h=d(C,x)
Por lo tanto: Z=l£h - Z=£h — 7=\6h — h=L - d(C,ﬂ')zLu.l.
6 32 6 6 J6 J6

c) Hay que calcular d (C”, 1)

C’ es el punto medio del segmento OC, por lo que C’ = (0+0 ,0 *2 ,0 * 3) = (0, 1, ij

2 2 2 2
Como el plano 7 ya lo calculamos en el apartado anterior,
3 7
—0+2.1+— Z
, 2 > 7 76
d(C . 7)= 2 _ 7 N6,
Jen +22+ 2 N6 26 12
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OPCION B

PROBLEMA B.2. Dados los puntos A = (1,0, 1), B=2,-1,0), C=(@©,1,1) y
P = (0, - 3, 2) se pide calcular razonadamente, escribiendo todos los pasos del razona-
miento utilizado:

a) La distancia del punto P al A. (2 puntos)

b) La distancia del punto P alarecta que pasa por los puntos A y B. (4 puntos)

c) La distancia del punto P al plano que pasa por los puntos A, B 'y C. (4 puntos)

Solucion:

a) d(P,A)=/0-17+(=3-07+@2 -1 =J1+9+1 =11

Respuesta: d(P, A)= Vi1

b) Hay que calcular d( P, r ), siendo r larecta que pasa por A y B.

punto A(LO,T) x=1+4
Obtengamos la ecuacion de la recta r - riyy=-4 AeR
v = AB = (2,-1,0)-(1,0,1)=(1,—1,-1)
z=1-1
Para calcular d( P, r) procedemos de la siguiente forma,
Obtenemos el plano que pasa por el punto P y es perpendicular a r, plano T

Obtenemos el punto de corte entre el plano T y la recta r, punto Q
Y finalmente, d( P, r)=d( P, Q)

Plano

Como #lr — \TrJ_fc - ZT:x—-y—-z+D=0
Como Penxr —» 0-(-3)-2+D=0 — 3-2+D=0 — D=-1

La ecuacion del plano T es x—y—-z—-1=0

Punto QO
1+A-(-A)-U-A)—-1=0
I+A+A-1+A-1=0
3A4-1=0
34=1

A== _>Q:(]+i’__]’]_lj [i __] zj
3 3°37 3) 3733
4 2Y 4 (-8Y (4Y
d(P,r)—d(P,Q)—\/(o—E - o2 = (2 () -
Vo 99 N9 3

/6
3

Respuesta: d(P,r)=

‘Ava‘

Otra forma de obtener esta distancia es mediante la formula: d(P,r) = , Aer

V

r




c) Obtengamos la ecuacion del plano que pasa por los puntos A, By C.
punto A

AB=(1~1-1)

" |vectores directores
AC = (=1,1,0)

La ecuacion del plano T serd,
x=1 vy z-=1
1 -1 —-1|=0 — ((x-1D
-1 1 0

1 -1
-1 0

1 -1

1 -1 o
U0 0

1 0

(x=1). 1—y(=1)+(z2-1).0=0
x—I1+y=0 — x+y-1=0
0-3-1

| | _ 4 4\/_ =22
JE+ P+t V2o

Respuesta: d(P, 71') =242

Porlo que, d(P,7m)=
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x=—1-2A
PROBLEMA A.2. Se dan el punto A = (= 1, 0, 2) y las rectas r;x_]:lzz_g y sidy=1+34
2 3
z=1+A4

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Laecuacion del plano 7 que pasa por el punto A y contiene a larecta r. (3 puntos)
b) La ecuacién del plano O que pasa por el punto A 'y es perpendicular a larecta s. (3 puntos)
¢) Un vector direccion de la recta [ interseccion de los planos # 'y O (2 puntos) y la
distancia entre las rectas s y [. (2 puntos)

Solucion:
a) Hay que obtener el plano w/ Aex y rcCrx.

Para obtener la ecuacion del plano 1 necesitamos un punto y dos vectores directores del plano.

punto P =(1,0,2)
De la recta r conocemos: 5
vector v, =(2,3,1)

—_— —_— - (2 0 0\ —
Ahora obtenemos el vector AP =(2,0,0). Como AP no es paralelo a v,, (5 # E # 7), AP es otro vector

director del plano T.
Punto A(-1,0,2)

Elementos del plano pedido: i ; =(2,3,) - la ecuacion general del plano 7 la
vectores directoresy " "7
AP =(2,0,0)
obtenemos mediante el siguiente cdlculo:
x—=1) y-0 z-2 x+1 y z-2

2 3 1 |=0 —» | 2 3 1 |=0

2 0 0 2 0 0
Desarrollando el determinante por la tercera fila:

y z-2

2 =0 - 2(y-3(z-2)=0 — (y-3(z-2))=0 — y-3z+6=0

3

Por lo tanto, la ecuacion general del plano @ es: 'y —3z+6=10

b) Hay que obtener el plano o6 / Acoc y slo.

Como s L o, elvector director del la recta s es perpendicular al plano o. v, =(=2,3,1), por lo tanto la

ecuacion del plano ¢ serd: —-2x+3y+z+D =0
Como Aeoc — -2(-1)+3.0+2+D=0; 2+2+D=0; 4+D=0; D=-4
Por lo tanto, la ecuacion general del plano ¢ es: -2x+3y+z-4=10

c) Obtener un vector director de la recta |.

-3z4+6=0
Como la recta 1 es la interseccion de los planos T y o entonces 1 : Y por lo tanto
—2x+3y+z—-4=0

un vector director de | lo obtenemos mediante el siguiente cdlculo,



] - - -
3‘210 i—6 j+2k=(10,6,2)=(5,3,1)

W o~~~
|
o
Il

Por lo tanto VvV, = (5,3,1)

Obtener la distancia entre las rectas s y 1.

- - 5 3 1
Veamos si las rectas son paralelas, v, =(5,3,1) y v,=(=2,3,1), ——#—=—, luego las rectas no son
paralelas.
[VS ’ vl ’ FP;:I
Podemos calcular d (s, ) mediante la formula correspondiente: d(s,l)= E—
v, XV,

Calculemos cada uno de los términos de la formula anterior.
y=3z+6=0
-2x+3y+z—-4=0
O y por definicion de estos dos planos el punto A estd en los dos, luego Pi=A=(-1,0,2).
PP =(-1,0,2) - (-1,1,1) = (0,1,

Obtengamos P), punto de la recta | :{ que era la interseccion de los planos 7 y

-2 3 I
[vs,vl,ﬁ}z 5 3 ll=—6-5-2-15=-28
0 -1 1
PR
- > -3 Il --2 1 -2 3 - -
voXv, =2 3 |=i —j +k =7 j-21k =(0,7,-21)
31 5 1 3
5 31
v xv| = |0.7.-20) = J0? + 77 + (=21)? = /490 =710
v PR —y
v des.n= Ll U280 28 4 410 4Vi0 2 10 _ 12649 ul
’ > 710 710 10 1010 10 5 o

v, Xy,

Otra forma de obtener esta distancia, si no nos acorddsemos de la formula anterior, seria obtener un
plano t© que contiene a la recta s y es paralelo a la recta 1. De esta forma d(s,l)=d(P;, T)

Calculemos la ecuacion del plano ©: sct y lllt — sz‘YXV,, que hemos calculado

anteriormente, n. =(0,7,~21) = (0,1,~3)
Luego t:y—3z+ D =0. Comolarecta s estaenelplano t7,P;(—-1,1,1)esde T porlo que:
1-3.1+D=0;, 1-3+D=0;, -2+D=0; D=2. Luego t:y-37z+2=0.
P=(-10,2 0-32+2 -4
d(s.1y=aep, zy= 170102 1 | _F4_ 4
T:y=3z242=0] Jo’+1+(=32 ~i0 +Io
2\/5E ul.=12649 u.l.

= 12649 u.l.

Porlo tanto, d(s,1) =
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OPCION B

PROBLEMA B.2. Se da el tridngulo 7, cuyos vértices son A=(1,2,-2), B=(0,-3,1) y C=(-1,0,0),
x=—a+[+1
y losplanos mi:x+y+2z+1=0y z,:iy=a-2p a,feR-
z=a+f
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La posicion relativa del plano m; y del plano que contiene al tridngulo 7. (4 puntos)

b) Un vector ;Z perpendicular al plano m; y un vector ;;; perpendicular al plano m, (1,5 puntos) y el

coseno del dngulo formado por los vectores ;Z y ;;; . (1,5 puntos)
¢) Las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion del los planos n; y m, . (3 puntos)

Solucion:

a) Posicion relativa del plano 7; y del plano que contiene al tridngulo T, lo llamaremos T3 .
punto C=(-1,0,0)

AC =(-2,-2,2)

—_—

BC =(-13,-1)

De 73 conocemos: )
vectores directores

La ecuacion del plano ;3 se obtiene:

x—==I) y-0 z-0 x+1 y z
—2 =2 2|=0 > |-2 -2 2|=0 >
oy 3 = -1 3 -1
(x+])‘_2 2‘—)7_2 o _2‘=0 = x4+ D) () —y.4+7(=8)=0
3 -1 -1 -1 "]-1 3

—4x—-4-4y-8z=0
dx+4y+8z+4=0
xX+y+2z+1=0

Estudiemos la posicion relativa de los planos 7; y 3, para ello estudiamos el sistema formado por sus
dos ecuaciones:

x+y+z=-1 _ _ _ (11 11-1
, de este sistema su matriz ampliada es M~ = I
x+y+2z=-1 11 2,-1
La matriz de coeficientes, M, es 2 x 3, su mdximo rango serd 2. M"es 2 x 4, su mdximo rango serd 2.
Estudiemos el rango de M:

=120 — ran(M)>1
1 1
1 2

Y, como el mdximo rango de M es 2, ran (M~ ) = 2
Luego ran (M ) = ran ( M” ) = 2 < n° de incognitas = 3 entonces los dos planos se cortan en una
recta.

=2-1=1¥0 — ran(M)=2




b) w,:x+y+z+1=0 — n,=(1,1,1).

- -
Para obtener el vector n, | n, L7, obtengamos la ecuacion general del plano 7, (ademds, la
necesitaremos en el apartado c) )

punto (1,0,0)

u, =(—1,1,1)

V2 = (]’_27])

Del plano 7, conocemos: )
vectores directores

La ecuacion del plano 7, se obtiene:
x—-1 y-0 z-0
-1 1 1 |=0 = (x—=1) ‘
1 -2 1

1 1
-2 1

-1 1
1 1

-1 1
1 =2

+z

‘—y ‘:0 - (x=D.3-y(-2)+z.1=0

3x=3+2y+z=0 — 7m,:3x+2y+z-3=0 — n,=(3,2,1)

IPorlotanto, n=(1,1,1) y n,=(3,2,1)

Calculemos el coseno del dngulo que forman los vectores anteriores:

- >

> >\ n,en, (1,1,1) - (3,2,1) 34241 6 642 N2,
cos | n, Ny | == = = = = = (09258
Sl PP+ N2+ N3N4 N2 a2
1 2
Por lo tanto, cos (nl , nzj = @ = (09258
c¢) Llamamos r:zx,N\ 7,
x+y+z+1=0
Luego r:
3x+2y+z-3=0
. xt+y=-I-z
Como =2-3=-1%#0, el sistema a resolver es: . Podemos resolverlo por Cramer,
2 3x+2y=3-z
-1-z 1
3- 2l —-2-2z- -5-
= Z _—2-2z-3+z_=5 254,
-1 —1 -1
1 —-1-z
3 3- -
y= Z :3 Z+3+3Z:6+2Z=—6—2z
-1 -1 -1
x=5+41

Las ecuaciones paramétricas de r son: < y=—6—-21 AeR

z=A



Matematicas II Junio 2015

PROBLEMA A.2. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) La ecuacion del plano 7 que pasa por el punto P(2,0,1) y esperpendicular ala

x+2y=0
recta r: 0 (3 puntos)
Z =

b) Las coordenadas del punto Q situado en la interseccion de larecta r y del plano x.
(2 puntos)

c) La distancia del punto P a la recta r (3 puntos) y justificar razonadamente que la
distancia del punto P a un punto cualquiera de la recta r es mayor o igual que

5

(2 puntos)

Solucion:

a) jplanon?/Perm y mwLr
Como 7 _Lr unvector normal del plano © es un vector director de la recta r.
Obtengamos un vector director de r. Pasemos a paramétricas la ecuacion de la recta r,

=21
x+2y=0 x==2y g P,(0,0,0)
riy — _ — y=A4 AeR —> <,
2=0 z=0 =0 v,(-2,1,0)

punto  P(2,0,1)
Por tanto del plano © conocemos < _,
n,(-2,1,0)

La ecuacion del plano © serd: —2x+y+0.z+D=0 — -2x+y+D=0
Determinamos el valor de D con la condicion de que el punto P es del plano,
-2.2+0+D=0 —- -4+D=0 — D=4

Finalmente, w:-2x+y+4=0 o #w:2x-y-4=0
b) ;Punto Q? / Q=rnNn

Para obtener el punto Q resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la recta r y el plano =,

x+2y=0

z=0 este sistema nos da el valor de z ( z = 0 ); obtendremos los valores de x e y
—-2x+y+4=0
resolviendo el sistema formado por la 1°y 3° ecuaciones.
x+2y=0 x+2y=0
_2x4y+4=0 — _2x+y=—4 despejando x de la 1? ecuacion: x =-2y

y sustituyendo enla2®: —2(-2y)+y=-4 — 4y+y=-4 — S5y=-4 — y=—o

5
luego, x=-2 _—4 =§
5 5

Finalmente, Q(ﬁ,_—4,0j
5 5



c)gd(Pr)?
Los cdlculos realizados en los apartados anteriores, plano «t (que es perpendicular a r por P) y punto Q
(corte entre r y x) son los que corresponden para calcular d (P, r)=d (P, Q ). Por tanto

d(P,r)=d(P,Q)=\/(2—§j +(0—_—4j +(1-0) =\/(§j +(fj +I=1/i+£+l=\/4—75=£ul,
5 5 5 5 25 25 25 5

También podemos calcular la distancia pedida por la formula correspondiente,

PPx v
r r P(2,0,1 - -
dp,r)=—-— ( ) - RP(Z,O,]) y v,(—Z,I—O){obtenidoena)}
. P(0,00)e r
i j ok
PPxv,=| 2 0 1|=2k-2j-i=(-1-22)
-2 10

=V (2P +2F =VI+4+4=49=3
=20 +(1) + (0 =V4+1=+5

— —
PPXx vy,

N
1%

r

PrpX V. 3 3\/5 3\/5
Luego,d(P,r):f:ﬁ:\/E\/g: 5 u.

1%

r

l.

La justificacion de que la distancia del punto P a un punto cualquiera de la recta r es mayor o

igual que , Vviene de la definicion de distancia de punto a recta como la menor de las distancias del

punto a cualquier otro de la recta.

Otra justificacion. Grdficamente la distancia del punto P a la recta r se mide en perpendicular,
. La distancia de P a cualquier punto de la recta r
(distinto de Q), como se observa en el grdfico, seria
la hipotenusa del tridngulo rectdngulo PQOR; por
tanto d; (hipotenusa) > d (cateto). Es decir,
d(P,R)>d(P,Q)=d(Pr)
35
5

q, Luego, d(P,R) >

c.q.c

Una ultima forma de justificacion seria estudiar la monotonia de la funcion d ( P, R ) siendo R un punto
cualquiera de la recta r.

Segtin obtuvimos en el apartado a), de la ecuacion paramétrica de r se deduce que cualquier punto de
larecta r serd: (-2 A,A,0) y como P(2,0,1),

d(P,R)=AC+2AF +(0-AF +(I-0) =v4+8A+4F + X +1=+/5+8A+57




Por cdlculo el radicando es una suma de términos al cuadrado, luego para cualquier valor de A este
radicando es positivo. Podemos estudiar la monotonia de d ( P, R ) estudiando la monotonia del
radicando, es decir,

y=5+8A+5X
y=8+104
~8 -4
8+101=0 — 10A=-8 — A=—=""
10 5

e . .. o -4 .
Como 8 + 10 A es, grdficamente, una recta de pendiente positiva, a la izquierda de s es negativa 'y a

. -8 .. . . .
la derecha positiva. Por tanto para A = r hay un minimo relativo, que por lo dicho anteriormente es

el absolutode d(P,R).

x:_zlizlé
5 5
—4 8§ —4
Pamﬂ:_?S, y:T — R(E,?,Oj
z=0

La minima distancia es:

e (18] o vt [ - (5
5 5 5 5 25 25 25 5

3J5
5

Por tanto, para cualquier punto de la rectar d(P,R) > c.q.c.
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PROBLEMA B.2. Se dan las rectas r:1" > 1> v =0
2. re s .
e dan las rectas Pz 4220 y X—27-3=0
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El plano paralelo a larecta s que contiene a la recta r. (3 puntos)
b) La recta ¢ que pasa por el punto (0, 0, 0), sabiendo que un vector director de ¢ es
perpendicular a un vector director de r y también es perpendicular a un vector director

de s. (3 puntos)
c) Averiguar razonadamente si existe o no un plano perpendicular a s que contenga a la

recta r. (4 puntos)

Solucion:
a) ¢;Plano paralelo a s que contiene a r?

wlls — v, serd director de
rcrx—>Pexr y v, serddirectordex
Obtengamos los elementos de r y s necesarios. Nos interesa obtener las ecuaciones paramétricas de

ambas rectas.

x—y =-3 1 -1
r: como =2#0, despejamos x e y en funcion de z.
2x —z=-2 0
‘—3 —1‘ ;
_ _ x=—I+—A
e 2+z 0 _ 2+z:_1+£ P
- - riiy=2+—241 AeR
2x =-2+z ] 3 2
=1
‘2 -2+zl -2+z+6 4+ z :
2 2 2 2
P(-1,2,0)
Por tanto: r:q~
or tanto: r vr(i’i’]jz(]’]’Z)
2 2
] x=3+2u
3y+1=0 3y=-1I = ~1
sz{yz 30%{y32_>y3 o osny=Tg HeR
ATerTIE X=otes x=3+2z
z=U
PS(S’,i,OJ
Por tanto: S : 3
v.(2.0,1)
w(1,1,2)

Luego, del plano m conocemos: punto P. (—] , 2, 0) y vectores directores .
v.(2,0,1)



x+1 y-2 z
La ecuacion del plano © serd: 1 1 2|=0
2 0 1

x+1+4(y-2)-2z-(y-2)=0
x+1+4y-8-2z-y+2=0
x+3y-2z-5=0

Solucion: m: x+3y-2z-5=0

b)jrecta t? / (0,0,0) et y V,L(vr y vs]

i j k
;J_(; ij,porlotanto v=v xv=|l 1 2|=i+dj-2k—j=i+3j-2k=(1,3,-2)
2 0 1
x=0+A1 x=A
Y la ecuacion paramétrica de la recta t serd: t:3y=0+34 AeR — t:{y=34 AeR
z=0-24 7==-24
x=A
Solucion: t:9y=34 AeR
z=-24

c)  Existeunplano # / s1lx y rcrx?

- - -

Como sl — n,=v = (2,0,1) [nﬂ vector perpendicular al plano 7[}
- -

Como rcmr — v, Ln,

Veamos si esto ultimo es cierto,

- -

v-n,=(1,12)(2,01)=2+0+2=4+#0, por tanto estos vectores no son perpendiculares.

En conclusion, el plano m pedido no existe.
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=]
x=2y+z+3=0 g
PROBLEMA A.2. Se dan las rectas 7: y siiy=2a
3x+y—-z+1=0 "y
I=a-—

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Larecta paralelaa r que pasa por el punto (0,1,0). (3 puntos)
b) El plano © que contiene a larecta r y es paralelo a s. (3 puntos)
c) La distancia entre las rectas r y s. (4 puntos)

Solucion:
a) ;jRecta t?/ t/r y (0,1,0) ¢t
Obtengamos la ecuacion paramétrica de .

En la recta r, ; =]+6=7#0

. x—2y=-z-3
Por tanto resolvemos el sistema: r:
Ix+y=z-1
-z—-3 =2 s
X = = — =~ 4=
7 7 7 7 7 s 4
L ohS s
7 7
1 —z-3
z=4
B aol|_z-143z+49 _8+4z_8 4z
’ 7 7 7 7 7

o

r(__j, ,oj
7

(1 4
—,1|=,4,7
[ ! j( )

De la recta t hemos obtenido {

N | Co

— T

<
N |~

punto (0,] ,0)

A - por lo que la ecuacion paramétrica
comotllr—=v/lv, — v,=U47)

xX=u
de larecta tserd: {y=1+4u He R
=7l

b) ;Plano n? / rcm y n//s

-5 8 -
Como rcm — 3(7 , ; , 0) e y v, esvectordirector de 7.

5
Como ©//s — v, esvector director de T.

La ecuacion general del plano r la obtenemos: 1 4 71=0



o)
oo (-2

—IOx—5—0+2z y+—=
7 7

—10x—y+2z-6=0
10x+y—-2z+6=0

Solucion: w: 10x+y—-2z+6=10

c)d(r,s)?
Estudiemos la posicion relativa entre las rectas r y s.
v,(1,4.7)
v, v,(0,2,1)
Debemos estudiar el rango de la matriz | v, | p -5 8 0 5 _
pe| \7°7 - PP(———zj
P(10.-2)
|I|=];t0 —  rango 21
1 4
1 4 7 ) 2‘:2;&0 — rango 22
Rango de lamatriz | 0 2 1 -
12 -8
- — -2 1 4 7
7 7 48 8
0o 2 l|=—4+—-244+—-=-20#0 — rango=3
12 -8 7 7
— -2
7 7
[v v, P P}
Por tanto las rectas r y s se cruzan 'y d(r,s)=——————
V. XV,

r N N

[v v ﬁ} ={lo hemos obtenido en el cdlculo del rango}=—-20

i j k

voxv =\l 4 7|=4i+2k-14i—j=-10i— j+2k=(-10~12)
0 2 1

v, x| = (=10 +(=1) + 27 =+/105

20| _ 2

Finalmente, d(r,s)=
V105 ¢105




Otra forma de obtener d(r,s) es la siguiente:
El plano 7 del apartado anterior contiene a la recta r y es paralelo a la recta s — d(r,s) =d(s,x) y

como la recta s es paralela al plano 1 — d(s,7)= d(Ps,fr).
P es un punto de la recta s, por ejemplo, PS(I,O,—Z)

velplano ©: 10x +y-2z+6=0
_|1o.1+0-2(=2)+6| _|10+4+6] 20

Luego, d(r.s) =d(F )= Jiot+ P+ =27 V105 V105
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PROBLEMA B.2.Sedaelplano m:6x+3y+2z-12=0 vy lospuntos A(1,0,0), B(0,2,0)
y C(0,0,3).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion implicita del plano © que pasa por los puntos A, By C, (2 puntos)
y la posicion relativa de los planos ¢ y =n. (2 puntos)
b) El area del triangulo de vértices A, By C. (3 puntos)
c¢) Un punto P del plano 7 y el volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, By C.
(3 puntos)

Solucion:

a) ;plano o que pasa por los puntos A(1,0,0), B(0,2,0) y C(0,0,3)?
punto  A(1,0, 0)

AB(~1,2,0)

—_—

AC(-1,0,3)

Del plano o conocemos )
vectores directores

La ecuacion del plano o serd:

x—=1 'y z

-1 2 0=0 — 6(x—-D+2z+3y=0 — 6x—6+2z+3y=0 — 6x+3y+2z-6=0
-1 0 3

Por tanto, 6: 6x+3y+2z7-6=10

Posicion relativade o y n:
Estudiemos el sistema formado por las ecuaciones de los dos planos,
{6x+3y+2z—6 =0

6 3 2 -6
Como —==—=—#——, losplanos o y = son paralelos.
6x+3y+2z—-12=0 6 3 2 2

b) ;Area del tridngulo de vértices A, By C?
El drea del tridngulo de vértices A, By C la calculamos mediante la formula:
Area = é ‘ ABx AC
i
ABXAC=|-1 i
—1

x
0|=6i+2k+3j-=(632)
3

S N .l

‘ExA—c‘:\/62+32+22 —J36+9+14=49=7

Area =i 7=—u.q.
2 2

Solucion: el drea del triangulo de vértices A, By C es 7/2 u.a.

c);P?/ Perx
Un punto P del plano © lo obtenemos a partir de la ecuacion implicita del plano dando valores a, por
ejemplo, x e y Yy obteniendo el valor de z.
Para x=0, y=0 — 6.0+3.0+2z-12=0 — 2z=12 — z=6 — P(0,0,6)



El volumen del tetraedro de vértices P, A, B y C podemos obtenerlo de dos formas:

a) Mediante la formula: 'V, :é‘ [ﬁ BP ﬁ”

etraedro

AP =(-10,6) -1 0 6

BP = (0,-2,6) vmmzi‘[ﬁ) BP E)’H:i 0 -2 6|=1l6=Lo=1u
— 6 6 6" 6

CP =(00.3) 0 0 3

b) Podemos considerar como base del tetraedro el tridngulo de vértices A, B 'y C que estd sobre el plano o; y
la altura la obtenemos sabiendo que P € & y que los planos ¢ y m son paralelos.

*

=§ Area_base . h =é A,Mgu,o anc d(P, G)¥

tetraedro

7
A iieuto AB.C = 5 (del apartado anterior)

6.0+3.0+2.6-6] ¢
d(P,0)= =2
V67 +37 +2° 7
176 22 _
327 42

Solucién: El drea de tetraedro pedido es I u’.
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x+y—z+1=0

PROBLEMA A.2.Se dan el puntoP=(1,1,1),larecta r:{x+2y—z—]:0 y el plano

m: X +y + z =1 Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado, las ecuaciones de:
a) El plano que contiene al punto P yalarectaa r. (2 puntos)
b) Larecta s que pasa por el punto P y es perpendicular al plano w, la distancia del punto
P al plano n y el punto de interseccion de larecta s con el plano ©n. (2+2+2 puntos)
¢) El plano ¢ que contiene a larecta r y es perpendicular al plano 7. (2 puntos)

Solucion:
a) ;Plano 6?/ Pe o y rco
Obtengamos la ecuacion paramétrica de r (para tener punto y vector director de r).

1
En la recta r, 2=2—]=1¢0
. x+ty=—-I+z
Por tanto resolvemos el sistema: r:
x+2y=1+z
‘—]+z 1‘
1+ 2 =2+42z-1-
x= ; = j Z=—3’+z x=-3+A4
- riyy=2 AeR -
‘] —1+z Z:l
1 I+
y:+=1+z+l—z=2
P(-3,2,0)
— riq.
v.(1,0,1)

Elpunto P (1,1, 1) & r(segunda coordenada #2), luego podemos construir el plano pedido.
punto  P(1,1,1)

: . v(1,0.1)
vectores directores :
PP(4,~1,1)
x—=1 y—-1 z-1
La ecuacion general del plano o la obtenemos: 1 0 1 |=0
4 -1 1
(x—])‘ 01 —(y—])‘] ]+(z—])‘] 0 ‘:0
-1 0 4 1 4 -1

x=D.1-(y=1).(3)+(iz-D.(-1)=0
x—=1+3y—-3-z+1=0
x+3y—-z—-3=0

Solucion: o: x+3y-z-3=0



b)
b)) jrecta s? / Pes y sz

{punto P(] 1, ])
S 5

‘ vector director, como s L7t —:v = n_; = (] .1, ])
x=1+1
La ecuacion paramétrica de la recta s serd: s:qy=1+1 AeR
z=1+1

b)) jd(P,m)?. P(1,1,1) y mx+y+z=1 > mx+y+z-1=0

I1+1+1-1
_tedri-d 2*/_ d(P,yz)=2*/§ul
N Vr 3
b3) ;s w?
Sustituyendo los valores de x, y, z de la ecuacion paramétrica de la recta r en la ecuacion del plano
T,
I+ A+1+A+1+A=1
3+34=1 Q=sNrm
3A=1-3 .
3A==-2 0= ]_3’]_3’]_2 - i,i’i
/1:—_2 3 3 3 3 3 3
3
Solucion: s Nrw = i,i,i
3 3 3
c);Plano 0?/ rco y o lx
punto R(—S,Z,O)
o: i rco — uzvr(],O,I)
vectores directores : L.
oclrx — v=nll,1,1)
x+3 y=-2 z
La ecuacion general del plano o la obtenemos: 1 0 1{=0
1 1 1
(+3)01(2)11 1 0
x R— R—
T A T A VA (i
(x+3).(-DH)—(y—2).0+z.1=0
—x—3+z=0
—x+z-3=0

Solucion: o: —=x+z-3=0
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PROBLEMA B.2. Sea T un tetraedro de vértices O = (0,0,0), A = (1,1,1), B=3,0,0) y
C =(0,3,0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion del plano 7 que contiene a los puntos A, By C, (I punto)
y las ecuaciones de la recta hy perpendicular a m que pasa por O. (2 puntos)
b) El punto de interseccidn de la altura hy y el plano n. (3 puntos)
c) El area de la cara cuyos vértices son los puntos A, By C, (2 puntos)
y el volumen del tetraedro 7. (2 puntos)

Solucion:
a) ;plano @ que pasa por los puntos A(1,1,1), B(3,0,0) y C(0,3,0)?
punto  A(1,1,1)

AB(2,—-1,-1)

—_

AC(-1,2,])

Del plano © conocemos )
vectores directores

La ecuacion del plano © serd:
x=1 y-1 z-1

2 -1 -1|=0 -

-1 2 -1

<x—z>‘_1 _1‘—@—1)‘2 _]+(z—1)‘2 _1‘=0
2 -1 -1 -1 -1 2

x=D3-(y-DE)+(z-1)3=0
3x=3+3y—-3+3z-3=0 — 3x+3y+37-9=0 — x+y+z—3=0

Portanto, w: x +y +z -3 =10

Recta hoy/O € hy y hy L m:
{Punto 0(0,0,0)
h .

o - - -
vector director,comohy Lx  — v, = n,(1,1,1)

Ecuaciones de  hy:
Ecuacion vectorial: (x,y,z)=(0,0,0)+A(1,1,1) Ae ;& —
(x,y,z)=A(1,1,1) Aec &

x=A1
Ecuacion paramétrica: {y=A1 AeR

z=A

Ecuacion continua: x=y=7z2
b);hon mw?
Sustituyendo los valores de x, y, z de la recta paramétrica en la ecuacion del plano,

A+A+A-3=0;, 3A-3=0;, 3A=3; A=1

El punto de corte entre la recta hy y elplano @ es (1,1,1)



c) Area de la cara de vértices A, By C
Como es un tetraedro su cara es un tridngulo de vértices A, By C y calculamos su drea mediante la
formula: ( los vectores a usar los calculamos en el apartado a) )

Area=1| ABx AC |
2

- - -

i j k
ABXAC=| 2 -1 —1I|=i+4k+j—k+2i+2j=3i+3j+3k=(333)
-1 2 -1

‘EXA_C:‘:VSZ+32+32=\/E:3\/§

Area = é 3\/_ = 3f u.da.

Solucion: el drea de la cara pedida es

u.a.

3V3
2

El volumen del tetraedro de vértices O, A, By C podemos obtenerlo de dos formas:

a) Mediante la formula: 'V, :é‘ [E& OB &f”

etraedro

OA=(1,1]) 11 1

FB: (3’0,0) ‘/I‘ermedro :i‘ [m FB R‘”:i 3 0 0 :l|9|:2:£u3
— 6 6 6" 6

0C = (0,3,0) 0 3 0

b) Podemos considerar como base del tetraedro el tridngulo de vértices A, By C que estd sobre el plano w, y
la altura del tetraedro, que estaria sobre la recta que pasa por el punto O 'y es perpendicular al plano
7 (la recta hy obtenida en el apartado a)); por tanto la altura del tetraedro es la distancia entre los
puntos O (0,0,0) y el obtenido en el apartado b) P (1,1,1).

= é Area_base . h= é A iieuto a.5.c A(P,0)=

ENE]
Arriagulo AB,C — T (
d(P,0)=AP+F+1’ =43

tetraedro

del apartado anterior)

3

*

133 5_9_3,
3 2 6 2

Solucion: El drea de tetraedro pedido es % w.



Matematicas II Junio 2018

PROBLEMA A.2. Dados los puntos A = (- 1,2,4), B=(2,3,5) y C = (3,5,3), donde A esun
parametro real, se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:
a) El valor del parametro A para que el segmento AC sea la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo de vértices A, By C. (3 puntos)
b) El drea del triangulo de vértices A, By C cuando A=6. (4 puntos)

¢) La ecuacion del plano que contiene al tridngulo de vértices A, By C cuando A= 6.
(4 puntos)

Solucion:
a 17 / AC sea la hipotenusa del tridangulo rectdngulo ABC.

5 Si AC es la hipotenusa — ABLBC — AB-BC=0
AB=(3,15-1), BC=(1,2,-2)
AB-BC=(315-1)-(1,2,-2)=3+2-2(5-1)=5-10+21=-5+2A

B C

_5424=0 — 21=5 — ﬂ:%

Solucion: el segmento AC serd la hipotenusa del tridngulo rectangulo ABC para A = 5/2.

b) gArea del tridngulo ABC para A = 6?( A(- 1,2,6), B(2,3,5) y C=(3,5,3))
Calculamos el drea tridngulo de vértices A, By C mediante la formula:

Area="| ABxBC|
2

AB=(3,1-1) 'y  BC=(12-1)
ik

ABXBC=|3 1 —1|=—2i+6k—j—k+2i+67=5j+5k=(0,5.5)
1 2 -2

|ﬂ§><B_C’|=\/02+52+52 =52

542
u.d.

2

Area =é5\/5 =

c) ;Plano & que contiene los puntos A(- 1,2,6), B(2,3,5) y C =(3,5,3)?
punto  A(-1,2,6)

Del plano © conocemos AB(3,1,-1)

BC(1,2,-2)

x+1 y-2 z-6

vectores directores {

La ecuacion del plano ©© serd: 3 1 -1/=0 —
1 2 -2
(x+1)‘] _1‘—@—2)3 N 6)‘ =0
2 =2 1 1 2

(x+D0-(y=2)(=5)+(z-6)5=0 — 5y—10+5z-30=0 — 5y+57-40=0 — y+z—8=0

Portanto, w: y +z -8 =10
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PROBLEMA B.2. Dados el punto A(5,7,3) y larecta r: x—]3 = y7+1 :g , se pide obtener
razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Larecta s que cortaalarectaa r, pasapor el punto A, y es perpendicular a la recta r
(4 puntos)
b) La distancia del punto A alarecta r. (3 puntos)
c) La distancia del punto B(1,1,1) al plano ® que pasa por (3,-1,0) y es perpendicular a r.
(2 puntos)

Solucion:

a) jrecta s?/ s cortaar, Aes y s_Llr
s corta a r en el punto P,, por tanto la recta s pasa por A y P,
Como s Lr - AP L v, (vr es el vector director de la recta r j
A(5,73)y P(3-4-1+3421) = AP =(-2-1,-8+31,-3+24)

—

v =(-1,32)

AP L v = (-2-A,-8+34,-3+24).(=1,3,2)=0
24A-244+94A-6+4A=0 — -284141=0 — 14A=28 — A=2 —
P.(154)
—

—_—
La recta s que pasapor Ay P,, v, = AP, = (4,2,—]), por tanto
s.x—5_y—7_z—3

4 2 -1
b)¢d(A,r)?
L A(5,7,3)
AP X v, P(3,-1,0)
El cdlculo de esta distancia es: d(A, r)= —
AP(-2,-8,-3)
v, RN
v, (-1,3,2)
i Jj k
— — > =8 =3 =|-2 =3 -2 -8
AP xv =(-2 -8 —-3|=i -] =
3 2 -1 2 -1 3
-1 3 2

=i (164 9)— j(A=3)tk (6-8)= i (-7)—  (T)+k (~1d)=—7 i +7 j— 14k =(=7,7,~ 14)

AP x v |=(-7) +7° +(=14)* =76
| |
v =1 +3+2° =14

76
Finalmente, dlA, r)=——=+21 u.
)= =



. pasa por (3, -1, 0)
c)¢d(B, &)?/ siendo: B(1,1,1) Yy mun plano 1
,

Ecuacion del plano n:

Como wlr — n,=v.=(-1,32) - m:—x+3y+2z+C=0

Como (3,-1,0)en - -3+3.(-1)+2.0+C=0 — -6+C=0 — C=6
Portanto, m: —x+3y+2z+6=0

F1+3.0+2.1+6] 10 514 514
= = - dB,7)=""u.

Jen 322 47 7

Finalmente, d (B T ) =
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X—y+3=0
2Xx-z+3=0
Obtener razonadamente, escribiendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion del plano que contiene las rectgs. (3 puntos)
b) La recta que pasa por P = (0, — 1, 2) y cortagrehigularmente a la recta (4 puntos)
c) El valor que deben tener los parametros realgs ka para que la recta s esté contenide
enel plano 71: x — 2y + a z = b.(3 puntos)

z-2
PROBLEMA A.2. Consideramos en el espacio las recrta{ y S:Xx=y+l= >

Solucion:
a) ¢Planar?/ rysln.
Veamos la posicion relativade r y s.

X= U
X-y+3=0 {y:3+x
5 - r:iy=3+u p0O0

Ecuacién paramétrica de r,r :{

2x-z+3=0 z=-3+2X
z=-3+2Uu
X=A
Ecuaciénparamétricades,s:x:y+1:Z;2 > sy=-1+1 A00
z=2+21

Obtengamos los vectores directores de r y s.
v=(112) y v.=(112), porloque v.=v. - r/is

punto P (033)
El plano 71 que contiene a r y s lo obtendremos a partir/de -

v.directores
PP,
La ecuacion del planar,
X y-3 z-3
1 1 2 |=0 1 2—( —3)1 2+(z—3)1 1—O
7 s 7Y 0 - 0 -4
0O -4 -1

IX+y—-3-4z+12=0 - 7x+y-4z+9=0

Por lo tanto, el plano que contiene alasrectas ry s 8s/ x+y—-4z+9=0

b) ¢ Recta t?/P(0,-1, 2)t y tcorte/7a r.
De lo calculado en el apartado anterior sabemositpugenérico de r B, 3+4, 3+24) y \}r = (112)

El corte entre r y t sera el punte Pde manera quePﬁFr’ D\;r .
PP = (i, 4+ p1,1+ 21)

Como POV, — PPE, =0 - (44+p1+24){112)=0
u+4+u+2+44y=0, 64+6=0, 6H=-6, u=-1
Luego el punto de corteentre t y r es (,211)

Entonces, como larecta t buscada pasa por P0,2) vy Q(-1,2,1)- \;t =(-13 -1

Finalmente)a ecuacién de la recta pedida serg: X - L-"l = 2;2
-1 3 -1



c)¢a,b?/d/n:x—-2y+az=>b
De lo calculado en el apartado a) tenemos la emraparameétrica de s,

X=A
siy=-1+A4 A00O

z=2+2A
Sustituyendo en la ecuacién de
A=2(-1+1)+a(2+21)=Db

A+2-21+2a+2al=b
—-l+2al=b-2-2a
A(-1+2a)=b-2-2a

Para que g7z, la ecuacion debe dar 0 =0. Porlo qu -1+2a=0
b-2-2a=0
De la 12 ecuacion 2a=1_ azl
2
1

Sustituyendo en la 22 ecuaciop~2-2-==0 - b-3=0 - b=3
2

Por tanto, s/[/z para a:l y b=3.
2
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PROBLEMA B.2. Sea 7T el plano de ecuacién 9 x + 12 y + 20 z = 180.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a % que distan 4 unidades de 7 . (4 puntos)

b) Los puntos A, By C interseccién del plano Z con los ejes OX, OY y OZ y el dngulo

que forman los vectores AB y AC. (4 puntos)

¢) El volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los puntos A, By
C. (2 puntos)

Solucion:
a) ; Planos paralelos a 7 / d( plano, &) =4?
Los planos paralelos a 7 tiene por ecuacion: o0: 9x+ 12y +20z+ D =0
Como o/ w — d(rm,0)=d(P;, O)
Obtengamos un punto del plano 7 para x=0 e y=0 — 20z=180 — z=9 — P,=(0,0,9)
9.0412.0+20.9+D| |180+D|
d(P,,0)= =

N9 127 +20° 25
180+ D|
oy

180+D =100 — D=-80
180+D=-100 — D=-280

Debe ser — [180+D|=100 <

Los planos pedidos seran: 01: 9x+12y+20z-80=0 y 03:9x+12y+20z-280=0

b) A= mwnNeje OX
Calculemos la ecuacion del eje OX, punto ( 0, 0, 0 ) y vector director (1,0, 0 )
x=A
ejeOX :xy=0 AeR
z=0
TNeeOX = 9A+12-0+20-0=180 — 94A=180 — A=20

Luego A (20,0,0)

B = mneje OY

Calculemos la ecuacion del eje OY, punto ( 0, 0, 0 ) y vector director (0, 1,0 )
x=0

ejeOY :xy=4 AeR
z=0

TNeeOY = 9-0+124+20-0=180 — 124=180 — A=15

Luego B(0,15,0)

C= mneje OZ
Calculemos la ecuacion del eje OZ, punto ( 0, 0, 0 ) y vector director (0, 0, 1)
x=0
ejeOZ 1 y=0 AeR
p) Luego C(0,0,9)
Z =

rtNejeOZ = 9-0+12-0+20A=180 — 20A=180 — A=9

Calculemos los vectores: AB = (-20,15,0) v AC = (-20,0,9). Si a= (E,R’)

(=20,15,0)-(-20,0,9) _ [#oo| 400
(=207 +15% +07 \/(=20) +0° +97 25481  25~/481
y a=43'1524°=43° 9 8" = 0775315 rds.

cos a =

=07295



c) Volumen del tetraedro de vértices O, A, By C.
Calculemos los vectores: OA = (20,0,0) OB = (0,] 5 ,0)
Entonces el cdlculo del volumen del tetraedro es:

20 0 0
V:é 0 15 0:é2700:450u.v.
0o 0 9

Por tanto, el volumen del tetraedro pedido es 450 u.v.

0C =(0,0,9)
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Problema 2. Sea dan los planos 7;: x + y+z=a-1, m:2x+y+az=ay m:x+ay+z=1.
a) Determinad la posicion relativa de los tres planos en funcion del parametro a. (4 puntos)
b) Para a = 1, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos 7; y 7. (3 puntos)
c) Para a =2, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos 7; y . (3 puntos)

Solucion:
a) Estudiemos el sistema formado por las ecuaciones de los tres planos.
1 1 1la-1
|
La matriz ampliada de este sistema es: A=|2 1 a| a
|
I a 1! 1

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A” es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

1 1 1
2 1 a=I1+2a+a-1-d°-2=-a’+3a-2
1 a 1
Resolvemos la ecuacion: —a* +3a—-2=20
-1 3 -2
1 -1 2

-1 2|0 Soluciones: a=1y a=2
-2

1[0

Si a#ly2 — elsistema es compatible y determinado, por lo que los tres planos se cortan en un punto.

2

Sia=1,
11110
A=2 11 i 1
11101
Sabemos que /A / = 0, estudiemos los rangos de A y A’
=1%0
EnA, ; 522_]:]7&0 —ran(A)=2 y ran(A")=2
En A a partir del menor de orden dos no nulo anterior  formamos:
1 1 0
2 1 I=1+1-1-2=-1#0 — ran(A)=3
1 1 1

Por lo tanto, ran(A) # ran(A°), luego el sistema es incompatible; por tanto los tres planos no se cortan
en un elemento comiin.

Como mi: x+y+2z=0 y m:x+y+ z =1, estos planos son paralelos {coeficientes de
incognitas iguales y términos independientes distintos}. El menor de orden 2 no nulo de A nos
indica que T, cortaa 7 y 7.

Sia=2,



11 1)1
|
A=|2 1 212

12 111

Sabemos que /A / = 0, estudiemos los rangos de A y A",

=1%0
EnA, |1 1 —ran(A=2 y ran(A)=2

=2-1=1+#0

2 1
En A5 a partir del menor de orden dos no nulo anterior formamos:
1 1 1
2 1 2/={C,=C,}=0 — ran(A)=2
1 2 1
Por lo tanto, ran(A) = ran(A°) = 2, luego el sistema es compatible indeterminado (resolvemos dos

incognitas en funcion de otra); por tanto los tres planos se cortan en una recta.

Resumiendo,
Si a #1y 2, los tres planos se cortan en un punto.
Si a =2, los tres planos se cortan en una recta

Si a = 1, los tres planos no se cortan en un elemento comiin. 7y y 7z son paralelos 'y m corta a
ambos.

b)Si a=1, jcorteentre 7wy m3?
T x+y+z=0y m x+y+z=1.

Como los coeficientes de x, y, 7 son iguales y los términos independientes distintos, los dos planos son
paralelos.

Luego, sia =1 no hay recta de corte entre m y 7.

c)Si a=2, jcorteentre m'y 7?

T x+y+z=1y m 2x+y+2z=2.
x+y+z=1 1
2x+y+2z=2 2

Por tanto el sistema tiene solucion. El sistema a resolver es:

El sistema a resolver es: { y

7 =—1#0 {calculado en apartado a) }

{x+y:]—z

2x+y=2-2z2
1-z 1
2-2z 1 1-7z-2+427 -1+
x: = = :]—
—1 —1 —1
1 1-z
2 2-2z71 2-2z-2+42z O
y= = :—:0
-1 -1 -1
x=1-1
Solucion: <y=0 AeR
Z:
x=1-4
Por tanto, sia =2 los planos 7 y 7 se cortan en la recta: \Y =0 Ae R

z=A
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Problema 5. Dados el punto P(1,2,3)yelplano m:3x+2y+2z+4=0, se pide:
a) Calculad la distancia del punto P al plano 7. (2 puntos)
b) Calculad el punto P~ que es el simétrico del punto P respecto del plano 7. (5 puntos)
c) Laecuacion del plano 7” que pasa por P yes paraleloa 7z (3 puntos)

Solucion:
a) Jd(P, )?
3-1+2-2+3+4
d(P,]Z')=| +2-2+ +|:14:,—]4

J3+22+12 N4

Solucion: d(P,7)=+/14 ul.

b) ;P°?/ P’ es el simétrico de P respecto de Tt
1°) Recta, r, que pasa por P y es perpendicular a 7.
punto P(1,2,3)
De la recta r conocemos: 5> o
v.director,r LT —v =n, (3,2,])
x=1+4+31
Las ecuaciones paramétricas der, r:{y=2+24 AdeR

7=3+A4

2°) Punto de corte entre r y 1w (M).
Sustituyendo los valores de x, y, z de la recta en la ecuacion del plano:
3(1+3A)+2(2+2A)+3+A+4=0
349A4+4+4A+3+A+4=0
- 14

4A+14=0 - HA=-14 > A=—"=-I

x=1+3(-1)=-2
Sustituyendo este valor en la ecuacion de la recta: |y =24 2(-])=0

7=3-1=2
Entonces M(-2,0,2).

3°) El cdlculo de P~ podemos realizarlo de dos formas.
+ P

a) P’ serd tal que =M

P+P =2M - P=2M-P=2(-2,0,2)-(1,2,3)=(-4,0,4)-(1,2,3)=
(_5:_2;1)

b);0er?/ dQ,7)=A14

BU+30)+2Q2+24) + 3+ A+4|
d(Q,7)=A+14 =14
(Q.7)=+14 — Ti7 v

BUA3D)+22+2D)+3+A+4|=14; B+9A+4+4A+3+A+4|=14
142 +14=14; 141=0, A=0; 0(123)=P
142 +14=—14; 144=-28;, A=-2; Q(-5-2,1)=P

142+ 14|=14; <

Solucion: P(-5,-2,1).



c);m?/Pen’y m/7w
Comon//mw = x:3x+2y+z+D=0
ComoPern” - 3(-5)+2(-2)+1+D=0
—-15-4+1+D=0; -18+D=0; D=18

Solucion, n:3x+2y+z+18=0
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Problema 3. Dadas las rectas r: {x < S :{x ¢

y=2-37" " \y=4z-3"
a) Indicar justificadamente la posicion relativa de las rectas r y s. (5 puntos)
b) Hallar la ecuacion de larecta [ que pasa por el origeny cortaa r y s. (5 puntos)

Solucion:
a) ;Posicion relativade r y s?
Nos interesa obtener un punto y un vector director de cada una de las rectas.

{x=z—] x=—l+A {P,(—I,z,o)
—> T - r:

: y=2-31 RN
y=2-3z =1 v,(1,-3,1)
x=4-5z x=4-ou Px(4’_3’0)
:{y=4z—3 — siyy=-3+4u — S'{:(_5 )
z=U S\TI T
Lo 1 —5! 5
Estudiamos la matriz [vr v, ;?},es decir: M'=|-3 4 |-5
I 110
Rango de M, { M es 3 x 2, luego mdximo rango de M es 2}
H=1%0
1 -5
=4-15=-11#¥0 — ran(M)=2
-3 4
Rango de M", {M" es 3 x 3, luego mdximo rango de M~ es 3.
1 -5 5
Elmenor: -3 4 —=5=—-15+25-20+5=-5#0 — ran(M")=3
1 1 0

Como ran (M) =2, las rectas no son paralelas y como ran(M’) = 3, las rectas r y s se cruzan en el
espacio.

b) ; recta l? /| pasa por el origen y corta a las rectas r y s.
Construyamos los siguientes planos:
7 contienea r 'y al origen 'y  O: contiene a s y al origen, por tanto [ serd la interseccion de ellos.

Para obtener la ecuacion de cada plano necesitamos un punto y dos vectores directores del plano.
Plano 7

_{R(—],Z,O) punto 0 (0,0,0) £0 y—0 7-0

‘Z(],—3,1) N ;(1,_3,]) — x| 1 -3 7 l=0
vectores r

0 (0,0.0) OP (~1,2,0) -1 2 0

Xy z

1 -3 I|=0 — 2z-y-3z-2x=0 — -2x-y—-z=0 — 2x+y+z=0
-1 2 0



Plano 6,

P4,-3,0
s:{_j( ) punto 0 (0,0,0) X=0 y—0 z-0
Vs(—5,4,]) - ;(_5,4,]) - 0:|-5 4 1 (=0
vectores { *" 4 _3 0
0(0.00) OF (#,-3,0)
Xy z

-5 4 1|=0 — 15z+4y—-16z+3x=0 — 3x+4y—-z=0
4 -3 0

2x+y+z=0
3x+4y—2z=0"

Finalmente, la ecuacion de la recta l es {
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x=—I1+a
Problema 4. Dados los planos 7;: 2x—y—-z+4=0 y &m,:{y=1+a+f ylarecta
z=a-p

1 2 -1

a) Calcular la posicién relativade 7; y m,. (3 puntos)

b) Calcular el punto P~ que es el simétrico al punto P = (1,0,0) respecto del plano ;.
(4 puntos)

c) Calcular, si existe, el punto de interseccionde 7; y r. (3 puntos)

Solucion:
a) ¢;Posicion relativade m y 7?
Obtengamos la ecuacion general de 7.
punto (—1,1,0)

x+1 y—-1 z
7, W(,1,1) — m: 1 1 I|=0
vectores
v(0,1,-1) o1 =
(x+Dr ]kmy—nr o o0 S e D—(-D-(D+z-1=0 —
1 -1 o -1 “lo 1

—-2x-2+y-1+z=0 — —-2x+y+z-3=0 = 2x—-y-z+3=0

T, 2x—y—2z+4=0 . i .
Los planos son: , como los coeficientes de x, y, 7 son proporcionales (iguales en este
Ty,:2x—y—2z+3=0
P . . . 2 -1 -1 4
caso pero los términos independientes no proporcionales ) =—] =—] * 3 los planos son paralelos no

coincidentes.
Solucion: m; y m son planos son paralelos no coincidentes.

b) ;P°? /P es el simétricode P (1,0, 0 )respectode m;?
T 2x—y—-z+4=0

Calculemos la ecuacion de una recta, s, que pasa por P y es perpendicular a r.

punto P(1,0,0) x=1+24
g N - siqy=-4
vector director v, =n, (2,-1,-1) 7=

Calculemos el punto M interseccionde s y ;.
Sustituimos los valores de x, y, z de la recta en la ecuacion del plano:

201 +2A)—(-A)—(-A)+4=0
244 A+ A+A4+44=0;, 6A+6=0; 6A=-6; A= -1

Sustituyendo este valor de A en la ecuacion de s obtendremos M.
x=1+2(-1)=-1
y:—(—]):] — M(—],],])
=1

z=~(~1)



P’ serd el simétrico de P respecto de M,

P;P =M — P =2M-P=2(-111)-(1,00)=(~3.2.2)

Solucion: el simétrico de P respectode m; es P(-3,2,2).

c)impMr?
Nos interesan las ecuaciones paramétricas de r.
; ) x=1+1
PR A Sl SN y=24
1 2 -1
7=2-1

Sustituyendo en la ecuacion del plano, ( 71: 2 x—y—-z+4=0)
201 +A)-2A -2 -A)+4=0; 2+2A-2A-2+A+4=0; A+4=0;, A=-4

Sustituyendo este valor de A en la ecuacion de r obtendremos el punto buscado.
x=1+A=1-4=-3
y=21=2(-4)=-8
z=2—-(-4)=6

Por tanto, existe el punto de corte entre r y m; yeselpunto (-3,-8,6).
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Problema 3. Dada la recta r: {x— y=1 y los puntos P=(0,0,3) y Q=(2,2,a0),
x+2y+z=0
obtener:
a) Los valores del pardmetro real @, si existen, para los son paralelas las rectas r y la recta
que pasa por los puntos Py Q. (6 puntos)

b) La ecuacion del plano perpendicular a r y que pasa por P. (4 puntos)

Solucion:
a);a? / r//s (s eslarecta que pasa por Py Q)
{ punto  P(0,0,3)
De la recta s conocemos S
vector director v, = PO=(2,2,a - 3)

5
rectar, (v,?

1

- J -1 0 -1 0 -\l -1 - - -

v =1 -1 0=i N =—i— j+3k=(-1~13)

2 1 1 1 1 2
1 2 1
. 2 2 a-3 a-3
rils si —=—=——+ —» -2=——+ > a-3=—6 —> a=-3
-1 -1 3 3

Solucion: las rectas r y s son paralelas cuando a=-3

b) ;Planox?/ mwlr y Penxn

N
Representamos por n, el vector perpendicular al plano 7.

Como wlr — n,=v =(-1-13)

La ecuacion del plano 7 serd: —x—y+3z+D =0
Como el punto P(0,03)en — -0-0+3.3+D=0;, 9+D=0; D=-9
Luego m—x-y+37z-9=0 obien x+y-3z+9=0

Solucion: la ecuacion del plano pedido es x+y-3z+9=0.
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Sx+y+7z=16
I9x—y+7z=12
a) Comprobar que el punto Q = (2,6,0) pertenece a la recta r y encontrar la recta s que

pasa por los puntos Py Q. (2 puntos)
b) Obtener el dngulo que forman larecta r y larecta s. (3 puntos)
¢) Obtener la proyeccion ortogonal del punto P enlarecta r. (5 puntos)

Problema 4. Dada larecta r :{ y elpunto P=(0,5,2) se pide:

Solucion:

a);Qer?
Comprobemos que el punto Q(2,6,0) cumple las ecuaiones de la recta .

{5.2 +6+7.0=16 {16:16 Si
%

— Qer
92-6+70=12 12=12 87

Jrectas? / s eslarecta que pasa por Py Q.

punto P(0,5,2) X=0 y-5 z-2
De la recta s conocemos S - s = =
vector director v, = PQ=(2,1,-2) 2 1 -2
by -5 -2
Luego s:—= Y =%
2 1 -2

b) ;Angulo que forman r y s? (r,s)
El dngulo lo obtendremos a partir de los vectores directores de las dos rectas.

N
De la recta s obtuvimos su vector director en el apartado anterior: v, =(2,1,-2)
Como de la recta r tenemos su ecuacion implicita, el cdlculo de su vector director es:

F
v=5 1 7= - +k =14 i+28 j— 14k = (14,28,~14) = (1,2,~1])
o _; A FL 7T 7 e~
cos(r') v, v, _ (= 1,-2,1)- (2,1,-2) _2-2-2_ 6 _\s
ol «/(—1)2+(—2)2+12 \/22+12+(—2)2 NN

A

(r,s)=arc Cos(gj = 35°2644°
Solucion: las rectas r y s forman un dngulo de 35°2644°.

c) ¢Proyeccion ortogonal del punto P en la recta r?
Los cdlculos a realizar son:

i) Plano (1) que contiene a P y es perpendicular a r.
Representamos por n, el vector perpendicular al plano 7.

- -

Como nwlr — n,=v =2,-1)
La ecuacion del plano 7 serd: x+2y—z+D =0



Como el punto P(0,5,2) e x — 0+42.5-2+D=0; 8+D=0;, D=-8
Luego mx+2y—z-8=0

it) Corte entre & y .
Nos interesa tener la ecuacion vectorial de la recta r.
De los dos apartados anteriores, de la recta conocemos

punio 0(2,6,0) x=2+4
N - riiy=6+24 AeR
vector director v, =(1,2,~1) 7=-A

Sustituyendo los valores de x, y, z en la ecuacion de T,
24A+2(06+2A)-(-A)-8=0;, 24A+12+4A+1-8=0;, 6+6 A=0; 6 A=-6;

A=-1
x=2+(-D=1

Sustituyendo este valor de A en la ecuacionde r {y=6+2(-1)=4, punto (1,4,1)
z=—(-)=1

Solucion: la proyeccion ortogonal del punto P en la recta r es el punto (1,4,1).
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Problema 3. Se considera la recta - x;] _JY ;—] _Z +]2

elplano m:3x—-my+z=1.
Se pide:
a) Determinar el valor del pardmetro real m para que r y & sean paralelos. Obtener

ademas los valores de m para los que el plano 7 contiene a larecta r. (4 puntos)

b) Para los valores de m del apartado anterior, hallar un plano paralelo a 7 que contenga a
larecta r. (3 puntos)

¢) Calcular en funcién de m, la distancia entre 7 y el punto P(Il,—1,—2). (3 puntos)

Solucion:
a) ;jm?/r//m

- -
r//mwosi vr(vector director der) y n, (vector perpendicular a ) son perpendiculares.

- -

v 231y n,Geml). v Ln —v-n =0

(2,3-1)-(3~m1)=0; 6-3m—-1=0; 5-3m=0; 5=3m; ng

Para que r y x sean paralelos m =§

im?/rcCm

- -

Para que r c © deben cumplirse dos condiciones: P, (1,-1,-2) € &y que v, L n_.
Como hemos obtenido anteriormente, v, L n, si m= %

P, (1,-1,-2) € & sustituyendo las coordenadas de P, en w: 3.1-m(-1)+(-2)=I;
3+m-2=1; m+1=1; m=0.

Hemos obtenido dos valores de m distintos, por lo que la recta r no estd contenida en el plano 7.

No existe valor de m para el que el plano T contiene a la recta r.

b) Param = ;planooc?/c// n y rco.

Param =

Wl wlw

- 7£:3x—§y+z=] — 7m:9x-5y+3z=3
Como o// m — 0:9x-5y+3z=D

Paraque rco — P,(l,-1,-2)ec —» 9.1-5.(-1)+3.(-2)=D — 9+5-6=D — D=8

La ecuacion del plano pedido es: 9x-5y+3z=38.

c)P(1,-2,-2) y m3x—-my+z=1, ;dP,m?
d(P’”):|3-]—m(—])+(—2)-]|:|3+m—3|: m|
NESE N2 410 Am?+10

m
Nm? +10

Solucion: d(P,ﬂ') =
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Problema 4. Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los puntos P = (2,1,3) y
0 =(1,3,1) y los otros dos sobre una recta r que pasa por el punto R = (4,7,6)
a) Calcular la ecuacion de larecta r. (2 puntos)

b) Calcular la ecuacion del plano que contiene al cuadrado. (3 puntos)
c) Hallar las coordenadas de los otros dos vértices. (5 puntos)

Solucion:
a) jrectar?

Como la recta r es la que contiene los otros dos vértices del cuadrado serd paralela a la que pasa por Py
punto R(4,7,6)
Q. Por tanto de la recta r sabemos

vector director v, = ?Q =(-1,2,-2)

x=4-1
La ecuacion vectorialde r: Sy=7+24 AeR

7=6-24

La ecuacion continua de r: a _]4 =Y ;7 =2 _26

b) ;Planox?/ 7x C cuadrado
7 serd el plano que contenga los punto P, Q y R.

punto P(2,1,3)

Por tanto del plano 7w sabemos

—_—

. PO (-1,2,-2)
vectores dzrectores
PR (2,6,3)

La ecuacion del plano 7 la obtenemos a partir de:
x—-2 y—-1 z-3
Yoot 2 -2
-1 2  =2|=0;, (x-2)
6 3
2 6 3
(x=2)6+12)—(y—-1)(-3+4)+(z-3)(-6—-4)=0;
I18x—-36—y+1—-10z+30=0;, 18x—y+10z—-5=0

2 3

—(y—z)“l N

-1 2
+(z-3 =0
(< )‘2 6‘

18(x=2)=(y=1)—10(z-3)=0

Solucion: la ecuacion del plano pedido es 18x-y-10z-5=0.

c) Coordenadas de los otros dos vértices del cuadrado.

El problema a resolver expresado de forma
grdfica (en el plano en lugar del espacio) es:



Cdlculo del vértice A.

Calculamos el plano que contiene al punto Py es perpendicular a la recta r (plano o). El vértice A serd
el punto de corte entre el plano o y la recta r.

5
Representamos por n, el vector perpendicular al plano o©.

Como olr — n,=v =(-12,-2)
La ecuacion del plano o serd: —x+2y—-2 z+ D=0

Como el punto P(2,1,3) e 0 - -2+2.1-2.3+D=0; -6+D=0; D=6
Luego o0:—x+2y-2z7+6=0

Punto de corte entre oy r.
Sustituyendo los valores de x, y, z de r en la ecuacion del plano:
—4-D+27+24)-2(6-21)+6=0, —4+A+14+4A—12+4A+6=0; 4+91=0

:4___4:ﬁ
9 9
9 9 9 9 9 9
Z=6—2(_—4j=2
9 9

Cdlculo del vértice B.

Calculamos el plano que contiene al punto Q' y es perpendicular a la recta r (plano 0). El vértice B serd
el punto de corte entre el plano J y la recta r.

—

Representamos por ng el vector perpendicular al plano 6.

Como oLlr — ng=v =(-12,-2)
La ecuacion del plano O serd: —x+2y—-2 z+ D=0

Como el punto Q(1,3,1) e 6 —» -1+2.3-2.1+D=0; 3+D=0;, D=-3
Luego O0:—x+2y-227-3=0

Punto de corte entre 3 y .
Sustituyendo los valores de x, y, z de r en la ecuacion del plano:
—(4-D)+2(7+24)-2(6-24)-3=0, —4+A+14+4A—-12+44A-3=0, 91-5=0

g2 3
9 9
123 o L) L a(L2)
9 9 9 9 9 9
=a-{2) -4
9 9
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Problema 2.1. Dadas las dos rectas r y s, que se cortan, de ecuaciones
r_x—1_2y—l_2z—3 s_x—3_2y+3_z—1

2 -6 6 -2 2 4
a) El punto P de corte de las rectas r y s. (1,1 puntos).

, se pide calcular:

b) Un vector direccional de r y otro de s , (0,5 puntos), y el angulo & que forman las rectasr y s en

el punto de corte P. (0,6 puntos).

c¢) La ecuacién implicita ax + by + c z + d = 0 del plano © que contiene a las rectasr y s (1,1 puntos).

Solucion:
a) Escribimos las ecuaciones paramétricas de ry s.

r.x—1_2y—1_2z—3

2 -6 6
1 3 x=1+24
_ y—> <=7
reX I 2= 2 . y:l—3/1 AeR
2 -3 3 2
z=§+3/1
2
x=3 2y+3 z-1
-2 2 4
x=3-2u
x=3 YTy -1 3
s = = - Siyy=——+ eR
2 2 4 Y= A A
z=1+4u
Punto de corte entre r y s,
1+24=3-2u
1 3 24+ 2u=2 El determinante de la 2 2 2
——3A=—=4+u — <{-3A—-u=-2 matriz ampliada de -3 -1 —-2[=1424-12+6-16-3=0
2 2 este sistema es 3 _4 _y
%+3/1=1+4ﬂ 3M—dp=—o 2
Como en la matriz de coeficiente el menor ‘ ‘ =-24+6=4+0 el sistema tiene solucion vinica.

Las rectas se cortan en,

2A+2u=2 2A4+2u=2
—3l-u=-2 2x2% |—6A-2u=-4
_4a=— — a==2-1
-4 2
El punto de corte serd,
x=1+21=2
2
1 1
y=——35=—1 - P2,-13)
7z=—+3—-=3




b)
v =(2,-3,-3) vy v.=(=214)

—_  —

V..V

r s

(2,-3,-3).(-2,1,4) ~ |-4-3+12 ~

siendo o =(r,s) — cosa= = = =
N2+ (3P +3 (2P + P +42 N4+9+94+1+16

—

vr

—

VS

5 5

~ V2221 ez

luego o =76548..°=76755°

c)
punto P(2,-1,3)
v =(2,-3,-3)

—

v, =(=2,1,4)

Del plano & conocemos )
vectores directores

la ecuacion del plano serd,

x-=2 2 =2

y+1 =3 1]=0

z—3 3 4

(x—Z)‘_3 1‘—(y+1)2 _2+(z—3)‘2 _2‘:0
3 4 3 4 -3 1

(x=2)(-12=-3)—(y+1D@+6)+(z—3)(2-6)=0
—15(x-2)-14(y+1)-4(z-3)=0
—15x+30-14y—-14-4z+12=0
—15x—-14y—-4z+28=0

15x+14y+4z—-28=0 esta es la ecuacion del plano &
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Problema 2.2. Dados el punto Q = (3, -1, 4) y larecta r de ecuacién paramétrica
rix=-2+3\y=-2Az=1+4)\, sepide:

a) Hallar la distancia del punto Q a larectar. (1,1 puntos).

b) Justificar que la recta s que pasa por Q 'y tiene a (1, —1, 1) como vector direccional no corta ar. (1,1 puntos).

¢) Calcular la distancia entre las rectas r y s. (1,1 puntos).

Solucion:
a)
PrQ X vr -
dQ,r) = — siendo P. y v, punto y vector director de r.
vr

P=(-2.0.1) - PQ=(5-13)

v =(3,-2,4)
ik
— - -1 3 =5 3 —|5 -1
POxv =[5 -1 3|=i — +k =
2 4 '3 4 "3 -2
3 -2 4

= i (4+6)— j(20-9)+ k(—10+3)=2i —11] 7k =2, ~11,~7)

POXv,| =22+ (=11 +(=7) =~4+121+49 =174
v =3 + (=2 +47 =9+ 4+16 =~/29

V174
dO,r) =~ =6 u.l

V29

b)
Q(3’_1’ 4) P(_Z’ 091)
-y v G-2.4)
3 113-(=2) 3 115
| |
M=|-2 -1! -1-0 |=|-2 -1]-1
4 11 4-1 4 113
3 1 5
-2 -1 —-1|=-9-10-4+20+3+6=6 — ran(M")=3— las rectas se cruzan.
4 1 3
c)

v,.v,, PQ
d(r,s) ="—=—=

v, XV,

3 1 5

v,v,, PO =||-2 -1 —1|=l6|]=6

4 1 3



—

i

*
=3 —2 4)=i 2 4T UeRT T -To-nr k3 n=2i4 T -k
1% Vv, = - =1 - =1(— - - — = 1 —_ =
C R AV R J J
1 -1 1
=(2’]’_1)
voxv| =2 4+ P+ (-1 =4+1+1=6
v.v., PO
d(r,s):T:i:\/gu'l'
vavS \/g
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Problema 2.1. Se dan los puntos A=(2,1,1) y B=(1,0,-1),ylarecta r deecuacion r:x—-5=y :iz
-2

Se pide calcular razonadamente:

a) El punto C de r que equidistade A y B. (2 puntos).

b) El area del tridngulo ABC. (1,3 puntos).

Solucion:

a)
Buscamos Cer [ d(A,C)=d(B,C)
Escribamos la ecuacion paramétrica de la recta r; como conocemos su ecuacion en forma continua es fdcil escribir la
ecuacion paramétrica:

x=5+1
ray=A4 AeR
7=-2-24
Por lo que las coordenadas de cualquier punto de la recta r, en particular del C que buscamos, son

(5+1,4,-2-24)
Calculemos las distancias indicadas,
d(A,C)=A(5+2-2) + (A1) +(-2-24-1) =B+ +(A=1) +(=3-24) =
IO+ L2+ L —2A4149+12A 448 =64 +164+19

d(B,C)=A(5+A1-1F +(1=0F +(=2-24+1) =4+ A) +(Af +(=1-24) =
16481+ L+ P +1+41+42 =62 +124+17

Igualdndolas -

V62 +161+19 =612 +124+17

Resolvemos la ecuacion planteada elevando ambos miembros de la igualdad al cuadrado,

614 +161+19=61+12A+17 — 41+2=0 — A:%:%

Comprobemos que esta solucion lo es de la ecuacion irracional inicial,

V62 +161+19 =612 +124+17

2 2
6_—1 +16_—1 +19 = 6_—1 +12_—1 +17
2 2 2 2
\/61—8+19=\/6l—6+17
4 4

\/§+11=\/§+11 cierto, luego /1=_—1€svdlida.
2 2 2

Y finalmente C = 5—1,_—1,—2—2__1 = 2,__1,_1
2 2 2



Otra forma de resolverlo,
Calculamos el siguiente plano:

z  plano que pasa por PM y L1 AB

py (210 1213 (31,
2 727 2 22

AB (1-2,0-1,-1-1)=(-1,-1,-2)=(1,1,2)

La educacion del plano serd: x +y + 2z + D = 0, con la condicion de que pase por
PM

%+%+2.0+D:0 - 2+D=0 — D=-2

T x+y+2z-2=0
El punto C serd el de corte entre la recta r y el plano

54A4+A+2(-2-24)-2=0
54A+14-4-44-2=0

-1-24=0 — /1:_71

luego C = 5—1,__1,_2_2__1 = 2’__1,_1
22 2 22

b) Area del tridngulo ABC

A=(2,1,1) y B=(1,0,-1) y C=(3,‘—1,—1j

Al"@(l:%‘ XBXR

AB=(-1,-1,-2)
R:(g,ﬁ’_zj
2 2
_ ! J k —>_1 _2 —>_1 _2 —>_1 _1 — - - 3 5
BxAC=|-1 -1 =-2/=1i|-3 —j5 +k| S —3:i(2—3)—j(2+5)+k —+—|=
5 -3 > 475 Y5 S 2 2
S =3, |2 2 2 2
2
=(-1,-7,4)

Y 1=, 8 = (=) +(=7)* +4° =1+49+16 =66
J66
Tu.a.

y el drea serd %\/6 =
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Problema 2.2. Dadas la recta r, interseccién de los planos y+z=0 y x—-2y-1=0,ylarecta s de ecuacién
s:%z y—1=—z+3 ,sepide

a) Obtener, razonadamente, las ecuaciones paramétricas de r y s. (1,1 puntos).
b) Explicar de un modo razonado cudl es la posicion relativa de las rectas r y s. (1,1 puntos).
c¢) Calcular la distancia entre las rectas r y s. (/,1 puntos).

Solucion:
a) Ecuaciones paramétricas de r
Resolvamos el sistema de ecuaciones que define la recta r

y+z=0
x=2y =1

como =0-1=-1#0

podemos resolver el sistema anterior usando x e y como incognitas principales,

y=-z
x=2y=1
-z 1‘
1 -2 2z-1
Y= L, Y
-1 —
0 -z
I 1 z
= =—=-7
Y -1 -1
x=1-24
Por lo que las ecuaciones paramétricas de la recta r serdn: =-A AeR
=4
Ecuaciones paramétricas de s
X
s:—=y—-1=-z+3
5 y
p . . . ox y-1 z-3
a ecuacion continua serd — == ===
2 1 -1
x=2u
y la paramétrica y=l+u upueR
2=3-U

b) Posicion relativade r y s.
Estudiemos el sistema que planteariamos para buscar el punto de corte entre las rectas,

1-2A=2u —21-2u=-1
-A=1+u - <-A-u=l1
A=3-u A+u=3
-2 -21-1
La matriz ampliada del sistema | —1 —li 1
1113

En la matriz de coeficientes, A, vemos que C; = C, Yy que tiene elementos no nulos, luego ran(A) =1



En la matriz ampliada, como C; = C, |A1 =0 vy

-2 -1
1‘=—2—1=—3¢0 — ran(A)=2

Como ran(A) = 1 y ran(A")=2, las rectas r y s son paralelas.

c) Como las rectas r y s son paralelas

PP xv,
d(r,s)zd(P,,s)=f
vS
P.(1,0,0) —
RR(I,—I,_3)
P.(0,1,3) ‘
v, (21-1)
ik
- — =1 =3 =1 =3 -1 -1 = - -
PP xv =1 -1 =3=i —J +k =i(1+3)— j(=1+6)+ k(1+2)=(4,-5,3)
1 =1 72 -1 2 1
2 1 -1
PP xv| =4 +(=5)* +3% =416 +25+9 = /50 =52
v =2 )T = AT T =G

V2 _ 5 53

=——u.l

Por lo que d(r,s)=——
J6 N33
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Problema 2.1. Sean A, B y C los puntos de interseccién del plano de ecuacion x+ 4y -2z -4 =0 con los tres ejes
coordenados OX, OY y OZ, respectivamente. Se pide calcular razonadamente:

a) El 4rea del tridngulo ABC. (1,1 puntos).

b) El perimetro del tridngulo ABC. (1,1 puntos).

¢) Los tres dngulos interiores del tridngulo ABC. (1,1 puntos).

Solucion:
Calculemos los puntos A, By C.
A — punto de corte entre el plano y el eje OX
=0
La ecuacion del eje OX la podemos dar como interseccion de dos planos: {y 0
Z =
El sistema a resolver para encontrar el punto A es,
x+4y—-2z-4=0
y=0
z=0
Sustituyendo los valores de 7y, z en la primera ecuacion obtenemos x —4 = 0, luego x = 4. El punto A tiene de
coordenadas (4,0, 0)

Similarmente obtenemos los restantes puntos.
B — punto de corte entre el plano y el eje OY
El sistema a resolver para encontrar el punto B es,
x+4y—-2z-4=0
x=0
z=0

Sustituyendo los valores de x, z en la primera ecuacion obtenemos 4y —4 = 0, luego y = 1. El punto B tiene de
coordenadas (0, 1,0 )

C — punto de corte entre el plano y el eje OZ
El sistema a resolver para encontrar el punto C es,

x+4y—-2z-4=0

x=0
y=0
Sustituyendo los valores de x, y en la primera ecuacion obtenemos —2 z—4 = 0, luego z = — 2. El punto C tiene de

coordenadas (0,0, -2 )

a) Area del tridngulo ABC.

Para calcular esta drea utilizamos la siguiente formula S = l A_)B X A_&
AB = (0,1,0) — (4,0,0) = (-4,1,0)
AC =(0,0,-2)—-(4,0,0)=(-4,0,-2)
i j k
- o -1 0| =»-4 0] »-4 1 - o >
ABXAC =|-4 1 O0|=i —-J +k =2i-8j+4k=(-2,-84)
40 ) 0 -2 -4 -2 -4 0

—[(—2-84) = (-2 + (=8) +4> =4+ 64+16 =84 = 2421

‘AB X AC

Finalmente S 2%2\/2_ = x/ﬁ u’

b) Perimetro del tridngulo ABC.



P=d(AB) +dB,C) +d(CA) =
=J(0=47 + (=07 +(0—0) +/(0=0) +(0—1) +(=2—=0) +/(#—0)* +(0—0) +(0+2)’ =
=16 +1+J1+4+16+4 =17 +5+20 =17 +J5 + 25 =17 + 33/5 = 1083 u

c) Los tres dngulos interiores del tridngulo ABC

B Obtengamos los vectores que determinan los tres lados. Anteriormente ya
obtuvimos dos de ellos,

AB = (—4.1.0)

AC =(~4,0,-2)

Calculemos el tercero

BC = (0’09_2) - (071’0) = (09_1’_2)

A €
Procedamos al cdlculo de los tres dngulos, para ello utilizamos la formula del coseno del dngulo determinado por dos
vectores.
oy 4 ABAC _ (~4.10).(-4.0-2) N N T
‘XB acl JEay w0 Jeay o2 V17 20 17 25 85
A 8 ;
— A=arccos =29°805°
85
- BA.BC (4,-1,0).(0.~1,-2) I I
COS B=r—m—7= = - N
sl e+ 0 Jor (P2 NI7 NS 8s

s Bearccoy 2 |=83773°
Jss

y finalmente C =180°-29805°-83773°=66"422°
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Problema 2.2. Dados los puntos O = (0,0,0), A =(4,4,0) y P=(0,0,12), se pide obtener razonadamente:
a) La ecuacion de la recta que pasa por A y es perpendicular al plano de ecuacién z = 0. (1 punto).
b) La ecuacion de un plano que cumpla las dos condiciones siguientes:
e Pase por Py por un punto Q de la recta de ecuacién x =y =4
e Sea perpendicular a la recta que pasa por O y Q. (2,3 puntos por hallar uno de los dos planos solucion).

Solucion:
a) Recta que pasa porA(4,4,0)y 1 al plano z = 0.
Como la recta debe ser perpendicular al plano, el vector normal del plano serd director de la recta.
Del plano z = 0 un vector normal es (0, 0, 1), por lo tanto de la recta pedida conocemos:
-
punto A (4,4, 0)yvectordirector V (0,0, 1), laecuacion de la recta serd,
ecuacion paramétrica:

x=4+04 x=4
y=4+04 AeR simplificando {y=4 AeR
z7=0+41 z=A4

ecuacion continua:
x—4 y—-4 z-0
0 0 1

b) Q es un punto de la recta r de ecuacion x =y = 4, luego las coordenadas de Q serdn (4, 4, 1 ), siendo A un niimero
real.

pasa por los puntos P(0,0,12) y Q(4,4,1)
Plano, 7, que { 'y
0(0,0,0)

044, ) v,(4,4,4)

1 recta s que pasa por <

Tls = n =40

comoPyQerwr — P—)QJ_n_; - P_>Q.n—;=O
PO = (4.4, -12)
PO.n. = (44,4~ 12). (44,0 =16+ 16 + F — 124 = F — 122+ 32
luego ¥ —12A+32=0

12+4
- I £\ 127 —4132  124144-128 124416 1244 | 3 O
2.1 2 2 2 12—-4 _4
2
Para 1=8

n,=448) =12 — m: x+y+2z+D=0
P0,0,12)er — 0+0+2.12+D=0 — 24+D=0 — D=-24
luego w:x+y+2z-24=0



Para A =4

n,=444)=U1Ll) - 7: x+y+z+D=0
PO00I2)exr — 0+0+12+D=0 — 12+D=0 — D=-12

luego w:x+y+z-12=0
Por lo tanto el plano buscado puede ser: x +y+2z-24=0 o x+y+z-12=0
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EJERCICIO A

PROBLEMA 3. Consideramos los planos

T o x+y-6=0
Ty 2x+4y+Az+2=0

donde 4 es un parametro real. Se pide:

a) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta de interseccién de los planos 71y 72 cuando 4 =4. (1,5 puntos)

b) Calcular razonadamente 4 para que los planos 71 y 72 se corten formando un dngulo de 45°. (1,8 puntos)

Solucion:

a) Para A=4 el plano ™2 serd: 2 x + 4y + 4 z + 2 = 0; simplificando por 2 queda

b)

X+2y+2z+1=0

La ecuacion de la recta r interseccion de estos dos planos serd, en forma implicita,
x+y—-6=0

e
x+2y+2z+1=0

Las ecuaciones paramétricas de la recta r las obtenemos resolviendo el sistema anterior,

como =2—-1=1# 0 usamos como incégnitas principales x e y,
xX+y =26 D [—x—y=-6
Y D y sumando 'y = -7-2z
x+2y =-1-2z7 x+2y =-1-2z7

sustituyendo el valor de y en la 1° ecuacion, x — 7 — 2 z = 6; despejando x, x = 13 + 2

Las ecuaciones paramétricas de r serdn,

x=13+2u
risy==7-2u peR
1=Uu

Ty 72 se cortardn formando un dngulo de 45° cuando sus vectores ortogonales también lo formen,

mLL0) v ny(2.4.2)

n n,
mn
cos(nl,nZ} ‘ ‘ ‘

(LLO) (2,4,4)

V1+1 Va+16+ 42
\/5_ 2+4

2 2 oo+
V2 2 N20+2 =12

2 V20+ 22 =12

cos45°=

20+ A% =

Elevando ambos miembros de la igualdad al cuadrado,

20+2=36 — =16 - A=1J16 — A=+4

Comprobamos las soluciones obtenidas en la ecuacion irracional



Para A=4 — ~N20+4%=6. J20+16=6; +36=6 Si
Para A=-4 — 20+(-4)>=6; J20+16=6; /36=6 Si

Ambos planos se cortardn formando un dngulo de 45° cuando A=—4
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EJERCICIO B

PROBLEMA 2. Dado el plano definido por la ecuaciéon 7: 8x—4 y+z=3, hallar

a) La ecuacion de la recta perpendicular al plano Z que pasa por el punto P(1,-3,7), expresada como la interseccion de
dos planos. (I punto)

b) La distancia del punto P al plano 7. (0,8 puntos)

c¢) Las ecuaciones de los planos que distan 3 unidades del plano % . (1,5 puntos)

Solucion:
a) Como la recta debe ser perpendicular al plano, el vector ortogonal del plano serd director de la recta,
%

ng (8,-4.0)

Las ecuaciones paramétricas de la recta r serdn,
x=1+84

riay=-3-41 AeR
7=T+A

La ecuacion continua,
x—=1 _ y+3 z-7

8 -4 1
A partir de esta ecuacion obtenemos la de dos planos cuya interseccion serd la recta r,
x—1_y+3
8  —4 —4x+4=8y+24 —4x-8y=20
- -
x—1_ z-7 x—1=8z-56 x—8z=-55
8 -1
La ecuacion de la recta expresada como la interseccion de dos plano es: (simplificamos la 1° ecuacion)
x+2y=-5
r:
x—8z=-55

b)

AP = 8.1-4(=3)+7-3] ~ 8+12+7-3| _ :%:%'l‘

\/82+(—4)2+12 _\/64+16+1 V81 9 3

c) Los planos que distan 3 unidades del plano & son paralelos a él, su ecuacion general serd de la forma:
8x-4y+z=D

Como los dos planos son paralelos d(7z Ty ) = d(Pﬂ_ T, )
Busquemos un punto del plano 7, x =0,y =0 luegoz =3

p-n__[p-0|_jp-1)
d(z,m)=d (P, m)=d((0,0.3), 1) = - -

- J64+16+1 /81 9

3-D|
Luego 3=——
3-D=27 — D=-24
3-D=-27 — D=30

Por lo que hay dos planos que distan 3 unidades del plano 7%, son los planos Sx—-4y+ z=-24
y 8x—-4y+ z=30

27=[3-D| -
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EJERCICIO A

PROBLEMA 4. En el espacio R°, se consideran el punto P = (3,2,3) y la recta r interseccién de los planos de
ecuaciones: X+3y—-4z=0 y x+2y-2z=1.Se pide determinar:
a) La distancia d del punto P alarecta r (/,3 puntos).

b) Los puntos M y N de larecta r que cumplan que su distancia al punto P es J5d (2,3 puntos).

Solucion:
a) El cdlculo de la distancia de un punto a una recta lo realizamos mediante la formula:

P?’ X: siendo P. un punto de la recta r
r r N
d(P,r)= = v, el vector director de r
vr
5
Para obtener P. yv, pasamos la ecuacion de r a paramétricas.
+3y—-4z=0 1 3
T =2-3=-1%£0
x+2y-2z=1 1 2
4z 3
_I+2z 2_81—3—61_21—3_3 5
. x+3y=4z xX= -1 - -1 - -1 =274
Planteamos el sistema,
x+2y=1+42z I 4z
I 142z 1+2z-4z 1-2z
y: = = :—1—|—22
-1 -1 -1
x=3-24 P.(3.~1,0)
Luego r:qy=—-1+24 AeR = S
=1 v, (=2,2,1)
5
PP =(3,-10-(323)=(0,-3-3)
- - -
i j ok
- - —-1-3 =3[ =0 -3 =0 -3 - - -
PP xv, =0 -3 -3 =i —-J +k =3i+6 j-6k =(3,6,-6)
2 1 -2 1 -2 2
-2 2 1
- -
PP xv.| =32 +6% +(-6)2 =+/9+36+36 =81 =9

N
Vy

=22 +22 412 =Va+411=49=3

Finalmente d(P,r)= % =3u.l

b) Un punto de larecta r serd (3 —2A,—-1+2A,4) Ae R  Buscamos puntos de r que cumplan
d((3=2A~1+24,2),(3.2,3)) =35

JB=22=37 +(=1+24-2) +(A-3) =35

J22) + (<3424 +(A-3)? =345

VIR +9-12A+4F + X —61+9 =35




Jor—184+18 =35

N —18A+18=45 — 9V —-18A-27=0 — X -21-3=0 — A=

244412 244 [4=3
22 _<
para A,=3 — M(,-3,-1)

A=-1 — N(-353)

c) El drea del tridangulo de vértices P(3,2,3), M(5,-3,-1) y N(-3,5,-3) la obtenemos mediante la formula

1l = -
A:E PM X PN

- -
PM (2,-5,-4) y PN (-6,3,0)

- - -

- - ! J k —==5 =4 -2 -4 - — - - -
PMXPN=|2 -5 —4=i —J +k =127-24 j-24k =(12,-24,-24)
3 0| Y6 o |6 3
6 3 0
- -
PM x PN| =122 +(=24)2 +(24)> =122 +4.12% +4.12% =/9.122 =3.12=36

Finalmente A= % 36=18 u. a.
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EJERCICIO B

PROBLEMA 4. Sean 1 y =" los planos del espacio %®*, determinados del modo siguiente: el plano m pasa por los
puntos (0,2,1), (3,-1,1) y (1,-1,5) y el plano =~ pasa por los puntos (3,0,2), (2,1,1) y (5.4,-2). Se pide calcular:

a) Una ecuacién paramétrica de la recta r interseccion de los planos nm y n” (1,3 puntos).

b) El 4ngulo a que forman los planos © y n” (0,7 puntos).

¢) La ecuacioén del plano que contiene a la recta r y forma un dngulo de 90 grados con el plano n (1,3 puntos).

Solucion:

a) En primer lugar calculamos las ecuaciones generales de los dos planos.
Como de cada plano conocemos tres puntos, podemos formar dos vectores que, si no son paralelos, serdn directores

del plano.

Plano =,

Plano 7’

La ecuacion del plano se obtiene :
N 3 1 X

_ _ -3 - 31 3 1
u=G-L)=02D)=G-30) |3 _3 y-2=0 — «x —(y=2) +(z-1 =0
. 4 0 4 ~3 -3
v=(1-15-02)=0-34 [0 4 -1
- - —12x—-(y-=-2)12+(z—-1D(-9+3)=0
u y v no son paralelos —12x—12y+24—6246=0

—12x—12y—67430=0 — 2x+2y+z-5=0
La ecuacion del plano se obtiene :
> o2 14 12 12
u=(210)-(302)=(-L1-1) 1 4  y|=0 = (x-3) —y| +(z-2)| =0
5 1 -4 -1 -4 1 4
v=(54-2)-(302) =244 1 —4 272

5 - (r=3)(—4+4) = y(4+2) +(2-D(4-2) =0
u y v no son paralelos 6y —6z+12=0

y+z-2=0

La ecuacion de la recta r {2x +2y+7-5=0 La ecuacion paramétrica de r la encontramos resolviendo este

. sistema.
es. y +z— 2=0
Como 1‘ =2+#0 las incognitas principales son x e 'y
2x+2y=5-z2
y=2-z

2x+22-2)=5-7z —> 2x+4-2z=5-7 —> 2x=—4+27+5-72

2x =147z

1
2

La ecuacion paramétrica de r:qy =2 —
z=4

1+z
- x=—



N
b) Siendon, un vector ortogonal al plano &, si @ =ang(w,nr') — cosa= -

n,

N
n,.

|22.00.1.D | 2+1] 3 1 A2

(C2D|[OLD] Na+a+ii+1 W2 N2 2

n,=2,21) y n,=(0,1,1) luego cosa=

Luego a=45° o azgrds

¢) Buscamos un plano y tal que rey y (¥, 7)=90°

N
como Yy y 7t deben ser L. — n_ serd vector director de y

-

comorey =" es director de y

P es punto de y

u(2,2,1)
; 2 112 x-1/2
De y conocemos V(E,—],]j la ecuaciondey 2 -1 y-=-2|=0
; 1 1 Z
p(_,z,oj
2
1|12 -1 2 1/2 2 1/2
x=> -(y-2) +z -
2)1 1 1 1 2 -1
x—i 3—(y—2)i+z(—3)=0 - 3x—£—ﬂ+3—3z=0 - 3x—3—y—3z+£=0
2 2 2 2 2 2

6x—-3y—-6z+3=0 — 2x—-y—-2z+1=0

La ecuacion del plano y:2x—y—-2z+1=0
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EJERCICIO A

PROBLEMA 2. a) Obtener el plano que pasa por el punto P(-2,4,-3) y es perpendicular a la recta
r:(xy,z)=(1,2,0) +t(1,-2,1) (I punto ).
b) Calcular la distancia entre el punto P ylarecta r (2,3 puntos).

Solucion:

a)

b)

Como el plano buscado es perpendicular a la recta r, el vector director de la recta (1,-2,1) serd ortogonal al
plano, por lo tanto la ecuacion del plano serd x—2y+z+ D =0

el plano debe pasar por el punto P(-2,4,-3), luego -2-2.4+ (-3)+D=0,-2-8-3+D=0
-13+D=0,esdecir D=13

El plano tendrd de ecuacion x—2y +z+ 13 =0

Para calcular la distancia del punto P a la recta r utilizamos la siguiente férmula
- o
RPx d .
d(P,r)= . siendo R un punto de la recta r y d, el vector director de r.
d,

En nuestro problema R(1,2,0), P(-2,4,-3), R_>P(—3 2-3)y ; (1,-2,1).

f = I‘C’

e I J2 -3 3 -3 3 2| . L .
RPxd,=|-3 2 -3=i y +k =47 +0j + 4k = (-4,04)
—2 1 11 1 -2
1 -2 1

- -
RPxd,|=(-4)?+4> =32 =42
5

d|=y1*+(=2)2+1> =6

W2 _aade _aiz 423 a3
Jo Voo 6 6 3

Por lo tanto, d(P,r)=
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EJERCICIO B

PROBLEMA 2. Consideramos los puntos: A = (1,0,0), B =(0,1,0), C=(0,0,1) y D =(2,1,2). Se pide
a) Hallar el drea del tridngulo de vértices B, Cy D (/,1 puntos).
b) Calcular el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy D ({,1 puntos).
c) Hallar la distancia del punto A al plano que pasa por los puntos B, Cy D (1,1 puntos).

Solucion:
a) Para calcular el drea del tridngulo de vértices B, C 'y D usamos la formula

11l= =
A=EBC><BD

Calculamos los vectores indicados,

- -
BC =(0,0,1) - (0,1,0) = (0,~L1) y BD =(2,1,2)-(0,1,2) =(2,0,2)

i

k
S5 o 11 o1 o -1 . . -
BCxBD =0 -1 1|=1 —J +k =2 +2j+2k
0 2 ‘2 2 o
2 0 2
- -
BCxBD|=+(-2)2 +22+22 =Ja+4+4=12=243

Luego A=%2\/§=x/§ u.a.

b) Elvolumen del tetraedro de vértices A, B, Cy D se obtiene como sigue

1 x v % 0 0 0 100

1 1
: Lo . Lo 0 1 1 0
Vzl X2 Y2 22 :l :(Cl_CZ):l :l(—l)l 0 1=
6|l x3 y3 z3| 6|l 0 0 1 6|1 0 0 1 6 L1 2
I x, Yy 24 1 2 1 2 -1 2 1 2
-1 4 2
6( ) 63

El volumen del tetraedro es %u.v.

c¢) Dado un punto A(xy,y0,20) yun planon: ax + by +cz+d=20
|ax0 +b y0+czo+d|

\/az +b*+c?
Cdlculo del plano r:

d(a,m) =

- -
El plano © pasa por los puntos B, C y D; obtenemos los vectores BC 'y BD
y calculamos su producto vectorial ( ya obtenido en el apartado a) ), el vector que obtenemos (-2,2,2) es
perpendicular al plano .
Del plano &t conocemos: un punto, por ejemplo, B (0,1,0) y
un vector normal al plano (-2,2,2)
La ecuacion del plano & serd:
-2(x-0)+2(y-1)+2(z-0)=0
-2x+2y-2+2z=0
-x+y+z-1=0
Finalmente,
F1+0+0-1 -2 2

=—u.l.

Jenr+r 3B

d(a,7)=
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EJERCICIO A

PROBLEMA 2. Un paralelepipedo rectangular (u ortoedro) tiene tres de sus aristas sobre las rectas:

. s . y . * ] y d \/, i 12 21 —11 . S d .
{. m: n: .

a) Hallar los vértices restantes (2,5 puntos). b) Calcular su volumen (0,8 puntos).

Solucion:
Obtengamos las ecuaciones paramétricas de las rectas I, m y n.
x=0
x=0 .
l:{ — <y=0 AeR larecta | es el eje Z
y=0
=4
=2
x—2y=0 x=2y =
m: - — y=pu peR
z=0 z=0
z=0 las rectas m y n estdn
= en el plano z=0
2x+y=0 =-2x =y b
n: - - qy=-2y yeR
z=0 z=0
z=0

Obtengamos los puntos de interseccion de estas tres rectas,
0=2u
Inm=<0=p —> A=u=0 — [INnm=(0,0,0)
A=0
0=y
INnn={0==2y —» A=y=0 — [nn=(0,0,0)
A=0
2u=y 22y =y > —4y=y - y=0
MmARE{U==-2y — ->u=0 - mnn=(0,0,0)
0=0

Es decir, el punto 0(0,0,0) es un vértice del ortoedro. Como las rectas m y n estdn en el plano z = 0, una cara del

ortoedro estd en este plano.

Una arista del ortoedro estd en el eje Z, el vértice A(12,21,-11) no estd en el plano z = 0, por lo tanto otra de sus caras,

la opuesta a la que estd en el plano 7 = 0, estd en el plano 7 = -11.

En el plano 7z = -11 los vértices del ortoedro serdn: el conocido (12,21,-11), el que estd en la arista | que serd

0°(0,0,-11) y los otros dos los obtenemos como sigue,

enelplano z=-11 las rectas paralelasa m y n del plano z = 0 tiene por ecuaciones:
L AIE, 21, 1)
20

15

X = 2,[1 xX=Y 10 m
miiy=u n:yy=-2y grdficamente
5
z=-11 z=-11

15 20 25

para encontrar los otros dos vértices procedemos de la siguiente forma,



P

/C’ 10 /

n 5 m
0 -5 5 10 15 20 25
-5
x=12+4
recta r que pasa por A’(12, 21, -11) y es paralelaa n’ r:qy=21-24
z=-11
B’ punto de corte entre r y m”
12+A=2u
A-2u=-12 2% (24-4u=-24
A=A = e 7 24— p=-21
“1=-11 #= #=
sumando — —-5u=-45 —» u=9 = B(189,-11
x=12+21
recta s que pasapor A’(12, 21, -11) y es paralelaa m’ s:yy=21+4
z=-11

C’ punto de corte entre s y n”

12+24=y

2A—y=-12 2.1° [4A-2y=-24
20+ A==2y —

A+2y=-21 A+2y=-21
—11=-11

sumando — 5A=—45 — A=-9 = C(C(-6,12,—1])

Los vértices correspondientes en el plano z = 0 serdn:
0(0,00),A(12,21,0),B(18,9,0) y C(-6,12,0)

Los ocho vértices del ortoedro son:
0(0,0,0) z

A(12,21,0)
B(18 9, 0)
C(-6,12,0)

0’ (0,0, -11)

{12,21,-11)

A’ (12,21, -11)

B’ (189, -11)

C’(-6,12, -11)

b) El ortoedro estd definido por los vectores

— E— —

00'=(00.-11) OB =(89.0) OC =(-6120)
0 0 -11 5 o

Luego V=[|8 9 0 =—11‘ . 12"=|—11(18.12+6.9)|=|—11.27O|=297O
-6 12 0

Es decir V =2970 u’
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EJERCICIO B

PROBLEMA 2. Dados los planos 7:5x-y—z=0,0:x+y—-z=0 y el punto P (9, 4, -1), determinar:
a) La ecuacion del plano que pasa por P y es perpendiculara 7 ya o (/,5 puntos).
b) El punto simétrico de P respecto de la recta r, interseccién de los planos 7 y ¢ (/,8 puntos).

Solucion:
a) Obtenemos los vectores perpendiculares a los planos dados,

— - - —
u (5-1,-1) luego u Llm, v (Q1L-1) luego v Lo
Para obtener un vector perpendicular a los planos 7 y 0 calculamos el producto vectorial de los vectores

anteriores,
5
- - - - T
uxv L {Z = uxv L {
o
1%
N T
i j k
- = -1 =1 -5 =1 - — - - -
uxv=|5 -1 —-1=1i —J +k =i(l+)—-j(-5+D+k(S+D) =
1 -1 1 -1 1 1
1 1 -1
=(2,4,6)

El plano de ecuacion 2 x+ 4y + 6 z+ D = 0 serd perpendicular a los planos 7% y 0, como debe pasar por el
punto (9,4, -1),

2.944.4+6.(-1)+D=0

18+16-6+D=0

D= -28

El plano pedidoes 2x+ 4y + 6 7—28 =0, ecuacion que podemos simplificar por 2,
xX+2y+3z-14=0

La ecuacion del plano que pasa por Py es perpendiculara 7 ya 0 es: x+2y+3z-14=0

b) Para resolver este apartado seguiremos el siguiente proceso:
1°) Calculo del plano que contiene a Py es L ar =y

2°) Calculo del punto de corte entrery ¥ = M
3°) Calculo del simétrico de P, P’, sabiendo que M es el punto medio entre Py P’.

1°) El vector director de r serd perpendicular a ¥
Conocemos la recta r como interseccion de dos planos, calculemos su ecuacion paramétrica,

5x—y—-2z=0
r:
x+y—z=0
- Sx—y=z
Como =5+1=6=0
1 _x+y=Z
sumando: 6x=2z7 — ==
susttituyendo en la 2* ecuacion: §+yzz_)yzz_§:%
x—lﬂ
3
La ecuacion pardmetrica de r: y=§,1 leR
z=41

y el vector director de r:



La ecuacion del plano ¥ serd x + 2y + 37+ D = 0, como P estd en el plano:
9+2.4+3.(-1)+D=0

9+8-3+D=0

d= -14

La ecuacion del plano ¥ es x+2y+3z —14=0

2°) El punto de corte entre la recta r y el plano ¥ lo encontramos resolviendo el sistema formado por las

ecuaciones dery ¥,

x+y-z=0 1 1 -1
5z—y—z=0 Como |5 -1 —-1=-3-10-1-1-15+2=-28#0 esun S.C.D.
x+2y+3z=14 1 2 3
lo resolvemos por Cramer,
0o 1 -1
0 -1 -1 ‘1 —1‘
14
I B e ) O UL o Ve
—28 -28 —-28 —-28
1 0 -1
5 0 -1 1 -1
ol 14 3 - ‘5 —1‘:—14(—1+5):—56:2
-28 -28 —-28 —28
1 1 0
5 -1 0 1 1
14
Z=1 2 14 _ 5 —1:14(—1—5):14(—6):3

-28 -28 -28 —-28
Por lo tanto M (1, 2, 3)

P+ P

2
luegoP’=2M-P=2(1,2,3)-(9,4,-1)=(2,4,6)—(9,4,-1)=(-7,0,7)

3°) Por ser M el punto medio del segmento P P’, se cumple, M =

Finalmente, el punto simétrico de P respecto de la recta r, interseccion de los planos 7=y ¢, es (-7, 0, 7)
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EJERCICIO A

PROBLEMA 2. En el espacio se consideran:
e Larectar interseccion de los planos de ecuaciones implicitas2x -2y—-z=9 y 4x-y+z=42.
® Y larectas que pasa por los puntos (1,3,-4) y (3,-5,-2). Se pide:

a) Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta r (0,8 puntos) y de la recta s (0,3 puntos).

b) Justificar que las rectas r y s se cruzan (0,8 puntos).

¢) Calcular un vector direccional de la recta ¢, perpendicular comin a las rectas r y s, (0,4 puntos) y calcular el punto P
de interseccion de las rectas s y ¢ (1 punto).

Solucion:
a) Ecuaciones paramétricas de la recta r.
Resolvemos el sistema

2x-2y—-2z=9
4x—y+z=42

2 =2
como =-2+8=6#0

usaremos como incognitas principales x e y

2x—=2y=9+¢
dx-y=42—¢
9+z -2
e 42—z -1 -9-z+84-2z 75-3z 25-z
6 6 6 2
2 9+z
|4 42—z 84-27-36-4z 48-6z _g_
S 6 6
25-4
X =
2
Las ecuaciones paramétricas de la recta r son: y=8-41 AeR
z=41
Ecuaciones paramétricas de s.
v, =(3,-5,-2)-(1,3,-4)=(2,-82) = (1,-4,D)
x=1+u
Las ecuaciones paramétricas de la recta s son: y=3-4u pueR
=4+ u
b)
N -1 Estos vectores no tiene sus coordenadas proporcionales
v =|—,—11 _
' ( 2 j -1
N -4 1
v, =(1,-4,1) por lo que las rectas r y s no son paralelas.

Veamos la posicion relativa de estas dos rectas mediante el cdlculo del siguiente determinante,



e I =L S T B -
NN 2 2 2 2| G-4C |2 2 2 3 25
v v P-Pl=|-1 -4 8-3|=|-1 -4 5 = -1 -3 9|=1|5 5|=
1 1 0-(4) [1 1 4 1 o o] I3 9
113 25 1
2 =—(27+75)=51%0
21-3 9| 2

Por lo tanto las rectas r y s se cruzan.

c) La recta perpendicular comiin a r y s tiene como vector director,

- - —|

o
- s s | J-1 1 o2 1 o2 -] 1 -
vo=vAv =-172 -1 1= _y Ttk — (14— | == —1 |+ K@+ 1) =
~ S S T I I 2
1 -4 1
=3?+—H‘+3;
S

- 3 1
luego v, =|3,=,3|=|1,—,1|=(21,2
go v, ( > j [ > j (2,1,2)
Calculemos el punto P interseccion de las rectas s y t.

Sean P, (%,8 - ﬂ,ﬂj y P(+u3-4u—~4+u) puntos cualesquiera de las

rectas r y s, respectivamente. Por ser t la perpendicular comiin a r y s buscamos el punto P imponiendo la
- -
PP yv

condicion de que los vectores s t deben ser paralelos.

RHPY :(Hﬂ_%ﬁ_w_(g—ﬂ),—4+ﬂ—/ij

v =(212)
l+ﬂ—ﬂ
luego 2 :3—4ﬂ—(8—/1):—4+,u—/1
2 1 2
que da lugar a siguiente sistema,
I+,u—ﬂ
2 —4+u-A
2 2
3—4u—-8-4) —-4+u-2
1 2

1+ﬂ_252"1:_4+ﬂ_,1 | [pr2u-25+a=-8+2u-22
—S8U—U+2A+A=—4—-6+16

6-8u—16+2A=—4+u—A



2U—-2U+A+2A=-8-2+25 31=15
-9u+31=6 —-9u+31=6

de I* — /1=§=5

en 2* — —-9u+3.5=6
-9u+15=6
-9u=6-15

El punto de la recta s buscado serd: (1 +1,3—-4.1,-4+1)=(2,-1,-3)

LuegoP(2,-1,-3)
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EJERCICIO B

PROBLEMA 2. En el espacio se consideran:
» El plano & que pasa por los puntos (11, 1, 2), (5,7,5) y (7, -1, -2).
» Y larecta r interseccion de los planos de ecuaciones implicitas x + y +z=15y 2x -7y + 2z =3.
a) Calcular la ecuacién paramétrica de r (0,6 puntos) y la ecuacién implicita del plano 7 (0,4 puntos).
b) Calcular el punto P interseccién de r y « (0,8 puntos) y el dngulo a que determinan r y « (0,5 puntos).
¢) Calcular los puntos M y N de la recta r cuya distancia al plano & es igual a 3 u.l. (1 punto).

Solucion:
a) Ecuacion paramétrica de r
x+y+z=15 1 1
r: como =-T7-2=-9%0
2x=Ty+2z=3 -7
resolvemos el sistema de la recta r usando x ey como incognitas principales.
x+y=15-z
2x=Ty=3-2z7
15-z 1
o= 3-2z -7 -1054+7z-3+2z —108+9z —1o—
-9 -9 -9
1 15—z
2 3-27 3-27-30+2z -27 _3
T -9 9
x=12-21
La ecuacion paramétrica de la recta r serd: r:qy=3 AeR
z=A

Ecuacion implicita del plano ©
Punto (11,1,2)

Vectores directores: v=ALL2)=5.7.5=(6-6-3) ~ 2,72~
w

=(111,2)-(7,-1,-2)=(4,2,4) = (2,1,2)

La ecuacion implicita del plano 7 serd,
x=11 y-1 z-2

2 -2 -=1|=0

2 1 2
2 -1
2 2
x=1D)(HA+D)-(y-1D)(A+2)+(z-2)(2+4) =0
(x=-1)(3)-(y-1)6+(z-2)6=0
—3x+33-6y+6+6z—-12=0

—3x—-6y+6z+27=0
simplificando por — 3
X+2y-2z-9=0 eslaecuacion del plano m.

-1 2 D
T 2TV

+( 2)2 =0
Z 2 =



b) P, punto de interseccion dery @
Sustituimos las coordenadas de un punto cualquiera de la recta r en la ecuacion del plano ©

12-23,Der
12-4+2.3-24-9=0
12-A+6-24-9=0
9-31=0

_31==9 - A="2-3

Por lo que el punto P serd: (12—-3,3,3)=(9,3,3)

Angulo a que determinan r y .
-
de r v, =(-10]1)

de 71 elvectorortogonal u=(1,2,-2)

A

Sea a=(r,7)
| (-1,0,) (1,2,-2) | -2 3

Jo 0P P12 20 32 2

sen & =

T
Luego a= 7 rds

(M,Ner? | dM,m)=d(N,m7)=3
T:x+2y—-2z-9=0

Sea Per— P=U2-131)
12-A+2.3-24-9 [9-34

d(P,7)=
- VP 427 +(=2) 3
937 9-31=9 - -31=0 — A=0
=3 5 9-34=9 >

3 9-31=-9 —» —-31=-18 —> A1=6

A=0 — M(I2,3,0)

Para
A=6 — N(6,3,6)
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PROBLEMA A.2. Se pide obtener razonadamente:
a) La ecuacion del plano m que pasa por los puntos O=(0,0,0), A=(6,-3,0) y
B=(3,0,1). (3 puntos)

b) La ecuacion de la recta r que pasa por el punto P=(8,7,—2) y es perpendicular al
plano m. (3 puntos)

c) El punto Q del plano m cuya distancia al punto P es menor que la distancia de
cualquier otro punto del plano n al punto P. (4 puntos)

Solucion:

a) La ecuacion del plano © que pasa por los puntos O =(0,0,0), A=(6,-3,0) y B=(3,0,1).
A partir de los tres puntos del plano calculamos los dos vectores directores del plano:

OA = (6,-3,0) - (0,0,0) = (6,-3,0)

OB = (3,0,1) - (0,0,0) = (3,0,1)

y tomando como punto del plano, por ejemplo, O = ( 0, 0, 0 ), podemos calcular la ecuacion del plano 7

x=0+64+3u x=644+3u
Ecuacion paramétrica {x=0-3A+0u A, ueR - x=-31 A, ueR
x=0+01+u xX=U
6 3 x-0 6 3 «x
o . -3 0 y-0=0 - |-3 0 y|=0 —> -3x—-6y+9z=0,
Ecuacion implicita 0 1 2-0 01 =z

simplificando entre —3, x+2y—3z=0

b) Ecuacion de la recta r que pasa por el punto P = (8, 7, — 2 ) y es perpendicular al plano
T:x+2y-3z=0
5

Como rlzx — v.=n, — v, =(12,-3)

Punto P =(8,7,-2)
De la recta r tenemos

5
vector director v, =(1,2,-3)

Por lo que :
x=8+1
Ecuacion paramétrica: {y=T7+24 AeR
z=-2-31
Ecuacion continua : x—8 =Y / _ it 2
1 2 -3

¢) (Qexn? | d(Q,P)<d(P,,P) VP.ex

Como rL7, el punto Q serd el de corte entre el plano & y la recta r.



x=8+1

r y=T7+24
{ﬂ z=-2-31
x+2y—-3z=0

8+A+2(7+24)-3(-2-34)=0
8+A+14+41+6+91=0
144+28=0
144 =-28
A=-2
Sustituyendo este valor de 1 en la ecuacion de la recta
x=8-2=6
y=74+2(-2)=3

Z:—2—3(—2):—2+6 =4
Porlo tanto Q (6, 3,4 )
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PROBLEMA B.2. Dadas las dos rectas r y s de ecuaciones

x—4:y_—4:Z_4 y six=2=
3 2 2

r:

[SSERN

se pide calcular razonadamente:
a) Las coordenadas del punto P de interseccion de las rectas r y s. (3 puntos)
b) El dngulo que forman las rectas r y s. (3 puntos)
¢) Ecuacion implicita Ax + By +Cz+ D =0 del plano ® que contiene a las rectas r y s.
(4 puntos)

Solucion:
a) Punto P de interseccion de las rectas r y s.
Escribamos las ecuaciones paramétricas de las rectas r y s,.

x=4+3A1 xX=u
riiy=4+24 AeR s:iiy=2u pueR
z=4+ A z=3u

Buscamos el punto de corte entre r y s resolviendo el sistema que se obtiene al igualar las ecuaciones de
las rectas,

4+34=u 3A-u=-4 3 —-1,1-4
4424=2u — <24A-2u=-4 — A=|2 —2i—4
4+A=3u A—3pu=—4 | —31-4
Estudiemos el rango de A’,

3 -1 -4 3 -1 -4

2 -2 -4|= f,-f, ={-1 -1 0 :{f3:2xf2}:()

1 -3 -4 -1 -2 -2 0

3 -1

=—6+2=—4#0 — rang(A)=2

2 =2
Estudiemos el rango de A,

SN 40 S rang(A) =2

2 =2

Como rang(A)=rang(A")=2=n°de incognitas — Sistema Compatible Determinado

Resolvemos el sistema usando las ecuaciones correspondientes al menor de orden 2 no nulo.
El sistema a resolver es:

3A-pu=—4  —2x1*[-61+2u=8
2A-2u=-4 28 2A-2u=-4
Sumando ambas ecuaciones: —4A=4 — A=-1

No es necesario que busquemos el valor de la otra incognita.

Obtengamos las coordenadas del punto P (sustituyendo el valor de 1 en la recta r),
x=4+3(-1)=1
y=4+4+2(-1)=2
z=4+(-1)=3

luego P=(1,2,3)



b)

A

(r.5) = (‘Z‘Zj

Como v, =321 y v,=(123)

COS(; ;j_ v, (3.2,1) (1,2,3) _3+4+3 _10_5
)DL VR V2243 V14N14 147

- -

luego (vr,vsj =07752 rds = 44°4153°

Finalmente (r,s)=07752 rds = 44°4153°

c) Plano m que contiene a las rectas r y s.
Como las rectas r y s estdn en el plano =, entonces P (punto de corte entre r y s)esde m y los
vectores directores de las rectas | serdn del plano. La ecuacion del plano podemos obtenerla como sigue:

31 x-1

2 2 y=-21=0

1 3 z-3

desarrollando por la tercera columna,

-0 == Jee-3p o

x_ —_— —_— —_— =
13 YT 3T 2

(x—1)4—(y-2)8+(z-3)4 =0, simplificando entre 4,
(x—1)—(y-2)2+(z-3)=0
x=1-2y+4+z-3=0

x=2y+z=0

Solucion: 7= x-2y+2z=0
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PROBLEMA A.2. En el espacio se dan las rectas

x=3+4 o120
risy=—I1+24 ¥ s:{;c 4 2_ 0
—z+2+a=
z=2+A yoe

Obtener razonadamente:
a) El valorde & paracel que lasrectas » y s estdn contenidas en un plano. (4 puntos)
b) La ecuacién del plano que contiene a las rectas » y s para el valor de & obtenido en el
apartado anterior. (2 puntos)
c) La ecuacion del plano perpendicular a la recta » que contiene el punto ( 1,2, 1). (4 puntos)

Solucion:
Previamente vamos a obtener los vectores directores de ambas rectas.

5
Como la ecuacion de la recta r estd dada en forma paramétrica, sabemos que v, =(1,2,1)

A partir de la ecuacion de la recta s , dada como interseccion de dos planos, obtengamos la forma paramétrica Para
ello de la primera ecuacion despejamos la x y de la segunda la z:

x=1-2u

x=1-2y ; R

S: uego = —(—

z=24a+3y g Yy=H por lo tanto v, =(-2,1,3)
z=2+a+3uU

a) Las rectas r y s estaran contenidas en un plano si son paralelas o se cortan en un punto.

. . . 2 1
Veamos si son paralelas, ;son proporcionales sus vectores directores? | ——=—=—"17
-2 1 3

1 2 .
Como — # — entonces los vectores no son proporcionales, las rectas no son paralelas.

En consecuencia las rectas r y s deben cortarse.

3+A=1-2u
Para que se corten el siguiente sistema debe tener solucion, \—1+2A =
2+ A=2+a+3u
A+2u=-2
Arreglamos el sistema considerando que las incognitas son Ay, <2A—pu=1 . Por ser un sistema de 2
A-3u=a

incognitas y 3 ecuaciones, para que tenga solucion el determinante de la matriz ampliada debe ser nulo, es decir:
1 2 =2

2 -1 1|=0 —» -a+12+2-2+3-4a=0 — -Sa+l15=0 — -Sa=-15 — a:_—”:3
1 -3 «a -
Por lo tanto, para o =3 las rectas r y s estan contenidas en un plano.
b) a = 3. Busquemos el punto de corte entre r y s resolviendo el sistema del apartado anterior.
A+2u=-2 1 2 =2
2A—u=1 , como 2 ‘ =-2-4=-5#0 y |2 =1 1 |=0 (obtenido en el apartado anterior), el sistema

A-3u=«o I -3 3
es compatible y determinado. Resolvemos el sistema usando las ecuaciones primera y segunda (las que aportan el
menor de orden 2 no nulo):

A+2u=-2
2A-u=1
ambas ecuaciones: 51 =0 — 1 =0.

A+2u=-2
AA-2u=2

, resolvamoslo por reduccion, multiplicamos la segunda ecuacion por 2: { sumando



x=3+0=3

Sustituyendo este valor de 1 en la recta r obtendremos, P, el punto de corte buscado, YV = —1+2.0=-1 luego
z=24+0=2

P(3,-1,2).
La ecuacion del plano que contiene a las rectas r y s viene determinada por el punto P y los vectores directores de

- -

rys,v. y v . Laecuacion de este plano serad:

x=3 y+1 z-2 5 I I
1 2 1 |=0, desarrollando por la primera fila: (x—3)‘] 3‘—(y+1)‘ 5 ]+(z—2)‘ P ]‘=0,
-2 1 3

calculando los menores: (x—3)(6—1)—(y+1)(3+2)+z-2)(1+4)=0
S(x-3)-5(y+1)+5(z—2) =0, simplificando entre 5,
(x=3)—(y+1)+(z=2)=0
x=3—-y—-1+z-2=0
x—-y+tz—-6=0

Solucion: la ecuacion del plano que contiene a las rectas r y s para =3 es x—y+z—6=10

¢) Buscamos un plano = / =+r y (1,2,1)€x

ComonL+r — n,=v =(1,2,])

La ecuacion del plano © sera: x+2y+z+D =10
Como debe contener al punto (1,2,1), 1+2.2+1+D=0—> 1+4+1+D=0— 6+D=0—> D=-6

Finalmente, el plano ©© sera: x +2y+z—6=10
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PROBLEMA B.2. Se da la recta

y—z=0
parametro real
Obtener razonadamente:

—4y=0
r:{x Y yelplano 7,:(2+2a)x+y+az—2-6a=0 dependiente del

a) La ecuacion del plano T que pasa porel punto (1,1,0). (3 puntos)
b) La ecuacién del plano T que es paralelo alarecta r. (4 puntos)
¢) La ecuacién del plano T que es perpendicular a la recta r (3 puntos).

Solucion:

a) Como el punto (1, 1,0 ) pertenece al plano 7,:
(24+2a).1+1+a.0-2-6a=0
2+2a+1-2-60=0
—4da+1=0
—4doa=-1 — 0{=_—]=i

-4 4
Por lo que la ecuacion del plano pedido serd:

2+2i x+y+£z—2—6£=0
4 4 4

2+i x+y+£z—2—£=0
2 4 2

5 1 7
—x+y+—z—-—=0
2 4 2

10x+4y+z-14=0

Solucion: m,: 10x +4y+z-14=10

- -
b) Como m, debe ser paralelo a la rectar, N, L,

-

nﬂa:(2+2a,],a)

N
Calculemos el vector director de la recta r, v,

4y=0 —4 x=44
Como r:{x MR {x_y S ly=a4 sy =(4.1,1)
y—z=0 z=y
z=1
- -
Puesto que debe ser l’l,,aJ_V, — (4,1,1).(2+2a,1,a)=0
8+8a+1+a=0; 9+9a=0; 9a=-9; a:%:—]

Sustituyendo el valor de o, en el plano T, :
(2+2.(-1))x+y+(-1)z-2-6(-1)=0
(2-2)x+y-2-24+6=0
y—-2z+4=0

La ecuacion del plano m, serd: y—-z+4=10



- -
¢) Como T, debe ser perpendicular a la rectar, n, 'V,

21 20 1 2tzo_1 - 2+2a=4 — 20=2 — a=1
Por lo tanto debe cumplirse: === - 4 1
1 1 !l «
—=— - a=1
1 1

Luego o =1

Sustituyendo el valor de a. en el plano 7, :
(2+2.1)x+y+1.2-2-6.1=0
4x+y+z-8=0
4x+y+z-8=0

La ecuacion del plano m, serd: 4x+y+z7-8=10
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PROBLEMA A.2. En el espacio se tiene la recta 7: {i +§ i (]) yel plano 7: x + mz=0,
donde m es un parametro real.
Obtener razonadamente:

a) El vector director de larecta r. (2 puntos).

b) El valor de m parael que larecta r y el plano 7 son perpendiculares. (2 puntos).

c) El valorde m parael que larecta r y el plano 7 son paralelos. (3 puntos).

d) La distancia entre r y x cuando se da a m el valor obtenido en el apartado c).

(3 puntos).

Solucion:
a) Obtengamos la ecuacion paramétrica de la recta r.
Resolvemos el sistema que define a r.

Como ]‘ =—1—-1=-2+#0, podemos usar como incognitas principales x e y. El sistema a resolver
I+z 1
] . z =1 —-1-z—-z 1+2z2 ]+
serd — 2 2 2 2
X—y=2 1 1+z
oz _z-1-z 1
YT 2 2
x=i+ﬂ
2
La ecuacion paramétrica de la recta r es, r:<y =é AeR, y el vector director de 1, v,, es:
z=4

v=(1,0,1)

b)rLx cuando v, Iin, ,siendo n_ el vector perpendicular al plano .
v,=(1,0,1)y n,=(1,0,m)

1 1
Para que estos vectores sean paralelos: 7 =— - m=1
m

Larecta r y el plano © son perpendiculares para m = 1

- -

c)r//m cuando v, L n,
Deberd cumplirse que (1,0,1).(1,0,m)=0; I +m=0; m=-1

Larecta r y el plano m son paralelos para m =- 1
d) Para m = — 1 hay que calcular d(r, & ).

Para m = — 1, el plano © es x—z = 0. Utilizamos la ecuacion paramétrica de r obtenida en el
apartado a).



ul.=03536 ul.

d(r,z)=d(P. ,z):{siendo R(é,é,oﬂz
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PROBLEMA B.2. En el espacio se dan los planos 7, ¢ y 7 de ecuaciones:
w2x-y+z=3; ox-y+z=2; u3x-y—-az=bh,

siendo a y b parametros reales, y larecta r interseccion de los planos 7 y o.

Obtener razonadamente:
a) Un punto, el vector director y las ecuaciones de la recta r. (3 puntos).
b) La ecuacion del plano que contiene a larecta r y pasa por el punto (2,1,3). (4 puntos).
c) Los valoresde a yde b paraque el plano 7 contenga alarecta r, interseccion de los

planos 7 y o. (3 puntos).

Solucion:
a) La recta r es la interseccion de los planos © y o, por lo que la ecuacion de la recta r serd:

{2x—y+z=3
r:

X—y+z=2
2 -1 ) . . . L
Como =—-2+1=—-1+#0, resolvemos el sistema anterior usando x e y como incégnitas principales,
: . J2x-y=3-z g
el sistema a resolver serd ) . Resolviéndolo por Cramer,
xX—y=2-z
3—-z -1
2—z =1 -3+z+2-z -1
x = = == ]
-1 -1 -1
2 3-z
1 2- - 2z- -
y= Z:4 27 3+z:] z:_]+z
-1 -1 -1
x=1
Por lo tanto, la ecuacion paramétricade r serd: < y=—I1+1 AeR
z=4

A partir de esta ecuacion conocemos: un punto de r R(] —1,0)

y su vector director v,(0,1,1)

P(1,-1,0)

r

ry
b) Buscamos el plano ¢ que contiene {v (0, 1, ])
0(2,1,3)

Luego el plano ¢ queda determinado por el punto Pr(] ,—1,0) ylos vectores vy PO
?Q=(2,1,3)—(],—],0)=(1,2,3)
La ecuacion del plano ¢ serd:

x=1 y+1 z
0 1 1]=0
1 2 3
(x—])‘] ]‘—(y+1)‘0 +z0 ]‘z
2 3 1 3 1 2

x-D3B-2)—-(y+D(=DH+z(-1)=0
(x—-D+(y+DH—-z=0



x—1+y+l-z=0
xX+y—-z=0
Luego, la ecuacion del plano buscado es ¢: x +y—-z7=10

c) Para que r C 7, cualquier punto de la recta r verificard la ecuacion del plano 1. Luego
VAeR, 3. 1-(-1+A)—aAd=b
3+1-A-ald=b
4—A—aA=b
Para A=0 — 4=0b
Para A=1 — 4—1—-a=b; 3—a=D>b, sustituyendo el valor de b obtenido antes, 3 —a = 4,
3—-4=a;, —1=a
Por lo tanto, el plano t contiene alarecta r para a=-1y b=4
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PROBLEMA 2. Se dalos planos m:x+y=1 yn: x—-y+z=1y el punto P(1,-1,0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Unas ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto P y es paralela a los

planos Ty ®'. (3 puntos)
b) La distancia de larectar a los planos Ty . (3 puntos)
c) Las ecuaciones de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta obtenida

como interseccion de los planos Ty ©'. (4 puntos)

Solucion:
a) ;Recta r?/ Per y resparalelaa m 'y x’

Tx+y=1 - n, (1,10); w:x-y+z=1 — n_.(-LI).
El vector director de la recta r debe ser un vector que sea paralelo a los dos planos.

- = — - n, n. - |
v=n,Xn, — vl E y E’.JJ[, - v/,
n, n, Lz V4
ik
v 110‘]0*']0+7511 i—j+k-(-1-1)=(1,-1-2)= (-11,2)
V= = - =1— AU = s Ly =(—1,4,
P S A SR R R

punto P(1,-1,0)

De la recta r conocemos: N
v.director, v, = (-1,1,2)

x=1-1
y=—I+4A AeR
7=24

Las ecuaciones paramétricas de r:

b)¢d(r,z) y d(r, 7)?
mx+y—-1=0, na:x-y+z-1=0y P(1,-1,0).
1+(-D—-1 1
Como r//m — d(r,m) =d(P,7) = |—:_
JP+P+0° 2
I-(-)+0-1
Como r//nt” — d(r,w)=dP,7) = \|/]2( ()])2 ]2| :%
+(=1)’ +

v drr)=-L.

1
Solucién: d\r,7)=—4=
olucion ( ) \/E 3

c)/Recta s? / Pes y s corta L recta t: { .
V4

Ecuacion de la recta t:
t'x+y=]
x—y+z=1

—1—1=-2+#0; la ecuacion de t la obtenemos resolviendo el

, en este sistema

) x+y=1
sistema.
xX—y= ] - Z



B x=1-12
I-z =1 —-1-1+z -2+z 1 2
] ] — I y—E €
N Sy =2
YT 2 -2 2
Simplifiquemos la ecuacion de t usando otro vector director.
=1-1
Hemos obtenido que vt(%,é,]jz(—],],Z). Porloque t:iy=A7 AeR
7=24

Un punto genérico de larecta t serd Q(1-A1, A4, 2A).

La recta s que buscamos debe cumplir que FQJ.\Z, es decir, ?Q-\ZzO.
P(1,-1,0), luego POQ=(I-A—1,A=(=1),24-0)=(=A, A+1,22)
PO-v =(c A A+1,24)- (- 112)= A+ A+1+4A=6A+1 — 6A+1=0 — A=
y Q(]_(_i}_i,z.—_lj:(z,—_{—_zj
6 6 6 6 6 06
punto P(1,—1,0)

v. director, v, = PQ| ——,—+1,2-—
‘ 6 6 6

De la recta s conocemos: —( -1 -1 —]j _(1 5 =2

x=1+A1
Las ecuaciones paramétricas de s: S y=—1+51 AeR.
z=-24
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x=1
PROBLEMA 5. Sea dan las rectas r:<y=2+4, AeR, s:x;]:%:i]z y el plano
=241 -

m3x+ay—z+1=0.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Si hay algun valor del parametro a para el cual la recta r estd contenida en el plano T.

(4 puntos)
b) La distancia entre las rectas r y s. (3 puntos)

c) El coseno del dngulo que forma la recta r ylarecta ¢ :{ (3 puntos)

Solucion:
a) ;Ja?/ rc m.
Sustituyendo x,y, z de r en T
3.1+a(2+A)-2A+1=0; en esta ecuacion la incégnita es A.
3+2a+ad-2A+1=0;
ad-2A=—-4-2a; (a-2)A=-4-2a
Esta ecuacion tendrd infinitas soluciones cuando:
a=2

a-2=0 a=2
{_ 4200 - {_ 2g=d - . iz __y (valores de a distintos) por lo que no hay solucion.

Por lo tanto, no hay valorde a /r c x.

b)d(r,s)?
punto  P.(1,2,0) <Qe¢am
A
)

De las rectas: r: <

v.director,v. =(0,1,2 v =(2-11)

Estudiemos la posicion relativa de las rectas r y s.

Debemos estudiar la matriz ampliada: A= (vr Vs Rﬂj - B

0o 2
] ]=—2¢0 — ran(A)=2

0o 2 2 — lasrectas r y s se cruzan.

En A,

En A, |1 -1 2|=2+8+4-4=1020 — ran(A)=3
2 1 2

Por lo que,

e -

v v. PP

r N r-s

d(r,s)= calculemos,

- o
VXV,




0o 2 1

v, v, PP|=| —1 2/=10 (calculado anteriormente)
2 1 1
i j ok
cxv=lo 1 20=f|T AT 4uxl M aT e T K (2 =37 44T -2k
\% VvV = =1 —_ =1 - —_ - (— o (— =31 — =
P SR N I A / g
2 -1 1
=(3,4,-2)
v xv| =137+ 4 +(=2)" =29
100 10
Luego dl\r,s =|—=—u.l.
g0 ds)=p5= T
. A 2x—-y=0
c) jcos a? siendo a=(r,t) y t: :
y—z=2

N
Necesitamos los vectores directores de ambas rectas. Sabemos que v, = 0.1,2)

1
x=5a’
y
2.x_ :0 2_x: ==
De t:{ y_2 a{ 2y— - 2 - ty=«a aeR
yoeE yTess z=-2+y =2+«

—

Luego, v, = G 1, 1) =(1,2,2)

(0.1,2)(1,2,2) _2+4 6 2

Ve +2 P +22+22 549 35 5

Y cosa=

Solucién, €O0S &= \/— :
5
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Problema 2.1. Dado el plano 7 :2x +y +3z— 1 =0y el punto Q = (2,1,3), se pide calcular :

a) La distancia del punto Q al plano 7. (1,1 puntos).

b) El drea del tridgngulo A cuyos vértices Py, P, y P3 son los puntos de interseccién del plano 7 con los ejes coordenados.
(1,1 puntos).

c¢) El volumen del tetraedro de vértices Py, P,, P3y Q. (1,1 puntos).

Solucion:
a)
2.2+1+33-1 [4+1+9-1 |13 13

d0, )= = = ul.
©.7) J2+12+3 A4+149 14 14

b) Calculemos los puntos de corte del plano 7 con los ejes de coordenadas,

y=0
z=0
200X 2x+y+3z-1=0
y=0 2x+0-3.0-1=0
(0).4 :{ 0 Debemos resolver el sistema: )y _ 1=
T:2x+y+3z—-1=0 2x=1 — xzé
i
2
x=0
roY =0
0 2x+y+3z-1=0
X =
OY:{ 0 Debemos resolver el sistema: 2.0+ y—-3.0—-1=0
Z:
y—=1=0
T:2x+y+3z—-1=0
y=1
P,(0,1,0)
x=0
y=0
2007 2x+y+3z-1=0
x=0 2.0+0-3z-1=0
0oz :{ 0 Debemos resolver el sistema: 37, —1=)
y:
T:2x+y+3z-1=0 3z=1 - Z:%

fond)
3

Llamando A al drea tridngulo A cuyos vértices son P}, Py y P;



A=—|RPXRP,

- - z B B
PR I el I e IO TSN R
R ‘031—_11 -1 '3 e T2 (376 2
-1 1 2 3 |2
0 -
2 3
N N 2 N\ 2
v |pPxPR|= @ +(—1j +(lj :\/l+i+l:\/4+”9: 14 _J14
3 6 2 9 36 4 36 36 6
Finalmente,
1414 14
A=———=—u.a.
2 6 12
c)
1 l 0 0
2
{1t 0o 1 0of_ . a
V(P,P,P,0)= g 1= (desarrollando el determinante por la 3° columna)
1 0 0 —
3
1 2 1 3
l 0 0 1 l 0
2 2
:i 10 o l_]] 0 1 :i_]__] _(1_2_3 :ii_i+g+§:iﬂ_£
6 3 3 6 6 6 3 2 66 6 3 2| 6| 6
2 1 3 !l 2 3

=—uv.
36
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Problema 2.2. Dados los planos T,y 7, de ecuaciones

T x+2y+z+3=0;, x,:2x+y—z—6=0, sepide:

a) Calcular el dngulo & que forman los planos 7, y 7,. (1,1 puntos).

b) Calcular la ecuacién paramétrica de la recta r, interseccion de los planos T,y 7T, (1,1 puntos).

c) Comprobar que el plano 7 de ecuacién x + y — I = 0 es el plano bisector de T,y T, es decir, 7 forma un

dngulo /2 con cada uno de de los planos T,y T, donde & es el angulo obtenido en el apartado a). (1,1 puntos).

Solucion:
a)
a=ang(z,,,)

e 2D @L-D| 2+2-1 B s I
Tlazn[[@l-D] e+ 12+’ Jovo 6 2 B
b)
Jx+2y+z=-3
r{éx+y—z=6
1 2

como 1=1—4:—3¢0
resolvemos el sistema usando x e y como incognitas principales.
x+2y=-3-2
{2x+y=6+z

-3-z 2
e 6+z 1:_3_Z_12_2Z=_15_3Z=5+Z

-3 -3 -3

I -3-z

2 6+z| 64z+6+2z 12+3z
- R

x=5+1
Solucion r:iy=—4-1 Ae R
z=4
c)

Sea b el dngulo que forman los planos 7 Y 71-

0s = | (1,21 (1LL,0) | _ 1+2] _ 3] _ 3
2D [[MLL0) | VP +22+ 1212 +12 402 V62 243

3 T
— = =—rvrds
2 P 6

Sea O el dngulo que forman los planos % Y 72+

cos & = @1 DaLO)| = [2+1 = B SN E R B
| QL-D][ALO [ 224+ +17 40 V6V2 243 2
T
Luego B=5 T _ E _a  como queriamos comprobar.
6 2 2
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Problema 2.1. Dados los planos mi: x+y+z=3 y @ x+y—az=0,sepide calcular razonadamente:

a) El valor de a para que los planos =@ y @, sean perpendiculares y, para este valor de a, obtener las ecuaciones
paramétricas de la recta interseccion de estos dos planos. (1,5 puntos).

b) El valor de a para que los planos m; y m, sean paralelos y, para este valor de a, obtener la distancia entre los dos

planos m; y m, . (1,8 puntos).

Solucion:
a) Valorde a / m J—nz

- - -
Sea n, unvector ortogonal al plano =, entonces T Lm, s n, 1 n,,

n;;,-] = (1,1’1) Yy n;z'z = (lala_a)
Para que n: 1 n: debe ser n: -n_) =0

(L, 1,1)(1,1,—a)=0

I+1-a=0
2—a=0
a=2

Para a = 2, ecuaciones paramétricas de 7, (T,

» ) x+y+z=3
La ecuacion de la recta r serd: r:
x+y—-2z=0
Para obtener la ecuacion paramétrica de la recta basta con resolver el sistema de ecuaciones que define a la recta.
1

=2-1=-3

En el sistema anterior podemos calcular el siguiente menor de orden 2 no nulo

por lo que podemos tomar como incognitas principales: y, z. El sistema a resolver serd:

y+z=3-x
y=2z7=—x
Resolviéndolo por Cramer,
3—x 1
-x =2l —6+2x+x —-6+3x
x= = = =2—x
-3 -3 -3
1 3-x
y_l - X _—x—3+x_l
-3 -3
x=A
Por lo que las ecuaciones paramétricas de r serdn: y=2-1 AeR
z=1

b) Valorde o / my y m, sean paralelos.

- -
T, y T, sonparalelos si n, ll'n,
1 2

Deberd ser:

1 1 1
—=—=— = a=-1
1 1 ~«a

Para a=-1 calcular d(z, ,7,)

Para este valorde o, my:x+y+z=3 y m:x+y+z=0

Comom; // my,d(my, ) =d( Py, m) siendo P;un punto de m;, por ejemplo, parax = 0 e y = 0, sustituyendo en
la ecuacionde m, 0 + 0+ z=3 —z =3, porloque P;(0,0,3)

)= 0+0+3 3 :¥:\/§

eerer A3

(R, 7
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Problema 2.2. Dados el punto O =(0,0,0) yel plano @ x +y + z = 6, se pide calcular razonadamente:
a) La ecuacién de larecta r que pasa por O y es perpendicular al plano =. (1,1 puntos).

b) Las coordenadas del punto simétrico de O respecto del plano =. (1,1 puntos).

c¢) La ecuacioén del plano que contiene al eje X y alarecta r. (1,1 puntos).

Solucion:
a) Recta r / r pasaporQO vy rix
Como la recta r debe ser perpendicular al plano m, el vector ortogonal al plano 7 serd vector director de la rectar.

Por lo que de la recta r conocemos: Punto O (0,0,0)y ; =(1,1,1)

Ecuaciones de la recta r

x=0+A4 x=A
Paramétrica: r:<y=0+4 AeR = riiy=4 Ae®R
z=0+A1 z2=A
: x=0 y-0 z-0
Continua: - = = = x=vy=
1 1 1 Y=L

b) Simétrico de O respecto de =, O°
Debemos calcular,
1) Recta que pasa por el punto O 'y es perpendicular a =, es la recta obtenida en el apartado anterior. Usaremos
su ecuacion paramétrica,

x=A
r.sy=4 Ae®R
=1

2) Punto de corteentre r y w M
A partir de la ecuacion paramétrica de la recta r, sustituimos los valores de x, y, z de la recta en la ecuacion
del plano: A + A+ 1=6, 31=6, 1=2
Sustituyendo este valor de A en la recta, obtenemos el punto M ( 2, 2, 2 )

3) Obtenemos O considerando que M es el punto medio del segmento OO, es decir que

0+0

M = 2M =0+0" — O0=2M -0=2(2,2,2)-(0,0,0) =(4,4,4)

El simétrico del punto O respecto del plano wes (4, 4 ,4 )

c) Plano que contiene aleje X y a r, v
Un vector director del eje X es ( 1, 0, 0). Un vector director de la rectar es (1, 1, 1 ). Estos dos vectores no son
paralelos (sus coordenadas no son proporcionales) por lo que son vectores directores del plano .
Como punto del plano w podemos tomar cualquiera del eje X o de la recta r, por ejemplo consideramos el ( 0, 0, 0 )
del eje X.
La ecuacion del plano v serd,
x=0 y-0 z-0
1 0 0 |=0
1 1 1

X
1

Yy <z
0 0=0 - z-y=0 — y-z=0
I 1 1

Luego el plano y tiene por ecuacion y—z =10
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Problema 2.1. Dados los puntos P=(3,-1,4) y O =(1,0,- 1), y el plano © de ecuacion m:
x—2y+2z+5=0,se pide calcular razonadamente:

a) La ecuacion de la recta r que pasa por el punto P y es perpendicular al plano m. (7,4
puntos).

b) La ecuacion de los planos que pasan por el punto P y son perpendiculares al plano m. (/
punto).

c) La ecuacion del plano ©' que pasa por los puntos Py Q y es perpendicular al plano «. (0,9
puntos).

Solucion:
a) Recta r: pasa por Py es Lanx

- g d

El vector director de la recta, Vr, serd el vector ortogonal al plano m, "'z, y "z = (1’_2’2).
Por lo tanto, de la recta r conocemos,

{Punto P(3,~1,4)

vector director v, =(1,-2,2)
Las ecuaciones de la recta r serdn:
Ecuacion vectorial (x,y,2)=(3,-1,4)+ A(1,-2,2) AeR

x=3+4
Ecuacion paramétrica {y=-1-24 AeR
z=4+24

x-3 y+1 z-4
1 -2 2

Ecuacion continua

b) Los planos que pasan por P y son perpendiculares al plano m contienen la recta r del apartado anterior.

Por lo tanto las ecuaciones pedidas podemos obtenerlas a partir de la ecuacion de la recta r dada como
interseccion de dos planos.

De la ecuacion continua de r :

x—-3 y+l1
] =2 -2x+6=y+1 —2x—-y+6-1=0 -2x—y+5=0 2x+y+5=0
- - - -
x-3 z—4 2x-6=z—-4 2x-=z-6+4=0 2x=z-2=0 2x-z-2=0
1 2

El haz de planos que contienen a la recta v sera: A (2x+y—-5)+u(2x—-z—-2)=0 yestaesla
ecuacion de los planos pedidos.

¢) Ecuacion del plano ©' que pasa por los puntos Py Q y es perpendicular al plano .

N
Como 7'lx — n, esunvectordirector de &’

—

Como PyQen — PQ es otro vector director de 7’

n,=1,-22) y PO=(1,0,-1)-(3,-1,4)=(-2,1,-5)
Elegimos como punto del plano 7', por ejemplo, P( 3, — 1, 4 ). La ecuacion del plano ©' sera:



x=3 y+1 z-4

1 -2 2 |=0 Desarrollando por la primera fila,

-2 1 -5

(x—3)‘_2 2‘—(y+1)‘1 :
1 -5 -2 =5

(x=-3)10-2)—(y+D)(-5+4)+(z—-4)(1-4)=0

(x=3)8=(y+D(=D+(z-4(=3)=0

8x—=24+y+1-32z4+12=0

8x+y-3z-11=0
Luego, la ecuacion del plano ©': 8x +y—-3z—11 =10

+(z—4) =2
z — =
—2 1
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Problema 2.2. Sea = el plano de ecuacion n: 3 x + 2y + 4 z — 12 = 0, se pide calcular
razonadamente:
a) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a w que distan 5 unidades de n. (1,2 puntos).
b) Los tres puntos A, B y C, interseccion del plano m con cada uno de los tres ejes
coordenados. (0,6 puntos).
c) Los tres dngulos del tridngulo ABC. (1,5 puntos).

Solucion:
a) Ecuaciones de los planos paralelos a © que distan 5 unidades de .
Los planos paralelos a © tienen por ecuacion, t”: 3x+ 2y +4z+ D = 0.
Como estos dos planos son paralelos, la distancia entre ellos la calculamos de la siguiente forma:
d(z,n’)=d(P,,x’), siendo P, un punto cualquiera del plano 7.
P, podemos obtenerlo para x =y = 0, en la ecuacion del plano n, luego: 4 x — 12 =0 — z=3 —
— P,(0,0,3)
~ [30+20+43+D| [12+D| [12+D|

d(P,,7)= = =

. J3 422447 Jo+d+16 29

24D s ., 124D=5J29 — D=-12+5J29
2+ _ [ V2

V29 2+D__5 124D=-5y29 — D=-12-5J29
V29

y debe ser

Finalmente, las ecuaciones de los planos pedidos son:

T 3x+2y+4z-1245J29=0 A 7, :3x+2y+4z-12-5v29=0

b) Los tres puntos A, By C, interseccion del plano &t con cada uno de los tres ejes coordenados.
A, corte del plano © con eje X

3x+2y+4z-12=0

y=0 — 3x-12=0 — x=4 — A(4,0,0)
z=0

B, corte del plano © con eje Y
3x+2y+4z-12=0

x=0 — 2y-12=0 —» y=4 — B(0,6,0)
z=0

C, corte del plano & con eje Z
3x+2y+4z-12=0

x=0 — 4z-12=0 — z=3 — C(0,03)
y=0

c) Los tres dngulos del tridngulo ABC.



A

A= (A_)B , Aﬁcj
AB = (0.6.0)— (4.0.0) = (—4.6.0)

AC=(0,0,3)-(4,0,0) =(—4,0,3)

AB.AC
’ cos A = _ (~4.6.0).(-4.0.3) )
ABllAC] NP +62 40707 +0? + 3
© = |]6| 16 16
16+3616+9 /52425 5452
VI6+36316+9 52425 5752
A =636560°
é:(BHA,B_)cj

BA = (4,-6,0) (es el opuesto del AB calculado anteriormentej

BC = (0,0,3) — (0,6,0) = (0,~6,3)

(4,6,0).(0,-6,3) ~ 36| _ 16
J4 +(=6)* +02,J0 +(=6)2 +3°  V16+36436+9 52445
B =419088°
Finalmente, C =180°-A— B =74°4352°

cos B =—=
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