Matematicas 11 Julio 2013
OPCION A

PROBLEMA A.1. Comprobar razonadamente, escribiendo todos los pasos del

razonamiento utilizado que:
a) Si el producto de dos matrices cuadradas A y B es conmutativo, es decir que

A B = B A, entonces se deduce que A’B’ = (AB )2 . (2 puntos).

I 0 0
b) Que lamatriz A=|0 -4 10| satisface larelacién A~ 3 A +21= 0, siendo I y O,
0o -3 7

respectivamente, las matrices de orden 3x3 unidad y nula, (4 puntos), y que una matriz A

talque A’—3A+21=0 tiene matriz inversa. (2 puntos).

c) Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, los
valores a y S tales que A’ = a A + S 1, sabiendo que la matriz A verifica la igualdad

A*—3A+2I=0. (2 puntos).

Solucion:
a) Debemos comprobar que, si AB=BA — A’B*=(AB)
A’B°=AABB-= ( como el producto de matrices es asociativo )
=A(AB)B=(como AB=BA)
=A (BA)B =(como el producto de matrices es asociativo )
=(AB)(AB)=(A B)Z ( como queriamos comprobar )

b) Calculemos,
1 0 0)\(I 0 0 1 0 0 1 0 0
A*=|0 -4 10||0 -4 10 0 (—4)(—4)+10(-3) (—-4)I0+10.7 |=|0 —-14 30
o -3 7 )0 =3 7 0 H(H+7(=3) (3HI0+7.7 0o -9 19

1 0 0 1 0 0 1 0 0
A*=3A+21=|0 —14 30|-3|0 -4 10|+2|0 1 0|=
0 -9 19 0 -3 7 0 0 1
1 0 0 -3 0 0 2 0 0 0 0 0
=10 —-14 30|+| 0 12 =-30|+{0 2 0|=|0 0 O
0o -9 19 0o 9 =21 0 0 2 0 0 0

Por lo tanto hemos comprobado que A>-3A+21=0
b

Si A es una matriz que cumple A’-3A+2I=0 — FA"
Para comprobar que la matriz A tiene inversa debemos obtener una expresion del tipo A (matriz) = 1
Partimos de: A*—3A+21=0, luego,

A*-3A=0-21

A*—3A=-2 L, por la propiedad distributiva del producto respecto de la diferencia de matrices,

A(A-31)=-21I multiplicando ambos miembros por _7]

-1
AA-31)—=1
(a-31)7

Hemos obtenido que A [(A -31 )_7]} =1, por lo tanto la matriz inversa de A es [(A —31) _7]}



c) Como A’-3A+2I=0
Multiplicando ambos miembros de la igualdad por la matriz A por la derecha,
A’A-3AA+21A=0A, operando
A’ —3A%+2A =0, despejando A’
AT =34 -2A4,
Como A>~3A+21=0, A2=3A—21, por lo tanto
A'=3(3A-21)-2A=9A-61-2A=7A-61

Hemos obtenido: A>=7A—-61, por lo tanto los valores de o y f buscados serain a=7 'y B=-6.



Matematicas 11 Julio 2014
OPCION A

PROBLEMA A.1. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

2 =2 1
a) El valor del determinante de lamatriz S=| / [ 1| ,(2 puntos)y la matriz s’
-1 3 5

que es la matriz inversa de la matriz S. (2 puntos). Indicar la relacion entre que el valor del
determinante de una matriz S sea o no nulo y la propiedad de que esta matriz admita matriz
inversa S . (1 punto).

b) El determinante de la matriz (4(T2 ))" , sabiendo que T es una matriz cuadrada de 3 filas y
que 20 es el valor del determinante de dicha matriz 7. (3 puntos).

a a -1 -3 a a+l -3
c) Lasoluciéon a delaecuaciéon |a+1 2 a*+4|=|a*-1 2  4a|. (2 puntos).
-3 4a 1 -3 a’+4 1
Solucion:
a) Calculamos IS/ por la regla de Sarrus,
2 =2 1
IS|=| 1 1 1=10+3+2+1-6+10=20

-1 3 5

Como |S|#0 — 3§’

Calculamos S por el método de los adjuntos,

1 1 1 1 1 1
3 5‘ -1 5 -1 0‘
2 =21 -2 I |2 1|2 =2 2 6 4 2 -6 4
S={ 1 I 1| menores 3 5‘ -1 5 -1 3‘ =|—13 11 4| adjuntos |13 11 -4
-1 3 5 -3 1 4 -3 -1 4
-2 1 2 1 2 =2
1 ]‘ 1 ]‘ 1 ]‘
2 13 -3
traspuesta | —6 11 -1
4 -4 4

Finalmente,

213 =3 (213 -3 %5 ]%0 _%0 Yo / 50
s = H =6 1 —l\=o =6 11 =1\=|=%, 1y Vo=l 7T e
4 4 -4 Yo Y0 %0 N 7



1 13 —
Vg oo "o
I i 11 -1

Por tanto: S = %0 AO AO

1 -1 1

Vsl U
La relacion pedida es: Si S es una matriz cuadrada cuyo determinante es no nulo, entonces admite matriz
inversa.

(lr?))”

De las propiedades de los determinantes sabemos que |M N | = |M | |N |, que si M es nxn |a M | =a"

b) Sabemos que T es una matriz 3x3 'y que |T| =20, hay que calcular

M | y
1
que ‘M _1‘ =——. Apliquemos estas propiedades para calcular el determinante pedido,

]
[

R T
4(r2)| |47 7| |41|[T| #|T||T| 4.20.20 " 25600

¢) La ecuacion matricial planteada da lugar a 9 ecuaciones. Ahora bien, no es necesario escribir las
ecuaciones que son identidades, por ejemplo, a = a, —3 = -3, etc.
Por lo tanto, el sistema a resolver serd:

a—-Il=a+l Como quiera que la primera

a+l=d>—1 ecuacion es la segunda y lo A—Il=a+1
, mismo ocurre con la tercera y { ,

a’+4=4a cuarta, el sistema queda a’+4=4a

da=a’+4 reducido a:

Como es un sistema de dos ecuaciones con una sola incognita, resolvemos cada una de las ecuaciones y las
soluciones del sistema serdn aquellas que cumplan ambas ecuaciones.

ad-l=a+1 > d*-1-a-1=0 —> d*-a-2=0 —

1+ 4

3
a_—(—])i\/(—])2—4.].(—2) C1x1+8 _ 1£49 143
2.1 2 2 2 1-3 -2

a,=——=—

2 2

Il
|
~

a’+4=4a — a’—4a+4=0 —

LTI 414 _4x16-16 440 _4£0 _4 _,

2.1 2 2 2 2

La solucion que cumple ambas ecuaciones es a = 2, esta es la solucion del sistema.

Solucion: La solucion de la ecuacion matricial planteada es a = 2.
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OPCION B
x 1 -1 x 1 -1
PROBLEMA B.1. Se dan las matrices A=|y 2 3|y B=|1 2 3
z 1 0 0 1 0

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de x para los que la matriz B tiene inversa. (3 puntos)

2x 5 -1
b) El valor del determinante de las matrices A> y |2y 70 3 |, sabiendo que el valor
2z 5 0
del determinante de la matriz A es 8. (4 puntos)
0 0 4
c) Losvaloresde x, y, z paraloscuales A°=| 3 7 6| (3 puntos)
-1 3 2
Solucion:
a) ;x?/ 3B,
Para que exista B! debe ser |Bl #0.
x I -1
Bj=|1 2 3|=-1-3x
0 1 0
—1-3x=0; -3x=1 x:i:__]
-3 3

-1
Por lo tanto, para x # 3 B’

b) ;1A°| si 1Al = 8?
De las propiedades de los determinantes sabemos que |M N | = |M | |N | luego

A=A A A=A |A||A|=|4] =8’ =512

Solucion, si |1Al =8 entonces 1A%l =512

2x 5 -1 x 5 -1
2y 10 3 ={sacand0 el factor 2 de C1}=2 y 10 3 ={sacand0 el factor 5 de C2}=
2z 5 0 z 5 0

x 1 -1 x I -1

=2.5ly 2 3|==1I0ly 2 3|=10]|A=10.8=80
z 1 0 z 1 0



2x 5 -1
Solucion, si 1Al=8 entonces 2y 10 3|=80
2z 5 0

0 0 4
c)ix,v,z?/ A°=| 3 7 6.
-1 3 2
Calculemos A2,
x I —=1\(x 1 -1 X 4+y-z x+2-1 —x+3 X 4+y—z x+1 —x+3
A=y 2 3 |ly 2 3 |=|xy+2y+3z7 y+4+3 —y+6|=|xy+2y+3z y+7 —y+6
z I 0)\z I 0 x+y Z+2 -z+3 x+y z+2 —z+3
X’+y-z  x+1 —-x+3 0 0 4
La ecuacion matricial a resolver es: | xy+2y+3z y+7 —-y+6|=| 3 7 6
Xty z+2 —z+3 -1 3 2
Por tanto, el sistema a resolver serd:
X +y—-z=0 X’ +y—-z=0
x+1=0 x=-1
—x+3=4 x=-1
xy+2y+3z=3 xy+2y+3z=3
y+7=7 Efectuando operaciones: y=0
-y+6=6 y=0
x+y=-1 x+y=-I
z+2=3 z=1
~z+3=2 =1

Comprobemos que los valores de x,y, 7 obtenidos cumplen las tres ecuaciones que quedan,
¢ X+ y—2z=07?
(—=1)P+0-1=1-1=0, se cumple.

(XY+2y+3 72=37?
(=1).0+2.0+3.1=23, secumple.

lZx+y=-17?
1.(-1)+0=-1,secumple.

Solucion: x=-1, y=0, z=1
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1 1 -1 0o 1 -1 1 0 0
PROBLEMA B.1. Se dan las matrices A=|/ 2 [ |, B=|2 1 2 |elI=|0 1 0
0o 1 1 1 0 -1 0 0 1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Eldeterminante de las matrices A - (2( B)2) ( 1,5 puntos) y A- (2 (B )2 ) (3 A)_] (] D puntos)

b) Las matrices A~ (2 puntos) y ((B -A)” -BTI (2 puntos)

c¢) La solucién de la ecuacion matricial A. X+ B. X =31 (3 puntos)
Solucion:
En la resolucion del problema utilizaremos las siguientes propiedades de los determinantes:
|A.B|=|l|B. |a"|=|a]". |47 :|—i|, In Al ={por ser A 3x3}=n’|A|
a) Calculemos, en primer lugar, |A| y |B|
1 1 -1 1 1 -1 ;> 0 1 -1
A=1 2 1|={F,-F}=|0 1 2 :1‘ ‘=1—2=—1; Bj=|2 1 2|=2+1+2=5

1 1

0 1 1 0 1 1 1 0 -1

‘A'(z(B)Zl =|Al[2(BY| =|4|]2 B =|4| 2°|B’| =| 4] - 8-|B]" =—1-8- 5" =200

‘A-(Z(B)Z)- (34)" =‘A-(2(B)2) |(34)"|=-200-| 3A)" =200 =—200. L -
34 3'Al
2200 1 :200
27(=1) 27
b) Para que exista A" debe ser 1Al #0, como hemos calculado en el apartado anterior 1Al=— 1 #0.
Calculemos A
‘2 1‘ ‘1 1‘ 1 2
1 1 -1 L 01 01 1 1 1 _ 1 -1 1
menores ] =1 ] =1 1] 1 adjuntos traspuesta
A=|1 2 1| —> =2 1 1 - |-2 1 -1 -
0 1 1 S N O B 3 2 1 3 2 1
1 =1 |1 -1 |11 -
2 1| |1 1| |I 2
1 -2 3 ]]—23]]—23—]2—3
-1 1 =2 - A_I:W -1 1 -2|\=—|-1 1 =2\|=|1 -1 2
1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 -1
-1 2 =3



Para el obtener la siguiente matriz aplicamos la siguiente propiedad (A - B)_] =B"-A"

(B-a)y"-B] =B7(B-A)") =B (B-A)=B" -B-A=1 A=A

¢);X?/A.X+B.X=31.
A.X+B.X=31

(A+B)X=231siexiste (A+B )'] entonces multiplicando por la derecha por ella,
(A+B) (A+B)X=(A+B)" 31

I X=(A+B)" 31
X=(A+B)' 31

Comprobemos que existe (A + B )'1

11 -1y (0 1
A+B=|1 2 1 |+|2 1

01 1)1 0

12 -2
|A+B|=|3 3

11 0

Calculemos (A + B )'1,

—1

2 |=

—1

3 3
' ]
2 =2
1 0
2 =2
3 3
-3
3
0
12
—9|=
-3

1 2 =2
A+B=|3 3 3 —
1 1 0
-3 3 0
traspuesta
-2 2 1 -
12 -9 -3
-3 -2 12
=—| 3 2 =9
0 1 -3
Finalmente,
-3 =2
X=3(A+B)_]:3§ 3 2
0 1
-3 -2 12
Solucion: X =| 3 2 -9
0 1 -3

1
3
1

2
3
1

-2

3
0

3 3
4 I
-2 i
0| |1
-2 |1
3013
12
-9
-3
-2 12
2 -9
1 -3

3|=—6+6+6-3=320 = 3(A+B)”’

3
I 3 _3 ¢
2
2 2 -1
Mln o 23
! _
3
L
— (A+B)"' =
\A+B\

adjuntos

%

-3

0

-2
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PROBLEMA A.1.Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 3 talesque A>=—-A—1y
1 0 0
2B =B,siendo I=|0 I 0| lamatriz identidad.

0 0 1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La justificacion de que la matriz A es invertible (2 puntos) y el cdlculo de la matriz
A’ en funcién de A y de I (2 puntos).
b) Los valores posibles del determinante de B. (3 puntos)
¢) El valor del determinante de la matriz BZ, sabiendo que la matriz B tiene inversa
(2 puntos).

Solucion:

a) /A esinvertible?
A’ =—A—1 (despejandol)— I=—-A*—A (sacando factor cominA)— I=A(-A—-1)
Por tanto, existe A” y Al=—A-1

Cdlculo de A,
A=A A=(-A-1)A=-A"-A =1 (segtin lo obtenido anteriormente)
Por tanto, A® =1

En la resolucion de los siguientes apartados utilizaremos las siguientes propiedades de los determinantes:
|A.B|=|A||B, |A"|=|A]", |0 Al={porser A3x3}=n"|A
b) ;/B/?
Como B=2B — /B/=/2B/= (como B es 3x3) = 2/ B/ =8/Bf
Luego, /B/=8/B° — /B/-8/BF=0 — /B/(1-8/B/*)=0 —
1B[=0

2

1-8lBt =0 > 1=8l5f - Lol o |B|=i\/z=iﬁ
8 8 2

2
2

Por tanto, los posibles valores del determinante de B son: 5 0

c) g/BZ/ ? Sabiendo que existe B
Como B=2B Yy como existe B’
Multiplicando por la derecha por B
BB'=2B B’

BB'=2B BB’

1=2B1
=28
1|=|2 B

1

, como I es la matriz identidad y B es 3x3

=8| - \Bz\zé

2
Por tanto, ‘B ‘: 3
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0 0 -1 1 0 0
PROBLEMA B.1. Se consideran las matrices A={0 I 0 | e I=|0 1 0].
1 0 0 0 0 1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La justificacién de que A tiene matriz inversa y el cdlculo de dicha inversa A”.
(2 + 2 puntos)
b) La justificacién de que A* = I. (2 puntos)
¢) El calculo de las matrices A7, A y A" (4 puntos)

Solucion:
0 0 -1
A=l0 1 0|=120 — 3JA”
1 0 0
Calculemos A
‘1 0‘ ‘0 0‘ 0 1
0 0 -1 0 0 10 10 0 0 -1 0 0 -1
menores 0 -1 0 -1 0 0 adjuntos traspuesta
A=(0 1 0 - =10 I 0 - 0 1 0 -
1 0 O 00 I0 10 1 0 0 1 0 0
o -1 0 -1 10 O
1 0 o 0| 0 1
0 0 1 ; 0 0 1 ; 0 0 1 0 0 1
010—>A_1=H0]0=7010=0]0
-1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
0 0 1
Luego, A~ = 0 1 0
-1 0 0
b)sA'=17?
0 0 I1\([0 0 1 -1 0 O
Calculemos A, A*=| 0 1 O0l|l 0 1 Ol=|0 1 0O
-1 0 0)\-1 0 O 0o 0 -1
-1 0 O -1 0 O 1 0 O
Y finalmente, A=) 0 1 0 0O I 0 |(={0 1 0|=1I
-1 0 0 1

Por tanto, hemos comprobado que A*=1I.



0 0 -1
A =A"A'=TA=A"=AA"=|0 1 0
1 0 0
-1 0 0
A=A A= A =A=| 0 1 0
0 0 -1
A100:(A4)252125:I
-1 0 0

Por tanto, A7 =A'1, A =A%=|10 1 o0
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PROBLEMA B.1. Resolver los siguientes apartados, escribiendo todos los pasos del

razonamiento utilizado:
a) Dadas A y B, matrices cuadradas del mismo orden tales que A B=A y B A =B,

deducirque A°=A y B°=B. (4 puntos)

1
b) Dada la matriz A= { 0}, se pide encontrar los pardmetros a, b para que la matriz

0
B= B b} cumplaque B°=B pero AB#A y BA #B (2 puntos)
x 1 0
c) Sabiendoque |y 2 1|=3, Obtenerrazonadamente el valor de los determinantes
z 3 2
2x 1 0 x+1 1 0
2y 2 1 y |y+3 2 1 (4 puntos)
2z 3 2 z+5 3 2
Solucion:

a) A y B, matrices cuadradas del mismo orden tales que AB=A y BA =B, gAz =A? vy gBZ =B?
Consideramos AB=A (1) y BA=B (2)
A’=AA= {por (1)} = (A B)A = {propiedad asociativa} =A (BA ) = {por(2)} =AB = {por (1)} =A
Por tanto, A’=A

B =BB== {por (2)} = (B A ) B = {propiedad asociativa} = B(A B ) = {por (1)} = BA = {por (2)} =B
Por tanto, B’=B

10 a 0 )
b) A=0 ol La,be R/ B= i cumpla B°=B,AB#A y BA#B?

, |a Olla 0 a’ 0
B: =
1 bl|1 b| |a+b b

, 0 a=a
sig=8 » | “ 21?0 5 lpep
a+b b 1 b
a+b=1
5 p a=0
a=a —> a-a=0 — a(a-1H=0 —
a—-1=0 — a=1
5 5 b=0
b°=b —> b°"-b=0 —> bb-H=0 -
b—1=0 — b=1
a=0 y b=1
Como, ademds, a+b=1— (o (m)

a=1 y b=0



Como A B #A,
1 0lla 0] [a 0] [1I

AB = = * - a#l
0 0__] b 0 0 0

Como BA #B,

a 011 0] [a 0] [a
BA = = Z — b#0
1 bjlo o] [1 0] |1 b

S S

S

De las dos soluciones obtenidas en (m), la que cumple que a #1 y b#0 es a=0 y b=1.

Solucion: los valores de los pardametros buscados son a=0 y b=1.

x 1 0
c) |y 2 I|=3,
z 3 2
Calculemos:
2x 10 El factor 2 que se repite en x 10
2y 2 I|= lal®columna sale fueradel =2|y 2 1/=2-3=6
2z 3 2 determinante ;3 2
Como la I* columna 1) |1 ] ¢ 1 1 0| Enelitimo

x+1 1 0| es suma de dos, el determinante
determinante se=|y 2 I|+|3 2 [|=3+|3 2 1 “C=C,+C;, =3+0=3

Yy +3 2 = calcula como suma
z+5 3 2 de dos determi- |% 32 p 32 5 3 21 olr lanto es
nantes niuo
2x 1 0 x+1 1 0
Por tanto, |2y 2 1I|=6 y y+3 2 I|=3
2z 3 2 z+5 3 2
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-1 6 y
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de « para los que la ecuacion matricial A X = o X solo admite una
(4 puntos)

PROBLEMA B.1. Se dan las matrices A =( ! 4) v X = (xj

solucién.
b) Todas las soluciones de la ecuacién matricial A X =5 X. (3 puntos)

c¢) Comprobar que X = (J es una solucion de la ecuacion matricial A X =2 X vy, sin

4

]j_ (2 puntos)

4
calcular la matriz A", obtener el valor de S tal que A’ OO(J =0 (

Solucion:

a) ;ja?/A X =aX solo tiene una solucion.
1 4)\(x X x+4y=ax (I-a)x+4y=0
=a — —
-1 6)\y y -x+6y=ay -x+6-a)y=0

Es un sistema homogéneo, tendrd solucion inica (la trivial x =y = 0) cuando /A / #0

- 4 , ,
A= =(I-a)(6-a)+4=6-a—6a+a’ +4=0"-7a+10
-1 6—¢
a—7+3—5
(=D F (=7 —4g.7. + ==
& -7a+10=0 — a= ()27 =41 10_7%3_ 2
21 2 7-3
Q’ZZ—ZZ
2

Por tanto, la ecuacion matricial A X = aX solo admite una solucion cuando o€ K ~ {2, 5).

b) Solucionesde AX=5X
Segiin lo resuelto anteriormente, el sistema que queda es:

(I=5)x+4y=0 —4x+4y=0
%
-x+(6-5y=0

Como las dos ecuaciones son iguales, la soluciones —-x+y=0; y=x

-x+y=0

simplificando la primera ecuacion por 4,
—x+y=0 —-x+y=0

x=A
Por tanto, la solucion es { AeR.

y=4
) (A ! 2 ! ?
c) { = ?
)l
Comprobemos:

(0 (k) (M0
(o]



4 4
Sabemos que A =2
1 1
, (4 4 4 4 4 , (4
Calculemos A =AA =A2 =2A =2-2 =2
1 1 1 1 1 1

1 1
Demostremos, por induccion, que A" (4} =2" (4}

De los cdlculos anteriores hemos comprobado que se cumple para n =1 y n =2, supongamos que se
cumple para n 'y comprobemos que se cumple para n +1

R e R AR

1 1
Por tanto, paran = 100, A" (4} = (4} ; en consecuencia f= 2100,
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1 2
-1 0 2
PROBLEMA 4. Se dan las matrices A=| b 0|yB =( 7 b ]j , que dependen del
~1 2 - -

del parametro real b.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores de b para que cada una de las matrices AB y BA tenga inversa. (3 puntos)
b) Los valores de b para que la matriz A’A tenga inversa, siendo A’ la matriz traspuesta
de A. (3 puntos)
¢) Lainversade A’A , cuando dicha inversa exista. (4 puntos)

Solucion:
a) ;b?/ 3 (AB)" y (BA)!
Calculemos AB,
] 2 -3 2b 0
-1 0 2
—-1 b -1
-] 2 -1 2b -4
3(AB)" si |AB|#0
-3 20 0
AB|=|-b 0 2b|=—4b’+12'—86"=0 — no3(AB)’
-1 2b —4
Calculemos BA,
1 2
-1 0 2 -3 2
BA = b 0= ,
—1 b -1 b -4
-1 2

3(BA)" si |BAl#0

2
|BA| = =12-2b°
—4

bZ
12-207=0; 12=2b"; b*=6; b=+J6 — 3I(BA)' si bz+J6

Finalmente, independientemente del valor de b la matriz AB no tiene inversa y la matriz BA tiene
inversa cuando b+ /6.

b) ;b?/ 3 (AT A)!
Calculemos A” A,
1 2 ;
ATA:(I b —zj - :(b +2 OJ
20 2) 0o 8
3(a7A)" i [ATazo0. ‘ATA‘:‘b2+2 g=8(b2+2)

8> +2)=0; b>+2=0; B’ =-2; b=%J-2no3
Por lo que, la inversa de A" A existe para cualquier valor real del pardmetro b.



c) Cdlculo de (A" A)".
Sabemos de b) que ‘ATA‘ = 8([92 + 2)

r b2 + 2 () ) menores 8 0 adjuntos (8 0 traspuesta (8 0
A A= - 5 — 5 - 5
0o 8 0 b +2 0 b +2 0 b +2

8 0 ;
w1 (8 0 |sP+2) 8b+2) | |paa ©
viaa) _Sib2+2i(0 b2+2j_ 0 v'+2 ||, 1
s*+2) sp*+2) 8

1

Por tanto, ¥V be R, (ATA)_I _| b*+2
0

Co | ~
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1 2 3 1
Problema 4. Se dan las matrices A=| — | a 1|y B=|-1 (1 2 3). Obtened:
1 a*-2 3 2

a) Elrango de la matriz A segun los valores del pardmetro a. (3 puntos)
b) Una matriz C tal que A C = 16 [, siendo [ la matriz identidad, cuando a = 0.

(4 puntos)
X 1
¢) Elrango de la matriz B y la discusion de siel sistema B| y |=|—1| tiene solucion.
Z 2
(3 puntos)
Solucion:
a) ;jran(A) en funcion de a?
Estudiemos A/,
1 2 3 1 2 0
|A| =|-1 a 1|=C,-3xC,=|-1 a 4| =desarrollando por la 3 columna =
1 a*-2 3 1 a*-2 0
1 2
=— =—dla*-2-2)=-4\a’ -4
et 2=

—4la®=4)=0, > -4=0, &’ =4; a=tJ4=+2

Por tanto,
Sia#-2y2 — [A/#0 — ran(A)=3

Sia=-2,
1 2 3 sabemos que ‘A‘ =0
A=|-1 -2 1 3
como =2+6=8#0 — ran(A)=2
1 2 3 — 1
Sia=2,
1 2 3 sabemos que ‘A‘ =0
A=|—-1 2 1 2 3
como =2-6=-4#0 — ran(A)=2
1 2 3 1
Finalmente,

Sia#z-2y2 ran(A)=3
Sia=-2 o a=2, ran(A) =2

b);C?/AC=161 para a = 0.
Como a=0 (a#-2y2) ran(A)=3 y existe A”.
Sabemos que |A| =—4 (az —4) - |A|a:0 = [—4 (a2 —4)]”:0 =—4 (02 —4):]6

Calculemos A'I,



‘0 1‘ ‘—1 1‘ ‘—1 0‘
1 2 3 23D Sl =2 ey 2 4 2 2 =12 2
menores 2 3 ] 3 I 2 adjuntos traspuesta
A=|-1 0 — =|-12 0 4| > |12 0 -4| —> |4 0 -4
1 -2 3 Lo d -2 2 -4 2 2 4 2 2 4 2
- 2 3 |1 3 |1 2 B
o 1 |-1 I |-1 0
2 =12 2
Finalmente, A’ :i 4 0 -4
16
2 4 2
Obtengamos la matriz C.
A C = 16 I, multiplicando por la izquierda por A”,
ATAC=A"16I; I1C=16A"T C=16A"
2 —12 2) (2 -12 2 2 -2 2
Luego C=16-214 0 —4|=|4 0o -4| Solucion: C=|4 0 —4
16
2 4 2 2 4 2 2 4 2
c) Rango de B
1 1 2 3
B=|-1{(1 2 3)=|-1 -2 -3
2 2 4 6
En estamatriz F>=—F; y F;=2.F) tiene una sola fila linealmente independiente, luego ran(B) = 1.
X 1
(Elsistema B| y |=|—] | tiene solucion?
Z 2
1 2 3| 1
|
La matriz ampliada de este sistema es: M =|—1 -2 =3 -1
|
2 4 6! 2
En esta matriz también se cumple que F, = — F; 'y F3; = 2 . F), tiene una sola fila linealmente

independiente, luego ran(M) = ran(M°) = 1 < n° de incognitas. Por tanto el sistema es compatible
indeterminado.
Luego, el sistema planteado tiene solucion.

Aunque no se pide, la solucion del sistema seria:

1-24-3u
A A pueR
U

X
De la primera ecuacion despejamos x: x=1-2y—-3z7 — 3y
Z
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Problema 2. Dada la matriz A = a+b ! :
0 a—>b

1 -1
a) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que se cumpla. A~ :(0 ; )
(4 puntos)
b) Para los valores @ y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A® y A*. (3 puntos)

¢) Calcular det (A”°) cuando a’—b> #0 (3 puntos)

Solucion:
a) Para que exista A”, /Al #0
a+b 1
|A| = =a’-b*#0 — 3FA ' cuando a’ #b’

0 a—b
Calculemos A'I,

a+b Ji menores a—>b 0 adjuntos a—>b 0 traspuesta a—>b -]
A= — — —
0 a-b I a+b -1 a+b 0 a+b

a—>b -1
Y, A=t a=b =1} _ 1 fa=b =1} 12 p? g°-p?
’ ‘A‘ 0 a+b a’=b*\ 0 a+b 0 atb |’
2_b2
a
a—b —1 a-b 1
B 212 2 2 +b -b b’
como @~ =(a+b)(a-b): A =4 Ob aa+l]; =| )O(a ) aa+b B
a’ —b’ (a+Db)(a=D)
1 -1
_ by a’-b’
simplificando; A = (a+b) a ]b
0
(a—b)
I —
1 1 L (a+b) a+b=1I
(a+b) a’—b’ - —1
Debe cumplirse que ] = 0 ] — a’ -b? == = qd& _bbj]:]
(a=b) I, T
(a—Db)

Resolvamos el sistema formado por la primera y tercera ecuaciones, después comprobaremos que la
solucion cumple la segunda ecuacion.

+b=1
{a be 1 sumando ambas ecuaciones, 2a =2, a=1. Sustituyendoenlal’ 1+b=1 b=0
a—b=

Como I’ = 07 = 1, cumple la segunda ecuacion. Y ademds 1 2 _0°%0
La solucion del sistemaes a=1 7y b=0.

Solucion: los valores de los pardmetros pedidos son a=1 y b=0.



b)Para a=1y b=0, calcular A’ y A”.

Para a=1y b=0 A= atb 1 = r
0 a—b 0 1

, I (1 1) (12

AP=A-A= : =
0o 1)\o 1) \0 I
1 2\ (1 1

A=A A= :
0 1)\0 1

-
cerll )00

. (13 . (1 4
Solucio’n:A:0 ] y A:0 )i

c) Calcular det (A'So) cuando a* —b* #0
Como a* —b* #0, segiin obtuvimos en el apartado a), TA™
1

Considerando las propiedades de los determinantes: det (A . B) = det (A) . det (B) y det(A”)= det(A)
e

A =(a) o datla)=derf(a”)’)= det(]z450) ) [det(]A)]50 % —Jbz )

Solucién: det(A_SO ) = W
a’ -
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0o -1 -2 1 0 0
Problema 2. Dadas las matrices A=|—-1 0 —2|e I=|0 1 0| obtener:
1 1 3 0 0 1

a) Lamatriz M=(A-«al )2, donde @ esun pardmetro real. (6 puntos)
b) El valorde «, siexiste, para el cual la matriz M es la matriz nula. (4 puntos)

Solucion:
a) Calculemos M= (A—-al) 2,
0o -1 -2 a 0 0 -a -1 -2
A-al=|-1 0 -2|-|10 o O|=|-1 -a -2
1 1 3 0 0 « 1 1l 3-«a
-a -1 =-2\(-a -1 =2 a’+1-2 a+a-2 2a0+2-6+2a
A-al)=|-1 —aa -2||-1 -a -2 |=| a+a-2 I+0° -2  2a+2-6+2a |=

1 1 3-a)l 1 1 3-«a —a-1+3-a -1-a+3-a -2-2+G-a)
-4+9-6a+a’ =a’ —6a+5
al-1 2a-2 da—4
=| 2a-2 a’-1 404
-2a+2 -2a+2 & -6a+5

a’-1 2a-2 4do—4
Luego, M =| 2a-2 a’ -1 do—4
—2a+2 -2a+2 a&’-6a+5

b) El valor de «, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula.
Para que M sea una matriz nula todos sus elementos deben ser nulos.

o’ —-1=0 S odi=1 - a’=i‘ﬁ:i]
20-2=0 S 2a=2 — a=1I
do-4=0 - 4oa=4 —> oa=1
-2a+2=0 S 2a=-2 — a=1
ot
a’-6a+5=0 N a:_(_6)i\/m:6i4: >
2-1 2 ﬂ:]
2

Por tanto, todos los elemento de la matriz M son nulos cuando o= 1.

Solucion: a=1.
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0 k 3
Problema 1. Se considera la matriz A =| k % 1 donde k es un parametro real.
2 -1 -1

a) (Para qué valores del pardmetro k la matriz A es invertible? (2 puntos)
b) Para k=0, si existe, calcular la matriz inversade A. (4 puntos)
¢) Para k=0, hallar las matrices diagonales D que verifican A D =D A. (4 puntos)

Solucion:
a) ;k?/ A sea invertible.
A es invertible si /A/ #0.

0 k 3
A=k L 1|==3k+2k-2+K> =k —k -2

2 -1 -1

1+3

k=—2=2
— (=D’ =4-1-(- + 1
k220 > ke (1)_J<21>] 162 133 (M7 7
' ky="—"=-1
2

Por lo tanto, A es invertiblesi k # -1y k #2.

b) Para k =0, calcular Al
Como k=0 (k-1 y k#2) — existe la matriz inversa de A.

Cdlculo de A’
0 0 3
A=l0 V5 1 A= (k*—k-2] =-2
2 -1 -1
2 ‘0 1‘ 0o Y
1 -1 2 -1 2 -1
0 0 3 menores 0 3 0 3 0 0 % -2 - A adjuntos % 2 - A
A=|0 14 1 e‘_1_1‘2_1‘2_1:3—6 ol - |[-3 -6 0
2 -1 -1 0 3 w3 b oll 51 0 0 -1 0 0
%1l bl by

aspuesa % =3 -1 ; 2 =3 -1 , 2 -3 -1\ (-

- 2 -6 0 YA'=

—A 0 0 |A|—A 0 0__2—A 0 0

Solucion:



c) Para k =0, calcular las matrices diagonales D que verifican A D = D A.
Como A es 3x3, para que se puedan efectuar los dos productos la matriz D también es 3x3.

x 0 0
D es una matriz diagonal — D=|0 y 0
0 0 z
Calculemos A D,
0 0 3)\(x 0 0 0 0 3z
AD=|0 % 11lo y ol=|o0 % z
2 -1 —-1){0 0 z 2z -y -z

Calculemos D A,
x 0 0Y(0 O 3 0 0 3x

_ 1 y
DA=|0 y o0l|o A 1 0 4 y
0 0 zJ\2 -1 -1 27 —z —Z

Los dos productos deben ser iguales:

3z=3x
=%
0 0 3z 0 0 3x 3 3 3z=3x z=
0 % z =0 % y — {ZFY eliminando las identidades, s z=y —4z7=
27 -y -z 27 -z -z 21=22 -y=-z |y=
—z=-Z
x=A
=X X=z
La 2%y 3“ ecuaciones son la misma, queda { - { , lasoluciones {y=14 AeR
= = Z
A 0 0
Solucion: las matrices diagonales buscadas son D=0 A 0| AeR
0 0 A
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1 0 2 a
Problema 2. Se consideran las matrices A=|3 2 | y B=| /| Se pide:
a 0 3 14

a) Estudiar los valores del pardmetro real a para los que la ecuacién matricial A° X = B
tiene una unica solucién. (5 puntos)

3
b) Sabiendo que el vector |—2| es una solucién de la ecuacién A’ X = B, encontrar el
-1
valorde & By ¥ dependiendo del parametro real a. (5 puntos)

Solucion:
a) Calculemos A?,
1 0 2\(1 0 2\ (I+2a 0 8
A*=|3 2 1|3 2 1|=|9+a 4 11
a 0 3)\la 0 3 4a 0 2a+9
La ecuacién A> X = B tendrd solucién iinica si existe la inversa de A, por tanto si /A% #0
I+2a 0 8
\Az\: 9+a 4 11 |=(+2a)42a+9)-8-4-4a=4[(I+2a)(2a+9)-32a]=4(4a’> + 20a +9—32a)=
4a 0 2a+9
=4(4a’ - 12a+9) 44’ - 12a+9)=0; 4a’—12a+9=0
_—(-I2)tA[(-12-4-4.9 1240 3
“" 2.4 T8 2

3
Solucién: la ecuaciéon A’ X = B tiene solucién vinicasi a #—.

b)
1+2a O 8 3 o (I+2a)-3+0-(-2)+8-(-1) a
Sabemos que | 9+a 4 11 =2 |=|B| — 9+a)-3+4-(-2)+11-(-1) |=|B| —
4da 0 2a+9)\—-1 14 4a-3+0-(-2)+2a+9)-(-1) Y
3+6a-8 o 6a-5 o a=6a->5
- |2743a-8-11|=|p| — Ja+8 |=| | — f=3a+8
12a-2a-9 14 10a -9 14 y=10a-9
a=6a-5
g B=3a+8
Solucion:

y=10a-9
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EJERCICIO A

PROBLEMA 1. Para cada terna de ntimeros reales (x,y,z), se consideran las matrices

Xy z 2 x 1
A=[1 1 -1|, B=[1 y -1
3 5 5 2 z -1
1) Calcular los determinantes de las matrices A 'y B . (I punto)
11) Para x=y=z=1, calcular el determinante de la matriz producto A B . (0,3 puntos).
1i1) Obtener, razonadamente, para que valores de x, y, z, ninguna de las matrices A y B tiene inversa.
(2 puntos).
Solucion:
i)
Xy z
|Al=[1 1 —1|=5x+5z-3y—-3z-5y+5x=10x-8y+2z
3 5 5
2 x 1
B=[1 y —ll=-2x+z-2x—2y+2z+x=—x—4y+3z
2 z -1

ii) Parax=y=z=1
El determinante de la matriz producto es el producto de los determinantes, luego
det(A.B)=det(A).det(B)=(10.1-8.1+2.1)(-1-4.1+3.1)=4(-2)=-8

iii) Para que A y B no tengan inversa sus determinantes deben ser nulos. Debemos resolver el sistema
10x—-8y+2z=0
{— x—4y+3z=0
Como es un sistema homogéneo, serd compatible. Veamos el rango de la matriz de coeficientes,
10 -8
-1 -4
Resolvemos el sistema usando x e y como incognitas principales,

{10x—8y:—22 2 {5x—4y=—z

‘ =—40-8=—48#0 — ran(M)=2<n’incognitas — S.C. Inde.

%
—-x—4y=-3z x(=1) |x+4y =3z
Sumando ambas ecuaciones: 6 x=2z ; x=73
Sustituyendo en la 2° ecuacion,
Z Z 8z 2z
—+4y=3z = 4y=3z-— - 4dy=— — =—
3 Y Y 3 y 3 3

Solucion: los valores de x, y, 7 para los que ninguna de las matrices A y B tiene inversa son:

lel
3
2
==A AeR
y 3 €
z=4
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EJERCICIO B
4 3 4
PROBLEMA 1. Para cada nimero real A, M(4) eslamatriz M) =2 1 2 Se pide:
A A -1

i)

Obtener el determinante de la matriz M () y justificar que para cualquier niimero real 4 existe la matriz

M@~ inversa de M(4) | (1,3 puntos).

ii) Calcular la matriz M(0)" (I punto)
iii) Si A=M(8), B=M(4) y C=M(3), calciilese, razonadamente el determinante de la matriz producto A B'C'.
(I punto)
Solucion:
i)
4 3 4
MD|=2 1 2|=—4+22 +61-1 -81+6=1"-21+2
A 1 -1
Veamos para que valores de A |M (/1)| =0
294220 — A 2+\4-4.1.2 _ 2++—4 no tiene soluciones
2.1 2 reales

iii)

Es decir que para cualquier valor de

AeR |[M@)|#0 porloque YieR I M)~

4 3 0
M©O=[2 1 2 |M(©0)=0>-2.0+2=2
00 -1
‘1 2‘ ‘2 2‘ 21
43 0 0‘12‘120 1 -2 0 1 2 0 1 3 6
2 1 2%‘3_01”0_01‘03:—3—4 0 |—2 5|3 -4 0 |—2sl2 -4 -3
00 -1 3 0 koo a3 6 8 -2 6 -8 -2 0 0 2
12 22 21
-1 3 6 L 3
41 2
- M(0) =5 2 -4 -8|=|1 -2 -4
0 0 2 0 0 -1
Aplicando que |A.B|=|A||B| y que ‘A_l‘:ﬁ
‘A.B'l .C‘l‘ =|A| ‘B‘l‘ ‘C‘l‘ :|A|%%=|M(8)|ﬁﬁ:
18] [c] M @) [M3)
82 -2.8+2) ! L 5o Lt1_
4% -2 . 4+423%-2.3+2 10 5
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EJERCICIO B

PROBLEMA 1. a) Calcular las matrices reales de orden 3, X e Y, que satisfacen las ecuaciones siguientes:

2X +Y = B 1 01 1 -1 0
{ r= donde B= |0 1 1| yC= |-1 1 1| (1,8puntos).
X-=-2Y=C
0 01 11 1
b) Si X e Y son las matrices anteriores, calcular lamatriz (2 X + Y )X—-(2X+Y)(2Y) (1,5 puntos).
Solucion:
a)

x2 {4X+2Y=ZB

X-=-2Y=C
. ., 2X+Y =B
Resolvemos el sistema por reduccion ¥ _oy—c Sumandoambas ecuaciones
5X =2B+C —9AX=%QB+C)

2X+Y=8B
x(=2)|-2X +4v =-2C

Sumando ambas ecuaciones

SY=B-2C — Y:%w—zo

Calculemos las matrices X e Y.
1 01 1 -1 0 3 -1 2 3/5 —-1/5 2/5
X=l 200 1 1(+|-1 1 1 =l -1 3 3|=|-1/5 3/5 3/5
> 0 01 1 1 1 > 1 1 3 1/5 1/5 3/5
1 01 1 -1 0 -1 2 1 -1/5 2/5 1/5
Y=l 01 1}-21-1 1 1 :l 2 -1 -1|=| 2/5 -1/5 -1/5
> 0 01 1 1 1 > -2 -2 -1 -2/5 =2/5 —-1/5

b) Para calcular 2 X +Y )X—(2X+Y)(2Y ), tendremos en cuenta que, segiin el sistema, 2X + Y =B
Porlotanto: 2X+Y)X—-(2X+Y)(2Y)=BX-B(2Y)=

—BLlopro)-B2 -20)|=28>+1pc-2B*+2Bc=-BC-
5 5 5 5 5 5

1 0 2 01
If|-1 1 1|={0 2 2
1 1 1 11
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EJERCICIO B

PROBLEMA 1. Determina el valor real de x para que se cumpla la siguiente propiedad:

X 3 1
el determinante de la matriz 2B es 160, siendo B= | x+1 4 2| (3,3 puntos).
X 2-x* 2

Solucion:

En la matriz 2B todos los elementos de la matriz B estdn multiplicados por 2, es decir, cada uno de los elementos de las
filas (o columnas) de la matriz B estd multiplicado por 2. B e una matriz 3x3, por la propiedad de los determinantes
que nos dice que si multiplicamos los elementos de una fila (o columna) de una matriz por un niimero el determinante de
esa matriz queda multiplicado por ese niimero obtenemos:

|2B|=2.2.2|B|=8|B|
Calculemos el determinante de B,

x 3 1l desarrollando = 8x + (x+1)(2-x’) + 6x —4x - 2x (2-x°) — 6 (x+1) =
|B|=x+1 4 2= porlaregla =8X+2x+2-X-X+6x—4x—4x +2x - 6x-6=
x  2—x% 2 de Sarrus =x X +2x—4

Por lo tanto, |2 B| =8(x’ —x*+2x—4) Laecuacion a resolver serd 8 (x3 X +2x— 4) =160,
X -x*+2x-4=20

32 , ..
X —x"+2x—24 =0, buscamos sus raices por Ruffini,

1 -1 2 =24 .,
x = 3 es una solucion, — — .
3 3 6 24 resolvemos la ecuacion = _ 2+V4-32 - _ 2+-28 que no fiene
2 _ 2 ) soluciones reales.
| 1 2 3 0 xX+2x+8=0

Por lo tanto, el valor real de x que cumple la propiedad del enunciado es 3.
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EJERCICIO A

PROBLEMA 1. Calcular los valores X, X», X3, X4, Y1, Y2, ¥3, Y4 que satisfacen las siguientes ecuaciones:
2AX -3AY =B 2 -5 —-18 0 -17 =30
donde X =|"" 2| y=|70 2| A= ., B= , C= .
AX-AY =C X3 Xy Y3 V4 -1 3 11 1 10 18 (3,3 puntos)

Solucion:
Resolvemos el sistema planteado por reduccion, multiplicamos la 2° ecuacion por (- 2 )

2AX -3AY =B
-2AX +2AY =-2C

—~AY=B-2C — AY=2C-B — (siexiste A") Y=A"(2C-B)
multiplicamos la 2% ecuacion por (- 3 )

2AX -3AY =B

{— 3AX +3AY =-3C

—AX=B-3C — AX=3C-B — (siexiste A™) X=A"3C-B)
Veamos si existe A™

2 -5 2 -5 . 4
A= |A|: 1 3 =6-5=1#0 luego existe A

2 =5 @ 3 -1 A 31 A 35
-1 3 -5 2 5 2 1 2

35
luego A™' =
1 2

Calculemos las matrices X e Y

- 35 3—17 -30) (18 0] (3 5)(-33 -90) (-99+95 -270+265) (-4 -5
1 2 10 18 11t 2J)L19 53 ) (-33+38 -90+106 )| | 5 16
v 35 2—17 -30) (-18 0)] (3 5)(-16 —60) (-48+45 -180+175) (-3 -5
1 2 10 18 1m 1) {1t 2J)L o 35) [-16+18 -60+70 | | 2 10

Finalmente,
XI=—4 XQ=—5 X3=5 X4 = 16 y1=—3 y2=—5 y3=2 y4=]0
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EJERCICIO B
2 2 1 2 4 1
PROBLEMA 1. Dadas las matrices A=|-1 -1 —-1| y T=|-1 -3 —1| sepide
2 4 3 1 2 1
a) Probar que la matriz T tiene matriz inversa, T, y calcular dicha matriz inversa T! (1,3 puntos).
b) Dada la ecuacién con matriz incdgnita B, A = T' B T, calcular el determinante de B (0,8 puntos).
c) Obtener los elementos de la matriz B considerada en el apartado b) (7,2 puntos).

Solucion:
a) La matriz T que es 3x3 tendrd inversa si su determinante es distinto de cero.
2 4 1| F,+F 2 4 1
IT|=-1 -3 -1 = 0 -1 0/==2+1=-1%0
1 2 1 1 2 1

Por lo que existe T". Calculémosla.

-3 -1 Tz —W rz —1
2 4 1 A 2 ! 1 ! 1 2 -1 0 1 A, -1 2 -1
‘4 1‘ ‘2 1‘ ‘2 4‘ !
T=|-1 -3 —-1| —> =2 I 0| — |0 I -1| —
1 2 1 21 L1 2 -1 -1 -2 1 0 -2
4 1 2 1 2 4
-3 -1 -1 -1 -1 -3
a, (-1 -2 -I
—_> 0 1 1
1 0o -2
-1 -2 -1 1 2 1
Luego T_Izi 0 1 1 |=l0 -1 -1
1 0 -2 -1 0 2
b)A=T'BT, ;|B|?
Por las propiedades de los determinantes,
_ _ 1
A= 1=l = g =
2 2 1| G-¢ |2 0 -] 0 1
Luego [Bl=|al=1-1 -1 -1 = -1 0 0|=—-D|, _1 =2

2 4 3| G-C |2 2 1

c)A=T'BT, ;B?
Para obtener la expresion de la matriz B multiplicamos la igualdad dada de la siguiente forma: T por la izquierda y
T! por la derecha,
TAT =T T'BT T'
TAT' =IBI
T A T' =B, calculamos la matriz B efectuando el cdlculo matricial que la define.



2 4 1 2 2 1 I 2 1
B={-1 -3 ~-1||-1 -1 -1|| 0 -1 -1|=
1 2 1 2 4 3){-1 0 2
22-41+12 22-4-1+14 21-4.1+13 1 2 1
=|-12+3.1-12 -12+3.1-14 -1.1+3.1-13|| 0 -1 -1|=
1.2-21+12 12-21+14 1.1-2.1+13 J{-1 0 2

2 4 1 1 2 1 1 00
=-1 -3 -1/ 0 -1 -1|=0 1 O
2 4 2)-1 0 2 0 0 2
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PROBLEMA A.1. Dadas las matrices cuadradas

1 00 2 1 1
I={0 1 0 y A= 2 3 2
0 0 1 -3 -3 =2

a) Calcular las matrices (A -1 ) y A(A-21). (4 puntos)
b) Justificar razonadamente que
b.1) Existen las matrices inversas de las matrices A 'y A—-21. (2 puntos)
b.2) No existe la matriz inversa de la matriz A — 1. (2 puntos)
¢) Determinar el valor del pardmetro real A para el que se verificaque A" =A(A-21).

(2 puntos)
Solucion:
a) Cdlculo de (A—I)2
2 1 1 1 00 1 1 1
A-I=| 2 3 2 (-0 1 0=} 2 2 2
-3 -3 =2 0 0 1 -3 -3 -3
11 1)1 1 1 142-3  142-3  142-3) (0 0 0
(A-I1V=|2 2 2|2 2 2|=|244-6 2+44-6 2+4-6|=/0 0 0
0 00

-3 -3 -3){-3 -3 -3) (-3-6+9 -3-6+9 —-3-6+9

(A—1) esla matriz nula.

Cdlculode A(A-21)

2 1 1 1 0 0 0 1 1
2 0|=2 1 2
-3 -3 =2 0 -3 -3 =2 0 2 -3 -3 -4

2 1 1Yo 1
AA-20)= 2 3 212 1
-3 -3 -2J{-3 -3 -4) (0 0 -1

0 0 2 1 1
A=-2I=2 3 2 |-210 1 O—[Z 3 2 |-
0 1
1
2

b) Para que exista la matriz inversa, el determinante de la matriz debe ser distinto de cero.

2 1 1
A=]2 3 2|=-12-6-6+9+12+4=1%20 — 3JA"
-3 -3 -2
0 1 1
A-21=]2 1 2|=-6-6+3+8=-120 — 3I(A-2])"
-3 -3 -4
11 1

‘A - [‘ =[2 2 2|=(comoF,=2F)=0 Porlotanto no existe la inversa de la matriz A - 1I.

-3 -3 -3



¢) Buscamos el valor de 1/ Al =) (A=-21)

Multiplicando la expresion anterior por la matriz A por la izquierda,
AAT=AL(A-21)

como A es un nimeroreal, AL = 1A

I =1A(A-21)

lamatriz A(A—-21) la hemos calculado en el apartado a), planteamos la igualdad matricial:

0 0 -1 0 O
1 0|=40 -1 0| » A=-1
0 1 0 0 -1

i
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PROBLEMA B.1. Se da la matriz

-1 0 1
A= 0 m 0
2 1 m’-1

donde m es un parametro real.

a) Obtener razonadamente el rango o caracteristica de la matriz 4 en funcion de los valores de m.
(5 puntos)

b) Explicar por qué es invertible la matriz A cuando m = 1. (2 puntos)

c¢) Obtener razonadamente la matriz inversa 4” de 4 cuando m = 1, indicando los distintos

pasos para la obtencién de A”'. Comprobar que los productos 4 A7 y A’'A dan la matriz
unidad. (3 puntos)

Solucion:

a) Rango de A.
-1 0 1
0 m 0 |=—-m(m’-1)-2m=-m’+m-2m=-m"—m
2 1 m* -1

5 5 -m=0 — m=0
-m—m=0 — -—-mm +1)=0 —{ | ) _ B
m-+1=0 — m”=-1; sin solucion
Por lo tanto,
Si m#0, ran(4) =3
Si m=0,

-1 0 1
A= 0 0 O
2 1 -1
-1 0
como =—1#20 — ran(4A)=2
2 1
b) Para m =1 sabemos, segun lo calculado en el apartado anterior, que |A| = _Pol1=—-1-1=-2 £ 0,

por lo tanto, cuando m = 1, existe la matriz inversa de A.

¢) Caleulo de A cuando m =1

-1 0 1
param=1, 4= 0 0 01 vy |4]=->
2 1 -1
-1 0
1 0 2 0 21 0 0 -2 0 0 -2
0O O . 0O 1 -1 1] -1 0 _
, calculo de los menores: =|—-1 -2 -1}, adjuntos: |+1 =2 +1|,
2 1 -1 S A A | I R R 10 -1
0O 1 -1 1] -1 0
1 0 (0 0 |0 1




0 1 -1 0 I -1 0 1 -1 0 -1/2 1/2

traspuesta: 0 —2 0]. Yfinalmente A_lzﬁ 0 -2 0 =L 0 -2 0|=|0 1 0
-2 1 -1 -2 1 -1 -2 1 -1 1 —-1/2 1/2
0 —-1/2 1/2

Luego A" =|0 1 0
1 -1/2 1/2

Comprobemos los productos indicados,

-1 0 1)X(0 =1/2 1/2 —-1.0+0.0+1.1 —1_71+0.1+1_71 —1%+0.1+1%
AA'=0 0 010 1 0= 0 1 0
2 1 —-1){1 —-1/2 1/2 0 0 1
1
=0 I 0|=1
0 0
0 —-1/2 1/2\(-1 0 1 1 00
De forma similar obtendriamos el otro producto A~ A=|0 1 0(ff0 0 0 |=|0 1 0|=1
I —-1/2 1/2)L2 1 -1 0 0 1

Luego, hemos comprobado que los productos A A" y A'A dan la matriz unidad.
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PROBLEMA B.1. Obtener razonadamente:

X 1 0 2)\(x 1
a) Todas las soluciones | Y| delaecuacion |1 I 3|l y|=| 3 | (4 puntos).
Z 1 -1 1)\z -1

b) El determinante de una matriz cuadrada B de dos filas, que tiene matriz inversa y que verifica la
ecuacién B’ = B. (3 puntos).
c¢) El determinante de una matriz cuadrada A que tiene cuatro filas y que verifica la ecuacion:

1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0
01010000
0 0 1 0 0 0 0
sabiendo ademds que el determinante de A es positivo. (3 puntos).

A’ -9

S S O

Solucion:
1 0 2
a) Veamos si lamatriz A=|1 1 3| tieneinversa.
1 -1 1
71 0 2
1 1 3=1-2-2+3=0, luego BA”
1 -1 1
La ecuacion matricial del enunciado da lugar al siguiente sistema:
X +2z=1 1

0
x+y+3z=23, estudiemos este sistema. Su matriz ampliada es A=|1 1
x—y—z=-1 1 -1

Estudiemos el rango de A.

Del cdlculo inicial sabemos que |A| =0y como

0
]‘=1¢0, rang(A) =2

Estudiemos el rango de A", como ran(A) =2 — ran(A°) > 2. Ampliamos el menor de orden 2 no nulo de A", que es
el obtenido anteriormente en A, con la cuarta columna y tercera fila:

1 0 1
1 1 3|=—-1-1-1+3=0 Por lo tanto ran(A”) = 2
1 -1 -1

Lo obtenido es: ran(A) = ran(A°) = 2 < 3 = n®incognitas — Sistema compatible indeterminado.
Resolvemos el sistema usando las ecuaciones ( 1°y 2% ) e incognitas ( x, y ) que han proporcionado este rango.

x +2z=1 {x=1—2z
%

x+y+3z=3 x+y=3-3z
Sustituyendo el valor de x obtenido en la 1* ecuacion en la 2°
1-2z+y=3-3z y=3-1-3z+2z=2-2

x=1+24
Las soluciones del sistema son: {y=2—-1 AeNR

z=A

El sistema a resolver es: {

X 1-24

Finalmente, las soluciones de la ecuacion matricial inicial serdn: | Y |~ 2-2 AeR

Z A



b) B es una matriz 2x2/ 3B~ 'y B? = B. Debemos obtener | B| (determinante de B).
Como B*=B

|BZ|= |B|,porlapropiedaddelosdeterminantes: |A.B|: |A||B| |BZ|: |B| |B|: |B|2

Bl =0
B =gk |8 —[pi=0: [8l(5-1)=0 —["

B-1=0 — |B|=1
Ahora bien, como AB” — |B| #0

Por lo que concluimos que | B| =1

c) A es una matriz 4x4 / |A| >0 vy A? — 91 = 0 (siendo I la matriz identidad v 0 la matriz nula ambas de orden 4).
Debemos obtener |AJ

De A°-91=0; A"=0+91; A°=91

| A? | = | 91 | , por la propiedad de los determinantes aplicada en el apartado anterior:
|A|2 = | 91 | como I es 4x4 entonces |9 1 | =9% luego

A =9" — |Al=t9' =19’ =%31

Pero como sabemos que |A| >0 concluimos que |A| =81.
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OPCION B
-2 0 0 2 1 2
PROBLEMA B.1. Dadas las matrices A= I I 0 |y B=|0 -1 5|  obtener
4 2 =2 o 0 2

razonadamente el valor de los determinantes siguientes, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) ‘A+B‘ y

1 -
—(A+B
2( )

. (4 puntos)

b) \(A+B)—f A\ y \A—’(A+B)\. (3 puntos)
c) ‘2ABA_" y ‘A3B_]‘. (3 puntos)

Solucion:
a)
-2 0 0 2 1 2 0o 1 2
A+B=| 1 I O |+|0 -1 5|=|1 0 5
4 2 =2 0o 0 2 4 2 0
0o 1 2
|A+B|=|1 0 5|=4+20=24
4 2 0
Por las propiedades de los determinantes sabemos que ‘A_I‘zﬁ yquesi A es nxn |a A|:a” A|,
3
‘i(A+B)_1 ‘:(como (A+B) " es 3x3):(ij ‘(A+B)_1 A S o
2 2 |A+B| 824 192
Lo _ 1 SA
Solucion: |A+B|—24 y ‘2(A+B) TS

b) Ahora utilizamos la propiedad que dice que |A B| = |A| |B|
1

‘(A+B)_1A‘:‘(A+B)_"|A|:m|A|:§4_g

-2 0 0
Del apartado anterior sabemos que |A + B| =24. Calculemos |A| = 1 I 0=4
4 2 =2
[A”(A+B)=|a"||a+B| - LlavB=L24-6
4 4

Solucién: ‘(A +B)" A‘ = y |a"(a+B)|=6

Q| ~



2 1 2
0 -1 5
0 0 2

¢) Calculemos |B| = =—4

248 A7|=(como (A B A™)es 3x3)=2" |A||B||a”'|=38|4||B] ﬁ =8|B|=8(-4)=-32

\A3 B‘f\ - ‘A3‘ \B‘f\ - |A|3é 4 — =1

Solucién: [2ABA”|=-32 y |A'B7|=-I6



Matematicas I1 Junio 2014

OPCION B
1 -1 1 -2
PROBLEMA B.1. Se dan las matrices A={0 [ 1|, B=| 1 | y C=(1 1 3)
0 0 1 ~1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La matriz inversa A” de la matriz A. (3 puntos)
b) La matriz X que es solucion de la ecuacion A X = B C. (4 puntos)
¢) El determinante de la matriz 2 M 5 siendo M una matriz cuadrada de orden 2 cuyo
determinante vale 1/2. (3 puntos)

Solucion:
a) Calculemos |A| para asegurarnos de que existe A

1 -1 1
A=lo 1 =120 — 3A"
0 0 1
Calculamos A™" por el método de los adjuntos,
1 1 0 1 0 1
0 1 0 1 |0 0‘
1 -1 1 -1 1 |1 I |1 -1 1 0 0 1 0 0
A=|0 I 1| menores 0O 1 [0 I} 0 O0)|=|—-1 1 0| adjuntos 1 1 0
0 0 1 -2 1 1 -2 =1 1
-1 1 |1 I |1 -1
1 1 0 1 |0
1 1 -
traspuesta 0 1 - J
0 0 1
11 =2 11 -2 11 -2
Finalmente, A‘1:|—i|0 1 -1 :§0 1 —-1|=|0 1 -1
0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 1 =2
Solucion: A" =|0 1 -1
0 0 1



b) Obtener la matriz X / AX=BC
En el apartado anterior hemos obtenido la matriz A”, multiplicando la ecuacion anterior por A™ por la
izquierda: ATAX=A"BC — IX=A"BC — X=A"BC
Calculemos la matriz X mediante el producto anterior,

1 1 -2\(-2 I(=2)+1.1-2(=I) I
X=A"BC=(0 1 -1||1|(=1 1 3)=|0-=2)+1.1-1-D)|(-1 1 3)=| 2 |(-1 1 3)=
0 0 1)\ -1 0(=2)+0.1+1(-1) —1
-1 1 3
=[-2 2 6
1 -1 -3
-1 1 3
Solucion: X=|-2 2 6
1 -1 -3

c) Sabemos que M es una matriz 2x2 'y que |M | = é hay que calcular ‘2 M’ ‘

De las propiedades de los determinantes sabemos que |M N| = |M| |N| y quesi M es nxn |a M| =a"

M.

3
\2M3\:|2MMM|:|2M||M||M|:zz|M||M||M|:4qM|)3:4@ —42=2
. 5|1
Solucion: ‘ZM ‘z—
2
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PROBLEMA A.1. Se dan las matrices A= (; _23 j y B= (; ’;j .

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La matriz inversa de la matriz A. (2 puntos)
b) Las matrices X ¢ Y deorden 2x 2talesque XA=B y AY=B. (2 + 2 puntos)
c¢) Justificar razonadamente que si M una matriz cuadrada tal que M = I, donde I es la
matriz identidad del mismo orden que M, entonces se verifica la igualdad M7= M’
(4 puntos)

Solucion:
a) A'?
Comprobemos si existe A

-3

1 _
A= =2+6=8#0 — 3JA”
2 2

Calculemos A'I,

] =3\ menores 2 2\ adjuntos 2 =2\ traspuesta 2 3
A= - — —
2 2 -3 1 3 1 -2 1

) , 1(2 3 1({2 3 2/8 3/8 o .
Finalmente, A =w =— = , simplificando las fracciones:

-2 1 8\(-2 1 -2/8 1/8

114 3/8
-1/14 1/8

Solucién: A~ :(

b); X?/XA=B
En el apartado anterior hemos obtenido A™. Multiplicando por A por la derecha:
XAAT=BA' - XI=BA' — X=BA” porloque

3 3
I 3\(2/8 3/8) |g s 5| (418 618\ (-1/2 3/4
X: = = =
2 -2)\-2/8 1/8) |4 6 2 818 418 1 1/2
8 8 8

;Y ?/AY = B, multiplicando porA'I por la izquierda:
ATAY=A"B — IY=A"B — Y=A"B, luego:

2,6 6.6
y_(2/8 38 (1 3\_| 8T8 s s |_(8/8 0 _(1 0
-2/8 1/8)\2 -2) |=2.2 =6_2 0 -8/8) \0 -1

§ 8§ 8 8

—-1/2 3/4 1 0
Solucion: X = e Y=
1 1/2 0 -1



¢) Sea M una matriz cuadrada/ M* =1, gMS =M7?
Podemos resolverlo de dos formas diferentes:
*) Calculemos, por separado, M I y M’
M’= M>M =(como M>=1)=1M =M MP=M cqe
M =M*M’M°> M=111M-=M

*%) Veamos si a partir de M’ llegamos a M°,
M =M’M*M° =11M° =M’ cqec
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s o0 o
PROBLEMA B.1.Sedalamatriz A=| 0 [ -2

0o 2 1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La comprobacién de que A’ = 5" A’ siendo A’ la matriz traspuestade A. (4 puntos)

b) Los valores del parametro real A para los cuales A — A1 no es invertible, siendo I la
matriz identidad de orden 3. (3 puntos)

¢) El determinante de una matriz cuadrada B cuyo determinante es mayor que 0 y verifica
la ecuacién B”'= B'. (3 puntos)

Solucion:
a) AT =5TA"?
Calculemos A™. Comprobemos si existe A”.

5 0 0
[Al=|0 1 -2/=V5+4/5=5V520 — 3A~
0 2 I
Calculemos A'I,
J5 0 o0 50 0y 50 0 50 0
a=lo 1 21" o 5 23|50 5 o-205| BT o 5 25
0 2 1 0 -2J5 5 0 2J5 5 0 -2J5 5

0o -2 1
Por lo tanto, A" = 57 A",

Otra forma de realizar la comprobacion es la siguiente:
Partimos de A’ =5 Al
Multiplicamos por la derecha por A, A'A=5"A"A

Como, A" A =1 (siendo I la matriz identidad de orden 3), I =5TA"A > AA=51
Comprobemos esta ultima igualdad.

s 0 o5 0 0) (5 0 0
Aa=lo 1 2|lo 1 =2]|=l0o 5 ol=5
o -2 1llo 2 1] oo s

=51 cqc

S O ~
S ~ O
~ O O

Por tanto, Al=51A"



b); Ae K2/ A—-AI no es invertible
Calculemos A - A1,

J5 0 o0 1 0 0\ (J5-2 0 0
A-AI=l 0 1 =2|-2lo 1 ol=| o 1-1 =2
0 2 I 0 0 I 0 2 I-A

Para que A — A1 no sea invertible, /A - Al /= 0

J5-2 0 o
a-a1l=| 0 1-2 -2|=(5-2)1-2F +4(5-2)=N5-A)|(1- A7 +4]
0 2 1-A
Resolvamos la ecuacion:
J5 - /1 0 > A=+5
(\E—l) ] < Y+4=0 — (I-Af=—4 — I-A=2J-4 noexiste

Solucién: A - Al no es invertible para A =A/5.

c)/ /B/?/B es una matriz cuadrada, / /B/>0 y B! =B’
Como B'=B' — [B'/=/B'/

Por las propiedades de los determinantes, /B 1/ ﬂ y /B / /B /

Por tanto i=|B| - ]:|B|2 - |B|=i\/7=i‘],per0 /B/>0,p0rloque /B/:].

|3

Solucion: /B /= 1.
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PROBLEMA B.1. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

5 -4 2
a) La comprobacién de que C*=2C—1Lsiendo C=| 2 -7 1 | e I lamatriz
-4 4 -1
identidad de orden 3 x 3, (2,5 puntos)
y el valor de la matriz c*. (2,5 puntos)

b) El valor del determinante de la matriz (3A4)(4 A’ )_1, sabiendo que A es una matriz

cuadrada de cuatro columnas cuyo determinante vale — 1. (3 puntos)
¢) La matriz B que admite inversa y que verifica la igualdad B B = B. (2 puntos)

Solucion:
a) Comprobemos que C* =2 C 1.

5 -4 2 5 -4 2 5.5-4.2-2.4 -5.4+4.1+2.4 5.2-4.1-2.1
c’=|2 -1 1|2 -1 1|=|25-1.2-1.4 -2.4+1.1+1.4 2.2-1.1-1.1 |=
-4 4 =1)\-4 4 -1 -4.5+4.2+1.4 4.4-4.1-1.4 —-4.2+4.1+1.1

9 -8 4
=l 4 -3 2

-8 8 -3

5 —4 2\ (1 00\ (10 -8 4) (1 0 0\ (9 -8 4
20-1=2| 2 -1 11|-l0o 1 ol=l4 -2 2|-lo 1 ol=|4 -3 2

4 4 -1)\loo 1) -8 8 -2)10oo0 1) \-8 8 -3

Obtenemos el mismo resultado; por lo tanto queda comprobado que C’=2C-1I

Calculemos C* ;
C'=C.CP=(2C-1).(2C-1)=2C2C-2CI-I2C+FP=4C-2C-2C+1I=
=4C*-4C+1=4(2C-1)-4C+1=8C—-41-4C+1=4C-31=

5 -4 2 1 0 0 20 —-16 8 3 0 0 17 —-16 8
4C-31=4| 2 -1 1 |-3|0 1 O0|=| 8 -4 4 |-10 3 0|=| 8 -7 4
-4 4 -1 0 0 1 -16 16 —4 0 0 3 -16 16 -7

17 —-16 8

Luego, c'=| 8 -7 4

-16 16 -7

b)JA/=-1 y Aes4x4
(3.4%)(2 A7)

Considerando las propiedades de los determinantes:

, ‘A_1‘=|—i| y |nA|=n4|A| (por ser A 4x4)

Calculemos

|4 B|=|4|B




1 _sr gy ! 81

‘(3A4 (442 ‘ L

256 |47~ 256 A

(442 ‘ 3! Mﬁ

81 81

T 256 (C1f 256

81

Solucién: ‘ (34°)( A7) |= =35

c) ; matriz B ? / existe B’ y BB=B
Partimos de BB =B, como existe B' multiplicamos la igualdad por B por la izquierda,
B'BB=B'B
IB=1
B=1

Solucion: B =1 ( B es la matriz identidad).



Matematicas II Junio 2018

PROBLEMA B.1. Sea A una matriz cuadrada tal que A*> + 2 A = 3I, donde I es la matriz
1dentidad. Calcular razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valoresde ayb paraloscuales A" =aA + bl (3 puntos)
b) Los valores de ay B paralos cuales A* = @A + BI. (4 puntos)
¢) El determinante de la matriz 2 B”’, sabiendo que B es una matriz cuadrada de orden 3

cuyo determinantes es 2. (3 puntos)

Solucion:
A es una matriz cuadrada / A* + 2 A = 31. Comprobemos que existe A™

A*+2A=31 - A(A+1)=31 — AE(A+I)}=I - A"=§(A+1)

a) ja,b/A"=aA+ bl

Partimos de  A® + 2 A = 31.
multiplicamos por la derecha por Al APATE2AAT=31AT 5 A(AAT)+24AA7 =314

Al+21=3A7 - A+21=3A" = A‘1:§A+§I

Por tanto, a=— 'y b=—.
3 3

b);o f/ Ad=aA+ BI?

Partimosde A°+2A=31 — A’=31-2A
A*=A? A?=(31-2A).(31-2A)= 9I1-61A-6IA+4A’=91-6A-6A+4A°=

=9I I2A+4A*=91-12A+4(31-2A)=91-12A+121-8A=-20A+21.1

Por tanto, a=-20y p=2I.

c) /2 B [ sabiendo que B es 3x3 y /B/=2
Calculemos ‘ 2B ‘

Considerando las propiedades de los determinantes:

‘B_I‘zé y |nb|=n3|B| (por ser B 3x3)
\23-’\:23\3-1\:8L:81:4
2

8

Solucién: [2B'[=4
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1 0 a
PROBLEMA A.l1.Sedan lamatriz A=| -2 a+1 2|,quedepende del parametro real
-3 a-1 a

a, y una matriz cuadrada B de orden 3 tal que B? = é I — 2B siendo I la matriz identidad de

orden 3. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Elrango de la matriz A en funcién del pardmetro a y el determinante de la matriz 2 A™
cuando a=1. (2 + 2 puntos)

X —1
b) Todas las soluciones del sistema de ecuaciones A| y |=| 2 | cuando a=-1.
Z 0
(3 puntos)
¢) La comprobacién de que B es invertible, encontrando m y n talesque B’ =mB + n L.
(3 puntos)
Solucion:
a) Rango de A.
A es 3x3, su mdximo rango es 3.
Estudiamos su menor de orden 3,
1 0 a
-2 a+1 2|=a(a+D-2(a-Da+3a(a+D)=a’+a—2a’ +2a+3a*+3a—2a+2=
-3 a—1 a

=2a’ +4a+2

—2+.2°-4.1.1 _ -2

=]

2a° +4a+2=0 — a’+2a+1=0 — a=

2.1 2
Por lo tanto,
Si at-1, /A/#0 — ran(A) =3
Sia=—], Ji 0 -1
A=-2 0 2
-3 -2 -1
-2 0
sabemosque|A|=0, como el menor ‘=4¢0 — ran(A)=2

Luego,si a#-1, ran(A)=3 y si a=-1, ran(A) = 2.

Cuando a=1, ; ‘2 A‘I‘ ?
Si a=1 (a#-1) luego /A/#0 — FA”
Entonces, ‘2 A_I‘ = (como A es 3x3) 2° ‘A" ‘ =8 ﬁ

Para a=1, |A|=(2a’ +4a+2),,=2. +4.142=8 y, finalmente, |2 A‘1\=8é=1.



1 0o -1
b)Para a=-1 , A=|-2 0 2

-3 -2 -1
X -1 1 0 -1\(x -1 x—z=-1
El sistema a resolveres: Ay |=| 2 - |=2 0 2 ||y|=| 2 — <=2x+2z=2
Z 0 -3 -2 -1)\z 0 —3x—-2y—-z=0
1 0 -—-1:-1
La matriz ampliada de este sistemaes A=|—-2 0 2 : 2
-3 =2 -1:0

- 0
) #0 — ran(A)=2

Por lo estudiado en el apartado a), sabemos que |A| =0 yque

Calculemos el rango de A’
al menor de A no nulo le aiiadimos la 4° columna de A" y 1°fila de A",

I 0 -1
-2 0 2|=(F,=-2xF)=0 — ran(A)=2
-3 -2 0

Luego, ran(A) = ran(A°) = 2 < 3 = n’de incdgnitas — Sistema compatible indeterminado.

Resolvemos el sistema utilizando las ecuaciones e incognitas del menor de orden 2 no nulo,
—2x =2-2z Delal®ecuacion, x=—1+z2
Sustituyendo en la 2°,

—-3x-2y=¢z
Y C3(l+z)-2y=z -2y=z+3(-1+2)
-2y=z-3+3z2
_2y=-3+42
_ 344z _3
-2 2
x=—1+1
Por lo que la solucion pedida serd: <y =§—2/1 AeR
=1

c) Comprobar que B es invertible.

¢ Existe una matriz B de manera que B'.B=1?
Sabemos que B2:§I—2B — 3B’=1-6B — 3B*+6B=I1 — (3B+6I)B=1I

Por tanto, B’ =3B +61

Y ademds, m=3 y n=6
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-1 2 m
Problema 4. Dadalamatriz A=| 0 m 0 , se pide:
2 1 mi+l

a) Obtened el rango de la matriz en funcién del pardmetro m. (4 puntos)
b) Explicad cuando la matriz A es invertible. (2 puntos)
¢) Resolved la ecuacion X A = I donde [ es la matriz identidad en el caso m = 1.

(4 puntos)
Solucion:
a) ;ran(A) en funcion de m?
Estudiemos [A/,
-1 2 m
|A|= 0 m 0 =—m(m2+1)—2m2=—m3—m=—m3—2m2—m=—m(m2+2m+1)=
2 1 m+1
=—m(m+1Y
-m=0 — m=0
—m(m+])2=0 5
(m+1f =0 — m+1=0 — m=-I
Por tanto,

Sim#—-1y0 — /A/#0 — ran(A) =3

Sim=-1,
-1 2 -1 sabemos que|A| =0
A= 0 -1 0 -1 2
como =1#0 — ran(A)=2
2 1 2 -
Sim =0,
-1 2 0 sabemos que‘A‘ =0
A= 0 0 0 -1 2
como =—]—-4=-5+#0 — ran(A)=2
2 1 1 1
Finalmente,

Si m#z-1y0, ran(A) =3
Sim=—-1 0o m=0,ran(A) =2

b) La matriz A, una matriz cuadrada, serd invertible cuando su determinante sea distinto de 0.
Luego, A es invertible para m# —1y 0



c) Para m = 1, resolved XA = 1.
Sim=1 {m#—-1y0}, portanto A es invertible.

Conociendo A'I, la solucion de la ecuacion XA =1 serd:
Partimos de la ecuacion a resolver: XA =1
Multiplicamos por A" por la derecha: XAA' =1 A’
Como AA” =1 queda: X=A"

-1 2 1
Sim=1, A= 0 1 0
2 1 2

Sabemos que |A|:—m (m+])2 - |A|m:1 = l—m (m+])2L:1 =-—] (]+])2 =—4

Calculemos A'I,

10 ‘1 0‘ ‘1 0‘
12 1 DA 2 s g 2y (2 0 -2 2 -3 -]
menores | |2 ] —] 1 -] 2 adjuntos traspuesta
A= 0 1 0| — =3 -4 =5 > |-3 -4 5| = |0 -4 0
2 1 2 242 242 1 1 0 1 1 0 1 2 5 1
2 4 |1 1 -1 2 a B B B B -
1 0 |0 O |0 1
] 1
;|2 2 Ve Vi
Finalmente, A’ :—4 0 -4 0 0
I 1
2 /N
oW Y
2 4 4
Solucion: X=0 1 0
/7
2 4 4
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1 0 1 1 1 1
Problema 1. Dadas las matrices A= ,B= yC=
-1 2 -1 0 1 0

a) Demostrar que C —A B tiene inversa y calcularla. (4 puntos)

b) Calcular la matriz X que verifica C X = A B" X + I, donde I es la matriz identidad.
(3 puntos)

c) Justificar que (A B" )" = 2" I para todo nimero natural n. (3 puntos)

1 1
. Se pide
0 —1) P

Solucion:
a) Cdlculode C-A B"

c-arr(y )6 20 )

Calculemos el determinante de C —A B!

HNeosz0 & 3(c-ap)

\C—ABT\=_]
0 -3

Calculemos la inversa de C—A B'

r -] ] \menores( —3 () \adjuntos( —3 () \traspuestal —3 —]
C - A B = — - -
0 -3 1 -1 ~1 -1 0 -1
. -3 -1\ [-1 1
Finalmente, (C—A BT)Izi( ]_[ 3}

3lo -1 0—%
_1—%

Por tanto C-A B" tiene inversay es 0 - %

b)MatrizX?/CX=AB X +1
CX=AB"X+1 - CX -AB"X=1 - (C-AB")X=1 portanto X=(C—-AB")"

iy —%

Luego, X = -]
2



c) Justificar que (A B' )" = 2" I para todo niimero natural n.

20 1 0
En el apartado a) hemos obtenido que A B = (0 2] = 2(0 ]j =21 — (A BT)' =27

Calculemos (A BT)2

2 0\2 O
(ABT)2=(0 2](0 Zj:21212412:221, se cumple paran = 2.

Supongamos que se cumple (A BTY =2"1, comprobemos que también se cumple para n+1.

(A B" YH = (A BTy (A BT)= 2" [21=2""1"=2""1, que es lo que queriamos comprobar.

Por induccién hemos comprobado que: (A B' )" = 2" I para todo niimero natural n.
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m 0 m-—1
Problema 2. Dada lamatriz A=|—-2m m? 1 . Determinar:
0 2m 1

a) Elrango de la matriz A en funcién del pardmetro real m. (4 puntos)

b) La matriz inversade A enelcaso m=2. (4 puntos)

¢) El nimero real m para el cual el determinante de la matriz 2A es igual a -8.
(2 puntos)

Solucion:
a) ;ran(A) en funcion de m?
Estudiemos [A/,
m 0 m-1
|A|= -2m m’ 1 |=m’—4m’(m—1)-2m* =m’ —4m’® + 4m’ = 2m’ = =3m’ + 2m* = m*(2 - 3m)
0 2m 1
m =0 — m=0

m*(2-3m)=0 2
2-3m=0 — 2=3m — m=§

Por tanto,

Si m# 0 y% — /A/#0 — ran(A) =3

Sim=—,
2 0 —-1 2 0 it
3 , 3 sabemos que |A| =0
A= _23 2 1 = -4 4 ] % 0| 24 8§
3 \3 3 9 como =——=—%#0 — ran(A)=2
5 4 AL A 39 27
0o 2= 1 0 - I
3 3
Sim =0,
0 0 -1
Alo 0 1 sabemos que|A|=0
0 0 1

Cualquier menor de orden 2 de esta matriz contiene una columna de ceros por lo que los menores
de orden dos son nulos.

Como, por ejemplo, |— ]| =—1#0 — ran(A)=1

Finalmente,

Si m#0y %, ran(A) = 3; sim= %, ran(A)=2 y sim=0, ran(A) =1



b) gA'J, param =2?
Como 2#0y %, por lo calculado en el apartado anterior, JA/#0 — FA™
2 0 1
Sim=2, A=|-4 4 1
0 4 1
Sabemos que |A| =m’(2-3m) — |A|m:2 = [m2 (2 —3m)L:2 =2*(2-3-2)=-16

Calculemos A'I,

4 1 ‘—4 1‘ ‘—4 4‘
2 0 S . B I | I B R 0 4 -1I6 0 4 -4
menores | |() ] 2 ] 2 0 adjuntos traspuesta
A=l-4 4 1|"3 “l—g 2 s "S54 2 8|8 4 2 -6
0 4 4004 4 6 8 4 -6 8 6 -8 8
o 1 |2 1 |2 o B T - -
41 g 1 -4 4

Finalmente, A~ = 5 4 2 -6 |=|" 4 -
00 -8 s T A
o I U

Solucién: A = _]4 _% %

c);m?//2A/=-8
/2A/={porseA3x3)2°/A/=8/A] - 8/A/=-8 — [A/=-1
Como |A| =m?(2—3m) debemos resolver:
m’(2-3m)=-1 — 2m’=3m’=—-1 — —3m’+2m*+1=0
Resolviendo la ecuacion por Ruffini:

3 2 0 ] Queda por resolver —3m’ —m—1=0; 3m’+m+1=0
—1+NP—4-3-1 —1++-11 . .
m= .3 = p sin soluciones reales

I ~3 -1 —+
-3 -1 -1 0]

La vinica soluciones m=1

Portanto,/ZA/=—8 para m = 1.
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) 1 0 1 1 1 1 0
Problema 2. Dadas las matrices A= ,B= yC= 5 ¢ :
0 1 1 2 -1 0 -a 0
a) Obtener la matriz (A B+ D, donde 1 es la matriz identidad de las dimensiones
adecuadas para realizar la operacién. (6 puntos)

b) Comprobar que C°=— o I, donde I es la matriz identidad, y calcular C”. (4 puntos)

Solucion:
a) Cdlculode AB" +1

1 2 1 2
1 1 1 . . 1 0 1 2 2
B = — B =1 -1| - AB = 1 —1|=
2 -1 0 0o 1 1 2 -1
1 0 1 0

. 2 2) (1 0) (3 2
AB +1= + _
2 -1) o 1) (2 0

Calculemos el determinante de A BT + I

AB"+1|= §=—4¢0 — 3aB +1)"

Calculemos la inversa de A B + I

T 3 menores ad/untos tmspuesta 0
AB +1= -
2 0 3

_ — 0 y
Finalmente, (ABT+I)1:L(0 2 _[ 2}

NS

1

(AB"+1)" = o)

Y
b);CP=-0a'l?

0 « 0 « -’ 0 1 0
C2: 5 5 = a :—a3 :—a31
- 0)\-a° 0 0 - 0 1

Comprobado que C’=—- ' I

Solucion:

Cdlculo de C",
Utilizamos el resultado obtenido antes ( C=-al )

0 « 0o o
13 _ 02 v (2 ~ 3 18 76 o~ I8 I8 o~ I8 _
c’=c’c=(c*f c=(dI1f c=a®1I"C=a"1C=a"C=a ( . 0]_(_0{20 j
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1 2m m

Problema 2. Se consideran las matrices A={0 m 0| y B Se pide:

S S ~
S ~ O

m I m
a) Estudiar el rango de A en funcién del pardmetro real m. (3 puntos)
b) Para m = - 1, resolver la ecuacién matricial A X = B. (4 puntos)
¢) Para m=-1, calcular A°. (3 puntos)

Solucion:
a) Rango de A en funcion de m.
A es 3x3 por tanto el mdximo rango de A es 3.

1 2m m
i 1 m 5
|A| =0 m 0|={desarrollando porla 2* fila}= m‘ ‘ =m(m—m")
m m
m 1 m

m=0
mm-m’)=0 — m=0

m-m’=0 — m({-m)=0
I-m=0—->m=1

Por lo tanto,
Si m#0 y m#1, ran(A) = 3.

Si m=0,

1 0 0
A=|0 0 0| Sabemos que|A| =0
0 1 0
1 0
como =1#0 — ran(A)=2
0 1
Si m= ], ] 2 1
A=10 1 0| Sabemos que|A| =0
1 1 1
1 2
como =1#0 — ran(A)=2
0 1
Solucion:

Si m#0y m#1, ran(A) =3.
Si m=0o0 m=1, ran(A) =2.



b) Para m =— 1, resolver AX=B

Para m=—-1 (m#0 y m#1) — ran(A) = 3, por lo tanto existe la matriz inversa de A.
Obtendremos X de la siguiente forma: A X = B, multiplicando por la izquierda por Al AT AX=A"B,
X=A"B

Cdlculo de A™!
1 =2 -1
A=l 0 -1 0| |A=mln-m’) =-1(-1-1=2
-1 1 -1
-1 0] |o 0‘ ‘0 —1‘
1 -2 -1 L 1 0 -1 1 0 -1
menores -2 -1 1 -] 1 -2 adjuntos
A=| 0 -1 0 - || |=3—2—1—>—3—21
-1 1 -1 R B e B -1 0 -1 1 0 -1
-2 =1 1 -1 1 -2
-1 0| o o 0 —1
1 -3 -1 1 -3 -1 1 -3 -1
traspuesta
— 0o -2 0| FinalmenteA_]zﬁX' 0o -2 0 :é 0o -2 0
-1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1
Luego
1 =3 -IN(1 0 1.1-3.0-10 1.0-3.1-1.0 1 -3 I -
1 1 1 A A
X==| 0 =2 o0l||l0 1 =3 0.1-2.0-0.0 0.0-2.1-0.0 =3 0 -21|=| 0 -1
71 1 —1)lo o —1I+1.0-10 —1.0+1.1-1.0 -1 1 —% %
] _
R
Solucién: X =| 0 —1
-1 1
Z3Z
c) Para m = 0, calcular A’
1 0 0
Para m=0, A=|0 0 O
0 1 0
1 0 0\(1 0 0\ (1 0 0 1 0 0\(1 0 0\ (1 0 0
A’=10 0 0llo 0 ol=l0 0 O} A*=A2A’=|0 0 0l]|l0 0 0|=|0 0 O
0o 1 0J)lo 1 o) \0 0 0 0 0 o0J)lo 0 0/ \0o 0 0
1 0 0\(1I 0 0\ (1 0 0
A’=A"A=|0 0 ol|lo 0 o|=|0 0 0
0 0 oJ)\o 1 0) \0 0 0

5
Solucion: A" =

S S ~
S S O
S S O
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x+2 4 6 3y+5 7 12
Problema 1.1. Dadas las matrices B(x)=|2x+3 3 6| y C(y)=|2y+3 3 6
4x+4 2 6 3y+4 2 6

a) Calcular el determinante de la matriz 3B(x) y obtener el valor de x para el que dicho determinante vale 162. (1,8
puntos).
b) Demostrar que la matriz C (y) no tiene inversa para ningtn valor real de y. (1,5 puntos).

Solucion:
a)
x+2 4 6
|3 B()c)|:33 |B(x)|=27 2x+3 3 6|= desarrollando por la 1° columna,
4x+4 2 6
3 6 4 6 4 6
=27 (x+2)2 6—(2x+3)2 6+(4x+4)3 . =27[(x+2)(18 —12) — (2x +3)(24 —12) + (4x + 4)(24 —18)
=27[(x+2) 6—(2x+3) 12+ (4x +4) 6]=27[6x +12 — 24x — 36 + 24x + 24] = 162x
162x=162 — x=02_
162
b) Calculemos su determinante,
3y+5 7 12
ICy)|=]2y+3 3 6|=(3 +5)3 6—(2 +3) 12+(3 4y e
PNI=Y Y g T 6T T 6
3y+4 2 6

=By+5)(18-12)—-(2y+3)(42-24)+(3y+4) (42-36)=3y+5)6—-2y+3)18+(3y+4) 6=
=18y+30-36y—54+18y+24=0

Como el determinante de C(y) es nulo, no existe la matriz inversa de C(y).
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0 1 -10 -17
Se pide calcular, escribiendo explicitamente las operaciones necesarias:
a) Las matrices A’ y A’. (1,8 puntos).

) . 1 0 17 29
Problema 1.2. Sean I y A las matrices cuadradas siguientes: [ = , A=

b) Los nimerosreales « y [ paralos que se verifica ( I+ A)3 =al+pA ( 1,8 puntos).

Solucion:

a)
Cdlculo de A®

o a7 2017 29 _(17.17-29.10 17.29-29.17 ) (=1 0
ST l=10 217 =10 =17) (=10.17+417.10 -10.29+17.17) (0 -1

Hemos obtenido que A = — 1

Cdlculo de A’
A=A’ A= _1.A= —A

O 17 29 (-17 =29
=10 =17) L1017

b) Utilizaremos los resultados del anterior apartado A*= -1 y A’= -A
(I1+A) =(1+A)P(1+4)
(I+A) =(I+A)[I+A)=11+[A+AI+AA=I+A+A+A* =[+2A-1=2A
(I1+A) =2A(I + A)=2AI +2AA=2A+2A* =2A-2] =-2] +2A
por lo que a=-2 y =2
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360 18 48 12 1 00
Problema 1.1. Dadas las matrices cuadradas A={0 3 2|, B=|0 18 12| ¢ I=|0 1 0| ,
0 0 1 0 0 6 0 0 1

se pide:

a) Justificar que la matriz A tiene inversa y obtener razonadamente la matriz inversa A" , incluyendo en la respuesta
todos los pasos que llevan a la obtencién de A™. (1,1 puntos).

b) Calcular, razonadamente, el determinante de la matriz 3 Al incluyendo en la respuesta todos los pasos realizados.
(1,1 puntos).

a) Obtener razonadamente los valores reales X, y, z que verifican la ecuacién x I+y A +z A® = B. (1,1 puntos).

Solucion:
a) Justificar que la matriz A tiene inversa.
36 0
Calculemos |A|=|0 3 2=3.3.1=9#0 luego A"
0 0 1

Cdlculo de A™

3 2 0 20 |0 3

3.6 0 0O 1 |0 1] |0 0 3 0 0
a 6 0 (3 0 3 6 A
A=|0 3 2| s =6 3 0| 2
0 0 1 010100 12 6 9
6 0 (3 0 |3 6
3 20 |0 20 0 3
3 0 0 3 -6 12
-6 3 0| 2> |0 3 -6
12 -6 9 0O 0 9
1/ =2 4
; ; 3 -6 12 A A é
- _ = — — = ] - 2
luego A —‘A‘(Aji) 9 0 3 6 0 3 3
o 0 9 0 0 1
En el proceso de cdlculo de A" cada uno de los pasos realizados son los siguientes,
@, ; Formar una matriz con los menores complementarios de cada elemento
A Obtener los adjuntos de cada elemento cambiando el signo alternativamente

A Trasponer la matriz anterior.

b) Calcular |3A'1 |
Como A es una matriz 3x3, | 3A" | =3° |A" |=27|4" | =

También sabemos que ‘A_l‘ =ﬁ luego,



¢) Resolver xI+yA +zA’=B
Calculemos A®

L \® )

S O W

S W AN

— N O
Il

La ecuacion que debemos resolver es

x{0O 1 O{+y|0 3 2|+z|0 9

expresion que da lugar al siguiente sistema de ecuaciones,

1 00

0 0 1

x+3y+9z=18
6y+36z=48
12z =12
0=0
x+3y+9z=18
2y+8z=12
0=0
0=0
x+y+z=6

3 6 0 9 36 12
8 |=
0 0 1 0O 0 1

Eliminando las ecuaciones
repetidas y las que no aportan
informacion (0 = 0),

33+6.0+00 3.6+63+00 3.0+62+0.1
03+3.0+20 0.6+33+20 0.0+3.2+2.1|=
0.3+0.0+1.0 0.6+03+1.0 0.0+0.2+1.1

18 48 12
0 18 12
0 0 6

x+3y+9z=18
6y+36z=48
12z=12

2y+8z=12

xXt+y+z=6

9 36 12
0 9 8
0 0 1
x+3y+9z=18
y+6z=8
Simplificando -1
coeficientes <=
y+4z=6
xXt+y+z=6

Sustituyendo el valor de z que nos aporta la 3* ecuacion en las restantes, el sistema quedard:

x+3y+9.1=18
y+6.1=8
y+4.1=6
x+y+1=6

Efectuando las operaciones pendientes,

x+3y=9
y=2
y=2
x+y=5

Sustituyendo el valor de y obtenido en la 2y 3” ecuaciones en las restantes,

{

x+3.2=9
x+2=5

Efectuando las operaciones pendientes, {

x=3

x=3

Por lo tanto la solucion de la ecuacion inicial es: x =3,y =2,z7=1




Matematicas 11 Septiembre 2002

EJERCICIO A
PROBLEMA 1. Dadas las matrices reales:
2 -1
5 8 1 1 -1 3 7
A= B= C=|-3 2 D= ,
[9 4} (2 -3 ZJ | 4 (1 2]

se pide :
a) Calcular lamatriz M =A -2 B C. (I punto)
b) Justificar que existe la matriz D inversa de D y calcular tal matriz. (0,9 puntos)
¢) Calcular las matrices X, ¥ que cumplen D X =M =Y D. (1,4 puntos)

Solucion:
a) M=A-2BC=

2 -1

58 11 -1 5 8 2-3-1 —1+2-4
= -2 -3 2 |= ) =
(9 4J (2 -3 2J A (9 4J (4+9+2 —2—6+8J
_582—2—3_58+46_914
19 4 15 o) (9 4) (=30 0/ |-21 4

b) La matriz inversa de D existird si el determinante de D es distinto de cero;

3 7 4
1 2=6—7=—1¢0 luego 3D

Calculemos D’

3 7 . 2 1 A 2 -1 A 2 -1
D= TN iy LA =
1 2 7 3 -7 3 -1 3

ol 2 =7\ (-2 7
S o1l-1 3 (1 -3

¢) DX = M, multiplicando por la izquierda por D"
D'DX=D'M; IX=D'M; X=D'M

X = Dy — -2 7 9 14) (-18-147 -28+28) (-165 0
B L1 =3)(=21 4) | 9+63 14-12 ) | 72 2

Y D = M, multiplicando por la derecha por D™
YDD' =MD'; YI=MD'; Y=MD'

v - 9 14)(-2 7)) (-18+14 63-42) (-4 21
- =21 41 -3) | 42+4 -147-12) |46 -159

Dl =




Matemiticas II Septiembre 2003

EJERCICIO A
0 m 3 010
PROBLEMA 1. Considerar las matrices: A= |1 0 -1 yB= |1 0 0
5 1 —(m+1) 00 1

a) (Para qué valores reales de m es A inversible? Calcular la matriz Al 2 puntos).
b) En la anterior matriz A con m = 0, obtener la matriz real cuadrada X de orden 3 que satisface la igualdad
B-AX = AB (I,3 puntos).

Solucion:
a) A serd inversible siy solo si|A|¢0
0 m 3
|A]=[1 0 -1 |(=3-5Sm+mm+1)=3-5m+m> +m=m*> —4m+3
5 1 —(m+1)

m*—4m+3=0 —

L AVI6-12 442 [m =3
2 2
A es inversible param#1 y m+ 3

my =1

Calculemos A™

0 -1 1 -1 1 0
1 —(m+1D) |5 —m+D| |5 1 | 4 | 41
m 3 0 3 0 m » 2
(aij)= =l-m " -m-3 -15 -5m| — (A[j)= m-+m+3 -15 5m
1 —(m+D |5 —(m+D| |5 1 ; 3
m 3 0 3] o n - IR - -
0 -1 1 -1 1 0
1 m*+m+3 —m | 1 m*+m+3 —m
(Aji)= m—4 -15 3 = AT = 3 m—4 -15 3 para m#1 y m#3
m°—4m+3
1 Sm -m 1 Sm -m
0 0 3
b) LamatrizAparam=0es A=|1 0 -1
51 -1
Buscamos una matriz X/ B—A X = A B, despejemos X
-AX=-B+AB
AX=B-AB

X=A'(B-AB)=A"B-A"AB =A"B-B =(A"-1)B
calculemos la expresion obtenida finalmente,

1 3 0 1/3 1 O
Para m=0 A'= l—4 -15 3(=|-4/3 -5 1
3 1 0 0 1/3 0 O
1/3 1 0y (1 0 0) (-2/3 1 0
Al —I=|-4/3 -5 1|-]0 1 0|=[-4/3 -6 1
173 0 0) (0o 0 1 173 0 -1
~2/3 1 0)(0 1 0) (1 =-2/3 0
(A1 -1)B=|-4/3 -6 1} 10 0|=|-6 -4/3 1
173 0 -1J)lo 0o 1) L0 1/3 -1

1 =2/3 0
Luego X =|—-6 —-4/3 1
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EJERCICIO B

PROBLEMA 1. Se consideran las matrices cuadradas reales de orden 2, P = G iJ yQ= ((2) (3)]

Calcular: a) La matriz P (1,1 puntos). b) La matriz real cuadrada X de orden 2, tal que P'XP = Q (1,1 puntos). c) La
matriz (PQP™)* (1,1 puntos).

Solucion:
1 2 .
a) Como |P|=2 3:3_4=_1¢o = 3P

Calculemos P’
e U W I ey O Ay I e & ey

b) Buscamos la matriz X / P'X P = Q, efectuemos las operaciones necesarias para despejar X
PP'XPP' =PQP' ; IXI=PQP" ;luego X=PQP'
Calculemos la matriz X

Y op P_1_12 2 0)(-3 2) (2 6)(-3 2) (-6+12 4-6) (6 -2
=FPo 12 3Jlo 3)l2 -1} (4 9/l 2 -1} (-12+18 8-9) (6 -1

o (popfox? 6 ~2)(6 ~2)(36-12 -12+2) (24 -10
6 -1)l6 —1) (36-6 -12+1) \30 -II



Matemiticas II Septiembre 2004
EJERCICIO B

-1 -1 2 1 0
PROBLEMA 1. Paralas matrices reales: A=| 3 -5 6 I={0 1
1 -1 0 0 0
a) Justificar que existe la matriz A", inversa de A, y calcular el determinante de Al (1,2 puntos).
b) Calculalamatriz B=A(A+41) (0,7 puntos).

¢) Determinar los nimeros reales X, y, z,t que cumplen A'=xA+yI, A’=zA+tI (1,4 puntos)

0
0| ,se pide:
1

Solucion:
a) Como A es una matriz cuadrada de orden 3 tendrd inversa si su determinante es no nulo, calculémoslo:
-1 -1 2
|A=|3 -5 6/=0-6-6-(-10+6)=—12—(-4)=—12+4=-8=0
1 -1 0
Como el determinante de A es no nulo existe A™.

Calculemos |A'1 |
Sabemos, por definicion, que A . Al=1
También sabemos que |A . B| = | A| | B| siendo A y B matrices cuadradas de orden n.

Como Ay Al son matrices cuadradas de orden 3,
|[1]=|A.A"| =|A| |A7], como |1|=1
|A| |A’1| = 1, por lo tanto |A’1| =1/ |A|

En nuestro caso ‘A*‘: 1 _-t

-8 8
b) Calculamos A + 41

-1 -1 2 1 00 -1 -1 2 4 0 0 3 -1 2

A+4lI=| 3 -5 6|+40 1 0|=/3 -5 6(+/0 4 0|=|3 -1 6

1 -1 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 4 1 -1 4
-1 -1 23 -1 2 -3-3+2 1+41-2 -2-6+8 -4 0 0
B=AA+4)=|3 -5 6|3 -1 6|=|9-15+46 -3+5-6 6-30+24|=| 0 -4 O
1 -1 OA1 -1 4 3-3+40 —-1+1+0 2-6+0 0 0 -4

A partir del resultado anterior podemos decir que B =—41

¢) Para no tener que calcular A transformamos la primera condicion multiplicdndola por la derecha por A,
ATA=xAA+yIA
I=xA’+yA
Calculemos la matriz A

-1 -1 2\(-1 -1 2 1-3+2 1+5-2 —-2-6+0 0 4 -8
A’=| 3 =5 61| 3 -5 6|=|-3-15+6 —-3+25-6 6-30+0|=|-12 16 -24
1 -1 0)\1 -1 0 -1-3+0 —1+5+0 2-6+0 -4 4 -4

La primera condicion expresada matricialmente seria:

1 00 0 4 -8 -1 -1 2
0 1 O0j=x-12 16 -24|+y| 3 -5 6
0 01 -4 4 -4 1 -1 0

que da lugar al siguiente sistema de ecuaciones:



En este sistema se verifica que:

1=~y
3%ecuacion = -2 . 2%ecuacion,
0=dr=y oo 3 o0

O=—8x+2y 6%=-6.2°

0=-12x+3y 79=_]. 24 ():::ljc—
1=16x—-5y 84=29 1=16 y5
= X — y

0=-24x+6y luego las ecuaciones 3° 4% 6%, 7%y 8“son
proporcionales a la 2 ecuacion, podemos =—4x

0=-4x+

Yy eliminarlas y el sistema queda reducido a
0=4x-y
1=—4x

De la primera ecuacion obtenemos y = - 1
de la uiltima ecuacion x = -1/4. Veamos si estos valores de x e y cumplen las otras dos ecuaciones:

-1 -1
0=4——(-1 1=16—-5(-1

) (=D 2 (=D
0=-1+1 1=—4+5
0=0 1=1

Cumplen 2° ecuacion | Cumplen 3 ecuacion
Luego x = -1/4 e y = -1 son solucion del sistema.

. . 2
Estudiemos ahora la 2° condicion A"=z A +t1
La expresion matricialmente seria:

0 4 -8 -1 -1 2 1 00
-12 16 -24|=z 3 -5 6|+t0 1 O
-4 4 -4 1 -1 0 0 0 1
que da lugar al siguiente sistema de ecuaciones:
0=-z+1
4=y En este sistema se verifica que las
P ecua?iones 2% 3% 49 6% 7%y 8son
la misma—4 = z. O=—z+1
—12=32 El sistema queda reducido a 16=—5z+1
16=-5z+t¢ 4=,
o 4=
4=—z
4=t
La tercera y cuarta ecuacion indican 7 = - 4y t = - 4. Veamos si estos valores de 7 'y t cumplen las otras dos
ecuaciones:
0=-(-4)+(-4) 16 =-5(-4) + (-4)
0=4-4 16 =204
0=0 16 =16

Cumplen 1? ecuacion | Cumplen 3° ecuacion
Luego z = -4yt = -4 son solucion del sistema.

Por tanto los valores de x, y, z, t buscados son  x = _Tl ,y=—l,z=—4,tr=—4



Matemiticas II Septiembre 2005

EJERCICIO A

1 7 0 0 O
PROBLEMA 1. Dadas las matrices A=|2|,B=| 2 |,C=|{0 1 0|,D=
3 -2 0 0 1

(SIS
txy
Il
w N

X

calcular razonadamente la matriz X =| y | que satisface la ecuacion (AB"+C )X =(A"D)E,
b4

donde M~ significa la matriz traspuesta de la matriz M (3,3 puntos).

Solucion:

000 (7 2 -2) (000 (7 2 -2
Llamamos M=AB +C= |2|(7 2 -2)+|0 1 0|=|14 4 —4|+|0 1 0|=[14 5 —4
3 001 (21 6 -6) (00 1) (21 6 -5

0

A'D= (1 2 3)[3|=00)

2

2) (20

Llamamos N=(A"D)E= (10)|5[=]50

3) 130

La ecuacion a resolver es: M X = N, si existe M entonces X = M'N
7 2 =2 1 2 =2

|M|=|14 5 -4=7]2 5 —4=7(-25-24-24+30+24+20)=7%0 = IM
21 6 -5 3 6 -5

Cdlculo de M’
5 —4f 14 -4 {14 5
7 9 _» 6 =5 |21 =5 [21 6 1 14 —»o1
e |2 =2 |7 -2/ |7 2 .,
14 5 —4|2% =2 7 0 |——
a1 6 5 6 =5 |21 =5 |21 6 5 0 7
a 2 =2 |7 =2 (7T 2
5 =4 14 -4 N4 5
-1 -14 =21 -1 -2 2 -1 -2 2
Myl 07 0 Myl 7 0] = M‘1=% 14 7 0
2 0 7 -21 0 7 -21 0 7
-1 =2 2)(20 —-20-100+ 60 -60

Por lo que X = l—14 7 01|50 :% —280+350 :% -70
-21 0 7){30 —-420+210 -210
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EJERCICIO B
2 1 0 1 0 2
PROBLEMA 1. A esuna matriz3x 3 talque A*’=(-1 0 —-1[yA’=/-2 -1 0
-1 -1 2 2 2 -3

Se pide:

a) Calcular el determinante de la matriz A® (0,5 puntos) y la matriz inversa de Ata punto).

b) Calcular la matriz fila X = (x, y, z) que es solucién de la ecuacién matricial XA® = BA? , donde B es la matriz fila
B =(1, 2, 3) (1,3 puntos).

¢) Calcular la matriz inversa de A (0,5 puntos).

Solucion:
a)
1 0 2
4°|=f-2 -1 0|=3-8+4=-1%0 luego 3(a’)'
2 2 -3
‘—1 0‘ ‘—2 0‘ ‘—2 —1‘
;0 2 2 =3 |2 -3 |2 2 3 6 -2
, . o 2| |1 2 1 0 N
A=-2 -1 0| —— =|l—-4¢ -7 2 L VEEN
2 2 -3 S A s A Y B (SR
- 0 2 1 2 |1 o0 -
-1 0 -2 0 |-2 -1
3 -6 -2 3 4 2
s |4 -7 2| s |6 -7 -4
2 -4 -1 -2 -2 -1
3 4 2 -3 -4 =2
sy 1
lego (A°)'=—|-6 -7 -4|=|6 7 4
-2 =2 -1 2 2 1
b) Buscamos la matriz fila X que cumpla X A® = B A*
Por el apartado anterior sabemos que 3(A3)_1 multiplicando la ecuacion anterior por (A3)_1 por la izquier-
da:
x A*(A*)' =B A (A7)
X 1=BA (&)
X =B A (A*)

Por lo que el cdlculo de la matriz X serd,
2 1 0\(-3 -4 =2
Xx=( 2 3)|-1 0 -1||6 7 4 |=
-1 -1 2 2 2 1



3 -4 -2
=(12+42(-D+3(-1) 1.1+2.0+3(-1) 1.0+2.(-D)+32)| 6 7 4 |=

2 2 1
-3 -4 -2
=(-3 -2 4)6 7 4 |=
2 2 1

=(=3(=3)-2.6+42 -3(-4)-2.7+42 -3(-2)-24+4.1)=(5 6 2)

Solucion X=(5,6,2)

¢) Calcular A™
Conocemos A’ A* y (A*)'
Empezamos con A’=AA’
multiplicando  por (A3 )_1 por la derecha
AL = a4 (a)
1=AA A
multiplicando por A~ por la izquierda
A'T=4"A A (4]
A =1 A2(A) > A =A%)

Luego
2 1 0)\(-3 -4 =2 2(-3)+1.6+0.2 2(-4)+1.7+0.2 2(-2)+1.4+0.1
A'=[-1 0 —1||6 7 4 |=|-1(-3)+06-12 -1(-4)+0.7-12 —-1(-2)+04-1.1|=
-1 -1 2 2 2 1 -1(-3)-1.6+22 -1(-4)-1.7+22 -1(-2)-14+2.1
0 -1 0
=1 2 1

1 1 0



Matematicas 11 Septiembre 2010

PROBLEMA B.1. Dadas las matrices

x+2 4 3 y+1 4 3
Ax)=lx+2 6 2 y B(y)=|y+2 6 2
x+3 8 2 y+3 8 1

se pide:
a) Obtener razonadamente el valor de x para que el determinante de la matriz A(X)
sea 6. (4 puntos)
b) Calcular razonadamente el determinante de la matriz 2A(x). (2 puntos)
¢) Demostrar que la matriz B(y) no tiene matriz inversa para ningin valor real de y.

(4 puntos)
Solucion:
a)¢x?/ |A(x)|=6
x+2 4 3 x+2 4 3

AW|=|x+2 6 2|=F~F= 0 2 —1|=-2(x+2)—4-6+4(x+2)=2(x+2)~10=2x+4-10=2x—6
x+3 8 2| FE-F | 1 4 -1

2x-6=6 — 2x=12 — x=6

Por lo tanto, para que |A(x)| =6 debe ser x=6.

b)
|2A(x)| = { como A(x) es 3x3}=2"|A(x)|=8(2x-6)=16x-48

c)

y+1 4 3 y+1 4 3
‘B(y)‘: y+2 6 2|= F,-F = 1 2 -1 :{com0F3:2xF2}:O
y+3 8 1 F,—-F 2 4 =2

Es decir que, independientemente del valor de Yy, | B(y)l = 0, luego la matriz B(y) no tiene inversa para
ningtin valor real de y.
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0 -2 1 0
PROBLEMA A.1. Se dan las matrices A4 = (1 3 j, I = (0 Ij y M, donde M es una matriz

de dos filas y dos columnas que verifica M*> = M. Obtener razonadamente:
a) Todos los valores reales & para los que la matriz B = 4 — k I tiene inversa. (2 puntos)
b) La matriz inversa B"' cuando k= 3. (2 puntos)

c) Lasconstantesreales ¢ y [  paralas que se verificaque « A+pA=-21

(4 puntos)
d) Comprobar razonadamente que la matriz P = [ — M cumple las relaciones: P° = P vy
M P =P M. (2 puntos, repartidos en 1 punto por cada igualdad)

Solucion:
a) Calculemos la matriz B.

B:A_“:((z) _32}1{2 3H3 _ng Z):[_Jk 3_-2;{)

Para que exista B! debe ser | B| + 0.

-k =2 , ,
|B| = =—k(3—k)+2==3k+k’+2=k" -3k +2
1 3-k
3+1_,
~(-E(=3)—4.1.2 3+ Jo-8 3+ I 3+1 | 5
o oska2m0 o k= DHED) _3EV9-8 31 3%l _ [ 3
2.1 2 2 2 3-1_,

Por lo tanto la matriz B tiene inversa para todos los numeros reales que sean distintos de 1 y 2, es decir

Vke R-{1,2}

b) Para k = 3, segiin el resultado del apartado anterior, B~
-3 =2
I 0

Para k=3, B=| > 77 |B|=
ara cB=, 0 % =

0 1 0 -1 0o 2
Procedamos al cdlculo de B, Célculo de los menores: ( 5 3], adjuntos: (2 3}, traspuesta ( )

-1 -3)
0 2 0 2 0 1
y finalmente B_Izi :i =|-1 -3
B\-1 -3) 2\-1 =3) |5



-2 -6 0 -2 10
A5 T T
-2 —6a-2p) (-2 0
(30{+,B 705+3,b’j_(0 —2)

Esta igualdad matricial da lugar al siguiente sistema de ecuaciones:

-200=-2

—-6a-20=0

3a+ =0

7a+3p=-2

De la primera ecuacion obtenemos o = =2 = 1. Sustituyendo este valor en la otras tres ecuaciones:
-6-25=0
3+6=0
7+38==-2

De la primera ecuacion: —2f=6 — [= % =-3

De la segunda ecuacion: [ =-3
Yde la tercera: 3=-2-7 — 3f=-9 — ﬁz_?gz—.?

Como de las tres ecuaciones obtenemos el mismo valor de p, f = — 3

Las constantes reales para las que se verifica la ecuacion planteada son: o =1 y f=-3.

dP=1-M y M/M =M.
P’ =P?
P=(I-M)(I-M)=I-IM-MI+MM=I-M-M+M =I-2M+M=I-M=P
(como I es la matriz identidad: 11 =1, IM =M, MI=M)

JMP=pPM?
MP=M(I-M)=MI-MM=M-M=M-M=0
PM=(I-M)M=IM-MM=M-M=M-M=0
Por lo tanto, MP=P M

(M — M es la matriz cero)
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PROBLEMA B.1. Se dan las matrices

1 2 1
M=\2 1 1
2 1 -1

y T, ysesabe que T esuna matriz cuadrada de 3 filas y 3 columnas cuyo determinante vale \/? :
Calcular razonadamente los determinantes de las siguientes matrices, indicando explicitamente las

propiedades utilizadas en su calculo:
a) éT (3 puntos)

b) M’. (3 puntos)
c) TM’ T . (4 puntos)

Solucion:
2

a) det(éTj =(como T es 3x3)= (éj det(T) = é\/E = ?

b) det (M?) = ( como det(A.B) = det(4) . det(B) )=[ det(M) ]’
Calculemos det(M),
1 2 1| F+Fl3 3 0 (

desarrollando por )

; 3 3
la tercera columna

det(M)=|2 1 1|=F,+F, 4 2 0|= , =1 6-12)==(-6)=6

2 1 -1 2 1 -1

Por lo que det (M’) =6 = 1296

y que det(A.B) = det(A) . det(B) .

¢) Considerando que det(T - )= p t](T)
e

det(T M’ T')= det(T) det(M?) det(T™) = det(T) [det(M) ﬁ(T) = [detM)} = 6° =216
e
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1 -1 1 0
PROBLEMA B.1. Se dan las matrices A= ( ] ], U :( ] y B, donde B es una

1 0 1

matriz de dos filas y dos columnas que no tiene ningun elemento nulo y que verifica la relacion
B=-7B+U.
Obtener razonadamente:
a) Los nimerosreales a y b talesque A°=aA + b U. (4 puntos).
b) Los nimeros reales p y ¢ talesque B’ =p B+ q U (2 puntos), justificando que la
matriz B tiene inversa (2 puntos).
c¢) Obtener los valoresde x e y paralos que se verificaque B’ =xB +y U (2 puntos).

Solucion:

a)
, (1 —=1\(1 -1 0 -2
A = =
1 1 )\1 1 2 0
5 0 -2 1 -1 1 0
Buscamos a y b tales que A" =a A + b U, luego: 5 =a +b o 1) efectuando

operaciones,

0 -2 a+b -—a
= que da lugar al siguiente sistema de ecuaciones: , en el que la 1*y 4°
2 0 a a+b 2

a+b=0
g : . : a+b=0 .
ecuacion son iguales, asi como la 2y 3% por lo que queda reducido a , sustituyendo el valor de
a=

a enla 1°ecuacion: 2+b=0; b=-2.

Los valoresde a y b buscados son {Z

b) Como B=-7B+U (en donde U es la matriz identidad de orden 2)
B°+7B=U
B(B+7U)=U, porlo tanto la matriz B tiene inversa quees B+ 7 U

Obtengamos p y q / B! =pB+qU
Sabemos que B' =B+ 7U, porloque p=1y q=7

c) Como B =-7B+U
B =B .B=(-7B+U).B=-7B +B=-7(-7B+U)+B=49B-7U+B=50B-7U
Como buscamos x ey/B3:xB+yU, serd:
S0B-7U=xB+yU, porlotanto x=50 e y=-7
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1 2 0
PROBLEMA 4.Sea A=|0 1 O
0 2 1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La justificacion de que A tiene inversa y el calculo de dicha matriz inversa. (3 puntos)
b) Dos constantes a, b de modo que A”'= A’ + a A + b I. Se puede usar (sin comprobarlo)
que A verifica A’—3A°+3A-1=0 siendo I la matriz identidad. (3 puntos)

X 0
c¢) Elvalorde A para que el sistema de ecuaciones (A—A1)-|y|=|0| tenga infinitas
Z 0
soluciones. Para dicho valor de A hallar todas las soluciones del sistema. (3 puntos)
Solucion:
a) ; FA'?
JAT i |A#0
1 2 0
A= 1 0=120 — 3JA”
0o 2 1

Calculemos A'I,

1 0 0 0 [0 1
1 2 0 2 40 0o 0 1 0 0) 1 0 0 1 -2 0
menores | |2 () 1l 0 ] 2 adjuntos traspuesta
A=|0 I 0| — =2 1 2| > |-21 -2 - |0 1 0
0 2 1 2 002 0 0 1 0o 0 1 0 2 1
2.0 1 o |1 2 -
1 0 0 0 |0 1
1 -2 0 1 -2 0
Y,A==10 1 o0|=|0 1 0
0 -2 1 0 -2 1

b)sa, b?/A"=A? + aA + b1 Sabiendo que A*—~3A° +3A-1=0 {1}
Partimos de: A" = A’ + a A + b I, multiplicando por la matriz A por la izquierda,
AAT=AA +AaA+ADI
I=A"+aA’ +DbA;

A+ aA*+bA-1=0; comparando esta expresion con la {1}, que sabemos que se cumple, deducimos
que a= -3 y b=3.

Solucion,a= -3 y b=3.



0

X
c¢) El valor de A para que el sistema de ecuaciones ( A—-A1 ) y|=|0| tenga infinitas soluciones.
Z

0

Calculemos A - A1

1 2 0 1 0 0 1 2 0 A 0 0 -4 2 0
A-AI=|0 1 0|-4|0 I O|=|0 I O|-|0 A O|=| 0 I1-A O |=B

0 2 1 0 0 1 0 2 1 0 0 A 0 2 1-1
Para que el sistema indicado, que es homogéneo, tenga infinitas soluciones debe ser /B /= 0.

-4 2 0
B=| 0 1-2 o0 |=(-2); (1-2)=0; 1-2=0; A=1
0 2 1-1

Para A = 1, el sistema a resolver es:

0 2 0\(x 0 2y =0 xX=a
0 0 0llyl=l0| - {2)7:0 — 2y=0; y=0 — Soluciondel sistema:iy=0 a,eR
02 o)lz) \o - z=p

Solucion: el sistema de este apartado tiene infinitas soluciones para A=1 y para este valor de A la
xX=a

solucién del sistemaes 1Y =0 «,fBecR-

z=p
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6 4
Problema 1.2. Dadas las matrices A :( | J y X= (xj , se pide:
- y

a) Obtener razonadamente todos los valores de ¢ para los que ( es la tnica solucién de la ecuacién
0

matricial A X = & X. (1,5 puntos).
b) Resolver la ecuacién matricial A X =2 X . (1,8 puntos).

Solucion:

a)
6 4)\(x X
=

-1 1)\y y
6x+4y=ax 6-—a)x+4y=0

%
—-X+y=ay —-x+(1-a)y=0

para que la tinica solucion del sistema sea la trivial, x = y = 0, deber ser | A| #0, siendo A la matriz de coeficientes

del sistema anterior.

Resolvamos
6—«a 4 2 2
i 1_0[‘:0 - b6-a)(l-a)+4=0 —> 6-Ta+a +4=0 - a -T7a+10=0
743 _10
S TEVET —4.1.10 7244940 729 743 _[T2 T2
2.1 2 2 2 \7-3_4_,
2 2

Luego & —=T7a+10#0 para a#2 y a#5

0
Los valores de ¢ para los que (OJ es la tinica solucion de la ecuacion matricial AX = & X son ge R — {2,5}

b) La ecuacion A X = 2 X corresponde al sistema planteado en el anterior apartado para ¢ =2 .
6-2)x+4y=0 4x+4y=0
%
-x+(1-2)y=0 -x—y=0
Como se cumple que 1? ecuacion = — 4 . 2* ecuacion el sistema es indeterminado, lo resolvemos, por ejemplo, a partir

de la 2° ecuacion.
-x-y=0; y=—x

L 7 a
la solucion serd X = aecR
—-a
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1 2 a-2
Problema 1.1. Dada la matriz A(a) =| 4 3 2 |, sepide:
o a -6

a) Calcular, en funcién de o, el determinante de la matriz A(a), escribiendo los célculos
necesarios. (1,3 puntos).

b) Determinar, razonadamente, los nimeros reales o para los que el determinante de la
matriz inversa de A(a) es igual a 1/66. (2 puntos).

Solucion:
a) Calculamos el determinante de la matriz por Sarrus,
1 2 a-2
A(@)|=|4 3 2 |=-18+4a’ -8a+4a-3a’ +6a—-2a+48=a’ +30
o o -6

b) De lo obtenido anteriormente, sabemos que el determinante de la matriz A(a) es distinto de cero (para
cualquier valor de a, o’ +30 £0)
Como el determinante de A(a) es distinto de cero, existe la inversa de la matriz A(a). Y ademds sabemos
que,
11
|A(er)| @ +30

- _ 1 S a2 +30=66 — a’=36 — a=+J36 — a=16
a +30 66

@

buscamos o /

Solucion: o, =-6 6 a,=6
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