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OPCIÓN B 
 

PROBLEMA B.1. Se da el sistema de ecuaciones 
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 , donde  α  es un paráme- 

tro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Todas las soluciones del sistema cuando   α  = 7.  (4 puntos). 

b) Los valores de   α    para los que el sistema es compatible indeterminado.  (3 puntos). 

c) Los valores de   α    para los que el sistema es compatible determinado.  (3 puntos). 

 
Solución: 

Estudiemos el sistema   
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.   Su matriz ampliada, A´, es  
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La matriz de coeficientes, A, es  3x3   por lo que su máximo rango posible será 3. 

A´ es  3x4  por lo que su máximo rango posible será 3. 

Empezamos estudiando el rango de A, 
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Para  α≠ 1, 7   →   ran (A) = 3 = ran(A´) = nº de incógnitas    →   Sistema Compatible Determinado 

 

Para  α = 7, 
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Calculemos el rango de  A, 
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Calculemos el rango de  A´, 

Sólo nos falta por estudiar el menor de orden 3 que se obtiene al añadir al orlar el menor de orden 2 no 

nulo anterior con la tercera fila y la cuarta columna de A´, 
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Por lo que,  ran (A) = ran (A´) = 2 < nº de incógnitas.  Para  α = 7 el sistema es compatible indeterminado. 

 

 



Para  α = 1, 
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A´ ,  esta matriz tiene la 1ª y 2ª filas iguales, a efectos de cálculo de rango podemos 

eliminar una de ellas, por lo tanto el máximo rango de   A   y   A´  será  2. 

Calculemos el rango de  A, 
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Luego    ran (A) = ran (A´) = 2 < nº de incógnitas.  Para  α = 1  el sistema es compatible indeterminado. 

 

 

Procedamos a resolver los apartados. 

 

a) Para   α = 7   sabemos que el sistema es compatible indeterminado 

Por el estudio realizado anteriormente, el sistema a resolver está formado por la 1ª y 2ª ecuaciones y las 

incógnitas principales son  x  e  y: 

8

z1

48

z66

48

z1z77

48

z11

z17

y

8

z1

48

z66

48

z1z77

48

7z1

1z1

x

z1y7x

z1yz7

−
=

−
=

+−−
=

−

−

=

−
=

−
=

+−−
=

−

−

=

→




−=+

−=+
 

 

Para   α = 7, la solución es:  ℜ∈
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b) Del estudio inicial, el sistema es compatible indeterminado para   α = 1  y   α = 7. 

 

c) Del estudio inicial, el sistema es compatible determinado para   α ≠  1 y 7, es decir, { }71,−ℜ∈α . 
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OPCIÓN B 
 

PROBLEMA B.1. Se da el sistema de ecuaciones lineales 
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, donde  

α es un parámetro  real.  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Los valores del parámetro  α  para los que el sistema es incompatible.  (3 puntos). 

b) Los valores del parámetro  α  para los que el sistema es compatible y determinado. 

(3 puntos). 

c) Todas las soluciones del sistema cuando   α  = 2.  (4 puntos). 

 
Solución: 

La  matriz ampliada, A´, de este sistema es  
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La matriz de coeficientes, A, es  3x3   por lo que su máximo rango posible será 3. 

A´ es  3x4  por lo que su máximo rango posible será 3. 

Empezamos estudiando el rango de A, 
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Para  α≠  2   y   α≠  4   →   |A| ≠ 0   →   ran (A) = 3   y como el máximo rango de A´ es  3, obtenemos que  

ran(A) = ran(A´) = 3 = nº de incógnitas    →   Sistema Compatible Determinado 

 

Para  α = 2, 
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A´    y   sabemos que  0A =    y   que  ran (A) = 2. 

Calculemos el rango de  A´, añadiendo al menor de orden  2  no nulo la 1ª fila y la 4ª columna: 
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Para  α = 2,   ran (A) = ran (A´) = 2 < nº de incógnitas,  el sistema es compatible indeterminado. 

 



Para  α = 4, 
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Como hemos hecho en el caso anterior,  
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Luego    ran (A) =2 ≠ 3 = ran (A´).  Para  α = 4  el sistema es incompatible. 

 

 

El estudio realizado anteriormente nos facilita la respuesta a cada uno de los apartados. 

 

a) El sistema es incompatible para   α = 4. 

 

b) El sistema es compatible y determinado para   α ≠  2   y   α ≠ 4, es decir, { }42,−ℜ∈α . 

 

c) Para   α = 2   sabemos que el sistema es compatible indeterminado. 

Por el estudio realizado anteriormente, el menor de orden  2  no nulo nos indica las ecuaciones e incógnitas 

principales que son la 2ª y 3ª ecuaciones y las incógnitas  x  e  y. El sistema a resolver es: 
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Para   α = 2, la solución del sistema es:  ℜ∈
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PROBLEMA A.1. Dado el sistema de ecuaciones 
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, donde  α  es un 

parámetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento 
utilizado: 

a) La solución del sistema cuando  α = – 1.  (3 puntos) 

b) Todas las soluciones del sistema cuando  α = 0.   (3 puntos) 

c) El valor de  α   para el que el sistema es incompatible.  (4 puntos) 
 

Solución: 

a)  ¿Solución  para  α = – 1? 

Para  α = – 1  el sistema a resolver es: 
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 La matriz ampliada de este sistema es: 
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Calculemos el rango de M, 
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El último menor de orden 3 estudiado también lo es de M´ y como el máximo rango de M´ es 3 entonces 

ran(M´) = 3 

Luego,  ran ( M ) = ran ( M´ ) = 3 = nº incógnitas   →   Es un sistema compatible determinado. 

 

Resolvemos el sistema por Cramer, 
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Finalmente, para  αααα = – 1  la solución del sistema es:   
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b) Para  α = 0  el sistema a resolver es: 
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 La matriz ampliada de este sistema es: 
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Calculemos el rango de N, 
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Calculemos el rango de N´, 

Considerando el estudio realizado anteriormente  ran(N´) ≥ 2, el menor de orden 3 de  N´ por estudiar 

es: 
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Luego,  ran ( N ) = 2 = ran ( N´ ) < nº de incógintas = 3   →   Es un sistema compatible indeterminado 

 

Para resolver el sistema utilizamos las ecuaciones e incógnitas correspondientes al menor de orden  2  no 

nulo. Es decir, 1ª y 2ª ecuación  y  como incógnitas  x  e  y. 

El sistema a resolver será: 
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c) ¿Valores de  α  para los que es S.I.? 
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 La matriz ampliada de este sistema es: 
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La matriz de coeficientes, A, es 3 x 3, por tanto el máximo rango de A es 3 



La matriz ampliada, A´, es 3 x 4, por tanto el máximo rango de A´ es 3. 

Empezamos estudiando la matriz de coeficientes. 
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Por tanto: 

• si  α ≠ 0, 5   ran(A) = 3, como ran(A´) ≥ ran(A)   y   ran(A´) ≤ 3,  también  ran (A´) = 3; es decir,  

ran(A) = ran(A´) = 3 = nº de incógnitas   →   Sistema compatible determinado. 

• si  α = 0, por el apartado b) sabemos que es Sistema compatible indeterminado. 

• si  α = 5,  
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Por lo tanto, ran(A) = 2 ≠ 3 = ran(A´)   →   Sistema incompatible 

 

Finalmente, el sistema es incompatible para  αααα = 5. 
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PROBLEMA A.1. Se da el sistema 
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, donde  α  es un parámetro real. 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La solución del sistema cuando  α = 0.  (3 puntos) 

b) El valor de  α   para el que el sistema es incompatible.   (3 puntos) 

c) Los valores del parámetro para los que el sistema es compatible y determinado 

   (2 puntos) 

 y obtener la solución del sistema en función del parámetro  α.  (2 puntos) 
 

Solución: 

Estudiemos el sistema. La matriz ampliada del sistema es: 
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A es 3x3, máximo rango de  A  es 3. 

 

A´ es 3x4, máximo rango de A´es 3 

Empezamos estudiando el rango de A, 
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Por tanto,  para  α ≠  – 3   →   ran(A) = 3  y como el máximo rango de A´ es 3   →   ran(A´) = 3 

 

Para α =  – 3   →   ran(A) = 2,  veamos que ocurre con el rango de A´. 

Falta por calcular el menor de orden 3 de A´ que se obtiene a partir del menor de orden 2 anterior no nulo, 
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Luego, 

para    α ≠  – 3   →   ran(A) = ran(A´) = 3 = nº de incógnitas   →   Sistema Compatible Determinado. 

para α =  – 3   →   ran(A) = 2 ≠ 3 = ran(A´)   →   Sistema Incompatible. 

 

Resolvamos cada uno de los apartados. 

a)  ¿Solución  para  α = 0? 

α = 0 ≠  – 3   →    el sistema es compatible y determinado. 

 

El sistema a resolver es: 
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Resolvemos el sistema por Cramer, 
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Finalmente, para  αααα = 0  la solución del sistema es:   
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b) Según lo estudiado al principio, el sistema es incompatible para  αααα = – 3. 

 

 

c) Según lo estudiado inicialmente, el sistema es compatible y determinado para  α ≠  – 3  

El sistema a resolver es: 
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Resolvemos el sistema por Cramer, 
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Finalmente, para  αααα ≠≠≠≠  – 3  la solución del sistema es:   
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PROBLEMA A.1. Dado el sistema de ecuaciones 
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donde a es un parámetro real. Se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos 
del razonamiento utilizado: 

a) Los valores del parámetro  a  para los cuales el sistema es compatible. (5 puntos) 

b) Las soluciones del sistema cuando  a = 1.      (3 puntos) 

c) Las soluciones del sistema cuando  a = 0.      (4  puntos) 
 

Solución: 

En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas. 

La matriz ampliada de este sistema es: 
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A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A es 3. 

Empezamos estudiando el rango de A 
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Entonces,    

para   a ≠≠≠≠  1, 2, A ≠ 0  →   ran(A) = 3 y, como el máximo rango de  A´ es 3, ran(A´) = 3, por lo que 

ran(A) = ran(A´) = 3 = nº incógnitas   →   Sistema Compatible Determinado 

 

para a = 1 , A = 0  →   ran(A) ≤ 2 

La matriz ampliada del sistema queda: 
















=′

1011

0100

1011

A  

Como F3 =   F1, en el estudio del rango de A´ podemos eliminar la fila 3. 

Quedaría 








0100

1011
 

Calculemos el rango de A  (como A es 2x3, el máximo rango de A será 2), 

2Aran

2Aran01
10

01

1Aran011

=→














≥→≠=

≥→≠=

)(

)(

)(

 

Como el máximo rango de A´ también sería 2 (A´es 2x4)   →   ran(A´) = 2 

 

Por tanto, ran(A) = ran(A´) = 2 < nº de incógnitas   →   Sistema Compatible Indeterminado. 



para a = 2 , A = 0  →   ran(A) ≤ 2 

La matriz ampliada del sistema queda: 
















=′

2121

0110

1011

A  

Calculemos el rango de A, sabemos que /A/ =0  (el máximo rango de A será 2), 

2Aran

2Aran01
10

01

1Aran011

=→














≥→≠=

≥→≠=

)(

)(

)(

 

Como el máximo rango de A´ también sería 2 (A´es 2x4)   →   ran(A´) = 2 

 

Calculemos el rango de A´, añadiendo al menor anterior de orden 2 no nulo la 3ª fila y la 4ª columna de 

A´, 

3Aran0112

221

010

111

=′→≠=−= )(  

Por tanto, ran(A) ≠ ran(A´)   →   Sistema Incompatible. 

 

Respondamos a las preguntas, 

 

a)  El sistema es compatible para  a ≠≠≠≠ 2. 

(para   a ≠ 1, 2  es compatible determinado   y   para  a = 1 es compatible indeterminado) 

 

 

b)  Soluciones para  a = 1 

Según lo estudiado inicialmente, el sistema a resolver está formado por la 1ª y 2ª ecuaciones y como 

incógnitas principales  z  e  y. Es decir, 





=

−=
→





=

=+

0z

x1y

0z

1yx
  

La solución del sistema es:   ℜ∈








=

−=

=

λλ

λ

0z

1y

x

 

 

 

c) Soluciones para  a = 0 

Si  a = 0,  a ≠ 1, 2, el sistema es compatible determinado. 

El sistema a resolver es: 

2

1

2

001

010

111

z
2

1

2

101

100

011

y
2

1

2

100

110

011

x

CramerPor22a3aA

0zx

0zy

1yx

0a

2

=

−

==
−

==
−

−

=

=+−=








=−

=+−

=+

=
:.,

  

 

Para  a = 0  la solución del sistema es:   x = y = z = ½. 

 



Matemáticas II    Julio 2019 
 

PROBLEMA A.1. Dado el sistema de ecuaciones 









+=+−

=+−

=+

1z5yx3

5z2y2x

z3x2

α

α

 
donde α es un parámetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del 
razonamiento utilizado: 

a) Los valores del parámetro  α  para los que el sistema es compatible y determinado. 

            (4 puntos) 

b) Las soluciones del sistema cuando  α = – 1.      (3 puntos) 

c) El valor de  α   para que el sistema tenga una solución  ( x, y, z ) que verifique 

x + y + z = 0.          (3  puntos) 
 

Solución: 

a)  ¿α? / el sistema sea compatible y determinado 

La matriz ampliada de este sistema es: 
















+−

−=′

1513

5221

302

A

α

α

 

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A´ es 3. 

Empezamos estudiando el rango de A 

3Aran01418320

513

221

302

A =→≠−=++−−=

−

−= )(  

Entonces,  ran(A) = 3  y, como el máximo rango de  A´ es 3, ran(A´) = 3,  

luego  ran(A) = ran(A´) = 3 = nº incógnitas   →   Sistema Compatible Determinado 

 

Por tanto, el sistema es compatible y determinado .ℜ∈∀ α  

 

 

b)  Las soluciones del sistema cuando  α = – 1 

Según lo estudiado anteriormente, el sistema es compatible y determinado. Lo resolveremos por Cramer. 

La matriz ampliada del sistema es: Ay

0513

5221

1302

A

















−

−

−

=′  

5
1

5

1

1061

1

013

521

102

z

4
1

4

1

545650

1

503

251

312

y7
1

7

1

15210

1

510

225

301

x

−=
−

=
−

+−
=

−

−

−

−

=

−=
−

=
−

+−−
=

−

−

==
−

−
=

−

−−
=

−

−

−

−

=

 

  

Cuando  αααα = – 1   la solución del sistema es:   x = 7,  y = – 4 ,  z = – 5. 
 

 



c) Habrá que estudiar el sistema formado por las tres ecuaciones iniciales y la ecuación de la condición. 

Es decir, el sistema a estudiar es:  













=++

+=+−

=+−

=+

0zyx

1z5yx3

5z2y2x

z3x2

α

α

 

 

La matriz ampliada de este sistema es: .





















+−

−
=′

0111

1513

5221

302

A
α

α

 

A es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  4x4, por tanto el máximo rango de A´ es 4. 

 

Empezamos estudiando el rango de A´, 

=
+−

−−









−

−
=

+−

−
=′

0010

1214

5123

102

CC

CC

0111

1513

5221

302

A
23

21

α

α

α

α

 {desarrollando por la 4ª fila} = 

553310221320420612

124

513

12

1 −=−−+−−=+−−++++−=

+

−= αααααααα

α

α

)()(  

5 α – 5 = 0;    5 α = 5;   α = 1 

 

Si  α ≠ 1,  ran(A´) = 4  y como el máximo rango de A es  3, el sistema sería incompatible. 

 

Si α = 1, ran(A´) ≤ 3 

el menor   01418320

513

221

302

≠−=++−−=

−

−   y este menor es de A y A´, por tanto 

ran(A) = ran(A´) = 3 = nº de incógnitas   →   Sistema Compatible Determinado. 

 

 

Para  que  el sistema tenga una solución que verifique  x + y + z = 0   debe ser   αααα = 1. 
 



Matemáticas II    Julio 2020 
 

PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones 









−=++

=++

=++

2zyxa

1zyax

1zayx

 

, siendo a  un 

parámetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento 
utilizado: 

a) El estudio del sistema en función del parámetro  a.   (5 puntos) 

b) Las soluciones del sistema cuando  a = – 2.   (3 puntos) 

c) La solución del sistema cuando  a = 0.   (2 puntos) 
 

Solución: 

En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas. 

La matriz ampliada de este sistema es: 
















−

=′

211a

11a1

1a11

A  

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A es 3. 

Empezamos estudiando el rango de A 

02a3a

2a3a11aaaa

11a

1a1

a11

3

33

=−+−

−+−=−−−++=
 

Resolvemos esta ecuación por el método de Ruffini, 

 -1 0 3 -2 

1  -1 -1 2 

 -1 -1 2 0 

1  -1 -2  

 -1 -2 0  

-2  2   

 -1 0   

Soluciones:  a = – 2  y  a = 1 

 

Para a ≠  – 2 y 1 

A≠ 0  →   ran(A) = 3, y como el máximo rango de A´ es 3  →   ran(A) = ran(A´) = 3 = nº incógnitas, 

por lo que el sistema es compatible y determinado. 

 

Para a = – 2  

















−−

−

−

=′

2112

1121

1211

A  

Sabemos que  A = 0, estudiemos los rangos de A  y A´, 

En A,    2Arany2Aran
0312

21

11

011

≥=→








≠−=−−=
−

≠=

´)()(  



En A´, a partir del menor de orden dos no nulo anterior formamos: 

{ } 2Aran0CCcomo

212

121

111

21 =→===

−−

− ´)(  

Por lo tanto, ran(A) = ran(A´) = 2 < nº incógnitas, luego el sistema es compatible indeterminado. 

 

Obtenemos las soluciones para responder al apartado b). 

El sistema a sistema a resolver es el correspondiente a las ecuaciones  e incógnitas del menor de orden 

2 no nulo. Es decir, el formado por la 1ª y 2ª ecuaciones y como incógnitas principales  x  e  y. 

z
3

z3

3

z21z1

3

z11

z211

y

z1
3

z33

3

z1z42

3

2z1

1z21

x

z1y2x

z21yx

=
−

−
=

−

−−−
=

−

−

+

=

+=
−

−−
=

−

+−−−
=

−

−−

+

=
→





−=−

+=+
 

La solución del sistema: ℜ∈








=

=

+=

λ

λ

λ

λ

z

y

1x

 

 

Para a = 1  

















−

=′

2111

1111

1111

A  

Sabemos que  A = 0, estudiemos los rangos de A  y A´, 

En A,    

















=

111

111

111

A las tres filas son iguales  y 011 ≠=  →   ran(A) = 1 

En A´, el menor de orden dos: 2Aran0312
21

11
=→≠−=−−=

−
´)(  

Por lo tanto, ran(A) ≠  ran(A´), luego el sistema es incompatible. 

 

Respondamos las cuestiones, 

a)  Si  a ≠≠≠≠  – 2 y 1,  Sistema Compatible Determinado 

Si  a =  – 2,  Sistema Compatible Indeterminado 

Si  a =  –1,  Sistema Incompatible 

 

b)  Si  a =  – 2,  la solución del sistema es:   ℜ∈








=

=

+=

λ

λ

λ

λ

z

y

1x

 

 

 

c) Si  a = 0, a ≠≠≠≠  – 2 y 1, el sistema será compatible determinado. Resolvámoslo, 

La matriz ampliada de este nuevo sistema sería: 
















−

=′

2110

1101

1011

A  

( ) 220302a3aA
3

0a

3 −=−⋅+−=−+−=
=

 

Resolviendo por Cramer, 



1
2

211

2

210

101

111

x1
2

121

2

120

111

011

y2
2

112

2

112

101

011

x −=
−

+−
=

−

−
=−=

−

−+
=

−

−
==

−

−−−
=

−

−
= ;;

 

Para  a = 0, la solución es: 








−=

−=

=

1z

1y

2x

 



Matemáticas II    Julio 2021 
 

PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones 









=+−

=++

=+−

mzmy4x5

0z3yx

mzyx2

 
, donde m  es un 

parámetro real. Se pide: 

a) La discusión del sistema de ecuaciones en función del parámetro   m.   (4 puntos) 

b) La solución del sistema cuando  m = 1.   (3 puntos) 

c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado.   (3 puntos) 
 

Solución: 

a)  

La matriz ampliada de este sistema es: 
















−

−

=′

mm45

0311

m112

A  

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A es 3. 

Empezamos estudiando el rango de A 

0m0m3

m3m245154m2

m45

311

112

==

=++−−−=

−

−

;

 

 

Para m ≠  0 

A≠ 0  →   ran(A) = 3, y como el máximo rango de A´ es 3  →   ran(A) = ran(A´) = 3 = nº incógnitas, 

por lo que el sistema es compatible y determinado. 

 

Para m = 0  

















−

−

=′

0045

0311

0112

A  

Sería un sistema homogéneo luego compatible {ran(A) = ran(A´)}. 

 

Sabemos que  A = 0, estudiemos el rango de A, 

En A,    2Aran
0312

11

12

022

=→








≠=+=
−

≠=

)(  

 

Por lo tanto, ran(A) = 2 = ran(A´) < nº de incógnitas, luego el sistema es compatible indeterminado. 

 

Por tanto, el sistema es compatible determinado para  m ≠≠≠≠ 0  y compatible indeterminado para m = 0. 

 

 

b)  Si  m =  1 (m ≠ 0), el sistema es compatible determinado. 

La matriz ampliada de este nuevo sistema sería: 
















−

−

=′

1145

0311

1112

A  



( ) 313m3A
1m

=⋅==
=

 

Resolviendo por Cramer, 

2
3

1542

3

145

011

112

z3
3

16151

3

115

301

112

y3
3

12131

3

141

310

111

x −=
+−−

=
−

−

==
−−+

===
+−−

=
−

−

= ;;

 Si  m = 1, la solución es: 








−=

=

=

2z

3y

3x

 

 

 

c) Soluciones cuando el sistema es compatible indeterminado. 

El sistema es compatible indeterminado para  m = 0. 

El sistema a sistema a resolver es el correspondiente a las ecuaciones  e incógnitas del menor de orden 2 no 

nulo calculado en el apartado a). Es decir, el formado por la 1ª y 2ª ecuaciones y como incógnitas 

principales  x  e  y. 

3

z5

3

zz6

3

z31

z2

y

3

z4

3

z3z

3

1z3

1z

x

z3yx

zyx2

0z3yx

0zyx2

−
=

+−
=

−

−

=

−
=

−−
=

−

−−

=
→





−=+

−=−
→





=++

=+−
 

 

Cuando el sistema es compatible indeterminado su solución es: 
ℜ∈















=

−
=

−
=

λ

λ

λ

λ

z

3

5
y

3

4
x

 



Matemáticas II    Julio 2022 
 

Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones 









=−++

=+

=+

az1ayax

1zx

1yxa

)(
 

. 

a) Discutir el sistema en función del parámetro real   a.   (5 puntos) 

b) Encontrar todas las  soluciones del sistema cuando este sea compatible.   (5 puntos) 
 

Solución: 

a)  

La matriz ampliada de este sistema es: 
















−

=′

a1aa1

1101

101a

A  

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A es 3. 

Empezamos estudiando el rango de A 

1
2

31

2
2

31

2

31

12

21411
a02aa

2aa1aa1

1aa1

101

01a

2

2

22

=
−

−

−=
−

+

=
−

±
=

−⋅

⋅−⋅−−±−−
==+−−

+−−=+−−=

−

)(

)()()(
;

 

 

Si  a ≠  – 2  y  1 

A≠ 0  →   ran(A) = 3, y como el máximo rango de A´ es 3  →   ran(A) = ran(A´) = 3 = nº incógnitas, 

por lo que el sistema es compatible y determinado. 

 

Si  a = – 2  

















−−−

−

=′

2321

1101

1012

A  

Sabemos que  A = 0, estudiemos el rango de A, 

En A,    2Aran
01

10

01

011

=→








≠=

≠=

)(  

En  A´, 3Aran03322

232

110

101

=→≠=++−=

−−−

´)(  

Por lo tanto, ran(A) = 2 ≠ 3 = ran(A´), luego el sistema es incompatible. 

 

Si  a = 1  

















=′

1011

1101

1011

A  

Sabemos que  A = 0, estudiemos el rango de A, 



En A,    2Aran
01

10

01

011

=→








≠=

≠=

)(  

En  A´, { } 2Aran0FF

101

110

101

31 =→=== ´)(  

Por lo tanto, ran(A) = 2 = ran(A´), luego el sistema es compatible indeterminado. 

 

Por tanto,  si  a ≠≠≠≠  – 2  y  1, el sistema es compatible determinado; 

si  a = – 2,  el sistema es  incompatible; 

si  a = 1,  el sistema es compatible indeterminado. 

 

 

b)  El sistema es compatible en dos casos. Obtengamos la solución en cada caso. 

Si  a ≠  – 2  y  1,  S. C. D. 

La matriz ampliada de este sistema es: 

















−

=′

a1aa1

1101

101a

A  

2aa

1aa1

101

01a

A
2 +−−=

−

=   (calculado anteriormente y como las raíces de este polinomio son 1 y – 2) 

= – ( a – 1 ) ( a + 2 ) 

 

Resolviendo por Cramer, 

2a

1a

2aa1

a1a1

2a1a

a1a1

2aa

a1

2aa

aa1a

2aa

aa1

101

11a

z

2a

2

2a1a

1a2

2aa

2a2

2aa

1aa1aa

2aa

1aa1

111

01a

y

2a

1

2a1a

1a

2aa

1a

2aa

1aaa

2aa

1aaa

101

011

x

2

2

2

2

2

22

22

2

222

+

+
=

+−

+−
=

+−−

+−
=

+−−

−
=

+−−

−−+
=

+−−
=

+
=

+−−

−−
=

+−−

+−
=

+−−

+−−+−
=

+−−

−
=

+
=

+−−

−−
=

+−−

+−
=

+−−

+−−
=

+−−

−
=

)()(

)()(

)()(

)()(

)()(

)(

)()(

)(

  

 

Si  a ≠≠≠≠  – 2  y  1, la solución es: 















+

+
=

+
=

+
=

2a

1a
z

2a

2
y

2a

1
x

 

 



Si  a = 1,  S. C. I. 

El sistema a sistema a resolver es el correspondiente a las ecuaciones  e incógnitas del menor de orden 2 no 

nulo calculado en el apartado a). Es decir, el formado por la 1ª y 2ª ecuaciones y como incógnitas 

principales  y   z. 

ℜ∈








−=

−=

=

→




−=

−=
→





=+

=+
λ

λ

λ

λ

1z

1y

x

Solución
x1z

x1y

1zx

1yx
 

 

Si  a = 1  la solución es: ℜ∈









−=

−=

=

λ

λ

λ

λ

1z

1y

x

 

 



Matemáticas II    Julio 2023 
 

Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales ,















−

=

































+

+

2

1

1

z

y

x

2a11

2a1

11a2

 donde 

a es un parámetro real.   

a) Discutir el sistema en función del parámetro   a.   (6 puntos) 

b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado. 

(4 puntos) 
 

Solución: 

a)  

La matriz ampliada de este sistema es: 
















+

−+

=′

22a11

12a1

111a2

A  

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A es 3. 

Empezamos estudiando el rango de A 

( )

3
2

42

1
2

42

2

42

12

31422
a03a2a

3a2a2a3a1a5a242a3aa2a21a4a2

42a1aa1a212aa2

2a11

2a1

11a2

A

2

2

22222

−=
−−

=
+−

=
±−

=
⋅

−⋅⋅−±−
==−+

−+=−−−−+=−++−−++++=

=−++−−++++=

+

+

=

)(
;

))(()()(

 

 

Si  a ≠  – 3  y  1 

A≠ 0  →   ran(A) = 3, y como el máximo rango de A´ es 3  →   ran(A) = ran(A´) = 3 = nº incógnitas, 

por lo que el sistema es compatible y determinado. 

 

Si  a = – 3  

















−

−−

=′

2011

1221

1122

A  

Sabemos que  A = 0, estudiemos el rango de A, 

En A,    2Aran
02

01

22

022

=→








≠−=
−

≠−=−

)(  

En  A´, 3Aran0114218

201

122

112

=→≠=+−+=−−

−−

´)(  

Por lo tanto, ran(A) = 2 ≠ 3 = ran(A´), luego el sistema es incompatible. 

 



Si  a = 1  















 −

=′

2311

1211

1122

A  

Sabemos que  A = 0, estudiemos el rango de A, 

En A,    2Aran
0314

21

12

022

=→








≠=−=

≠=

)(  

En  A´, 2Aran0262138

231

121

112

=→=−−++−=

−

´)(  

Por lo tanto, ran(A) = ran(A´) = 2 < 3(nº de incógnitas), luego el sistema es compatible indeterminado. 

 

Por tanto,  si  a ≠≠≠≠  – 3  y  1, el sistema es compatible determinado; 

si  a = – 3,  el sistema es  incompatible; 

si  a = 1,  el sistema es compatible indeterminado. 
 

 

b)  El sistema es compatible indeterminado para  a = 1  y  el menor de orden 2 no nulo de A  corresponde a las 

ecuaciones 1ª y 2ª  y  a las incógnitas  y  z. 

La matriz ampliada de este sistema es: 















 −

=′

2311

1211

1122

A  

El sistema a resolver es: 




−=+

−−=+

x1z2y

x21zy2
.     Sabemos que  3

21

12
=  

 

Resolviendo por Cramer, 

1
3

3

3

x21x22

3

x11

x212

z

x1
3

x33

3

x1x42

3

2x1

1x21

y

==
++−

=
−

−−

=

−−=
−−

=
+−−−

=
−

−−

=

  

 

Las soluciones del sistema cuando es compatible indeterminado son: ℜ∈









=

−−=

=

λλ

λ

1z

1y

x

 

 



Matemáticas II   Junio 2003 

 
EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales 








=++

=−

=+

53

02

zyx

zy

zx

λλ

λ

, 

dependiente del parámetro real ,λ  

se pide : 

a) Determinar para qué valores de  λ  el sistema es: compatible determinado, compatible indeterminado e 

incompatible  (1,3 puntos). 

b) Obtener las soluciones en los casos compatible determinado y compatible indeterminado   (2 puntos). 

 

Solución: 

a) La matriz ampliada de este sistema es 

















−=

5131

10

020

´ λλ

λ

A  

Tanto la matriz de coeficientes (A) como la ampliada A´ tienen como máximo rango 3; empezamos estudiando el rango 

de A. 

λλλλλλ

λ

+=+−=−
22

32

131

10

20

 

Veamos para que valores del parámetro el determinante es nulo, resolvemos la ecuación 

101

0
0)1(0

2

−=→=+

=
→=+→=+

λλ

λ
λλλλ  

 

Para 10 −≠≠ λλ y   hay un menor de orden 3 no nulo, 

luego rang(A) = rang(A´) = 3  =  nº de incognitas 

Sistema compatible determinado  

 

Para 

0=λ   
el menor de orden 3 de A es nulo, el rango de A será como máximo 2, estudiemos los rangos  

de A y A´  

 

















−=

131

100

200

A  
Estudiemos el siguiente 

menor de A 
03

13

10
≠=

−
 

luego rang(A)=2 y el rang(A´) será al 

menos 2. 

 

















−=

5131

0100

0200

Á  

En esta matriz se observa que F1 = - 2 F2 

por lo que rang (A´) = 2 

 luego rang(A) = rang(A´) = 2  < nº de incognitas 

Sistema compatible indeterminado 

 

Para 

1−=λ   
igual que en el caso anterior el menor de orden 3 de A es nulo. Estudiemos los rangos de A y A´.  

 
















−−

−

=

131

110

210

A   
Estudiemos el siguiente 

menor de A 
01

10

01
≠=

−

−
 

luego rang(A)=2 y el 

rang(A´) será al 

menos 2. 

 
















−−−

−

=

5131

1110

0210

Á  
orlando el menor 

anterior con la 4ª 

columna y 3ª fila 
0235

531

110

001

≠=−=−−

−

 luego rang(A´)=3 

 luego rang(A)=2  y rang(A´)=3, es decir  rang(A) ≠ rang(A´) 

Sistema incompatible 

 

En resumen,  para  1−=λ    Sistema Incompatible, 

 para  0=λ     Sistema Compatible Indeterminado, 

 para  10 −≠≠ λλ y   Sistema Compatible Determinado. 



 

b) Para  10 −≠≠ λλ y   Sistema Compatible Determinado. 
 

Lo resolvemos por Cramer, A  ya lo calculamos en el apartado a) λλ += 2A  

1

2

)1(

2235531

0

00

1

3

)1(

)3(352151

10

20

1

4

)1(

44106135

1

200

2

2

2

2

22

2

2

2

2

22

+
=

+
=

+
=

+

−
==

+

+
=

+

+
=

+

+
=

+

+−
=

−

=

+

−
=

+

−
=

+

−
=

+

−
=

−

=

λ

λ

λλ

λ

λλ

λ

λλ

λλ

λλ

λ

λ

λ

λλ

λλ

λλ

λλ

λλ

λλλ

λ

λ

λλλ

λ

λλ

λ

λλ

λλ

λλ

A
z

A
y

A
x

 

En los cálculo anteriores como 0≠λ   al final podemos simplificar por λ  
 

 
Para  10 −≠≠ λλ y   la solución del sistema es  

1

2

1

3

1

4

+
=

+

+
=

+

−
=

λ

λ

λ

λ

λ
zyx  

 

 

 Para  0=λ     Sistema Compatible Indeterminado. 

Para este valor de λ , del menor de orden 2 no nulo obtenido en el apartado a) escogemos las ecuaciones e incógnitas 

principales, es decir, tomamos la 2ª y 3ª ecuación: 

  –  z = 0 

 x + 3 y + z = 5 

las incógnitas principales son  z  e  y, pasamos x al término independiente y el sistema a resolver es, 





−=+

=−

xzy

z

53

0
 sustituyendo el valor de  z  en la  2ª ecuación  3 y + 0 = 5 - x 

3

5 x
y

−
=  

La solución del sistema será: 

ℜ∈













=

−
=

=

µ
µ

µ

,

0

5

5

z

y

x

Solución  



Matemáticas II   Junio 2004 

 
EJERCICIO A 

 
PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales 









=−+

=−+

=+−

622

332

zyx

yx

zyx

λ

λλ

λ

 
con λ  parámetro real, se pide: 

a) Determinar razonadamente para qué valores de λ es compatible determinado, compatible indeterminado e 

incompatible. (1,3 puntos) 

b) Hallar el conjunto de las soluciones del sistema para el caso compatible determinado. (1 punto) 

c) Hallar el conjunto de las soluciones del sistema para el caso compatible indeterminado. (1 punto) 

 

Solución: 

a) La matriz ampliada de este sistema es 

















−

−

−

=

622

312

111

´

λ

λλ

λ

A  

Tanto la matriz de coeficientes (A) como la ampliada A´ tienen como rango máximo 3; empezamos estudiando el rango 

de A. 

62424

22

12

111
22

−−=−+−++−=

−

−

−

λλλλλ

λ

λ  

Veamos para que valores del parámetro el determinante es nulo, resolvemos la ecuación 

2
2

4

2

51

3
2

6

2

51

2

51

2

2411

2

)6(4)1(1

06

2

12

2

−=
−

=
−

=

==
+

=

=
±

=
+±

=
−−−±

=

=−−

λ

λ

λ

λλ

 

 

Para 23 −≠≠ λλ y   hay un menor de orden 3 no nulo, 

luego rang(A) = rang(A´) = 3  =  nº de incognitas 

Sistema compatible determinado  

 

Para 

3=λ   

el menor de orden 3 de A es nulo, el rango de A será como máximo 2, estudiemos los rangos  

de A y A´  

 

















−

−

−

=

232

123

111

A  
Estudiemos el siguiente 

menor de A 
0532

23

11
≠=+=

−
 

luego rang(A)=2 y el rang(A´) será 

al menos 2. 

 

















−

−

−

=

6232

9123

3111

Á  

En esta matriz se observa que F2 – F3 = F1 

por lo que rang (A´) = 2 

 luego rang(A) = rang(A´) = 2  < nº de incognitas 

Sistema compatible indeterminado 

 

Para 
2−=λ   

igual que en el caso anterior el menor de orden 3 de A es nulo. Estudiemos los rangos de A y A´.  

 
















−−

−−

−

=

222

122

111

A   
Estudiemos 

el siguiente 

menor de A 

0121
12

11
≠=+−=

−−
 

luego 

rang(A)=2 

y el 

rang(A´) 

será al 

menos 2. 



 
















−−

−−−

−−

=

6222

6122

2111

Á  

orlando el 

menor 

anterior 

con la 4ª 

columna y 

3ª fila 

030121241286

622

612

211

≠−=+−−−−−=

−

−−−

−

 
luego 

rang(A´)=3 

 luego rang(A)=2  y rang(A´)=3, es decir  rang(A) ≠ rang(A´) 

Sistema incompatible 

 

En resumen,  para  2−=λ    Sistema Incompatible, 

 para  3=λ     Sistema Compatible Indeterminado, 

 para  23 −≠≠ λλ y   Sistema Compatible Determinado. 

  

 

b) Para  23 −≠≠ λλ y   Sistema Compatible Determinado. 
 

Lo resolvemos por Cramer, A  ya lo calculamos en el apartado a) 62 −−= λλA  

2
)2)(3(

)2)(2)(3(

6

1243

6

63461262

32

11

2

22

)2)(3(

)22)(3(

6

682

6

266266262

13

11

2

24

)2)(3(

)24)(3(

6

6104

6

61263426

123

11

2

23

2

23

2

2

2

2

2

2

2

22

−=
+−

+−−
=

−−

+−−
=

−−

+−−−+
=

−

=

+

−
=

+−

−−
=

−−

+−
=

−−

++−−+−
=

−

−

=

+

+
=

+−

+−
=

−−

−−
=

−−

−+−++−
=

−

−

−

=

λ
λλ

λλλ

λλ

λλλ

λλ

λλλλλλ

λλ

λ

λ

λ

λλ

λλ

λλ

λλ

λλ

λλλλλ

λλ

λ

λ

λ

λλ

λλ

λλ

λλ

λλ

λλλλλ

λ

λ

A
z

A
y

A
x

 

En los cálculo anteriores como 23 −≠≠ λλ y   podemos simplificar por 23 +− λλ y  

 

 
Para  23 −≠≠ λλ y   la solución del sistema es  2

2

22

2

24
−=

+

−
=

+

+
= λ

λ

λ

λ

λ
zyx  

 

 

 

c) Para  3=λ     Sistema Compatible Indeterminado. 

Para este valor de λ , del menor de orden 2 no nulo obtenido en el apartado a) escogemos las ecuaciones e incógnitas 

principales, es decir, tomamos la 1ª y 2ª ecuación: 

 x – y + z = 3 

 3 x + 2 y – z = 9 

las incógnitas principales son  x  e  y, pasamos z al término independiente y el sistema a resolver es, 





+=+

−=−

zyx

zyx

923

3
 

el determinante de la matriz de coeficientes es 5, calculado en el apartado a), obtenemos las 

soluciones por Cramer, 

ℜ∈















=

=

−=

=
+−+

=
+

−

=

−=
−

=
++−

=
+

−−

=

µ

µ

µ

µ

,
5

4

5
3

5

4

5

399

5

93

31

5
3

5

15

5

926

5

29

13

z

y

x

Solución

zzzz

z

y

zzzzz

z

x

 



Matemáticas II   Junio 2005 

 
EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 1. El sistema de ecuaciones lineales 








=++

=++

=++

222

2 1

ααα

ααα

αα

zyx

zyx

zyx

 

depende del parámetro real .α  

Discutir para que valores de α  es incompatible, compatible determinado y compatible indeterminado (2 puntos), y 

resolverlo en las casos compatibles  (1,3 puntos). 

 

Solución: 

a) La matriz ampliada de este sistema es 

















=
222

2

1

1

11

´

ααα

ααα

αα

A

 
Tanto la matriz de coeficientes (A) como la ampliada A´ tienen como rango máximo 3; empezamos estudiando el rango 

de A. 

234333243

22

2

2

1

1

1

ααααααααα

αα

αα

αα

+−=−−−++=

 
Veamos para que valores del parámetro el determinante es nulo, resolvemos la ecuación 

( )
1010)1(012

00
01202

22

2
22234

=→=−→=−→=+−

=→=
→=+−→=+−

ααααα

αα
αααααα

 
 

Para 10 ≠≠ αα y   hay un menor de orden 3 no nulo, 

luego rang(A) = rang(A´) = 3  =  nº de incognitas 

Sistema compatible determinado.  

 

Para 0=α   el menor de orden 3 de A es nulo, el rango de A será como máximo 2, estudiemos los rangos de A y A´  

 
















=

001

001

001

A

 

Como las tres filas de A son iguales, rang(A)=1 

 
















=

0001

0001

1001

Á

 

Consideramos el menor 0110
01

11
≠−=−=

 
por lo que rang (A´) = 2 

 luego rang(A) ≠ rang(A´)   Sistema incompatible. 

 

Para 1=α   igual que en el caso anterior el menor de orden 3 de A es nulo. Estudiemos los rangos de A y A´.  

 
















=

111

111

111

A

  

Como las tres filas de A son iguales, rang(A)=1 

 
















=

1111

1111

1111

Á

 

Como las tres filas de A´ son iguales, rang(A´)=1 

 luego rang(A)= rang(A´)=1 < nº de incognitas,  Sistema compatible indeterminado 

 

En resumen,  para  0=α    Sistema Incompatible, 

 para  1=α     Sistema Compatible Indeterminado, 

 para  10 ≠≠ αα y   Sistema Compatible Determinado. 

 

 

 

 

 



Resolución 

 Para  10 ≠≠ αα y   Sistema Compatible Determinado. 
 

Lo resolvemos por Cramer, A  ya lo calculamos en el apartado a) 22234 )1(2 −=+−= αααααA  
 

( ) ( )

( ) ( )
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−
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A
z

A
y

A
x

 
 

En los cálculos anteriores como 10 ≠≠ αα y   podemos simplificar por 1−αα y  
 

 
Para  10 ≠≠ αα y   la solución del sistema es  

αα

α 11
0

−
=

+
== zyx

 
 

 

 Para  1=α     Sistema Compatible Indeterminado. 

Para este valor de α , el sistema queda reducido a la ecuación: 

 x + y + z = 1  

 Podemos despejar cualquiera de las incógnitas, despejando x  quedará   x = 1 – y – z  

 ℜ∈








=

=

−−=

µλ

µ

λ

µλ

,

1

z

y

x

Solución  
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EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones con incógnitas x , y, z, 









=+−

=−+

=−+

172

21162

32

zyx

zyx

zyx α

 
se pide: 

a) Determinar razonadamente el valor de α   para el cual el sistema es compatible (1,2 puntos). 

b) Para ese valor obtenido en  a)  de α , calcular el conjunto de soluciones del sistema (1,3 puntos). 

c) Explicar la posición relativa de los tres planos definidos por cada una de las tres ecuaciones del sistema, en 

función de los valores de α  (0,8 puntos). 

 

Solución: 

a) 

La matriz ampliada del sistema es 

















−

−

−

=′

1721

21162

321 α

M

 
 

Estudiemos el rango de la matriz de coeficientes, M. En la matriz M tenemos el siguiente menor de orden 2, 1ª y 2ª 

filas con 1º y 2ª columnas, 

07272282218221242

721

1162

321

2)(,0246
62

21

=−=−−+−+=

−

−

−

=

≥≠=−=

M

Mranluego

 
Por lo tanto ran(M) = 2 

 

Estudiemos el rango de la matriz ampliada, M’. Orlamos el menor de orden 2 no nulo de M con la 4ª columna y 3ª fila 

de M’, 

3)(1

2)(1

101010

1010446446

121

262

21

=′≠

=′=

=→=−

−=−+−+−=

−

MranPara

MranPara
Luego

α

α

αα

ααα

α

 
 

El sistema será compatible cuando ran(M) = ran(M’), es decir, para α = 1. 

 

 

b) 

Resolvamos el sistema anterior para  α = 1. 

Según obtuvimos en el anterior apartado el menor no nulo de orden 2 de M era el formado por la 1ª y 2ª fila y la 1ª y 

2ª columna de M. Luego el sistema que debemos resolver estará formado por las dos primeras ecuaciones y las 

incógnitas principales serán  x  e  y. Es decir, el sistema a resolver es: 

2

5

2

62112

2

1122

311

21
2

42

2

24186

62

21

6112

231

11262

312
..

21162

132

zzzz

z

y

z
zzzz

z

x

zyx

zyx
princincógyex

zyx

zyx

=
−−+

=
+

+

=

−=
−

=
−−+

=
+

+

=





+=+

+=+
→





=−+

=−+

 



Para  α = 1 el conjunto de soluciones es: 

ℜ∈













=

=

−=

λ

λ

λ

λ

z

y

x

2

5

21

 
 

 

c) 

1≠αPara  
ran(M) = 2  y  ran(M’)=3, sistema incompatible, los tres planos no tienen un corte común. 

Considerando los planos dos a dos, 

De lo estudiado en el apartado a), el primer y segundo planos no son paralelos porque 

0246
62

21
≠=−=

 
Veamos el 2º y 3

er
 planos, 

01064
21

62
≠−=−−=

−  no son paralelos. 

Con el 1
er

 y 3
er 

planos sería, 

0422
21

21
≠−=−−=

−  no son paralelos. 

Luego los tres planos se cortan dos a dos pero no tienen ningún corte común. 

 

1=αPara  
ran(M) = 2  y  ran(M’)=2,  como hay tres incógnitas: sistema compatible indeterminado.  

La solución de este sistema la hemos obtenido en el apartado b). Esta solución corresponde a la ecuación de una 

recta. 

En este caso los tres planos se cortan en una recta. 
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PROBLEMA B.1. Dado el sistema de ecuaciones lineales que depende de los parámetros  a, b 

y c 









−=+−

=−−

=++

bczyax

aczbyx

czbyax

425

223

32

 
se pide: 

a) Justificar razonadamente que para los valores de los parámetros  a = 0,  b = – 1  y  c = 2   

el sistema es incompatible.  (3 puntos) 

b) Determinar razonadamente los valores de los parámetros  a,  b  y  c,   para los que se 

verifica que ( x, y, z ) = ( 1, 2, 3 )  es solución del sistema.  (4 puntos) 

c) Justificar si la solución ( x, y, z ) = ( 1, 2, 3 )  del sistema del apartado b) es, o no, única.  

(3 puntos) 
 

Solución: 

a) Justificar razonadamente que para los valores de los parámetros  a = 0,  b = – 1  y  c = 2   el sistema es 

incompatible. 

Para estos valores de los parámetros el sistema queda: 









=+−

=−+

=+−

422

0423

6

zy

zyx

zy

 
Ahora podemos proceder a estudiar este sistema o fijarnos en la primera y tercera ecuaciones que tienen 

proporcionales los coeficientes de las incógnitas pero no los términos independientes. Veámoslo, 

leIncompatibSistema

Arang

Arang

zy

zy



















=′→≠−=−=

=→








≠=

=+−=
−

−





=+−

=+−

2)(08124
42

61

1)(

022

022
22

11

422

6

 
Por lo tanto, como la 1ª y 3ª ecuaciones son incompatible el sistema inicial también es incompatible. 

 

 

b) ¿a, b y c? / ( x , y , z ) = ( 1 , 2 , 3 ) sea solución del sistema. 

Dando a las incógnitas los valores indicados, el sistema queda: 









=++

−=−−−

−=−+

→








−=+−

=−−

=++

4345

364

3322

4345

643

3322

cba

cba

cba

bca

acb

cba

 
Estudiemos este nuevo sistema cuyas incógnitas son  a, b y c. 

La matriz ampliada del sistema es: 

















−−−−

−−

=′

4345

3641

3322

A

 



Estudiemos el rango de la matriz de coeficientes, A. A es una matriz 3x3, luego su máximo rango posible es 

3. 

3)(07864860601224

345

641

322

2)(0628
41

22

1)(022

=→≠−=++−−+−=−−−

−

≥→≠−=+−=
−−

≥→≠=

Arang

Arang

Arang

 
Como el máximo rango posible de A´ (que es 3x4) es también 3, entonces  rang(A´) = 3 

Por lo que  rang(A) = rang(A´) = 3 = nº de incógnitas → Sistema Compatible Determinado. 

La solución del sistema será: 

1
78

78

78

24860301232

78

445

341

322

1
78

78

78

94845901218

78

345

631

332

1
78

78

78

187248483636

78

344

643

323

=
−

−
=

−

++−−+−
=

−

−−−

−

=

−=
−

=
−

−+−++−
=

−

−−−

−−

=

=
−

−
=

−

+−−−+
=

−

−−−

−−

=

c

b

a

 
 

Finalmente, ( x , y , z ) = ( 1 , 2 , 3 ) es solución del sistema para  a = 1 , b = – 1  y  c = 1. 

 

c) Estudiemos el sistema para estos valores de los parámetros a = 1 , b = – 1  y  c = 1 obtenidos anteriormente. 

El sistema que queda es:   









=+−

=−+

=+−

4zy2x5

1z2y2x3

3zyx2

 

La matriz ampliada del sistema es: 

















−

−

−

=′

4125

1223

3112

A  

Estudiemos el rango de la matriz de coeficientes, A. A es matriz 3x3, luego su máximo rango posible es 3. 

( ) 3Arang07341
23

12
1

125

023

012CC

125

223

112

2Arang0734
23

12

1Arang022

23

=→≠−=+⋅−=
−

−=

−−

−+

=

−

−

−

≥→≠=+=
−

≥→≠=

)(

)(

)(

 

Como el máximo rango posible de A´ (A´ es 3x4) es 3, entonces  rang(A´) = 3 

Por lo que  rang(A) = rang(A´) = 3 = nº de incógnitas → Sistema Compatible Determinado. 

 

Por tanto la solución   ( x , y , z ) = ( 1 , 2 , 3 )  es única. 
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PROBLEMA A.1. Sea el sistema de ecuaciones 









−=−++

+=+

=++

1)2(3

1232:

mzmyx
mzx

mzyx
S

 
donde  m  es un parámetro real. Obtener razonadamente: 
a) Todas las soluciones del sistema  S  cuando  m = 2.  (4 puntos) 
b) Todos los valores de  m  para los que el sistema  S  tiene una solución única.  (2 puntos) 

c)  El valor de  m  para el que el sistema  S  admite la solución  (x,y,z) = 







− 0,
2

1
,

2

3

 
(4 puntos) 

 
Solución: 
a)  Para  m = 2  el sistema a resolver es: 









=+

=+

=++

13

532

2

yx
zx
zyx

     de este sistema, sus matriz ampliada es,    
















=′

1031

5302

2111

A  

Estudiemos el rango de A 

2)(

0936

031

302

111

2)(02
02

11

1)(011

=→


















=−+=

≥→≠−=

≥→≠=

Aran
Aran

Aran

 

Estudiemos el rango de A´, como  ran(A) = 2  →  ran(A´) ≥ 2. Ampliamos el menor de orden 2 no nulo de A´, que es 
el obtenido anteriormente en A, con la cuarta columna y tercera fila: 

0215512

131

502

211

=−−+=  Por lo tanto  ran(A´) = 2 

Lo obtenido es:  ran(A) =  ran(A´) = 2 < 3 = nº incógnitas   →  Sistema compatible indeterminado. 
Resolvemos el sistema usando las ecuaciones ( 1ª y 2ª ) e incógnitas ( x, y ) que han proporcionado este rango.  

El sistema a resolver es:  




−=

−=+

zx
zyx
352

2
 

Resolviéndolo por Cramer,  

z
2
1

2
1

2
z1

2
z1

2
z24z35

2
z22z351

2
z352
z21

y

z
2
3

2
5

2
z35

2
0z35
1z2

x

+
−

=
+−

=
−

−
=

−

+−−
=

−

−−−
=

−

−

−

=

−=
−

+−
=

−

−

−

=

)()(

 

Finalmente, para  m = 2  las soluciones del sistema  S  son:  ℜ∈















=

+
−

=

−=

λ

λ

λ

λ

z
2
1

2
1

y

2
3

2
5

x

 

 



 
b) Como el sistema tiene tres ecuaciones y tres incógnitas tendrá solución única cuando sea un sistema compatible 

determinado. Calculemos los valores de  m. 

















−−

+=′

1231

12302

111

mm
m
m

A  

A  es  3x3, luego el máximo rango de  A  es 3; A´ es  3x4, luego el máximo rango de  A´ es  3. Por lo tanto 
empezamos estudiando el rango de  A. 
Estudiamos el menor de orden 3 de A, 

2
2

4
42042

42)2(2936

231

302

111

=
−

−
=→−=−→=+−

+−=−−−+=

−

mmm

mm
m  

Luego, para  m ≠ 2  →  │A│≠ 0  →  ran(A) =3  y como el máximo rango posible de A´  es 3, ran(A´) = 3, luego: 
para  m ≠ 2, ran(A) = ran(A´) = 3 = nº incógnitas  →  Sistema compatible determinado 
 
Finalmente, el sistema tiene solución única cuando  m ≠ 2 

 

c)  Para  (x,y,z) = 







− 0,
2

1
,

2

3

 
el sistema quedará 

1

1

1

1

1

22

1

10

123

1

10)2(
2

1
3

2

3

120.3
2

3
2

0
2

1

2

3

=→








=

=

=

→








=

=

=

→








−=

+=

=

→















−=−+






 −
+

+=+

=+






 −
+

m
m
m
m

m
m

m

m
m

m

mm

m

m

 

El sistema  S  admite la solución  (x, y, z) = 







− 0,
2

1
,

2

3

 
para m = 1. 
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PROBLEMA A.1. Se da el sistema de ecuaciones  S: ( )








=++

=+−+

=+

1zy2x

1zy1x

5zx2

2

2

α

α

α

 , donde  α  es un parámetro 

real. 

Obtener razonadamente: 

a) La solución del sistema S cuando  α = 0.  (3 puntos) 

b) Todas las soluciones del sistema S cuando  α = – 1.   (4 puntos) 

c) El valor de  α  para el que el sistema S es incompatible.  (3 puntos) 
 

Solución: 

Los apartados a) y b) podemos resolverlos directamente sustituyendo en el sistema  S  el valor de  α  por su valor, pero 

para resolver el apartado c)  hay que estudiar el sistema. Empezamos estudiando el sistema. 

 

La matriz de coeficientes es  A =
















−
2

2

21

111

02

α

α

α

  y la matriz ampliada  
















−=

121

1111

502

A
2

2

α

α

α

´ . 

Como  A  es 3x3, su máximo rango es 3.  Como A´  es 3x4, su máximo rango también es 3. Por lo que empezamos 

estudiando la matriz  A. 

Estudiemos el determinante de orden 3 de  A, 

4342412

021

111

02

FF21

111

02
2332222

2

13

2

2

−+−=−−+=−−+=

−

−=

−

− ααααααααα

α

α

α

α

)(  

Resolvamos la ecuación:  – α3
 + 3 α2

 – 4 = 0, por Ruffini: 

 -1 3 0 -4 

      

-1   1 -4 4 

 -1 4 -4 0 

      

2   -2 4  

 -1 2 0  

      

2   -2   

 -1 0    

Llas soluciones de la ecuación son: 

α = – 1  y  α = 2 

 

Es decir, que │A│= 0  para  α = – 1  y  α = 2 

 

Por lo tanto, sobre el sistema  S  podemos afirmar: 

 

Para  α ≠ – 1, 2 

rang(A) = rang(A´) = 3 = nº de incognitas, S es sistema compatible y determinado. 

 

Para  α = – 1 

La matriz ampliada es 

















=

1121

1121

5102

A´ , ya sabemos que  │A│= 0. Obtengamos los rangos de A  y  A´ 

Calculemos el rango de  A, como  2Arang04
21

02
=→≠= )(  

Calculemos el rango de A´, al menor no nulo anterior le orlamos la cuarta columna y la tercera fila de A´, 



=

121

121

502

( como F2 = F3 ) = 0, por lo tanto  rang(A´) = 2 

Luego, rang(A) = rang(A´) = 2 < nº de incógnitas,  S  es sistema compatible indeterminado. 

Para resolver el sistema utilizamos las ecuaciones e incógnitas que nos indica el menor no nulo de orden 2 anterior, 

es decir: 




−=+

−=

z1y2x

z5x2
 

De la primera ecuación   
2

z5
x

−
=  

Sustituyendo este valor de  x  en la segunda ecuación: 

4

z3
yz3y4z22y4z5z1y2

2

z5 −−
=−−=−=+−−=+

−
;;;  

Luego la solución del sistema  S  será:  ℜ∈















=

−−
=

−
=

λ

λ

λ

λ

z

4

3
y

2

5
x

 

 

Para  α = 2 

La matriz ampliada es 

















−=

1421

1111

5402

A´ , ya sabemos que  │A│= 0. Obtengamos los rangos de A  y  A´ 

Calculemos el rango de  A, como  2Arang02
11

02
=→≠−=

−
)(  

Calculemos el rango de A´, procediendo como en el apartado anterior, 

3Arang0945102

121

111

502

=→≠=−++−=− ´)(  

Como  rang(A) ≠ rang(A´), el sistema S es incompatible. 

 

 

Respondamos a cada uno de los apartados del problema. 

a)  Para  α = 0, ( ≠  – 1 y 2 ) el sistema  S  es compatible determinado. 

La matriz ampliada es,   4

021

111

002

Ay

1021

1111

5002

A −==
















=′  

 

Resolviendo por Cramer,   

4

3

4

3

4

45102

4

121

111

502

z

4

3

4

3

4

25

4

011

111

052

y
2

5

4

10

4

021

111

005

x

−
=

−
=

−

−−+
=

−
=

−
=

−
=

−

−
=

−
==

−

−
=

−
=

 

Finalmente, para  α = 0  la solución del sistema  S  es:
4

3
z

4

3
y

2

5
x

−
=

−
== ,,  

 



 

b) Para  α = – 1, como hemos obtenido anteriormente, la solución del sistema  S  es:  ℜ∈















=

−−
=

−
=

λ

λ

λ

λ

z

4

3
y

2

5
x

 

 

c) El sistema S es incompatible, como hemos obtenido anteriormente, para   α = 2. 
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OPCIÓN A 
 

PROBLEMA A.1. Se tiene el sistema de ecuaciones 








=+

=−−

=+

cyx2

by4x

ay5x2

 ,donde  a, b y c son tres 

números reales. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento 
utilizado: 

a) La relación que deben verificar los números a, b y c para que el sistema  sea compatible.  

(4 puntos) 

b) La solución del sistema cuando  a = – 1,  b = 2  y  c = 3.   (2 puntos) 

c) La solución del sistema cuando los números  a, b y c  verifican la relación  a = c = – 2 b.  

(4 puntos) 
 

Solución: 

Del sistema 









=+

=−−

=+

cyx2

by4x

ay5x2

 

obtenemos  

la matriz de 

coeficientes 















−−=

12

41

52

A  y la matriz ampliada 
















−−=′

c12

b41

a52

A  

 

a) Para que el sistema sea compatible,  ran(A) = ran(A´) 

Calculemos el rango de A. 

Como  A  es  3x2, el máximo rango de A  será 2. 

2Aran0358
41

52

1Aran022

=→≠−=+−=
−−

≥→≠=

)(

)(

 por lo tanto  ran(A) = 2 

Para que  ran(A´) = 2, debe cumplirse que  0

c12

b41

a52

=−− , 

 – 8 c – a + 10 b + 8 a – 2 b + 5 c = 0 

7 a + 8 b – 3 c = 0 

 

Finalmente, para que el sistema se compatible la relación entre  a, b y c  debe ser   7 a + 8 b – 3 c = 0 

 

b) Para  a = – 1,  b = 2  y  c = 3. 

Comprobemos que es sistema es compatible,   7 ( – 1 ) + 8 . 2 – 3 . 3 = – 7 + 16 – 9 = 0,  por lo tanto el 

sistema es compatible. 

Para resolver el sistema usamos las ecuaciones e incógnitas correspondientes al menor de orden 2 no nulo 

calculado en el apartado anterior. Es decir, el sistema a resolver es: 

1
3

3

3

14

3

21

1

y

2
3

6

3

104

3

42

51

x

2y4x

1y5x2

−=
−

=
−

−
=

−

−

−2

=

=
−

−
=

−

−
=

−

−

−

=
→





=−−

−=+
 

 

Para  a = – 1,  b = 2  y  c = 3, la solución del sistema es   x = 2   e   y = – 1 
 

 

 



c) Si  a = c = – 2 b, veamos si cumplen la relación  7 a + 8 b – 3 c = 0. 

7 ( – 2 b ) + 8 b – 3 ( – 2 b ) = – 14 b + 8 b + 6 b = 0, la cumple. Luego el sistema será compatible 

 

Según lo realizado en el apartado anterior, el sistema a resolver será: 

0
3

0

3

b2b2

3

b1

b2

y

b
3

b3

3

b5b8

3

4b

5b2

x

by4x

b2y5x2

=
−

=
−

−
=

−

−

−2

=

−=
−

=
−

−
=

−

−

−

=
→





=−−

−=+
 

 

Si  a = c = – 2 b, la solución del sistema es  x = – b   e   y = 0. 
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OPCIÓN A 
 

PROBLEMA A.1. Dado el sistema de ecuaciones 








=++

−=++

−=++

k2z3ykx

2kz5y4x2

1z2y3x

2

 , donde   k   es un 

parámetro real. 

a) Discutir razonadamente el sistema  según los valores de  k.  (4 puntos) 

b) Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, 

todas las soluciones del sistema cuando  k = – 1.   (3 puntos) 

c) Resolver razonadamente el sistema  cuando  k = 0.  (3 puntos) 

 
Solución: 

Estudiemos el sistema  









=++

−=++

−=++

k2z3ykx

2kz5y4x2

1z2y3x

2

 Su matriz ampliada, A´, es 
















−

−

k23k1

2k542

1231

2

 

La matriz de coeficientes, A, es  3x3   por lo que su máximo rango posible será 3. 

A´ es  3x4  por lo que su máximo rango posible será 3. 

Empezamos estudiando el rango de A, 

11k1k01k

1k18k5815k412

3k1

542

231

22

222

2

±=±=→=→=+−

+−=−−−++=
 

Procedamos a responder a los tres apartados. 

 

a) De los cálculos realizados anteriormente deducimos, 

Para   k ≠  – 1 , 1   →   /A/ ≠  0   →   ran (A) = 3   y   como el máximo rango de  A´  también es 3,  

ran (A) = 3 = ran(A´) = nº de incógnitas    →   Sistema compatible determinado 

 

Para  k =  – 1, 

















−

−

−

=

2311

3542

1231

Á    y   sabemos que  →= 0A ran (A) ≤ 2 

Calculemos el rango de  A, 

→








≠−=−=

≠=

0264
42

31

011

ran (A) = 2 

Calculemos el rango de  A´, 

Sólo nos falta por estudiar el menor de orden 3 que se obtiene al orlar el menor de orden 2 no nulo 

anterior con la tercera fila y la cuarta columna de A´, 

→=+−=+++−−−=

−

−

−

019191234928

211

342

131

ran (A´) = 2 

 

Luego,  ran (A) = ran (A´) = 2 < nº de incógnitas.  Para   k = – 1  el sistema es compatible indeterminado. 



 

 

Para  k = 1, 

















−

−

=

2311

1542

1231

A´   

Sabemos que   /A/ = 0  y  considerando el cálculo del rango de A realizado en el caso anterior, ran( A) =2. 

Calculemos el rango de  A´, ( ran (A´) ≥ ran (A) =2 ) 

0264
42

31

011

≠−=−=

≠=

  

al orlar el menor de orden 2 no nulo anterior con la tercera fila y la cuarta columna de A´ 

→≠−=−=−++−−=−

−

0417131214328

211

142

131

ran (A´) = 3 

Luego,   ran (A) = 2 ≠ ran (A´) = 3 , sistema  incompatible.  Para   k = 1  el sistema es incompatible. 

 

Resumiendo,  Para   k ≠  – 1 , 1   el sistema es compatible determinado 

   Para   k = – 1  el sistema es compatible indeterminado 

   Para   k = 1  el sistema es incompatible 

 

 

b) Para   k = – 1   sabemos que el sistema es compatible indeterminado 

Por el estudio realizado anteriormente, el sistema a resolver está formado por la 1ª y 2ª ecuaciones y las 

incógnitas principales son  x  e  y: 

2

z1

2

z1

2

z42z53

2

z532

z211

y

2

z75

2

z75

2

z159z84

2

4z53

3z21

x

CramerPor
z53y4x2

z21y3x

+
=

−

−−
=

−

++−−
=

−

−−

−−

=

−−
=

−

+
=

−

++−−
=

−

−−

−−

=

→→




−−=+

−−=+
 

 

Para   k = – 1, la solución es:  ℜ∈















=

+
=

−−
=

λ

λ

λ

λ

z

2

1
y

2

75
x

 

 



c) Para   k = 0, como es distinto de  – 1  y 1, del estudio del apartado a)   sabemos que el sistema es compatible  

   determinado 

El sistema a resolver es 









=+

−=++

−=++

0z3x

2z5y4x2

1z2y3x

 

De este sistema sabemos que  1
0k

1kA
2 =

=
+−= . Resolviendo por Cramer, 

246
1

001

242

131

x

16456
1

301

522

211

y

61812
1

300

542

231

x

−=+−=

−

−

=

−=++−−=

−

−

=

=+−=

−

=

 

Finalmente,  para  k = 0   la solución del sistema es   x = 6,   y = – 1,   z = – 2. 
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PROBLEMA B.1. Dado el sistema de ecuaciones 









+−=−+++

+=+

=++++−

92z1y1x2

22yx

z22y12x1

2 αααα

ααα

αααα

)()(

)()()(

 

Donde  α  es un parámetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del 
razonamiento utilizado: 

a) Todas las soluciones del sistema cuando  α = 1.  (3 puntos) 

b) La justificación razonada de si el sistema es compatible o incompatible cuando  α = 2.   

(3 puntos) 

c) Los valores de  α   para los que el sistema es compatible y determinado.  (4 puntos) 
 

Solución: 

a)  ¿Soluciones para  α = 1? 

Para  α = 1  el sistema a resolver es: 









=+

=+

=+

8y2x2

4yx

1z4y3

 La matriz ampliada de este sistema es: 
















=′

8022

4011

1430

M  

 

Calculemos el rango de M, 

( )

2Mran

0F2F

022

011

430

2Mran04
01

43

1Mran044

23

=→




















===

≥→≠−=

≥→≠=

)(

.

)(

)(

 

 

Calculemos el rango de M´, 

Considerando el estudio realizado anteriormente  ran(M´) ≥ 2, el menor de orden 3 de  M´ por 

estudiar es: 

( ) ( ) 2Mran0F2F

802

401

143

23 =′→=== .  

 

Luego,  ran ( M ) = ran ( M´ ) = 2 < 3 = nº incógnitas   →   Es un sistema compatible indeterminado. 

 

Para resolver el sistema utilizamos las ecuaciones e incógnitas correspondientes al menor de orden  2  no 

nulo. Es decir, 1ª y 2ª ecuación  y  como incógnitas  z  e  y. 

El sistema a resolver será: 





−=

=+

x4y

1z4y3
   sustituyendo el valor de  y  que da la 2ª ecuación en la 1ª, 

3 ( 4 – x ) + 4 z = 1;    12 – 3 x + 4 z = 1;    4 z = 1 – 12 + 3 x;   4 z = – 11 + 3 x;   
4

x311
z

+−
=  



Finalmente, para  αααα = 1  las soluciones del sistema son:   













+−
=

ℜ∈−=

=

4

311
z

4y

x

λ

λλ

λ

 

 

 

b) Para  α = 2  el sistema a resolver es: 









=++

=+

=++−

9zy3x2

6y2x2

2z6y5x

 La matriz ampliada de este sistema es: 














−

=′

9132

6022

2651

N  

 

Calculemos el rango de N, 

2Nran

01024362

132

022

651

2Nran012102
22

51

1Nran011

=→




















=−−+−=

−

≥→≠−=−−=
−

≥→≠−=−

)(
)(

)(

 

 

Calculemos el rango de N´, 

Considerando el estudio realizado anteriormente  ran(N´) ≥ 2, el menor de orden 3 de  N´ por estudiar 

es: 

( ) 3Nran02690188601218

932

622

251

=′→≠−=−+−++−=

−

 

 

Luego,  ran ( N ) = 2 ≠ 3 = ran ( N´ )   →   Es un sistema incompatible. 

 

Para  αααα = 2  el sistema es incompatible. 
 

 

c) ¿Valores de  α  para los que es S.C.D.? 









+−=−+++

+=+

=++++−

92z1y1x2

22yx

z22y12x1

2 αααα

ααα

αααα

)()(

)()()(

 

La matriz 

ampliada 

de este 

sistema es: 
















+−−+

+

++−

=′

92112

220

22121

A
2 αααα

ααα

αααα

 

La matriz de coeficientes, A, es 3 x 3, por tanto el máximo rango de A es 3 

La matriz ampliada, A´, es 3 x 4, por tanto el máximo rango de A´ es 3. 

Empezamos estudiando la matriz de coeficientes. 

( ) =
−

+−
+

−+

++
−==

−+

++−

=
12

221

11

2212
Fporndodesarrolla

112

0

22121

A 2
α

αα
α

αα

αα
α

αα

αα

ααα

 

( multiplicamos los binomios correspondientes), 



( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
023

0
023

235235

5235441224212

12

1

1

1

242

22

22

1

22

12

2

12

1

12

2

2

22

2222

2

2

2

2

2

2

=−+−

=
=−+−

−+−=−−−+=

=−−−+−−−=−−−+−+−−−−−−=



























−+−

+−

−+

+−

−

++

+

++

+

+

−−

+

−−

−

+

αα

α
ααα

ααααααα

αααααααααααααα

αα

αα

α

α

α

αα

αα

α

α

α

αα

αα

α

α

α

 

Resolviendo la ecuación de 2º grado por Ruffini, 

2y1

01

22

021

211

231

21 ==→

−

−

−

−

−−

αα  

 

Luego,  para  α ≠ 0, 1, 2   ran(A) = 3, como ran(A´) ≥ ran(A)   y   ran(A´) ≤ 3,  también  ran (A´) = 3; es 

decir, ran(A) = ran(A´) = 3 = nº de incógnitas   →   Sistema compatible determinado. 

 

Sabemos que para α = 0, 1, 2  el sistema no será compatible determinado, aunque es fácilmente justificable: 

- Para α = 1, visto en apartado a), S. C. Indeterminado 

- Para α = 2, visto en apartado b), S. Incompatible 

- Para α = 0 

















−

=′

9112

2000

0211

A    F2  es la ecuación  0 = 2 (Falso), luego  S. Incompatible 

Finalmente, el sistema es compatible y determinado para   { }210 ,,−ℜ∈α  
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PROBLEMA A.1. Se da el sistema de ecuaciones 









=+

=++

=−

2zx2

1zyax2

azxa

 

Donde  a  es un parámetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del 
razonamiento utilizado: 

a) Los valores del parámetro  a   para los cuales el sistema es incompatible   (4 puntos) 

b) Todas las soluciones del sistema cuando este sea compatible indeterminado.   (3 puntos) 

c) La solución del sistema cuando  a = – 1.   (3 puntos) 
 

Solución: 

En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas. 

La matriz ampliada de este sistema es: 














 −

=′

2102

11a2

a10a

A  

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A es 3. 

Empezamos estudiando el rango de A 

2a02a

0a
02aa0a2a

a2a

102

1a2

10a

A

2

2

−=→=+

=
=+→=+

+=

−

=

)(

 

Entonces,    

para   a ≠≠≠≠  – 2  y 0, A ≠ 0  →   ran(A) = 3 y, como el máximo rango de  A´ es 3, ran(A´) = 3, por lo que 

ran(A) = ran(A´) = 3 = nº incógnitas   →   Sistema Compatible Determinado 

 

para a = – 2 , A = 0  →   ran(A) ≤ 2 

La matriz ampliada del sistema queda: 
















−

−−−

=′

2102

1122

2102

A  

Como F3 =  – F1, en el estudio del rango de A´ podemos eliminar la fila 3. 

Quedaría 








−

−−−

1122

2102
 

Calculemos el rango de A  (como A es 2x3, el máximo rango de A será 2), 

2Aran

2Aran04
22

02

1Aran022

=→














≥→≠=
−

−

≥→≠−=−

)(

)(

)(

 

Como el máximo rango de A´ también sería 2 (A´es 2x4)   →   ran(A´) = 2 

 

Por tanto, ran(A) = ran(A´) = 2 < nº de incógnitas   →   Sistema Compatible Indeterminado. 

 



para  a = 0, A = 0  →   ran(A) ≤ 2  

La matriz ampliada del sistema queda: 














 −

=′

2102

1102

0100

A  

Calculemos el rango de A, 

2Aran

2Aran02
12

10

1Aran022

=→














≥→≠=
−

≥→≠=

)(

)(

)(

 

Calculemos el rango de A´, 

Considerando el estudio realizado anteriormente  ran(A´) ≥ 2, el menor de orden 3 de  A´ por 

estudiar es: 

( ) 3Aran0242

212

122

110

=′→≠=+−=

−

 

Por tanto, ran(A) = 2 ≠ 3 = ran(A´)   →   Sistema Incompatible  

 

 

Respondamos a las preguntas, 

 

a) El sistema es incompatible para  a = 0. 

 

 

b) El sistema es compatible indeterminado para  a = – 2. 

Del estudio realizado anteriormente, el sistema a resolver en este caso es: 





=+−

−=−−

1zy2x2

2zx2
 Siendo  x  e  y  las incógnitas principales 

2

1

4

z24z22

4

z12

z22

y

2

z
1

4

z24

22

02

2z1

0z2

x

z1y2x2

z2x2

=
−++−

=
−

+−−

=

−=
−

=

−

−

−−

+−

=

→




−=−

+−=−
 

 

Finalmente, para  a = – 2  las soluciones del sistema son:   















=

ℜ∈=

−=

λ

λ

λ

z

2

1
y

2
1x

 

 

 



c) Solución para   a = – 1  

Si  a = – 1, a ≠  – 2  y  0, por lo que  el sistema es compatible determinado 

El sistema es 









=+

=+−

−=−−

2zx2

1zyx2

1zx

 Como es un S.C.D. lo resolvemos por Cramer. 

0
1

0
xF2F

1

202

112

101

z

1
1

1

1

222241

1

122

112

111

y1
21

21

102

112

101

102

111

101

x

13 =
−

−==
−

−

−−

=

=
−

−
=

−

+++−−−
=

−

−−−

==
−

−
=

−

−−

−

−−

=

}{

 

 

La solución del sistema para   a = – 1 es:  { x = 1,  y= 1,  z = 0} 
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PROBLEMA A.1. Se da el sistema de ecuaciones 









=+−

=−+

=++−

az2yxa

2zyax2

az2yax

 

dependiente del parámetro real  a. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del 
razonamiento utilizado: 

a) La solución del sistema cuando  a = 2.    (4 puntos) 

b) Los valores del parámetro  a  para los que el sistema es compatible y determinado. 

   (3 puntos) 

c) El valor del parámetro  a  para el que el sistema es compatible e indeterminado 

y obtener todas las soluciones del sistema para ese valor de  a.    (2 + 2  puntos) 
 

Solución: 

En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas. 

La matriz ampliada de este sistema es: 
















−

−

−

=′

a21a

21a2

a2a1

A  

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A es 3. 

Empezamos estudiando el rango de A 

1a01a01a01a2a03a6a3

3a6a3a41a2a4a2

21a

1a2

2a1

A

222

222

−=→=+→=+→=++→=−−−

−−−=−+−−−−=

−

−

−

=

)(

 

Entonces,    

para   a ≠≠≠≠  – 1, A ≠ 0  →   ran(A) = 3 y, como el máximo rango de  A´ es 3, ran(A´) = 3, por lo que 

ran(A) = ran(A´) = 3 = nº incógnitas   →   Sistema Compatible Determinado 

 

para a = – 1 , A = 0  →   ran(A) ≤ 2 

La matriz ampliada del sistema queda: 
















−−−

−−

−−−

=′

1211

2112

1211

A  

Como F3 =   F1, en el estudio del rango de A´ podemos eliminar la fila 3. 

Quedaría 








−−

−−−

2112

1211
 

Calculemos el rango de A  (como A es 2x3, el máximo rango de A será 2), 

2Aran

2Aran0321
12

11

1Aran011

=→














≥→≠=+=
−

−−

≥→≠−=−

)(

)(

)(

 

Como el máximo rango de A´ también sería 2 (A´es 2x4)   →   ran(A´) = 2 

 

Por tanto, ran(A) = ran(A´) = 2 < nº de incógnitas   →   Sistema Compatible Indeterminado. 

 

Respondamos a las preguntas, 



a) Solución para   a = 2  

Si  a = 2, a ≠  – 1, por lo que  el sistema es compatible determinado 

El sistema es 









=+−

=−+

=++−

2z2yx2

2zy2x2

2z2y2x

 Como es un S.C.D. lo resolvemos por Cramer. 

3

2

27

18

27

828844

27

212

222

221

z

3

2

27

18

27

828484

27

222

122

221

y

3

2

27

18

818444

828448

212

122

221

212

122

222

x

=
−

−
=

−

−−−+−−
=

−

−

−

=

=
−

−
=

−

−−−−+−
=

−

−

−

=

=
−

−
=

−+−−−−

−−−−−
=

−

−

−

−

−

=

 
 

Para  a = 2  la solución del sistema es:  {  x  =  y  =  z  = 
3

2
} 

 

 

b) Según lo estudiado al principio  el sistema es compatible determinado para  a ≠≠≠≠  – 1. 

 

 

c) Según lo estudiado al principio el sistema es compatible indeterminado para  a = – 1. 

Del estudio realizado anteriormente, para resolver el sistema usaremos la 1ª y 2ª ecuación y como 

incógnitas principales  x  e  y (las que determinan el menor de orden dos no nulo).  

El sistema a resolver es: 

z
3

z3

3

z42z2

3

z12

z22

y

z1
3

z33

3

z2z21

12

11

1z2

1z21

x

z2yx2

z21yx

==
++−−

=
−

+−−

=

+=
+

=
+++

=

−

−−

−+

−−

=

→




+=−

−−=−−
 

 

Finalmente, para  a = – 1  las soluciones del sistema son:   








=

ℜ∈=

−=

λ

λλ

λ

z

y

1x
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PROBLEMA A.1. Se tiene el sistema de ecuaciones 









=−+−

=+−

−=−

1zyxa

5zx

a1zy

 
donde a es un parámetro real. Se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos 
del razonamiento utilizado: 

a) Los valores del parámetro  a  para los cuales el sistema es compatible determinado. 

   (2 puntos) 

b) Las soluciones del sistema cuando  a = 3.    (4 puntos) 

c) Las soluciones del sistema para los valores de  a  que lo hacen compatible indeterminado.    

(4  puntos) 
 

Solución: 

En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas. 

La matriz ampliada de este sistema es: 
















−−

−

−−

=′

111a

5101

a1110

A  

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A es 3. 

Empezamos estudiando el rango de A 

0a0a

a1a1

11a

101

110

A

=→=−

−=−−=

−−

−

−

=
 

Entonces,    

para   a ≠≠≠≠  0, A ≠ 0  →   ran(A) = 3 y, como el máximo rango de  A´ es 3, ran(A´) = 3, por lo que 

ran(A) = ran(A´) = 3 = nº incógnitas   →   Sistema Compatible Determinado 

 

para a = 0 , A = 0  →   ran(A) ≤ 2 

La matriz ampliada del sistema queda: 
















−

−

−

=′

1110

5101

1110

A  

Como F3 =   F1, en el estudio del rango de A´ podemos eliminar la fila 3. 

Quedaría 








−

−

5101

1110
 

Calculemos el rango de A  (como A es 2x3, el máximo rango de A será 2), 

2Aran

2Aran01
01

10

1Aran011

=→














≥→≠=
−

≥→≠−=−

)(

)(

)(

 

Como el máximo rango de A´ también sería 2 (A´es 2x4)   →   ran(A´) = 2 

 

Por tanto, ran(A) = ran(A´) = 2 < nº de incógnitas   →   Sistema Compatible Indeterminado. 

 

Respondamos a las preguntas, 



a) Según lo estudiado al principio  el sistema es compatible determinado para  a ≠≠≠≠ 0. 

 

 

b) Solución para   a = 3  

Si  a = 3, a ≠ 0, por lo que  el sistema es compatible determinado 

El sistema es 









=−+−

=+−

−=−

1zyx3

5zx

2zy

 Como es un S.C.D. lo resolvemos por Cramer. 

De lo estudiado al principio, sabemos que /A/ =  – a, por tanto (como a = 3) /A/ = – 3  

4
3

12

3

1152

3

113

501

210

z

2
3

6

3

21561

3

113

151

120

y

1
3

3

3

5215

3

111

105

112

x

=
−

−
=

−

+−
=

−

−

−

−

=

=
−

−
=

−

+−+
=

−

−−

−

−−

=

−=
−

=
−

+++−
=

−

−

−−

=

 

 

Para  a = 3  la solución del sistema es:  {  x  =  – 1,   y  = 2,   z  = 4 } 
 

 

c) Según lo estudiado al principio el sistema es compatible indeterminado para  a = 0. 

Del estudio realizado inicialmente, para resolver el sistema usaremos la 1ª y 2ª ecuación y como incógnitas 

principales  x  e  y (las que determinan el menor de orden dos no nulo).  

El sistema a resolver es: 





+−=

+−=
→





+−=

+−=
→





−=−

+−=

z1y

z5x

z5x

z1y

z5x

z1y
 

 

Finalmente, para  a = 0  las soluciones del sistema son:   








=

ℜ∈+=

+−=

λ

λλ

λ

z

1y

5x
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PROBLEMA B.1. Se tiene el sistema de ecuaciones 









=++

=++

=++

αz11y9x7

5z5y4x3

4zyx

 

, donde α  

es un parámetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del 
razonamiento utilizado: 

a) Los valores del parámetro  α   para los que el sistema es compatible y los valores de  α   

para los que el sistema es incompatible.         (4 puntos) 

b) Todas las soluciones del sistema cuando  sea compatible.       (4 puntos) 

c) La discusión de la compatibilidad y determinación del nuevo sistema deducido del 

anterior al cambiar el coeficiente 11  por cualquier otro número diferente.    (2  puntos) 
 

Solución: 

En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas. 

La matriz ampliada de este sistema es: 
















=′

α1197

5543

4111

A  

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A es 3. 

Empezamos estudiando el rango de A 

{ }

2Aran

0F2FFComo

1197

543

111

0134
43

11

011

213

=→


















=+==

≠=−=

≠=

)(  

 

Estudiemos el rango de A´. { Sabemos que ran (A´) ≥ ran (A) } 

A partir del menor de orden 2 no nulo de A formamos el menor de orden 3 de A´, 

( )

3Aran14Para

2Aran14Para

14014

14
43

11
14

1400

543

411

F2FF97

543

411

213

=≠

==


















=→=−

−=−=

−−−

=

´)(,

´)(,

α

α

αα

αα

αα

 

 

 

a) Si  αααα = 14,  ran (A) = ran (A´) = 2 < 3 = nº de incognitas   →   Sistema Compatible (indeterminado) 

Si  αααα ≠≠≠≠ 14,  ran (A) = 2 ≠ 3 =ran (A´)   →   Sistema Incompatible 

 

 

 

 



b)  El sistema es compatible para  α = 14 y, según lo estudiado inicialmente, el sistema a resolver es el  

correspondiente a las ecuaciones  e incógnitas del menor de orden 2 no nulo. Es decir, el formado por la 1ª 

y 2ª ecuaciones y como incógnitas principales  x  e  y. 

z27z312z55
1

z553

z41

y

z11z55z416
1

4z55

1z4

x

z55y4x3

z4yx

−−=+−−=
−

−

=

+=+−−=
−

−

=
→





−=+

−=+
  

La solución del sistema es:   ℜ∈








=

−−=

+=

λ

λ

λ

λ

z

27y

11x

 

 

 

c) Cambiamos el coeficiente  11  por otro número diferente. Lo llamamos  r  (r ≠ 11) 

La matriz ampliada de este nuevo sistema sería: 
















=′

αr97

5543

4111

A  

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A es 3. 

 

Empezamos estudiando el rango de A 

( )

11r011r

11r
43

11
14r

11r00

543

111

F2FFr97

543

111

213

=→=−

−=−=

−−−

=

 

 

Como  r ≠ 11   →   r – 11 ≠ 0   →   /A/ ≠ 0, por lo tanto  ran (A) = 3. 

Y como el máximo rango de A´ también es 3, obtenemos  ran (A) = ran (A´) = 3 = nº de incógnitas 

Por tanto,  para  r ≠≠≠≠ 11  el sistema sería compatible y determinado. 
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Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones 









−=++

=+−+

=+++

1zayx2

1z2y1ax

2z1ayx

)(

)(

 
  

a) Estudiadlo en función de los valores del parámetro real  a.   (5 puntos) 

b) Encontrad todas las soluciones del sistema cuando éste sea compatible.   (5 puntos) 
 

Solución: 

a) 

La matriz ampliada de este sistema es: 
















−

−

+

=′

11a2

121a1

21a11

A  

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A´ es 3. 

Empezamos estudiando el rango de A 

24a4a0a4

a42a22a

1a21a24aa1a1a221a1a41aa1a

1a2

21a1

1a11

22

222

22

±=±=→=→=−

−=+−+=

=−−−−+++−=−−−+−+−+−=

−

−

+

)())(()(

 

 

Soluciones:  a = – 2  y  a = 2 

 

 

Para a ≠≠≠≠  – 2 y 2 

A≠ 0  →   ran(A) = 3, y como el máximo rango de A´ es 3  →   ran(A) = ran(A´) = 3 = nº incógnitas, 

por lo que el sistema es compatible y determinado. 

 

 

Para a = – 2  

















−−

−

−

=′

1122

1231

2111

A  

Sabemos que  A = 0, estudiemos los rangos de A  y A´, 

En A,    2Arany2Aran
0413

31

11

011

≥=→








≠−=−−=
−

≠=

´)()(  

En A´, a partir del menor de orden dos no nulo anterior formamos: 

3Aran0181412243

122

131

211

=→≠=++++−=

−−

− ´)(  

Por lo tanto, ran(A) ≠  ran(A´), luego el sistema es incompatible. 

 

 

 

 



Para a = 2  

















−

=′

1122

1211

2311

A  

Sabemos que  A = 0, estudiemos los rangos de A  y A´, 

En A,    2Arany2Aran
0132

21

31

011

≥=→








≠−=−=

≠=

´)()(  

 

En A,    

















=

111

111

111

A las tres filas son iguales  y 011 ≠=  →   ran(A) = 1 

En A´, a partir del menor de orden dos no nulo anterior formamos: 

{ } 2Aran0CCCcomo

112

121

231

123 =→=−==

−

´)(  

Luego,  ran(A) =  ran(A´) = 2 < nº incógnitas, luego el sistema es compatible determinado.  

  

Por tanto,  

Si  a ≠≠≠≠  – 2 y 2,  Sistema Compatible Determinado 

Si  a =  – 2,  Sistema Incompatible 

Si  a =  2,  Sistema Compatible Indeterminado 

 

 

b)  ¿Soluciones del sistema cuando sea compatible? 

 

Si  a ≠≠≠≠  – 2 y 2,  Sistema Compatible Determinado 

Lo resolvemos por Cramer, 

Sabemos que la matriz ampliada de este sistema es: 
















−

−

+

=′

11a2

121a1

21a11

A    y  .2
a4A −=  

))((,

)(

))((

))((

))(()()(

3a22a6aa2

032

642

612

numeradoreldoFactorizan

2a

3a2

2a2a

3a22a

a4

6aa2

a4

1a41a2aa2a2

a4

1a41a1a21aa1a2

a4

1a1

21a1

1a12

x

2

2

2

2

22

22

+−=−−→

−−

+

+−
=

+−−

+−
=

−

−−
=

=
−

−−−+−++−
=

−

−−+−+−++−
=

−

−

−

+

=

         y el denominador,   ( ) ))(( 2a2a4aa4 22 +−−=−−=−  



2a

4

2a2a

2a4

4a

8a4

a4

a48

a4

4a44

a4

1a1a42a21a

a4

112

211

1a21

z

2a

3

2a2a

2a3

4a

2a3

a4

a23

a4

a36

a4

3a39

a4

1a39

a4

221a281a1

a4

112

211

1a21

y

22222

2222222

+
=

+−

−
=

−

−
=

−

−
=

−

+−
=

−

+−−−+++−
=

−

−

+

=

+
=

+−

−
=

=
−

−
=

−

−
=

−

−
=

−

−−
=

−

+−
=

−

−++−++−
=

−

−

+

=

))((

)()(

))((

)(

)()()()()(

 

 

{La simplificación efectuada en el cálculo de x, y, z se puede realizar porque  a ≠ 2  →  a – 2 ≠ 0} 
 

Si  a ≠≠≠≠  – 2 y 2,  la solución es:   
2a

4
z

2a

3
y

2a

3a2
x

+
=

+
=

+

+−
= ,,

)(
. 

 

 
Si  a =  2,  Sistema Compatible Indeterminado 

Del estudio realizado en el apartado  a),  el menor no nulo de orden 2 calculado nos indica las 

ecuaciones e incógnitas principales; en este caso  1ª y 2ª ecuaciones e  y, z como incógnitas. 

El sistema a resolver es:   1
11

31
y

x1zy

x2z3y
−=





−=+

−=+
 

ℜ∈








=

−−=

=

=
−

−
=

−

+−−
=

−

−

−

=

−−=
−

+
=

−

+−−
=

−

−

−

=

λλ

λ

1z

1y

x

Solución

1
1

1

1

x2x1

1

x11

x21

z

x1
1

x1

1

x33x24

1

2x1

3x2

y

:
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Problema 1. Dadas las matricesaa :,

















=
















=
















=

9

0

m

By

z

y

x

X

030

1m0

021

A  
 

 

a) Estudiar cuando la ecuación matricial  A
2
 X = B  tiene solución en función del parámetro 

real  m.   (4 puntos) 

b) Encontrar todas las soluciones de la ecuación anterior cuando estas existan.   (6 puntos) 
 

Solución: 

a) Calculemos A
2
,  

















+

+

=
































=

3m30

m3m0

2m221

030

1m0

021

030

1m0

021

A
22

 

¿ran(A
2
) en función de  m? 

Estudiemos A2, 

3Aran09m39m3mm33m3

3m30

m3m0

2m221

A
222222 =→≠=−+=−+=+

+

= )()(  

Como su rango es 3, que es el máximo posible, la ecuación  A
2
 X = B  tiene solución única. 

 

 

b) ¿Solución de la ecuación matricial? 

Como  A2≠ 0   →   ( ) 12A
−

∃ (la matriz inversa de  A
2
). 

La solución  X, la obtendremos de la siguiente forma: 

  A
2
 X = B;  ( ) ( ) ( ) ( ) BAXBAXIBAXAA

121212212 −−−−
=→=→=  

 

Calculemos  ( ) 12A
−

,  

















+−

−

−−

→
















+−−

−−→
















+−

=

=
















+−−+

−+

−+

=



























+

+

+

+

++

++

→
















+

+

=

3mm30

m30

6m269

3mm6m2

m336

009

3mm6m2

m336

009

3mm6m2m2m2

m33m6m66

00m39m3

3m0

m221

m0

21

m3m

2m22

m30

m221

30

21

3m3

2m22

m30

3m0

30

m0

3m3

m3m

3m30

m3m0

2m221

A

2

traspuesta

2

adjuntos

2

222

22

22

22

menores
22

 

Finalmente,   ( )
( ) 




















+−

−

−−

=
















+−

−

−−

=
−

9
3m

3
m0

9
m

3
10

9
6m2

3
21

3mm30

m30

6m269

9

1
A

22

12

(

 

 



Entonces, 

( ) 















+

−

−

=























+

−

−
+

=




































+−

−

−−

=

3m

m

6m3

9
9

3m

9
9

m
9

6m2
9m

9

0

m

9
3m

3
m0

9
m

3
10

9
6m2

3
21

X
2

22

(

 

 

Solución:    
















+

−

−

=

3m

m

6m3

X
2
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Problema 1. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que depende de un 

parámetro real  m: 

m6zy3x1m

m3zymx2

mzyx

+=−+−

=−+

=++−

)(

 

Se pide: 
 

a) Discutir el sistema en función de los valores del parámetro  m.   (6 puntos) 

b) Para los valores de m  para los que el sistema es compatible indeterminado, encontrar la 

solución.   (4 puntos) 
 

Solución: 

a)  

La matriz ampliada de este sistema es: 
















+−−

−

−

=′

m6131m

m31m2

m111

A  

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A´ es 3. 

Empezamos estudiando el rango de A 

{ }

( ) ( )[ ] ( )[ ]

( )[ ]
3m03m

2m02m
03m2m

3m2m12m2m2m2m2m

2m2m

12m
1fila1laporndodesarrolla

2m2m1m

12m2

001

CC

CC

131m

1m2

111

13

12

=→=−

−=→=+
=−+−

−+−=−−+−=+−−+−=

=
−+

+
−==

−+−

+

−

+

+

=

−−

−

−

;)(

)()()())((

ª

 

 

Para m ≠≠≠≠  – 2  y  m ≠≠≠≠  3 

A≠ 0  →   ran(A) = 3, y como el máximo rango de A´ es 3  →   ran(A) = ran(A´) = 3 = nº incógnitas, 

por lo que el sistema es compatible y determinado. 

 

Para m =  – 2  

















−−

−−−

−−

=′

4133

6122

2111

A  

Calculemos el rango de A 

Sabemos que  A = 0, estudiemos el rango de A, 

En A,    2Aran
0121

12

11

011

=→









≠−=−=
−

−

≠−=−

)(  

 

Calculemos el rango de A´ 

Al menor anterior no nulo de A le añadimos la cuarta columna y tercera fila, 

0308661844

413

612

211

≠=−++++=

−−

−−

−−

   →   ran(A´) = 3 

 

Por lo tanto, ran(A) ≠  ran(A´), luego el sistema es incompatible. 



Para m =  3  

















−

−

−

=′

9132

9132

3111

A  

En esta matriz  F2 y F3 son iguales, podemos eliminar una de ellas (ambas ecuaciones son la misma). 

Queda: 










−

−
=′

9132

3111
A  

A es una matriz  2x3, por tanto el máximo rango de A es 2. 

A´ es una matriz  2x4, por tanto el máximo rango de A´ es 2. 

 

Empezamos estudiando el rango de A 

En A,    2Aran
0523

32

11

011

=→









≠−=−−=
−

≠−=−

)(  

 

Como el máximo rango de A´ es 2  →   ran(A) = ran(A´) = 2 < nº incógnitas, por lo que el sistema es 

compatible  indeterminado. 

 

Por tanto,  

Para m ≠≠≠≠  – 2  y  m ≠≠≠≠  3 el sistema es compatible determinado 

Para m =  – 2 el sistema es incompatible y  

Para m =  3 el sistema es compatible indeterminado 

 

 

b)  Solución para  m = 3. 

Del estudio realizado en el  apartado anterior para  m = 3 el sistema es compatible indeterminado y las 

ecuaciones e incógnitas principales (las del menor de orden 2 no nulo) son 1ª y 2ª  y  x  e  y. 

El sistema a resolver es: 





+=+

−=+−

z9y3x2

z3yx
 

5A −=  

Resolviendo por Cramer, 

5

z15

5

z15

5

z26z9

5

z92

z31

y
5

z4

5

z4

5

z9z39

5

3z9

1z3

x
−

=
−

+−
=

−

+−−−
=

−

+

−−

==
−

−
=

−

−−−
=

−

+

−

= ;   

 

Si  m = 3, la solución es: ℜ∈















=

−
=

=

λ

λ

λ

λ

z

5

15
y

5

4
x
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Problema 1.2. Dado el sistema de ecuaciones lineales 









=++

=++

=++

9

953

9

zyx

zyx

zyx

α

α

 

, se pide: 

a) Probar que es siempre compatible, obteniendo los valores de α  para los que es indeterminado. (2 puntos). 

b) Resolver el sistema anterior para  7=α . (1,3 puntos). 

 

Solución: 

a) 

Llamando A a la matriz de coeficientes del sistema y A’ a la matriz ampliada, 

















=′

911

9153

911

α

α

A

 
A es una matriz 3x3, luego el máximo rango de A será 3 

A’ es una matriz 3x4, luego su máximo rango será 3 

Estudiemos el rango de A 

















=′

=

⇒=′==≠≠

=
−

=
+

=
±

=
±

=
−±

=
−±

=→=+−

+−=−−−++=

9111

9153

9111

1

..º)(3)(,71

1
2

68

7
2

68

2

68

2

368

2

28648

1.2

7.1.488
078

7831535

11

153

11

2
2

22

A

Para

DCSincógnitasdenAranAranyPara

α

αα

ααα

ααααα

α

α

 

En la matriz A la 1ª y 3ª filas son iguales, luego el máximo rango de A será 2, 

2)(0235
53

11
=→≠=−=→ AranAen

 
en A’, orlando el menor anterior, no nulo, con 3ª fila y 4ª columna, 

( ) 2)(,ª2ª10

911

953

911

=′= Aranluegoigualesfilasy

 
ran(A) = ran(A’) = 2 < nº incognitas, Sistema Compatible Indeterminado 

 

















=′

=

9117

9153

9171

7

A

Para α

 

2)(016215
53

71
=→≠−=−=→′ AranAen

 
en A’, orlando el menor anterior, no nulo, con 3ª fila y 4ª columna, 



( ) ( ) 2)(,0575792113549359

117

153

171

9

917

953

971

=′=−=−−−++== Aranluego

 
ran(A) = ran(A’) = 2 < nº incógnitas, Sistema Compatible Indeterminado 

 

Por lo tanto, para cualquier valor de α  el sistema es siempre compatible. 

El sistema es compatible indeterminado para  α = 1   y   α = 7. 

 

 

b) Para α = 7 

El sistema a resolver es, 









=++

=++

=++

97

953

97

zyx

zyx

zyx

 
Este sistema es compatible indeterminado. Del estudio realizado en al apartado anterior, sabemos que el sistema a 

resolver es: 

ℜ∈















=

−
=

−
=

−
=

−

−−
=

−

−−−
=

−

−

−

=

−
=

−

−−
=

−

−−−
=

−

−

−

=





−=+

−=+

λ

λ

λ

λ

z

y

x

Solución

zzzzz

z

y

zzzzz

z

x

Cramerpor
zyx

zyx

8

9

8

9

8

9

16

)9(2

16

)9(3)9(1

16

93

91

8

9

16

)9(2

16

)9(7)9(5

16

59

79

953

97
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Problema 1.1. Dado el sistema dependiente  del parámetro real α   









=++

=++

=++

1

1

1

zyx

zyx

zyx

α

α

α

 

, se pide: 

a) Determinar, razonadamente los valores de α  para los que el sistema es compatible determinado, compatible 

indeterminado e incompatible. (1,3 puntos). 

b) Resolver el sistema cuando es compatible determinado. (1,3 puntos). 

c) Obtener, razonadamente, la solución del sistema cuando α = 0. (0,7 puntos). 

 

Solución: 

a) 

Llamando A a la matriz de coeficientes del sistema y A’ a la matriz ampliada, 

















=′

111

111

111

α

α

α

A

 
A es una matriz 3x3, luego el máximo rango de A será 3 

A’ es una matriz 3x4, luego su máximo rango será 3 

Estudiemos el rano de A 

















−

−

−

=′

−=

⇒=′==≠−≠≠

−==

−−

−

−

−

=+−

+−=−−−++=

1211

1121

1112

2

..º)(3)(0,21

21:

01

22

021

211

0211

2111

2301

:

023

2311

11

11

11

3

33

A

Para

DCSincógnitasdenAranAranluegoAyPara

ySoluciones

RuffiniPor

α

αα

αα

αα

αααααα

α

α

α

 
Sabemos que │ A │= 0  luego el rango de A será menor o igual que 2, como el menor de A 

2)(0314
21

12
=→≠=−=

−

−
Aran

 
Ahora calculemos el rango de A’. Orlando el menor anterior de A, no nulo, con 3ª fila y 4ª columna de A´, 

3)(09122114

111

121

112

=′≠=−++++=−

−

Aranluego

 
ran(A) = 2 ≠ 3 = ran(A’), Sistema Incompatible 

 



















=′

=

1111

1111

1111

1

A

Para α

 
Como esta matriz tiene todas sus filas (o columnas) iguales para estudiar su rango sólo debemos considerar una fila, 

la 1ª por ejemplo, como esta fila tiene elementos no nulos ran(A´) = 1. Lo mismo ocurre con la matriz A, por lo que 

ran(A) = ran(A´) = 1 < 3 = nº de incógnitas, Sistema Compatible Indeterminado. 

 

 

b) Resolvamos el sistema para  12 ≠−≠ αα y  
Resolvemos el sistema por Cramer, 









=++

=++

=++

1

1

1

zyx

zyx

zyx

α

α

α

 
Utilizaremos los resultados obtenidos en el apartado a) 

 

=
+−

+−
=

+−

−−−++
==

23

12

23

111

A

11

11

111

x
3

2

3

2

αα

αα

αα

αααα

α

 

Como las raíces del polinomio  233 +− αα  son (obtenido en  a) ) 1=α  doble   y ⇒−= 2α  

( ) ( )2123
23 +−=+− αααα       

Siguiendo con el cálculo de x, 

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )2

1
11

21

1

21

12
2

2

2 +
=−≠=

+−

−
=

+−

+−
=

α
αα

αα

α

αα

αα
porrsimplificapodemoscomo

2

 
como  2−≠α  la solución anterior existe puesto que el denominador es no nulo. 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )2

1

21

1

21

22

21

11111

11

111

2

1

21

1

21

22

21

11111

111

11

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

+
=

+−

−
=

+−

+−
=

+−

−−−++
==

+
=

+−

−
=

+−

+−
=

+−

−−−++
==

ααα

α

αα

αα

αα

αααα

α

ααα

α

αα

αα

αα

αααα

α

A
x

A
y

 
 

Cuando el sistema es compatible determinado la solución es: 
2

1

−
===

α
zyx

 
 

 

c) Solución para 0=α  

Como 0 es distinto de  – 2 y 1, para este valor de α  obtendremos la solución del sistema usando el resultado del 

apartado anterior. Es decir, 

2

1
zyxessistemadelsoluciónla0Para

2

1

20

1
zyx

====

=
+

===

α
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Problema 1.2. Dado el sistema de ecuaciones lineales  ,

42)3(2

2)2(2

424)3(









=−−+

=+−−

=−−+

zyx

zyx

zyx

α

α

α

 

se pide, razonando las respuestas: 

a) Justificar que para el valor de α = 0  el sistema es incompatible. (1,1 puntos). 

b) Determinar los valores del parámetro α  para los que el sistema es compatible y determinado. (1,1 puntos). 

c) Resolver el sistema para el valor del parámetro α  para el cual es compatible  indeterminado. (1,1 puntos). 

 

Solución: 

Previamente realizamos el estudio del sistema según los valores del parámetro α. 

Llamando A a la matriz de coeficientes del sistema y A´ a la ampliada, tenemos 

















−−

+−−

−−+

=

4232

2)2(21

4243

´

α

α

α

A

 
Como la matriz A es  3x3, el máximo rango de A será 3. 

Como la matriz A´es 3x4, el máximo rango de A´ será 3. 

Por lo que procedemos a estudiar el rango de A. 

( )
( ) 222323

2

112218291810

2918102331616862124

82338283234

232

221

243

A

)(

)())()((

))()(()()()()(

+=++=++=−+−++=

=+−++=+−++−+++−+=

=−+−++−++−−+=

−−

+−−

−−+

=

αααααααααααα

ααααααααα

αααααα

α

α

α

 

Los valores de α que anulan el determinante de A serán, 

( )
( ) 10101

0
01

2

2

−=→=+→=+

=
→=+

ααα

α
αα

 
A partir de estos cálculos vamos a contestar a las cuestiones del problema. 

 

a) Justificar que para α = 0 el sistema es incompatible. 

Según el estudio realizado anteriormente, para α = 0 sabemos que │A│= 0, luego rang (A) ≤ 2 

Calculemos el rango de A, 

















−−

−−

−−

==

232

221

243

0 Apara α

 
busquemos un menor de orden 2 no nulo, por ejemplo, 

0246
21

43
≠−=+−=

−

−
,   por lo tanto rang(A) = 2 

 

Calculemos el rango de A´ 

















−−

−−

−−

==

4232

2221

4243

´0 Apara α

 
a partir del menor de orden 2 no nulo de A veamos si conseguimos un menor de orden 3 no nulo de A´, 

0246
21

43

412

201

403CC

432

221

443 32

≠−=−−=−==

+

=

−

−

−

)( ,   por lo tanto rang(A´) = 3 

 

Como rang(A) ≠ rang(A´), para α= 0 el sistema es incompatible. 

 



 

b) Valores de α para que el sistema sea compatible y determinado. 

Por ser un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas será compatible y determinado cuando  

rang(A) = rang(A´) = 3. 

Según estudiamos al principio │A│= 0 para α = 0  o  α =  – 1, por lo que para α ≠ 0   y   α ≠ – 1  rang(A) = 3. 

Como el máximo rango de A´ también es 3, para estos valores de α rang(A´) = 3 

Luego, el sistema será compatible y determinado para  α ≠ 0   y   α ≠ – 1 

 

 

c) Resolver el sistema para el valor del parámetro α para el cual es compatible indeterminado. 

Del estudio realizado al principio sólo nos queda por estudiar el caso en que  α = – 1  

Según ese estudio, para α = – 1 sabemos que │A│= 0, luego rang (A) ≤ 2 

Calculemos el rango de A, 

















−−

−−

−−

=−=

242

121

242

1 Apara α

 

En esta matriz se comprueba, fácilmente, que F1 = F3 y F1 = 2 x F2. 

Es decir, sólo tiene una fila linealmente independiente, por lo que su rango 

es 1. 

 

Calculemos el rango de A´ 

















−−

−−

−−

=−=

4242

2121

4242

´1 Apara α

 

En esta matriz se cumplen las mismas relaciones que en la matriz A. 

Por lo tanto su rango es 1. 

 

Hemos obtenido:  rang(A) = rang(A´) = 1 < nº de incógnitas, por lo que el sistema es compatible indeterminado 

Resolvemos el sistema usando sólo una incógnita (por ser de rango 1), por ejemplo, escogemos la ecuación 

correspondiente a la 2ª fila y como incógnita principal la x, 

x – 2 y – z = 2 

despejamos  x,   x = 2 + 2 y + z 

Y finalmente, para  α = – 1  la solución del sistema es: ℜ∈








=

=

++=

µλ

µ

λ

µλ

,

22

z

y

x
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EJERCICIO B 

 

PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales: 









=++

=++

=++

153

2532

2
zyx

zyx

zyx

λ

λ

 

, dependiente del parámetro λ , se pide: 

i) Determinar para qué valores de λ  el sistema es compatible determinado, compatible indeterminado e 

incompatible. (1,3 puntos) 

ii) Obtener el conjunto  S  de las soluciones del sistema para el caso compatible indeterminado. (1 punto) 

iii) Obtener el vector de S ortogonal (perpendicular) al vector (1,1,2). (1 punto) 

 

Solución: 

i) La matriz ampliada del sistema es 

















=′

153

2532

111

2λ

λ

A

 
El máximo rango posible de A y A’ es 3, estudiamos el rango de A 

39909

9225910153

53

532

111

22

222

2

±=→±=→=→=−

−=−−−++=

λλλλ

λλλ

λ

 
 

Para 3−≠λ  y 3≠λ , ran(A) = 3 = ran(A’) = nº de incógnitas, Sistema Compatible Determinado. 

 

Para 3−=λ  















 −

=′

1953

2532

3111

A

 
Sabemos que det(A) = 0, calculemos el rango de A, 

2)(0123
32

11
=→≠=−= Aran

 
Veamos el rango de A’, al menor anterior le orlamos la 4ª columna y la 3ª fila, 

3)'(06210276303

153

232

311

=→≠−=−−++−=

−

Aran

 
Como ran(A)=2 ≠ 3=ran(A’), Sistema Incompatible 

 

Para 3=λ  

















=′

1953

2532

3111

A

 
Al igual que calculamos en el caso anterior ran(A) = 2 

Veamos el de A’ 

03939210276303

153

232

311

=−=−−−++=

 
como no hay más menores de orden 3 de A’, ran(A’) = 2 

Como ran(A) = 2 = ran(A’) < nº incógnitas, Sistema Compatible Indeterminado 

 



En resumen, 

Para 3−≠λ  y 3≠λ , Sistema Compatible Determinado. 

Para 3−=λ , Sistema Incompatible 

Para 3=λ , Sistema Compatible Indeterminado 

 

ii) El sistema es compatible indeterminado para 3=λ , el menor que da el rango 2 es el formado por 1ª y 2ª fila y 

1ª y 2ª columna, luego las incógnitas principales serán  x  e  y; para resolver el sistema usaremos la 1ª y 2ª 

ecuación. Es decir: 





−=+

−=+

zyx

zyx

5232

3

 
En el apartado anterior ya calculamos el determinante del sistema, 

123
32

11
=−=

 
Resolviendo el sistema por la regla de Cramer, 

ℜ∈








=

−−=

+=

=

−−=+−−=
−

−

=

+=+−−=
−

−

=

µ

µ

µ

µ

λ

z

y

x

essistemadelsolucionesdeSconjuntoelPara

zzz
z

z

y

zzz
z

z

x

34

27

:,,3

342652
1

522

31

275239
1

352

13

 
 

iii) Los vectores de S son de la forma ( )µµµ ,34,27 −−+ . 

El que sea ortogonal al vector ( 1 , 1 , 2 ) debe cumplir: 

( ) ( )

303

023427

02,1,1.,34,27

−=→=+

=+−−+

=−−+

µµ

µµµ

µµµ

 
El vector buscado es ( 1 , 5 , – 3 ) 
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EJERCICIO A 

 

PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones con un parámetro real  λ  e incógnitas x, y, z, 









=−++

=−++

=+−+

0)2(55

03)6(3

0)2(

zyx

zyx

zyx

λ

λ

λ

 
se pide: 

a) Calcular para qué valores de λ el sistema sólo admite la solución (x, y, z) = (0, 0, 0) (1 punto). 
b) Para cada valor de λ que hace indeterminado el sistema, obtener todas sus soluciones (1,8 puntos). 
c) Explicar la posición relativa de los tres planos definidos por cada una de las ecuaciones del sistema cuando λ = – 3 

(0,5 puntos). 
 

Solución: 

Como es un sistema homogéneo estudiamos la matriz de coeficientes, 

[ ]

...

.,..

)()(
)(

)())(())((

))(())(()()())()((

))(())()(()())((

.)(

ICS0A3y0Para

triviallaessoluciónlaDCS0A3y0Para

30303

0
030A

33333

2233212332132

5333232
15

13
3

21

31
32

35

33
1

23

33
2

235

333

102CC

255

363

112

A

255

363

112

A

2

2

22

2

12

→=−==

→≠−≠≠

−=→=+→=+

=
→=+→=

+=++=++=

=−+++=−+++=+−+++

=−+++−++=++
−

−
++=

=
+

+
+

−+

−+
+=

−+

−+

+

=

+

−

−+

−+

=

















−

−+

−+

=

λλ

λλ

λλλ

λ
λλ

λλλλλλλλ

λλλλλλλλλλ

λλλλλ
λ

λλ

λ

λ

λλ

λ
λ

λλ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ

 

a) Los valores de λ  para los que el sistema sólo admite la solución (x,y,z)=(0,0,0), la solución trivial, son 

30 −≠≠ λλ y . 

 

b)  

Para 0=λ  

El sistema es 









=−+

=−+

=+−

0255

0363

02

zyx

zyx

zyx

 

 

La matriz de coeficientes es 

















−

−

−

=

255

363

112

A  y sabemos que 0=A  

2)(,015312
63

12
=≠=+=

−
Arancomo  

resolvemos el sistema usando la 1ª y 2ª ecuación y como incógnitas principales x e y. Debemos resolver el siguiente 

sistema, 



ℜ∈















=

=

−
=

==
+

=

−

=

−
=

−
=

+−
=

−−

=





=+

−=−

α

α

α

α

z

y

x

Solución

zzzzz

z

y

zzzzz

z

x

CramerPor

zyx

zyx

5

3

5

5

3

15

9

15

36

15

33

2

515

3

15

36

15

63

1

,

363

2

 

 

Para 3−=λ  

El sistema es 









=−+

=−+

=+−−

0555

0333

0

zyx

zyx

zyx

 

 

La matriz de coeficientes es 

















−

−

−−

=

555

333

111

A  y sabemos que 0=A  

Como en esta matriz se cumple que F2= – 3 F1  y  F3= – 5 F1  el máximo rango de A será 1, podemos calcular el 

siguiente menor de orden 1, 

1)(011 =≠−=− Aranluego  

Para resolver el sistema utilizamos la primera ecuación y la incógnita  x  como principal, es decir, 

 – x – y + z = 0, por lo tanto,   x =  – y + z 

ℜ∈








=

=

+−=

βα

β

α

βα

,

z

y

x

Solución  

 

 

c) Para 3−=λ , según hemos estudiado en el apartado anterior, la matriz de coeficientes tiene rango 1, esto quiere 

decir que los tres planos son el mismo. 
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PROBLEMA A.1.  

Dado el sistema de ecuaciones lineales  









=++

=++

=++

1

1

1

3

3

zyx

zyx

zyx

αα

αα

αα

 

donde  α  es un parámetro  

real, se pide: 

a) Deducir, razonadamente, para qué valores de  α  es compatible determinado.  (4 puntos) 

b) Deducir, razonadamente, para qué valores de  α  es compatible indeterminado.   

(3 puntos) 

c) Resolver el sistema en todos los casos en que es compatible indeterminado.  (3 puntos) 
 

Solución: 

Estudiemos el sistema. La matriz ampliada del sistema es: 

















=

11

11

11

´
3

3

αα

αα

αα

A  

La matriz de coeficientes, A, es  3x3  por lo que su máximo rango es 3. 

La matriz ampliada, A´, es  3x4  por lo que su máximo rango, también, será 3. 

Empezamos estudiando el rango de  A. 

( )

( )
111

2

2

2

442

1.2

1.1.4)2()2(
012

00

012

122

1

1

1

2

224

2

242

242246424622

3

3

±=±=→==
−±

=
−−±−−

=→=+−

=→=

→=+−

+−=+−=−−−++==

αααα

αα

ααα

αααααααααααα

αα

αα

αα

A

 

 

A partir de este estudio iremos obteniendo las respuestas a los apartados. 

 

a)  

Para  α ≠ – 1 , 0 , 1   se cumple   │A│ ≠ 0   luego   rang(A) = 3   y  como el máximo rango de  A´ es 3, 

rang(A´) = 3 

Luego,  rang(A) = rang(A´) = 3 = nº de incógnitas   →   Sistema Compatible Determinado. 

 

Por lo tanto el sistema es compatible determinado para   α ≠ – 1 , 0 , 1. 

 

 

b) Estudiemos el sistema para los valores de   α = – 1 , 0 , 1 

Sabemos que para estos valores de  α   │A│ = 0   luego   rang(A) ≤ 2. 

α = – 1 

La matriz ampliada es:  

















−−

−−

−−

=

1111

1111

1111

Á  



Como las tres filas son iguales y sus elementos no nulos   →   rang(A´) = 1 = rang(A) < 3 = nº de 

incógnitas, luego el sistema es compatible indeterminado. 

 

α = 0 

La matriz ampliada es:  

















=

1100

1100

1100

Á  

Las tres filas son iguales, a efectos de cálculo de rango nos podemos quedar con una sola fila.   

Como  A = ( 0  0  1 )   →   rang(A) = 1 ( hay un elemento no nulo en la matriz). 

Análogamente, A´ = ( 0  0  1  1 )   →   rang(A´) = 1 

Luego, rang(A´) = 1 = rang(A) < 3 = nº de incógnitas, luego el sistema es compatible indeterminado. 

 

α = 1 

La matriz ampliada es:  

















=

1111

1111

1111

Á  

Como las tres filas son iguales y sus elementos no nulos   →   rang(A´) = 1 = rang(A) < 3 = nº de 

incógnitas, luego el sistema es compatible indeterminado. 

 

La respuesta del apartado b) es: el sistema es compatible indeterminado para  α = – 1 , 0 , 1. 

 

 

c) Resolvamos el sistema en los casos en que es compatible indeterminado.  

α = – 1,  rang(A´) = 1 = rang(A) 
El menor no nulo que proporciona el rango de  A  es, por ejemplo, |a13| = |1| ≠ 0. 

La ecuación que tenemos para resolver será:   – x – y + z = 1   →   z = 1 + x + y 

Para α = – 1, la solución del sistema es:  ℜ∈








++=

=

=

µλ

µλ

µ

λ

,

1z

y

x

 

 

α = 0,  rang(A´) = 1 = rang(A) 
El menor no nulo que proporciona el rango de  A  es, por ejemplo, |a13| = |1| ≠ 0. 

La ecuación que tenemos para resolver será:   0 x + 0 y + z = 1   →   z = 1 

Para α = 0, la solución del sistema es:  ℜ∈








=

=

=

µλµ

λ

,

1z

y

x

 

 

α =  1,  rang(A´) = 1 = rang(A) 
El menor no nulo que proporciona el rango de  A  es, por ejemplo, |a11| = |1| ≠ 0. 

La ecuación que tenemos para resolver será:    x + y + z = 1   →   x = 1 – y – z  

Para α = 1, la solución del sistema es:  ℜ∈








=

=

−−=

µλ

µ

λ

µλ

,

1

z

y

x
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PROBLEMA A.1. Sea el sistema de ecuaciones  








=++

=−+

=−−

0zy14x

0zy10x3

0z3y2x

S

α

:    donde  α  es un 

parámetro real.  

Obtener razonadamente: 

a) La solución del sistema  S  cuando  α = 0.  (4 puntos). 

b) El valor de  α  para el que el sistema  S  tiene infinitas soluciones.  (4 puntos). 

c) Todas las soluciones del sistema  S  cuando se da a  α  el valor obtenido en el apartado b). 

(2 puntos). 
 

Solución: 

El sistema S es homogéneo, por lo tanto es un sistema compatible. 

a) Para  α = 0, el sistema queda: 









=+

=−+

=−−

0y14x

0zy10x3

0z3y2x

 

Llamando  A  a la matriz de coeficientes de este sistema, 

080126460143021260

0141

1103

321

A ≠−=−=++++−=−

−−

=  

Por lo que   ran(A) = 3 = nº de incógnitas  →  sistema compatible determinado que por ser homogéneo 

tendrá como solución la trivial, es decir, x = y = z = 0 

 

Para  α = 0  la solución del  sistema  S  es   x = y = z = 0 
 

 

b) Como es un sistema homogéneo, tendrá infinitas soluciones cuando  │M│= 0, siendo  M  la matriz de 

coeficientes del sistema  S. 

80161264661430212610

141

1103

321

M −=−=++++−=−

−−

= ααα

α

 

16 α – 80 = 0;   16 α = 80;   5
16

80
==α  

Como el menor de orden 2 de M  →≠=+=
−

016610
103

21
para  α = 5,   

ran(M) = 2 < nº de incógnitas  →  S  es un sistema compatible indeterminado y tendrá infinitas soluciones. 

 

S tiene infinitas soluciones para  α = 5 
 

 

c) Para  α = 5  resolvemos el sistema usando las ecuaciones e incógnitas correspondientes al menor de orden 2 

no nulo de M (calculado en el apartado anterior). Usamos la primera y segunda ecuaciones y las incógnitas  

x  e  y: 





=+

=−

zy10x3

z3y2x
 , lo podemos resolver por Cramer 



2

z

16

z8

16

z9z

16

z1

z31

y

z2
16

z32

16

z2z30

16

10z

2z3

x

−
=

−
=

−
==

==
+

=

−

=

 

 

Finalmente, para  α = 5  la solución será:  ℜ∈













=

−
=

=

λ

λ

λ

λ

z

2
y

2x
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PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones 









=++

−=+−

=++

az2yx

2zay3x

3z2yax

 
, donde a  es un 

parámetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento 
utilizado: 

a) Los valores de   a  para los cuales el sistema es compatible.   (4 puntos) 

b) La solución del sistema cuando  a = 0.   (3 puntos) 

c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado.   (3 puntos) 
 

Solución: 

En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas. 

La matriz ampliada de este sistema es: 
















−−=′

a211

2a31

32a1

A  

A es una matriz  3x3, por tanto el máximo rango de A es 3. 

A´ es una matriz  3x4, por tanto el máximo rango de A es 3. 

Empezamos estudiando el rango de A 

1
2

13
a

2
2

13
a

2

13

12

21433
a

02a3a

2a3aa2a6a26

211

a31

2a1

2

12

2

22

=
−

=

=
+

=

=
±

=
⋅

⋅⋅−−±−−
=

=+−

+−=−−+++−=−

)()(

 

Soluciones:  a = 1  y  a = 2 

 

Para a ≠  1 y 2 

A≠ 0  →   ran(A) = 3, y como el máximo rango de A´ es 3  →   ran(A) = ran(A´) = 3 = nº incógnitas, 

por lo que el sistema es compatible y determinado. 

 

Para a = 1  

















−−=′

1211

2131

3211

A  

Sabemos que  A = 0, estudiemos los rangos de A  y A´, 

En A,    2Arany2Aran
0413

31

11

011

≥=→








≠−=−−=
−

≠=

´)()(  

En A´, a partir del menor de orden dos no nulo anterior formamos: 

3Aran08129233

111

231

311

=→≠=−++−+−=−− ´)(  

Por lo tanto, ran(A) = 2 ≠ 3 =ran(A´), luego el sistema es incompatible. 



Para a = 2  

















−−=′

2211

2231

3221

A  

Sabemos que  A = 0, estudiemos los rangos de A  y A´, 

En A,    2Arany2Aran
0523

31

21

011

≥=→








≠−=−−=
−

≠=

´)()(  

En A´, a partir del menor de orden dos no nulo anterior formamos: 

{ } 2Aran0CCC

211

231

321

213 =→=+==−− ´)(  

Por lo tanto, ran(A) =  ran(A´) = 2 < 3 = nº incógnitas, luego el sistema es compatible indeterminado. 

 

Respondamos las cuestiones, 

a)  El sistema es compatible cuando a ≠≠≠≠ 1.  

(Si  a ≠≠≠≠ 1 y 2 sistema compatible determinado   y   si  a = 2 sistema compatible indeterminado) 
 

 

b)  Si  a =  0 (a ≠ 1 y 2), el sistema es compatible determinado. 

La matriz ampliada de este nuevo sistema sería: 
















−−=′

0211

2031

3201

A  

( ) 220302a3aA
2

0a

2 =+⋅−=+−=
=

 

Resolviendo por Cramer, 

7
2

293

2

011

231

301

z3
2

644

2

201

021

231

y11
2

418

2

210

032

203

x =
++

=

−−

=−=
−+−

=

−

=−=
−−

=

−−

= ;;

 Si  a = 0, la solución es: 









=

−=

−=

7z

3y

11x

 

 

 

c) Soluciones cuando el sistema es compatible indeterminado. 

El sistema es compatible indeterminado para  a = 2. 

El sistema a sistema a resolver es el correspondiente a las ecuaciones  e incógnitas del menor de orden 2 no 

nulo. Es decir, el formado por la 1ª y 2ª ecuaciones y como incógnitas principales  x  e  y. 

1
5

5

5

z23z22

5

z221

z231

y

z21
5

z105

5

z44z69

5

3z22

2z23

x

z22y3x

z23y2x

2z2y3x

3z2y2x

=
−

−
=

−

+−−−
=

−

−−

−

=

−=
−

+−
=

−

+++−
=

−

−−−

−

=
→





−−=−

−=+
→





−=+−

=++
 

Cuando el sistema es compatible indeterminado su solución es: ℜ∈









=

=

−=

λ

λ

λ

z

1y

21x

 



Matemáticas II   Septiembre 2007 
 

Problema 1.1. Dado el sistema de ecuaciones lineales 









=++

=++

=++

αzyx

zyx

zyx

23

3643

5236

 

, se pide: 

a) Justificar que para cualquier valor del parámetro real α , el sistema tiene solución única. (1 punto). 

b) Hallar la solución del sistema en función del parámetro α . (1.3 puntos). 

c) Determinar el valor de α  para el que la solución (x, y, z) del sistema satisface x + y + z = 1. (1 punto). 

 

Solución: 

a) La matriz ampliada del sistema es 

















α231

3643

5236

 
Estudiemos los rangos de la matriz de coeficientes, A, y de la ampliada A´. 

A es una matriz 3x3, luego su máximo rango será 3. Calculemos el menor de orden 3 de A, 

050181088181848

231

643

236

≠−=−−−++=  luego ran (A) = 3. 

 

Como A´ es 3x4, máximo rango de A´es 3. Como el rango de A ya es 3 el de A´ también será 3. Por lo tanto:  

ran(A) = ran(A´) = 3 = nº de incógnitas, el sistema es compatible determinado. 

Y como en todo el proceso de cálculo no ha intervenido el parámetro α  podemos afirmar que el sistema tiene 

solución única (es SCD) para cualquier valor de  α . 

 

 

b) Resolvamos el sistema por Cramer. 

10

34

50

1520

50

9542094524

50

31

343

536

5

33

50

3030

50

3036630636

50

21

633

256

5

5

50

1050

50

90188181840

50

23

643

235

ααααα

ααααα

ααααα

−
=

−

+−
=

−
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=

−
=

+−
=

−

−
=

−

−−−++
=

−
=

−
=

−

+−
=

−

−−−++
=

−
=

z

y

x

 
 

 

c) La solución del sistema que hemos obtenido en el apartado anterior debe satisfacer x + y + z = 1. Es decir, 

2

108

103466210

1
10

34

10

66

10

210

1
10

34

5

33

5

5

=

=+

=−++−−

=
−

+
+−

+
−

=
−

+
+−

+
−

α

α

ααα

ααα

ααα

 

Por lo que, el valor buscado de α es 2. 
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Problema 1.1. Dada la matriz 






 −
=

42

11
A  y el vector 








=

y

x
X , se pide obtener razonadamente 

a) El vector  X  tal que    A X = 0X.   (1,1 puntos). 

b) Todos los vectores  X  tales que    A X = 3X.   (1,1 puntos). 

c) Todos los vectores  X  tales que    A X = 2X.   (1,1 puntos). 

 

Solución: 

a) Buscamos el vector  X  /  A X = 0 X 





=+

=−
→








=









+

−









=















 −

042

0

0

0

42

0
42

11

yx

yx

yx

yx

y

x

y

x

 

Es un sistema homogéneo en el que 0624
42

11
≠=+=

−
 luego es un sistema compatible determinado, 

su solución es la trivial  x = y = 0 

El vector X buscado será: 







=

0

0
X  

 

b) Buscamos el vector  X  /  A X = 3 X 





=+

=−−
→





=+

=−
→








=









+

−









=















 −

02

02

342

3

3

3

42

3
42

11

yx

yx

yyx

xyx

y

x

yx

yx

y

x

y

x

 

Es un sistema homogéneo en el que 011.022
12

12
≠==+−=

−−
Como  es un sistema  

compatible indeterminado. 

2 x + y = 0;   y =  – 2 x, por lo tanto la solución del sistema es:  ℜ∈




−=

=
λ

λ

λ

2y

x
 

Y el vector X será:  ℜ∈








−
= λ

λ

λ

2
X  

 

c) Buscamos el vector  X  /  A X = 2 X 





=+

=−−
→





=+

=−
→








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







+

−









=














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0
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2

2

2
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2
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y
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y

x

y
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Es un sistema homogéneo en el que 011.022
22

11
≠−=−=+−=

−−
Como  es un sistema  

compatible indeterminado. 

–  x  – y = 0;   y =  – x,  por lo tanto la solución del sistema es:  ℜ∈




−=

=
λ

λ

λ

y

x
 

Y el vector X será:  ℜ∈








−
= λ

λ

λ
X  
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Problema 1.2. Dado el sistema de ecuaciones lineales  









=++

+=+−

+=++

4z2yx3

1zyx2

3zyx

α

α

α

 , se pide: 

a) Probar que es compatible para todo valor de α. (1,3 puntos). 

b) Obtener razonadamente el valor de α  para el que el sistema es indeterminado. (1 punto). 

c) Resolver el sistema cuando α = 0, escribiendo los cálculos necesarios para ello. (1 punto). 

 

Solución: 

a) Probar que es compatible para todo valor de α. 

La matriz de coeficientes de este sistema es 

















−=

23

112

111

α

A

 

y la ampliada 

















+−

+

=′

423

1112

3111

α

α

α

A

 
Para conocer la compatibilidad del sistema estudiamos los rangos de estas dos matrices. 

A es una matriz 3x3, por lo que su máximo rango será 3, 

A´ es una matriz 3x4, por lo que su máximo rango será 3 

Estudiamos el rango de A. 

Calculamos el menor de orden 3 de A 

ααα

α

=−−+++−=− 43322

23

112

111

 
Para α ≠ 0, ran(A) = 3. Como el máximo rango de A´ es 3, ran(A´) = 3.  

ran(A) = ran(A´) = 3 = nº de incógnitas, Sistema Compatible Determinado 

 

Para α = 0, escribimos la matriz A´ 

















−=′

4203

1112

3111

A

 
Estudiemos el rango de la matriz de coeficientes, A. Sabemos que │A│= 0. 

El menor de orden 2 →≠−=−−=
−

0321
12

11

 

ran(A) = 2 

 

Estudiemos el rango de la matriz ampliada, A´. Orlando el menor no nulo anterior con la 3ª fila y  

4ª columna, 

2)(08934

403

112

311

=′→=−++−=− Aran

 
 

Por lo que  ran(A) = ran(A´) = 2 < nº de incógnitas, Sistema Compatible Indeterminado 

 

Y finalmente queda probado que para cualquier valor de  α  el sistema es compatible. 

 

 

b) Según lo estudiado en el apartado anterior, el sistema es compatible indeterminado para α = 0. 

 

 

c) Resolver para α = 0. 

Del apartado a) sabemos que para  α = 0  ran(A) = ran(A´) = 2, el menor de orden 2 no nulo de la matriz A nos indica 

las ecuaciones e incógnitas principales que usaremos para resolver el sistema.  

El sistema a resolver es: 

3
12

11

12

3
−=
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


−=−

−=+
queSabemos

zyx

zyx
 



Resolviendo por Cramer, 
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3
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Y la solución del sistema será: 

ℜ∈




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
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Problema 1.2. Dado el sistema de ecuaciones lineales  









=++

=++

=++

075

0432

0

zyx

zyx

zyx

α
 

, se pide: 

a) Deducir, razonadamente, para qué valores de α el sistema sólo admite la solución 

(x, y, z)  = (0,0,0). (1,5 puntos). 

b) Resolver, razonadamente, el sistema para el valor de α que lo hace indeterminado. 

(1,8 puntos). 
 

Solución: 

Estudiemos el sistema. 

Llamando A a la matriz de coeficientes y A´ a la matriz ampliada, 

















=



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

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
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0432

0111

´

75

432

111

αα

AyA

 
Como el sistema es homogéneo, sabemos que es compatible ( rang(A) = rang(A´) ). 

Estudiemos el máximo rango posible de A, 

adominDeterCompatibleSistemaincógnitasdenArangluegoAPara

A

→==≠≠

=→=−

−=−−−++==

º3)(0,9

909

92281520143

75

432

111

α

αα

ααα

α

 
    como el sistema es homogéneo la solución es la trivial,  x = y = z = 0 

 

Para  α = 9, estudiemos la matriz A resultante. Para este valor de α  sabemos que │A│= 0, luego  rang(A) ≤ 2 

















=

975

432

111

A

 
Busquemos un menor de orden dos no nulo, por ejemplo,  

2)(0123
32

11
=→≠=−= Arang

 
luego rang(A) = 2 < 3 = nº de incógnitas → Sistema Compatible Indeterminado. 

 

 

 

De lo estudiado anteriormente, las respuestas a cada uno de los apartados será: 

 

 

a) El sistema sólo admite la solución ( x , y , z ) = ( 0 , 0 , 0 )  (solución trivial) para α ≠ 9 

 

 

b) El valor de α  que hace al sistema indeterminado es   α = 9 

Para este valor de α la solución será: 

Utilizamos las ecuaciones e incógnitas correspondientes al menor de orden 2 no nulo, es decir, 



z
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z
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z
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Por tanto, para  α = 9 la solución del sistema es: 

ℜ∈








=
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=
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