Matematicas I1 Julio 2013

OPCION B

ax+y+z=1
PROBLEMA B.1. Se da el sistema de ecuaciones <x+ay+z=1 ,donde a esun pardme-
3x+5y+z=1
tro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Todas las soluciones del sistema cuando a =7. (4 puntos).

b) Los valores de a para los que el sistema es compatible indeterminado. (3 puntos).
c) Los valoresde o para los que el sistema es compatible determinado. (3 puntos).

Solucion:
ax+y+z=1 a 1 11
Estudiemos el sistema \X+Qy+z2=1_ Symatrizampliada, A" es | 1 a 1 i 1
3x+5y+z=1 305 111

La matriz de coeficientes, A, es 3x3 por lo que su mdximo rango posible serd 3.
A’ es 3x4 por lo que su mdximo rango posible serd 3.
Empezamos estudiando el rango de A,

a 1 1
] a l=’+5+3-3a-S5a-1=a’-8a+7
3 5 1
0= =7
) —(=8) (=8 —-4.17 8+~J64-28 8+~36 8+6 T
a -8a+7=0 —> a= = = — —
2.1 2 2 2 2
0(2=5=]

Para o#1,7 — ran(A) =3 =ran(A’) = n°de incognitas — Sistema Compatible Determinado

Para o =7,
7 1 111
A=|1 7 1 i 1| y sabemos que |A|=0 — ran(A) <2
35 111
Calculemos el rango de A,
7|=7%0
7 — ran(A)=2

i
=49-1=48+0
17

Calculemos el rango de A’
Sélo nos falta por estudiar el menor de orden 3 que se obtiene al afiadir al orlar el menor de orden 2 no
nulo anterior con la tercera fila y la cuarta columna de A”,

7 11
1 7 1=[A=0 > ran(A")=2
351

Por lo que, ran (A) = ran (A°) = 2 < n°de incognitas. Para o = 7 el sistema es compatible indeterminado.



Para o = 1,
1 1 1)1

|
A=|1 1 11|, estamatriztienela 1°y 2°filas iguales, a efectos de cdlculo de rango podemos
|
3 5 111

eliminar una de ellas, por lo tanto el mdximo rangode A y A~ serd 2.
Calculemos el rango de A,

=1%0
1 1 — ran(A) =2
=5-3=2%#0
3 5
Luego ran(A) =ran (A°) = 2 < n°de incognitas. Para o = 1 el sistema es compatible indeterminado.

Procedamos a resolver los apartados.

a) Para o =7 sabemos que el sistema es compatible indeterminado

Por el estudio realizado anteriormente, el sistema a resolver estd formado por la 1y 2° ecuaciones y las
incognitas principales son x e y:

1-z 1
x_]—z /| 7-7z-1+z 6-67 1-z2
7z+y=1-z 48 48 48 8
_ —>
x+7y=1-z A
| 1=z 7-7z-14z 6-6z 1-z
YT s 48 8 8
1-1
x=—
8
., 1-1
Para o =7, la solucion es: sz AeR
z=A

b) Del estudio inicial, el sistema es compatible indeterminado para a=1y a=7.

¢) Del estudio inicial, el sistema es compatible determinado para o # 1y 7, es decir, ac R—{1,7}.
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OPCION B

I-a)x+2y+z=4
PROBLEMA B.1. Se da el sistema de ecuaciones lineales <x+y—2z=-4 , donde
x+4y—(a+1)z=-2a
o es un paradmetro real.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores del pardmetro a para los que el sistema es incompatible. (3 puntos).
b) Los valores del pardmetro o para los que el sistema es compatible y determinado.
(3 puntos).
c) Todas las soluciones del sistema cuando a = 2. (4 puntos).

Solucion:
I-a 2 17 4
La matriz ampliada, A", de este sistema es 1 1 -2 i -4
I 4 —(a+]) | -2a

La matriz de coeficientes, A, es 3x3 por lo que su mdximo rango posible serd 3.
A’ es 3x4 por lo que su mdximo rango posible serd 3.
Empezamos estudiando el rango de A,

=120 — ran(A)>1
1 1
=4-1=3#20 — ran(A)=2
1 4
I-a 2 1
1 1 =2 |==(a@+DU-a)+4-4-1+8(I-a)+2(a+D=—(I-a’)-1+8—-8a+2a+2=
1 4 —(a+)

=—Jl+ad’-1+10-6a=0a*-6a+8

8
a,=—=4
—(=6)t+(=6)*=4.1.8 6++/36— + + )
@ -6a+8=0 —> a= (=6)*(=6) :6 36 32:6 \/226 2: 2
a2:5:2

Para a# 2 y a# 4 — Al 20 — ran(A) =3 Yy como el mdximo rango de A" es 3, obtenemos que
ran(A) = ran(A°) = 3 = n°de incognitas — Sistema Compatible Determinado

Para o =2,
-1 2 1, 4
A= I 1 =2 i —4 | y sabemos que |A| =0 y que ran(A)=2.
1 4 -31-4
Calculemos el rango de A’, afiadiendo al menor de orden 2 no nulo la 1°fila y la 4* columna:

-1 2 4 1 2 4 s 0
1 1 -4F+F=|0 3 0=(—1)‘6 0‘:(—1).0:0 — ran(A)=2
1 4 —4F,+F |0 6 0

Para a =2, ran(A) =ran (A°) = 2 < n°de incognitas, el sistema es compatible indeterminado.



Para o =4,

-3 2 1, 4
A= 1 1 -2 i -4
1 4 -51-8
Como hemos hecho en el caso anterior,
-3 2 4 -3 2 4

~-2 3
1 1 -4 F,+F =}-2 3 0:4‘ 8‘:4.(—]6+]5):—4¢0 — ran(A) =3
1 4 -8 F,+2F |-5 8 0

Luego ran(A) =2 #3 =ran(A’°). Para a =4 el sistema es incompatible.

El estudio realizado anteriormente nos facilita la respuesta a cada uno de los apartados.

a) El sistema es incompatible para o = 4.

b) El sistema es compatible y determinado para o # 2 y a #4, es decir, e R—{2,4}.
c) Para a =2 sabemos que el sistema es compatible indeterminado.

Por el estudio realizado anteriormente, el menor de orden 2 no nulo nos indica las ecuaciones e incognitas
principales que son la 2°y 3“ ecuaciones y las incognitas x e y. El sistema a resolver es:

ry=sdes N , I
y podemos resolverlo por Cramer ya que en el estudio inicial obtuvimos =
x+4y=—4+3z
—4+4+2z 1
= —4+3z 4 —-16+8z+4-3z —12+52
3 3 3
1 —4+27
1 —4+37  —4+43z44-2z 2
y 3 3 3
—12+51
X=——
3
A
Para o =2, la solucion del sistema es: y=§ AeR
z=4
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x+ 3y+ z= «
PROBLEMA A.1. Dado el sistema de ecuaciones <x+ y-az = 1 donde & esun

2x+ay—- z =2a0+3
pardmetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:
a) La solucion del sistema cuando a=-1. (3 puntos)
b) Todas las soluciones del sistema cuando a=0. (3 puntos)
c) El valorde o para el que el sistema es incompatible. (4 puntos)

Solucion:
a) ;Solucion para a=-1?
Para a=—1 el sistema a resolver es:

x+3y+ z=-1 1 3 1,-1
|

x+ y+z=1 La matriz ampliada de este sistema es: M'=|1 1 1| 1
|

2x—y— z=1 2 -1 -1} 1

Calculemos el rango de M,

I1=1#0 — ran(M)=1

1 3
=1-3=-2#0 — ran(M)=2
1 - ran(M)=3

1 3 1
1 1 1|==1-1+6-2+1+3=6+0
2 -1 -1

El ultimo menor de orden 3 estudiado también lo es de M~y como el mdximo rango de M~ es 3 entonces
ran(M’) = 3
Luego, ran (M ) =ran (M~ ) = 3 = n°incognitas — Es un sistema compatible determinado.

Resolvemos el sistema por Cramer,

-1 3 1
111
L mh =l 1-143-1-143 42
6 6 6 3
1 -1 1
11
gl 1 ol —iwi-2-2-1-1 -6,
6 6 6
13 -1
111

6 6



Finalmente, para o=- 1 la solucion del sistema es: 3y =—1

Z—i
3
b) Para a = 0 el sistema a resolver es:
x+3y+ z=0 1 3 1,0
|
x+ y =1 Lamatrizampliada de este sistema es: N={11 01
|
2x — z=3 2 0 -1!3
Calculemos el rango de N,
U=1#0 — ran(N)21
1 3
=1-3=-2#0 — ran(N)=2
1 1 — ran(N)=2
1 3 1
1 1 0|=-1-2+3=0
2 0 -1

Calculemos el rango de N,
Considerando el estudio realizado anteriormente ran(N”) > 2, el menor de orden 3 de N~ por estudiar

es.

1 3 0

1 1 1|1=3+6-9=0 — ran(N’)=2
2 0 3

Luego, ran (N ) =2 =ran( N") < n°de incogintas =3 — Es un sistema compatible indeterminado

Para resolver el sistema utilizamos las ecuaciones e incognitas correspondientes al menor de orden 2 no
nulo. Es decir, 1°y 2 ecuacion y como incognitas x e Y.
El sistema a resolver serd:

-z 3‘ x:ﬂ
x4+ 3y=—z = I 1) _-z-3_3+z ? i
{x+y=] - I_EZ =2 2 — Soluciones y:T AeR
y=] Il _1+z _-1-z z=4
-2 -2 2
c) ¢ Valores de o para los que es S.1.?
x+ 3y+ z= « 1 3 ]i a
x+ y-az =1 La matriz ampliada de este sistema es: A'=|1 1 —ai 1
2x+ay— 7z =2a+3 2 a —Ij2a+3

La matriz de coeficientes, A, es 3 x 3, por tanto el mdximo rango de A es 3



La matriz ampliada, A’, es 3 x 4, por tanto el mdximo rango de A" es 3.
Empezamos estudiando la matriz de coeficientes.

1 3 1
A=\ 1 a=-l+a-6a-2+a’+3=0a"-5a
2 a -1
; a=0
a’-5a=0 — ala-5)=0
a-5=0 — a=>5
Por tanto:

e si a#0,5 ran(A) = 3, como ran(A°) > ran(A) y ran(A°) <3, también ran (A°) = 3; es decir,
ran(A) = ran(A°) = 3 = n°de incognitas — Sistema compatible determinado.

e si = 0, por el apartado b) sabemos que es Sistema compatible indeterminado.

°* si =),

1 3 115
A=|1 1 —5i 1| y sabemos que 1Al =0
25 —1113
EnA,j i‘=1—3=—2¢0 — ran(A)=2
1 3 5
EnA |l 1 1|=13+25+6-10-5-39=-10#0 — ran(A)=3
2 5 13

Por lo tanto, ran(A) = 2 #3 = ran(A°) — Sistema incompatible

Finalmente, el sistema es incompatible para a=5.
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X+ y+2z=2
PROBLEMA A.l. Sedael sistema <—3x+2y+3z =—2 , donde « esun pardmetro real.

2x+ay-5z =—4
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La solucion del sistema cuando a=0. (3 puntos)
b) El valor de a para el que el sistema es incompatible. (3 puntos)
c) Los valores del pardmetro para los que el sistema es compatible y determinado
(2 puntos)
y obtener la solucidn del sistema en funcion del pardmetro ¢. (2 puntos)

Solucion:
Estudiemos el sistema. La matriz ampliada del sistema es:
1 1 2 2 A es 3x3, mdximo rango de A es 3.
|
A=-3 2 31=-2

. A~ es 3x4, mdximo rango de A es 3
2 a =54

Empezamos estudiando el rango de A,
=1#£0 — ran(A)>1

2
=3+6=9#0 — ran(A)=2

-3 3
1 1 2
-3 2 3|=-10-6a+6-8-3a—-15=—9a-27
2 a -5
-9a-27=0 — -90=27 — 0{=2—Z=—3

Por tanto, para aa# —3 — ran(A) =3 y como el mdximo rangode A" es 3 — ran(A’) =3

Para o= —3 — ran(A) = 2, veamos que ocurre con el rango de A"
Falta por calcular el menor de orden 3 de A~ que se obtiene a partir del menor de orden 2 anterior no nulo,
1 2 2 1 2 2

2 5
-3 3 -2=F+F =-2 5 0=2‘4 ]‘:2(2—20):—367&0 — ran(A)=3
2 -5 -4 F,+2F |4 -1 0

Luego,
para oa# -3 — ran(A) =ran(A’) =3 = n°de incognitas — Sistema Compatible Determinado.
para = —3 — ran(A) =2 #3 =ran(A°) — Sistema Incompatible.

Resolvamos cada uno de los apartados.
a) ¢;Solucion para a=0?
a=0# -3 — elsistema es compatible y determinado.

X+ y+2z=2
El sistema a resolver es:  {—3x+2y+3 7 =-2 |A|=—90!—27a:0=—27
2x -5z =4

Resolvemos el sistema por Cramer,



2 1 2
-2 2 3
x=_4 0 —5:—20—]2+16—]0:—26:ﬁ
-27 -27 -27 27
1 2 2
-3 -2 3
12 -4 =5 10+24+12+8+12-30 36 -4
YU T —27 273
1 1 2
-3 2 =2
|2 0 -4 -8-4-8-12 -32 32
- -7 =27 =27 27
26
T 27
Finalmente, para o= 0 la solucion del sistema es: y=_—34
32
727

b) Segiin lo estudiado al principio, el sistema es incompatible para a=- 3.

c) Segiin lo estudiado inicialmente, el sistema es compatible y determinado para o # — 3
X+ y+2z=2
El sistema a resolver es: —3x+2y+3z =-2 |A| =-9a-27
2x+ay—-5z =—4

Resolvemos el sistema por Cramer,

2 1 2
-2 2 3

-4 a -5 -20-4a-12+16-6a—-10 -26-10a 10a+26
-9a-27 -9a-27 -9a-27 9a+27
1 2 2
-3 -2 3
2 -4 =5 -

y= = (obtenido en a))= 36 = 56 = 4
-9a-27 -9a-27 -9(a+3) a+3
1 1 2
-3 2 =2

12 0 -4 -8-6a-4-8+2a-12 -32—4a 4a+32

-9a—27 —9a-27 —9a—27 9a+27




Finalmente, para o # — 3 la solucion del sistema es:

_10a+26

x_
9o + 27
=4
y_a+3
_da+32

71=—
9o + 27
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x + y =1
PROBLEMA A.1. Dado el sistema de ecuaciones (a—1Dy + z=0
x + ay+(a-1Dz=a

donde a es un parametro real. Se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos
del razonamiento utilizado:

a) Los valores del pardmetro a para los cuales el sistema es compatible. (5 puntos)

b) Las soluciones del sistema cuando a = 1. (3 puntos)

¢) Las soluciones del sistema cuando a = 0. (4 puntos)
Solucion:

En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas.
1 1 011

La matriz ampliada de este sistema es: A'=|0 a—1 1 i 0
1 a a-—1 i a

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.

A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

1 1 0
A=0 a-1 1 |=(a-1’+1-a=d’-2a+1+1-a=a’-3a+2
1 a a-1
1 -3 2
1 1 -2
a-3a+2=0 — Por Ruffini, 1 -2 |0 Soluciones: a=1 y a=2
2 2
1o
Entonces,

para a # 1,2, /A / #0 — ran(A) = 3y, como el mdximo rango de A" es 3, ran(A’) = 3, por lo que
ran(A) = ran(A”) = 3 = n’incognitas — Sistema Compatible Determinado

paraa=1, /A/:O — ran(A) <2
1 1 011

|

La matriz ampliada del sistema queda: A'=|0 0 10
|

1 1 0'1

Como F; = F, en el estudio del rango de A~ podemos eliminar la fila 3.

dard 1 1 01
|
Quedaria 00 110

Calculemos el rango de A (como A es 2x3, el mdximo rango de A serd 2),

=1#0 — ran(A)=1
— ran(A)=2

1 0
=1#0 — ran(A)=2
0 1

Como el mdximo rango de A~ también seria 2 (A’es 2x4) — ran(A°) =2

Por tanto, ran(A) = ran(A”°) = 2 < n° de incognitas — Sistema Compatible Indeterminado.



paraa=2, /A/:O — ran(A) <2

1 1 01
|

La matriz ampliada del sistema queda: A'=[0 1 1}0
|

12 112

Calculemos el rango de A, sabemos que /A/ =0 (el mdximo rango de A serd 2),

|=1#20 — ran(A)>1
- ran(A)=2

=1#0 — ran(A)=2

1 0
1

Como el mdximo rango de A~ también seria 2 (A’es 2x4) — ran(A") =2

Calculemos el rango de A’, aiiadiendo al menor anterior de orden 2 no nulo la 3° fila y la 4° columna de
A7

1 1 1
0 1 0=2-1=1#0 — ran(A)=3
1 2 2

Por tanto, ran(A) #ran(A°) — Sistema Incompatible.

Respondamos a las preguntas,
a) El sistema es compatible para a #2.

(para a #1, 2 es compatible determinado y para a = 1 es compatible indeterminado)

b) Soluciones para a = 1
Segiin lo estudiado inicialmente, el sistema a resolver estd formado por la 1*y 2° ecuaciones y como
incognitas principales z e y. Es decir,

x+y=1 y=I1-x
_)
z=0 z=0

x=A
La solucion del sistema es: < y=1-1 AeR
z=0

c) Soluciones para a =0
Si a=0, a#1, 2, el sistema es compatible determinado.
El sistema a resolver es:

x+y =1
—-y+z=0 |, |A|=a2—3a+2 a:0=2. Por Cramer :
X -z=0
1 1 0 1 1 0 1 1 1
0 -1 1 0 0 1 0 -1 0
0o 0 -1 1] 1 0 -1 1 1 0 0 1
X = = — y: = — = = —
2 2 2 2

Para a =0 la solucion del sistema es: x=y=7z= 1.
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2x +3z=0
PROBLEMA A.1. Dado el sistema de ecuaciones x—2y+2z=5
3x—y+S5z=a+1

donde & es un parametro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:
a) Los valores del parametro « para los que el sistema es compatible y determinado.

(4 puntos)
b) Las soluciones del sistema cuando a=-1. (3 puntos)
c) El valor de « para que el sistema tenga una soluciéon ( x, y, z ) que verifique
x+y+z=0. (3 puntos)
Solucion:
a) ;a? /el sistema sea compatible y determinado

2 0 3| «
|
La matriz ampliada de este sistema es: A'=|1 -2 2| 5
|
3 -1 S5'a+l

|
A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A’ es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

2 0 3
A=l -2 2/=-20-3+18+4=-1#0 — ran(A)=3
3 -1 5

Entonces, ran(A) = 3 y, como el mdximo rango de A es 3, ran(A”) = 3,
luego ran(A) = ran(A°) = 3 = n’incognitas — Sistema Compatible Determinado

Por tanto, el sistema es compatible y determinado ¥ o € R.

b) Las soluciones del sistema cuando o= — 1
Segtin lo estudiado anteriormente, el sistema es compatible y determinado. Lo resolveremos por Cramer.

2 0 31-1
|
La matriz ampliada del sistema es: A'=|1 -2 21 5 y |A|
|
3 -1 51V 0
-1 0 3 2 -1 3
S5 =2 2 1 5 2
0 -1 5 10-2-15 -7 3 0 5 50-6-45+5 4
x= = -7 = - _ 4 _y
—1 —1 -1 -1 —1 -1
2 0 -1
1 -2 5
3 -1 0| 1-6+10 5
7= = :—:—5
-1 -1 -1

Cuando a=-1 lasolucion del sistemaes: x=7, y=—4, z=-5.



c) Habrd que estudiar el sistema formado por las tres ecuaciones iniciales y la ecuacion de la condicion.
2x +3z=
x—=2y+2z=5
Es decir, el sistema a estudiar es:
3x—-y+S5z=a+1

x +y +z=0

2 0 3 «a
|
, |11 -2 2, 5
La matriz ampliada de este sistema es: A = ! .
3 -1 5la+l
1 1 11 0

A es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 4x4, por tanto el mdximo rango de A’ es 4.

Empezamos estudiando el rango de A",
2 0 3 «a 2 0 1 a

1 -2 2 5 {c,—cz}s -2 -1 5

3 -1 5 a+l |C-Cl4 -1 2 a+i
i

7|

= {desarrollando por la 4° fila} =

1 1 0 0o 1 0 0
2 1 o

=13 -1 5 |==2(a+D)+6a+20+4a-20-3(a+)=-"2a-2+10a-3a—-3=5a—-5
4 2 a+l

Sa-5=0;, S5a=5 a=1
Si a#l, ran(A°) =4 y como el mdximo rango de A es 3, el sistema seria incompatible.

Sia=1,ran(A") <3

2 0 3
el menor 1 =2 2|=-20-3+184+44=—-1#0 'y este menor es de A y A", por tanto
3 -1 5

ran(A) = ran(A°) = 3 = n°de incognitas — Sistema Compatible Determinado.

Para que el sistema tenga una solucion que verifique x +y +z =0 debe ser a=1.



Matematicas II Julio 2020

x+ y+az=1
PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones <x+a y+z=1 ,siendo a un

ax+y+z=-2
pardmetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:
a) El estudio del sistema en funcion del parametro a. (5 puntos)
b) Las soluciones del sistema cuando a =-2. (3 puntos)
¢) La solucion del sistema cuando a =0. (2 puntos)

Solucion:
En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas.
1 1 a| 1
|
La matriz ampliada de este sistema es: A'=|1 a 1| 1
|
a 1 1!-2

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

1 1 a
1 a ll=a+a+a—-a’'—1-1=—a’ +3a-2
a 1 1
—a’+3a-2=0
Resolvemos esta ecuacion por el método de Ruffini,
-1 0 3 -2
1 -1 -1 2
-1 -1 210
1 -1 -2

Tl
2] 2
-110

Soluciones: a=-2y a=1

Paraa# -2y 1
/A /#0 — ran(A) = 3, y como el mdximo rango de A" es 3 — ran(A) = ran(A°) = 3 = n’ incégnitas,
por lo que el sistema es compatible y determinado.

Paraa=-2
1 1 -2 1

|
A=l 1 -2 1! 1
2 1 112

Sabemos que /A / = 0, estudiemos los rangos de A y A",

=10
EnA, |1 1 — ran(A)=2 ran(A") > 2
‘] 2:—2—]:—37&0 Y




En A% a partir del menor de orden dos no nulo anterior  formamos:

1 1 1
1 -2 1|={comoC,=C,}=0 — ran(A)=2
-2 1 =2

Por lo tanto, ran(A) = ran(A°) = 2 < n’ incégnitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

Obtenemos las soluciones para responder al apartado b).

El sistema a sistema a resolver es el correspondiente a las ecuaciones e incognitas del menor de orden

2 no nulo. Es decir, el formado por la 1°y 2 ecuaciones y como incognitas principales x e y.
1+2z 1

1-z —2‘_—2—4z—]+z_—3—3z_]
{x+y=]+2z * ~3 ~3 ST Tits

RN
x—2y:]—z ‘] 1+27

En A, el menor de orden dos:

1
‘=—2—]=—3¢0 — ran(A)=2

Por lo tanto, ran(A) # ran(A°), luego el sistema es incompatible.

Respondamos las cuestiones,

a) Si a #-2y 1, Sistema Compatible Determinado
Si a = -2, Sistema Compatible Indeterminado
Si a = -1, Sistema Incompatible

1+ A

AeR

X
b) Si a= -2, lasolucion del sistema es: <y
Z

A
A

c)Si a=0,a# -2y 1, el sistema serd compatible determinado. Resolvamoslo,

1 1 0 1
|

La matriz ampliada de este nuevo sistema seria: A'=|1 0 1| 1
|

0 1 I11-2

A|=(a’ +3a-2] =-0"+3.0-2=-2

a=

Resolviendo por Cramer,



1 1 0
1 0 1
-2 1 1 -2-1-
. _—2-1 ]:Z
-2 -2
x=2
Para a =0, la solucion es: |y =—1

z=-1

1 1
1 1

0
1

0 -2 1 1+2-1_

-2

-2

—I

11 1

10 1

0 1 -2 1-1+2_
-2 -2
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2x=y+z=m
PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones <x+y+3z=0 ,donde m esun

Sx—4y+mz=m
parametro real. Se pide:
a) La discusion del sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro m. (4 puntos)
b) La solucién del sistema cuando m = 1. (3 puntos)
c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)

Solucion:
a)
2 -1 I\m
La matriz ampliada de este sistema es: A=|1 1 3 i 0
S5 -4 m i m

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

2 -1 1
1 1 3|=2m—-4—-15-54+24+m=3m
5 -4 m
3m=0; m=0
Param # 0

/A /#0 — ran(A) = 3, y como el mdximo rango de A" es 3 — ran(A) = ran(A°) = 3 = n° incégnitas,
por lo que el sistema es compatible y determinado.

Param =0
2 -1 110
A=|1 1 3i0
5 -4 010

Seria un sistema homogéneo luego compatible {ran(A) = ran(A°)}.

Sabemos que /A / = 0, estudiemos el rango de A,

2]=2#0
EnA, 2 -] — ran(A)=2
'’ =2+1=3+#0

Por lo tanto, ran(A) = 2 = ran(A”) < n° de incognitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

Por tanto, el sistema es compatible determinado para m #0 y compatible indeterminado para m = 0.

b) Si m= 1 (m #0), el sistema es compatible determinado.
2 -1 111
|
La matriz ampliada de este nuevo sistema seria: A'=|1 1 310
|
5 -4 11



|Al=(Bm)  =3-1=3

Resolviendo por Cramer,

5 —4 1| 2-4-5+1_

1 -1 1 2 1 1 2 -1 1
0o 1 3 1 0 1 1 0
1 -4 1 1-3-1+12 5 1 1) 1+15-6-1
X = = :3, y= = :3, 7=
3 3 3 3 3
x=3
Si m =1, la solucion es: 1y =3
z2=-2

c) Soluciones cuando el sistema es compatible indeterminado.
El sistema es compatible indeterminado para m = 0.

3

-2

El sistema a sistema a resolver es el correspondiente a las ecuaciones e incognitas del menor de orden 2 no
nulo calculado en el apartado a). Es decir, el formado por la 1y 2° ecuaciones y como incognitas

principales x e Y.

-z =1
x_—3z I —-z-3z -4z
2x—y+z=0 2x—y=-— - - -
y+z N Y=t 3 3 3
x+y+3z=0 x+y=-3z 2 -z
| -3z -6z+z -5z
T3 3 3
—42
X=—-"
3
-54
. o . . y=—— AeR
Cuando el sistema es compatible indeterminado su solucion es: 3
z=41
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ax+y=1
Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones < x4 z =1
x+ay+(a—-1)z=a

a) Discutir el sistema en funcion del pardmetro real a. (5 puntos)
b) Encontrar todas las soluciones del sistema cuando este sea compatible. (5 puntos)

Solucion:
a)
a 1 011
La matriz ampliada de este sistema es: A=|1 0 1 i 1
1l a a-1 i a

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

a I 0
1 0 1|=1-d-a+l=-a’-a+2
1l a a-1
1+3_
—a’—a+2=0; a:_(_])i\/(_1)2_4'(_1)’22113: -2
’ 2-(=1) —2 \1-3_,
-2
Siaz-2y1

/A /7—‘0 — ran(A) = 3, y como el mdximo rango de A" es 3 — ran(A) = ran(A°) = 3 = n’ incognitas,
por lo que el sistema es compatible y determinado.

Sia=-2
-2 I 0 I

A=l 1 o0 1! 1

] -2 —31-2
Sabemos que /A / = 0, estudiemos el rango de A,
=1%0
EnA, |1 0 — ran(A)=2
‘0 ‘ Z1%0
1 0 1
En A, 0 1 [=-2+42+43=3#0 — ran(A)=3
-2 -3 =2

Por lo tanto, ran(A) = 2 #3 = ran(A”), luego el sistema es incompatible.

Si a=1
1 1 011
A=l1 0 1 i 1
11011
Sabemos que /A / = 0, estudiemos el rango de A,



=1%0
EnA, |1 0 — ran(A)=2
#0

0 1
10 1

En A0 1 I|={F =F,}=0 — ran(A)=2
10 1

Por lo tanto, ran(A) = 2 = ran(A”), luego el sistema es compatible indeterminado.

Por tanto, si a # -2y 1, el sistema es compatible determinado;
si a =-2, el sistema es incompatible;
si a =1, el sistema es compatible indeterminado.

b) El sistema es compatible en dos casos. Obtengamos la solucion en cada caso.
Siaz-2y 1, S C. D.

a 1 0,1
La matriz ampliada de este sistema es: A'=|1 0 ]i 1
1 a a—]ia
a 1 0
|A|= 1 0 1 |=—d’—a+2 (calculado anteriormente y como las raices de este polinomio son 1y —2)
I a a-1
=—(a-1)(a+2)
Resolviendo por Cramer,
1 1 0
1 0 1
x:a a a—1:a—a—a+]: —a+1 _ —(a-1) _ 1
—a’—a+2 -a-a+2 -d—-a+2 —(a-D@+2) a+2
a I 0
1 1 1
1 a a-1 d-a+l-a*—a+1 -2a+2 —2(a-1) 2
YT i —av2 | —d-a+2  —d-a+2 —(a-D@+2) a+2
a 1 1
1 0 1
= I a a :a+1—a2—a: 1-a° _ (I—-a)(I+a) :(]—a)(]+a):a+]
-a’-a+2 -a’-a+2 -d-a+2 —(a-D(@+2) (I-a)a+2) a+2

Sia#-2y I lasoluciones: <y =




Sia=1, §.C 1L
El sistema a sistema a resolver es el correspondiente a las ecuaciones e incognitas del menor de orden 2 no
nulo calculado en el apartado a). Es decir, el formado por la 1* y 2° ecuaciones y como incognitas
principales y z.

x=A
+y=1 =]-
Y N R Y 5 Solucién y=1-4 AeR
x+z=1 z=1—x
z=1-4
x=A

y=1-1 AeR
z=1-4

Si a=1 lasolucion es:
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2 a+l 1 X —1
Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales | I  a 2 y|=| 1 |, donde
1 1 a+2)(z 2

a es un parametro real.
a) Discutir el sistema en funcion del pardmetro a. (6 puntos)
b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.

(4 puntos)
Solucion:
a)
2 a+l 111
|
La matriz ampliada de este sistema es: A=|1 a 2, 1

I 1 a+2! 2

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

2 a+l 1
A=l a 2 |=2a(a+2)+1+2(a+D-a-(a+1)Na+2)—4=
1 1 a+2
=2a2+4a+]+2a+2—a—(a2+3a+2)—4=2a2+5a—]—a2—3a—2=a2+2a—3
—2+4_]
—2+.2°-4-1-(-3) -2+ B
a’+2a-3=0, a= ( ): 2 4: 2
2-1 2 ~-2-4
=-3
2

Siaz-3y1
/A /#0 — ran(A) = 3, y como el mdximo rango de A" es 3 — ran(A) = ran(A°) = 3 = n’ incégnitas,
por lo que el sistema es compatible y determinado.

Si a=-3
2 -2 11-1
A=|1 -2 2i 1
I 10! 2
Sabemos que /A/ = 0, estudiemos el rango de A,
-2=-2=#0
EnA, |-2 2 — ran(A)=2
‘ 0‘=—2¢0
-2 1 -1
En A |-2 =2 [|=841-2+4=11#0 — ran(A)=3
1 0 2

Por lo tanto, ran(A) = 2 #3 = ran(A°), luego el sistema es incompatible.



2 2 11-1
A=1 1 2i 1
11 31 2
Sabemos que /A / = 0, estudiemos el rango de A,
2]=2#0
EnA, 2 ] — ran(A)=2
‘] 2‘=4—]=3¢0
2 1 -1
En A5 |l 2 1[=8-3+1+2-6-2=0 — ran(A)=2
1 3 2

Por lo tanto, ran(A) = ran(A”) = 2 < 3(n° de incdgnitas), luego el sistema es compatible indeterminado.

Por tanto, si a # -3y 1, el sistema es compatible determinado;
si a =-3, el sistema es incompatible;
si a =1, el sistema es compatible indeterminado.

b) El sistema es compatible indeterminado para a = 1 y el menor de orden 2 no nulo de A corresponde a las
ecuaciones 1°y 2° y a las incognitas y z.

2 2 11-1
|
La matriz ampliada de este sistemaes: A'=|1 1 2| 1
|
1 1 3! 2
. 2y+z=—-1-2x 2 1
El sistema a resolver es: . Sabemos que =
y+2z=1-x 2

Resolviendo por Cramer,

—1-2x 1
I-x 2 -2—-4x-14+x -3-3x
y: = = =—]—x
3 3 3
2 —1-2x
Z_] 1—x _2—2x+]+2x_£_]
3 3 3

x=A
y=—I-4 AeR
z=1

Las soluciones del sistema cuando es compatible indeterminado son:
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EJERCICIO A
Ax+2z=0
PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales {4y-z=4 dependiente del pardmetro real A,

x+3y+z=5

se pide :
a) Determinar para qué valores de 4 el sistema es: compatible determinado, compatible indeterminado e
incompatible (1,3 puntos).
b) Obtener las soluciones en los casos compatible determinado y compatible indeterminado (2 puntos).

Solucion:
a) La matriz ampliada de este sistema es
A0 2 0
A=l0 4 -1 4
1 3 1 5

Tanto la matriz de coeficientes (A) como la ampliada A~ tienen como mdximo rango 3; empezamos estudiando el rango
de A.

A 0 2

0 A —1|=-24+3A=2+41

1 3 1
Veamos para que valores del pardmetro el determinante es nulo, resolvemos la ecuacion

A=0
A +2=0 AA+1) =0
- AAD _></1+1=0 - A=-1
Para 3 #0yA#-1 hayunmenorde orden 3 no nulo,
luego rang(A) = rang(A’) = 3 = n°de incognitas
Sistema compatible determinado

Para el menor de orden 3 de A es nulo, el rango de A serd como mdximo 2, estudiemos los rangos
A=0 deAyA”
00 : o o
Estudiemos el siguiente 0 -1 luego rang(A)=2y el rang(A°) serd al
A=/0 0 - =3
menor de A 3 1 menos 2.
1 3 1
00 2'0 En esta matriz se observa que F; = - 2 F)
A=lo o0 -1 i 0 por lo que rang (A") = 2
13 115
luego rang(A) = rang(A”) = 2 < n’ de incognitas
Sistema compatible indeterminado
Para igual que en el caso anterior el menor de orden 3 de A es nulo. Estudiemos los rangos de Ay A".
A=-1
0 -1 2 =
Estudiemos el siguiente |-1 0 luego rang (A,) 2yel
A=l0 -1 -1 =1#0 rang(A°) serd al
menor de A 0 -1
1 3 1 menos 2.
0 -1 2 i 0 orlando el menor -1.0 0
A=|0 -1 -1|-1| anterior con la 4° 0 -1 —-1=5-3=220 luego rang(A’)=3
1 3 115) columnay3“fila 1 3 5

luego rang(A)=2 y rang(A’)=3, es decir rang(A)# rang(A")
Sistema incompatible

En resumen, para )=-1 Sistema Incompatible,
para 4 =0 Sistema Compatible Indeterminado,
para A #0yA#-1 Sistema Compatible Determinado.



b) Para 3+0yA#-1 Sistema Compatible Determinado.

Lo resolvemos por Cramer, |A| va lo calculamos en el apartado a) | A| =224

00 2
A2 -1
53 1 _64-10A_ -4 _ -42 _ -4
4| R+A R+d MA+D A+l
A0 2
0 A -1
U5 1) 2 -22+54  A*+34 AA+3)  A+3
T A 2+a A2+i AA+D A+l
A0 0
0 4 A
1 3 5 s52-32 227 20 24

AT Rea Aea AAFD A+l
En los cdlculo anteriores como A #( al final podemos simplificar por

—4 _A+3

Para 3 +0yA#-1 lasolucion del sistemaes y=_—"_ y=2""2
A+1 A+1

Para p=0 Sistema Compatible Indeterminado.

A

.= 21
A+l

Para este valor de 2, del menor de orden 2 no nulo obtenido en el apartado a) escogemos las ecuaciones e incégnitas

principales, es decir, tomamos la 2°y 3° ecuacion:
—z=0
x+3y+z=5

las incognitas principales son 7z e y, pasamos x al término independiente y el sistema a resolver es,

— = 0 . .. 5 —
¢ sustituyendo el valor de 7z enla 2“ecuacion 3y +0=5-x y= al
3y+z=5-x 3
La solucion del sistema serd:
x=u
. S5-u
Solucion y=—g— ,ue R

z=0
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EJERCICIO A

PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales

x—y+z=41
Ax+2y—-3=31
2x+Ay—-2z=6
con A parametro real, se pide:
a) Determinar razonadamente para qué valores de A es compatible determinado, compatible indeterminado e
incompatible. (1,3 puntos)
b) Hallar el conjunto de las soluciones del sistema para el caso compatible determinado. (1 punto)
c) Hallar el conjunto de las soluciones del sistema para el caso compatible indeterminado. (I punto)
Solucion:
a) La matriz ampliada de este sistema es
I -1 1 2
A=|1 2 -1 32
2 4 -2 6

Tanto la matriz de coeficientes (A) como la ampliada A~ tienen como rango mdximo 3; empezamos estudiando el rango
de A.

1 -1 1
A 2 =4+ +2-4+1-2A=1-21-6
2 A =2
Veamos para que valores del pardmetro el determinante es nulo, resolvemos la ecuacion
P -A-6=0
ﬂq—1+5—g—3
L 1ENED? 46 1xViv2d _1ks [Ty T
2 2 2 PR ot B
2 2

Para A #3yA#-2 hay un menor de orden 3 no nulo,
luego rang(A) = rang(A’) = 3 = n°de incognitas
Sistema compatible determinado

Para el menor de orden 3 de A es nulo, el rango de A serd como mdximo 2, estudiemos los rangos
A=3 deAyA”
1 -1 1 . o 1 o
A=l3 2 —1 Estudiemos el siguiente 22432520 luego rang(A)=2y el rang(A’) serd
menor de A 3 al menos 2.
2 3 =2
1 -1 113 En esta matriz se observa que F, — F; = F,
A=13 2 -1 i 9 por lo que rang (A°) = 2
2 3 -216

luego rang(A) = rang(A’) = 2 < n’de incognitas
Sistema compatible indeterminado

Para igual que en el caso anterior el menor de orden 3 de A es nulo. Estudiemos los rangos de Ay A"
A==2

luego
-1 1 Estudiemos || rar;g(A) =2
A=\-2 2 -1 el siguiente ‘_ i ‘=—1+2=1¢0 )r]aeng(A’)
2 -2 -2 menor de A serd al

menos 2.



orlando el

1 -1 1 ;-2 menor 1 1 =2
| .
A=|-2 2 —1i-g| amerior | 5 | _gl——6-8-12-4-12+12=-30%0 [4€80
i conla4 rang(A’)=3
2 -2 -216 2 -2 6
columna y
3“fila

luego rang(A)=2 y rang(A’)=3, es decir rang(A)# rang(A")
Sistema incompatible

En resumen, para A=-2 Sistema Incompatible,
para A=3 Sistema Compatible Indeterminado,
para A#3yA+-2 Sistema Compatible Determinado.

b) Para A#3yA=#-2 Sistema Compatible Determinado.

Lo resolvemos por Cramer, |A| ya lo calculamos en el apartado a) |A| = -1-6

A -1 1
30 2 -1
Lol6 A =2 4243 +6-12+ 2 —64 _ 42 —10A-6 _ (A-3)(4A+2) _4A+2
4] 2-i-6 2_i-6 (A-3(A+2) A+2
121 1
A 31 -1
126 =2 —6A+64-21-6A+6+21> 21 -81+6 (A-3)24-2) 21-2
T 2 -1-6 T Roi-6  (A-3)A+2)  A+2
1 -1 2
A 2 3]
- 2 A 6] 1242 -61-44-38 164 A 38 -41+12 _(A-3)A-2)(A+2) _ )
A P -21-6 A -1-6 (A-3)(A+2)

En los cdlculo anteriores como A #3y A#-2 podemos simplificar por A-3y A+2

Para A+#3yA#-2 lasolucion del sistema es x:4/1+2 y:2/1—2
A+2 A+2

z=A4-2

c¢) Para A=3 Sistema Compatible Indeterminado.

Para este valor de A, del menor de orden 2 no nulo obtenido en el apartado a) escogemos las ecuaciones e incognitas
principales, es decir, tomamos la 1y 2° ecuacion:

xX-y+z=3
3x+2y-z=9
las incognitas principales son x e y, pasamos z al término independiente y el sistema a resolver es,
x—y=3-z el determinante de la matriz de coeficientes es 5, calculado en el apartado a), obtenemos las
3x+2y=9+7z soluciones por Cramer,
3—z -1
9+z 2| 6-2z+9+z 15—z Z
X = = = = 3 _—
5 5 5 5
1 3-z
13 9+7 9+z-9+43z 4z
YT 5 5
x=3 A
5
Solucion <y = 4?/1 ,ue R
z=U
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EJERCICIO B

x+ay+atz=1
PROBLEMA 1. El sistema de ecuaciones lineales x+tay+oaz=c depende del pardmetro real .

x+a’ yratz=a

Discutir para que valores de @ es incompatible, compatible determinado y compatible indeterminado (2 puntos), y
resolverlo en las casos compatibles (1,3 puntos).

Solucion:
a) La matriz ampliada de este sistema es

1 a o 1

A=l o a «o

1 o o o
Tanto la matriz de coeficientes (A) como la ampliada A~ tienen como rango mdximo 3; empezamos estudiando el rango
de A.
1 a o
1 a a|=a+a*+a’-o’-a’-a’=a*-2a" +a*
1 a® o
Veamos para que valores del pardmetro el determinante es nulo, resolvemos la ecuacion

2
a =0 - a=0

o' 20 +a* =0 — o (a2—2a+1):0 - () ,
a-2a+1=0 -» (a-1)"=0 - a-1=0 - a=1

Para ©#0ya#1 hay un menor de orden 3 no nulo,
luego rang(A) = rang(A’) = 3 = n°de incognitas
Sistema compatible determinado.

Para =0 el menor de orden 3 de A es nulo, el rango de A serd como mdximo 2, estudiemos los rangos de Ay A~
1

A= Como las tres filas de A son iguales, rang(A)=1

1
0

S O O O O

A=

S O O o o o

—_ = = Tm =
S O =

1
Consideramos el menor ‘1 ‘ =0-1=-1#0 por lo que rang (A”) = 2

(e

luego rang(A) # rang(A°) Sistema incompatible.

Para a=1 igual que en el caso anterior el menor de orden 3 de A es nulo. Estudiemos los rangos de Ay A".
111

11 Como las tres filas de A son iguales, rang(A)=1

11

1 111

11 i 1 Como las tres filas de A" son iguales, rang(A")=1

1

A=

A=
I

111
luego rang(A)= rang(A’)=1 < n° de incognitas, Sistema compatible indeterminado

[ S N

En resumen, para a=0 Sistema Incompatible,
para @=1 Sistema Compatible Indeterminado,

para @#0Ya#1 Sistema Compatible Determinado.



Resolucion
Para ©#0Ya#1 Sistema Compatible Determinado.

Lo resolvemos por Cramer, |A| ya lo calculamos en el apartado a) | A| =a*-20° +a* = a* (@ -1)?

1 a o 1 a o
a o af a1 1
a? o o 11 1 0
x: = = =
|4 ata-1)? ad*a-1)?
1 1 0(2 1 1 a
I af ol a 1
2 2
y_l a a| | a q _a(a2+a3+1—a2—a2—a)_a(a3—a2—a+1)_a(a—l)z(a+1)_a+1
|A] a*(a-1) o’ (a-1)* o (a-1)* a’(a-1)* a
1 -1 -1 1
1 1 0 -1 -5 &-a?-a+l=(@-D)@*-D=(@-D@-)a+)=(@-D)*a+])
1 0 -1 |0
1 o 1 1 1 1
1 aa o o 1 «
Z_1 a o | a _a(a2+a+a—1—a2—a2)_a(—a2+2a—1)_—a(a—1)2 _ -1
|4 o (a-1)? a(a—1)> a(a-1)? Ala-1? «a

En los cdlculos anteriores como a#0y a#1 podemos simplificar por @y a—1

.. . a+1 -1
Para @70y @#1 |4 solucién del sistema es x=0 y==—— =

Para a=1 Sistema Compatible Indeterminado.
Para este valor de @, el sistema queda reducido a la ecuacion:
x+y+z=1
Podemos despejar cualquiera de las incognitas, despejando x quedard x=1-y—z
x=1-A-pu
Solucion <y=24 ApueR
=4
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EJERCICIO A

x+2y-3z=«
PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones con incdgnitas x, y, z, 2x+6y—-11z=2

x=2y+7z=1
se pide:
a) Determinar razonadamente el valor de @ para el cual el sistema es compatible (7,2 puntos).
b) Para ese valor obtenido en a) de @, calcular el conjunto de soluciones del sistema (1,3 puntos).
c) Explicar la posicién relativa de los tres planos definidos por cada una de las tres ecuaciones del sistema, en
funcién de los valores de @ (0,8 puntos).
Solucion:
a)
La matriz ampliada del sistema es
1 2 -3\«
M=|2 6 -11 i 2
1 -2 711

Estudiemos el rango de la matriz de coeficientes, M. En la matriz M tenemos el siguiente menor de orden 2, 1*y 2°
filas con 1°y 2° columnas,

12
=6-4=2%0 ,luego ran(M)=2

2 6
12 -3

M|=]2 6 —11=42+12-22+18-22-28=72-72=0
1 -2 7

Por lo tanto ran(M) = 2

Estudiemos el rango de la matriz ampliada, M’. Orlamos el menor de orden 2 no nulo de M con la 4° columna y 3° fila
de M,

1 2 o
2 6 2l=6-4da+4-6a+4—-4=10-10
1 -2 1

10-100=0 — a=1
Para a=1 ran(M’) =2

Luego ;
Para a#1 ran(M’) =3

El sistema serd compatible cuando ran(M) = ran(M’), es decir, para a = 1.

b)
Resolvamos el sistema anterior para o = 1.
Segiin obtuvimos en el anterior apartado el menor no nulo de orden 2 de M era el formado por la 1°y 2°filay la 1*y
2 columna de M. Luego el sistema que debemos resolver estard formado por las dos primeras ecuaciones y las
incognitas principales serdn x e y. Es decir, el sistema a resolver es:

x+2y-3z=1 L . x+2y=1+43z
e y incdg. princ. —
2x+6y—11z=2 2x+6y=2+11z
1+3z 2
2411z 6] 6+18z-4-27 2-4z
1 2 2 2
2 6
1 143z
y_2 2411z 2+11z-2-6z _ 5z

2 2 2



Para a = 1 el conjunto de soluciones es:

x=1-24
5
==1 AeR
Y 2
z=4
Para a=#1

ran(M) = 2 y ran(M’)=3, sistema incompatible, los tres planos no tienen un corte comiin.
Considerando los planos dos a dos,
De lo estudiado en el apartado a), el primer 'y segundo planos no son paralelos porque

1 2
=6-4=2%0

2 6
Veamos el 2°y 3 planos,
2 6

=—4-6=—-10£0
1 -2 no son paralelos.
Con el 1”" y 37 planos seria,
1 2

=2-2=-4%0
1 -2 no son paralelos.

Luego los tres planos se cortan dos a dos pero no tienen ningtin corte comin.

Para a=1

ran(M) =2 y ran(M’)=2, como hay tres incognitas: sistema compatible indeterminado.

La solucion de este sistema la hemos obtenido en el apartado b). Esta solucion corresponde a la ecuacion de una
recta.

En este caso los tres planos se cortan en una recta.
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PROBLEMA B.1. Dado el sistema de ecuaciones lineales que depende de los pardmetros a, b
yc
2ax+by+z = 3c
3x—-2by—2cz = a
Sax—2y+cz =-4b
se pide:
a) Justificar razonadamente que para los valores de los pardmetros a=0, b=-1y c=2
el sistema es incompatible. (3 puntos)
b) Determinar razonadamente los valores de los pardmetros a, b y c,
verificaque (X,y,z)=(1, 2,3 ) es solucidn del sistema. (4 puntos)

c¢) Justificar si la solucion ( x,y,z) = (1, 2,3 ) del sistema del apartado b) es, o no, tnica.
(3 puntos)

para los que se

Solucion:

a) Justificar razonadamente que para los valores de los pardametros a =0, b=—-1y ¢ =2 el sistema es
incompatible.

Para estos valores de los pardmetros el sistema queda:
—-y+z=06
3x+2y—-4z =0
—-2y+2z=4

Ahora podemos proceder a estudiar este sistema o fijarnos en la primera y tercera ecuaciones que tienen
proporcionales los coeficientes de las incognitas pero no los términos independientes. Vedmoslo,

-y+z=06

—2y+2z=4
-1
-2
2]=2=0

1
=-2+2=0
2

— rang(A) =1

Sistema Incompatible

1 6
‘2 4‘:4—12=—8¢0 — rang(A)=2

Por lo tanto, como la 1"y 3“ ecuaciones son incompatible el sistema inicial también es incompatible.

b)sa,byc?/(x,y,z)=(1,2,3)sea solucion del sistema.
Dando a las incognitas los valores indicados, el sistema queda:

2a+2b+3=3c 2a+2b—3c=-3
3—4b—-6¢c=a — <s—a—-4b—-6¢c=-3
Sa—4+3c=-4b Sa+4b+3c=4

Estudiemos este nuevo sistema cuyas incognitas son a, by c.
La matriz ampliada del sistema es:
2 2 -31-3
|

A=[-1 -4 —6'-3
5 4 31 4



Estudiemos el rango de la matriz de coeficientes, A. A es una matriz 3x3, luego su madximo rango posible es
3.

|2|=2¢O — rang(A)>1

2 2
| 4:—8+2:—6¢O — rang(A)=2
2 2 -3
-1 -4 —-6/=-24+12-60—-60+48+6=-78#0 — rang(A)=3
5 4 3

Como el mdximo rango posible de A~ (que es 3x4) es también 3, entonces rang(A’) = 3
Por lo que rang(A) = rang(A°) = 3 = n° de incognitas — Sistema Compatible Determinado.
La solucion del sistema serd:

-3 2 -3
-3 -4 -6
4o 4 4 3 :36+36—48—48—72+18:—78:1
-78 -78 -78
2 -3 -3
-1 -3 -6
po5 4 3| _-18+412+490-45+48-9 78 _
-78 -78 -78
2 2 =3
-1 -4 -3
_ 5 4 4 :—32+12—30—60+8+24:—78:1
-78 -78 -78

Finalmente, (x,y,z)=(1, 2, 3 ) es solucion del sistemapara a=1,b=-1y c= 1.

c) Estudiemos el sistema para estos valores de los parametros a =1, b =—1 y c = I obtenidos anteriormente.
2x—y+z=3
El sistema que queda es:  |3x+2y-27=1]
S5x=2y+z=4
La matriz ampliada del sistema es:
2 -1 1.3
N=3 2 —211
5 -2 114

Estudiemos el rango de la matriz de coeficientes, A. A es matriz 3x3, luego su mdximo rango posible es 3.
2|=2#0 — rang(A)21

252740 o rang(A) = 2

3 2

2 -1 1| C,+G 2 -1 0 ,

3 2 =2= 3 2 0:—1‘3 2‘:—1-(4+3)=—7¢0 —  rang(A)=3
5 -2 1 5 -2 -1

Como el mdximo rango posible de A" (A~ es 3x4) es 3, entonces rang(A”) = 3
Por lo que rang(A) = rang(A’°) = 3 = n° de incognitas — Sistema Compatible Determinado.

Por tanto la solucion (x,y,z)=(1,2,3) es unica.



Matematicas 11 Junio 2011

PROBLEMA A.1. Sea el sistema de ecuaciones
X+ y +z =m
S:92x +3z =2m+1
x+3y+(m—-2)z =m-1
donde m es un parametro real. Obtener razonadamente:

a) Todas las soluciones del sistema S cuando m =2. (4 puntos)
b) Todos los valores de m para los que el sistema S tiene una solucion unica. (2 puntos)

c) El valorde m para el que el sistema S admite la solucion (x,y,z) = (% , —% , Oj (4 puntos)
Solucion:
a) Para m =2 el sistema a resolver es:

X+ y+z=2

11 1,2
2x +3z =5 deeste sistema, sus matriz ampliada es, A'=|2 0 3 i 5
x+3y =1 1 30 i 1

Estudiemos el rango de A

=120 — ran(4)21

11

=2%#0 — ran(4)=2

2 0 — ran(A)=2
1

1 1
2 0 3=6+3-9=0
1 30

Estudiemos el rango de A’, como ran(4) =2 — ran(A’) > 2. Ampliamos el menor de orden 2 no nulo de A’, que es
el obtenido anteriormente en A, con la cuarta columna y tercera fila:

1 1 2

2 0 5/=12+5-15-2=0  Porlo tanto ran(A’) =2
1 3 1

Lo obtenido es: ran(4) = ran(A’) =2 < 3 = n’incognitas — Sistema compatible indeterminado.
Resolvemos el sistema usando las ecuaciones ( 1y 2) e incognitas ( x, y ) que han proporcionado este rango.

X+y=2-z
El sistema a resolver es:
2x = 5-3z
2—z 1
5-3z 0 -5+3z 5 3
X = = =———Z
Resolviéndolo por Cramer, -2 -2 2 2
1 2-z
12 5—32_](5—32)—2(2—2)_5—32—4+22_]—z_—]+z_—_]+iz
YT 2 2 2 2 272
_2.3,
2 2
Finalmente, para m =2 las soluciones del sistema S son: <y = _—]+i/1 AeR




b) Como el sistema tiene tres ecuaciones y tres incognitas tendra solucion unica cuando sea un sistema compatible
determinado. Calculemos los valores de m.
11 1 | m
A=|2 0 3 i 2m+1
1 3 m-21 m-1
A es 3x3, luego el maximo rango de A es 3; A" es 3x4, luego el maximo rango de A’ es 3. Por lo tanto

empezamos estudiando el rango de A.
Estudiamos el menor de orden 3 de A,

1 1 1
20 3 |=6+3-9-2(m—-2)=-2m+4
1 3 m=-2

-2m+4=0 - -2m=-4 — m:—2:2
Luego, para m#2 — | A | #0 — ran(A) =3 y como el maximo rango posible de A" es 3, ran(A’) = 3, luego.
para m# 2, ran(A) = ran(A’) = 3 = n’incognitas — Sistema compatible determinado

Finalmente, el sistema tiene solucion unica cuando m # 2

c¢) Para (x,y,z) = (% , —% , Oj el sistema quedara

E+_—1+0 =m
2 2

2E +3.0 = 2m+1 — 3=2m+1 — <2=2m — <1=m - m=1
0=m-1 l=m l=m

E+3(_—1j+(m—2)0 =m—1
2 2

El sistema S admite la solucion (x,y, z) = (% , —% , Oj param = 1.
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2x+ a‘z=5

PROBLEMA A.1l. Se da el sistema de ecuaciones S:{*X+ (1 - @') y+z=1  donde o esun parametro
x+2y +a’z=1

real.
Obtener razonadamente:
a) La solucion del sistema S cuando a =0. (3 puntos)
b) Todas las soluciones del sistema S cuando a.=-1. (4 puntos)
c) El valorde a para el que el sistema S es incompatible. (3 puntos)

Solucion:
Los apartados a) y b) podemos resolverlos directamente sustituyendo en el sistema S el valor de o por su valor, pero
para resolver el apartado c) hay que estudiar el sistema. Empezamos estudiando el sistema.

2 0 & 2 0 a5
La matriz de coeficienteses A=|1 1—ca 1| ylamatrizampliada A=|1 1-a 1 |1]|.
|
1 2 o 1 2 a1

Como A es 3x3, su mdximo rango es 3. Como A’ es 3x4, su mdximo rango también es 3. Por lo que empezamos
estudiando la matriz A.
Estudiemos el determinante de orden 3 de A,

2 0 o 2 0 o
1 I-a 1 =1 I-a l=20+(U-a)a’-4=2a"+a’ -’ -4=-a’+3a’ -4
1 2 a’|F,-F |-1 2 0

Resolvamos la ecuacion: — o’ + 3 o — 4 = 0, por Ruffini:

-1 3 0 -4
-1 1 A4 4

-1 4 A4 | O Llas soluciones de la ecuacién son:

o=-1ya=2

2 -2 4

-] 2| 0 Esdecir,que|A|=0para o=-1ya=2
2 -2

1|l o

Por lo tanto, sobre el sistema S podemos afirmar:

Para o #-1, 2
rang(A) = rang(A’) = 3 = n° de incognitas, S es sistema compatible y determinado.

Para a=-1
2 0 115
|
La matriz ampliada es A'=| 1 2 1| 1|, ya sabemos que |A| = 0. Obtengamos los rangos de A y A~
|
1 2 11

Calculemos el rango de A, como

0
2‘=4¢0 — rang(A)=2

Calculemos el rango de A", al menor no nulo anterior le orlamos la cuarta columna y la tercera fila de A,



2 0 5
1 2 I=(como F;=F;)=0, porlotanto rang(A’) =2
1 2 1

Luego, rang(A) = rang(A°) = 2 < n’de incognitas, S es sistema compatible indeterminado.
Para resolver el sistema utilizamos las ecuaciones e incognitas que nos indica el menor no nulo de orden 2 anterior,

| 2x =5—-z
es decir:
x+2y=1-z
. ., 5-z2
De la primera ecuacion x = T

Sustituyendo este valor de x en la segunda ecuacion:

i§£+2y=1—z; S5—z+44y=2-2z dy=-3-z yz_i;Z
_5-2
2
. . . -3-1
Luego la solucion del sistema S serd: <y = AeR
z=4
Para o =2
2 0 415
|
La matriz ampliadaes A’=|1 -1 1| 1|, yasabemos que |A| = 0. Obtengamos los rangos de A y A~
|
1 2 411

0
=—2#0 — rang(A)=2

Calculemos el rango de A, como

Calculemos el rango de A", procediendo como en el apartado anterior,

2 0 5
1 -1 1|=-24+10+5-4=9+#0 — rang(A)=3
1 2 1

Como rang(A) # rang(A’), el sistema S es incompatible.

Respondamos a cada uno de los apartados del problema.
a) Para a =0, (# —1y2)el sistema S es compatible determinado.

2.0 015 2.0 0
La matriz ampliada es, A'=|1 1 1)1 y |A=l1 1 1|=—
12 0101 120
50 0 2 50
111 111
20 _-10_5 y:1 1 0_5-2_3 -3
—4 -4 2 —4 -4 -4 4
Resolviendo por Cramer,
2.0 5
111
o2 0] 2+10-5-4_ 3 -3
—4 —4 -4 4



b) Para o = — 1, como hemos obtenido anteriormente, la solucion del sistema S es:

c) El sistema S es incompatible, como hemos obtenido anteriormente, para o = 2.
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OPCION A
2x+5y=a
PROBLEMA A.1. Se tiene el sistema de ecuaciones (—x—4y=>b ,donde a, by c son tres
2x+y=c

nimeros reales. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:
a) La relacion que deben verificar los niimeros a, b y ¢ para que el sistema sea compatible.
(4 puntos)
b) La solucién del sistema cuando a=-1, b=2 'y c=3. (2 puntos)
c) La solucidn del sistema cuando los nimeros a, by ¢ verifican la relacion a =c=-2 b.

(4 puntos)
Solucion:
2x+5y=a obtenemos 2 5 2 5 a
Del sistema y—x—4y=b  lamatrizde A=|-1 -4 y la matriz ampliada A'=|—-1 —4 b
2x+y=c coeficientes 2 ] 2 I ¢

a) Para que el sistema sea compatible, ran(A) = ran(A”)
Calculemos el rango de A.
Como A es 3x2, el mdximo rango de A serd 2.

2]=2#0 — ran(A)21

2 5 por lo tanto ran(A) =2
=—8+5=-3#0 — ran(A)=2
-1 —4
2 5 a
Para que ran(A°) = 2, debe cumplirse que -1 -4 b/=0,
2 1 ¢

—8c—a+10b+8a-2b+5¢c=0
7a+8b-3¢c=0

Finalmente, para que el sistema se compatible la relacion entre a,by c debeser 7a+8b—-3c=10

b)Para a=-1, b=2y c=3.
Comprobemos que es sistema es compatible, 7(—1)+8.2-3.3=-7+16-9 =0, por lo tanto el
sistema es compatible.
Para resolver el sistema usamos las ecuaciones e incégnitas correspondientes al menor de orden 2 no nulo
calculado en el apartado anterior. Es decir, el sistema a resolver es:

-1 5
2 4 _4-10_—6_,
2x+5y=-I = = ="
X+2y N -3 -3 -3
—x—4y=2 2 -1
-1 2 4-1 3
y: = :—:—]
-3 -3 -3

Para a=-1, b=2 y c =3, lasolucion del sistemaes x=2 e y=-1



c)Si a=c=-2b, veamos si cumplen la relacion 7a + 8b—3 c = 0.
7(=2b)+8b-3(-2b)=—-14b+8b + 6b =0, lacumple. Luego el sistema serd compatible

Segiin lo realizado en el apartado anterior, el sistema a resolver serd:

~2b 5
| b -4 _8b-5p_3b_,
2x+5y=-2b N T
%
—x—dy=b 2 -2b
-1 b _2b-2b_ 0
y: = =—=0
-3 -3 =3

Si a=c=-2b, la solucion del sistemaes x=-b e y=0.
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OPCION A

x+3y+2z=-1
PROBLEMA A.1. Dado el sistema de ecuaciones <2x+4y+5z=k—-2 ,donde k esun
x+k’y+3z=2k
parametro real.
a) Discutir razonadamente el sistema segun los valores de k. (4 puntos)
b) Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado,

todas las soluciones del sistema cuando k=—1. (3 puntos)
¢) Resolver razonadamente el sistema cuando k=0. (3 puntos)

Solucion:
x+3y+2z=-1 1 3 2, -1
|
Estudiemos el sistema {2x+4 y+5z=k—2 Sumatrizampliada, A’ es |2 4 5 k-2
|
1 kK 30 2k

x+k>y+3z=2k
La matriz de coeficientes, A, es 3x3 por lo que su mdximo rango posible serd 3.
A’ es 3x4 por lo que su mdximo rango posible serd 3.
Empezamos estudiando el rango de A,

1 3 2
2 4 5=I12+4k*+15-8-5k’-18=-k’+1
1 k* 3

—KP+1=0 — k'=1 — k=+JI=4#I
Procedamos a responder a los tres apartados.

a) De los cdlculos realizados anteriormente deducimos,
Para k+-1,1 — /A/# 0 — ran(A)=3 y como el mdximo rango de A’ también es 3,
ran (A) = 3 = ran(A°) = n°de incognitas — Sistema compatible determinado

Para k= -1,
1 3 21-1
A=|2 4 5i—3 y sabemos que |A|=0 — ran(A)<2
11 31-2
Calculemos el rango de A,
=1%0
1 3 — ran(A)=2
=4-6=-2+#0
2 4‘

Calculemos el rango de A’
Solo nos falta por estudiar el menor de orden 3 que se obtiene al orlar el menor de orden 2 no nulo
anterior con la tercera fila y la cuarta columna de A",

1 3 -1
2 4 -3=-8-2-9+4+3+12=-19+19=0 — ran(A")=2
1 1 -2

Luego, ran (A) =ran (A°) = 2 < n’de incognitas. Para k =-1 el sistema es compatible indeterminado.



Sabemos que /A/ =0 Yy considerando el cdlculo del rango de A realizado en el caso anterior, ran( A) =2.
Calculemos el rango de A’, (ran (A")>ran (A) =2)

H=1%0
1 3
=4-6=-2+0
2 4
al orlar el menor de orden 2 no nulo anterior con la tercera fila y la cuarta columna de A~
1 3 -1
2 4 -1|=8-2-3+4+1-12=13-17=—4+#0 — ran(A’)=3
11 2

Luego, ran(A) =2 +#ran(A°) =3, sistema incompatible. Para k =1 el sistema es incompatible.

Resumiendo, Para k # -1, 1 elsistema es compatible determinado
Para k =-1 el sistema es compatible indeterminado
Para k=1 el sistema es incompatible

b) Para k=-1 sabemos que el sistema es compatible indeterminado
Por el estudio realizado anteriormente, el sistema a resolver estd formado por la 1y 2° ecuaciones y las
incognitas principales son x e y:

-1-2z 3
x_—3—5z 4 _—4-8z+9+15z 5+7z -5-7z
x+3y=-1-2z -2 -2 =2 2
— Por Cramer —
2x+4y=—3—5z 1 —-1-27
_‘2 —3-5z] -3-5z+2+4z —-1-z I+z
T —2 2 2
-5-74
xX=
2
Para k=-1, la solucion es: y:% AeR
z=A




c) Para k =0, como es distintode — 1 y 1, del estudio del apartado a) sabemos que el sistema es compatible
determinado

x+3y+2z=-1
El sistema a resolver es {2Xx+4y+5z=-2
X +3z=0

De este sistema sabemos que |A| =—k’+1 ‘ k=0 = 1. Resolviendo por Cramer,

-1 3 2
2 45
0 0 3
x=-—] =-12+18=6
1 -1 2
2 =2 5
I 0 3
y= 7 =—6-5+4+6=-1
1 3 -1
2 4 =2
1 0 0
xX= ; =—6+4=-2

Finalmente, para k =0 la solucion del sistemaes x=6, y=—-1, z=-=2.
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I-a)x+Ra+D)y+QRa+2)z=«
PROBLEMA B.1. Dado el sistema de ecuaciones a x+ ay =20 +2

2x+ (a+Dy+(@-Dz =a’-2a+9
Donde « es un parametro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:
a) Todas las soluciones del sistema cuando a=1. (3 puntos)
b) La justificacion razonada de si el sistema es compatible o incompatible cuando « = 2.
(3 puntos)
c) Los valores de « paralos que el sistema es compatible y determinado. (4 puntos)

Solucion:
a) ;Soluciones para o= 1?
Para a=1 el sistema a resolver es:

3y+dz=1 0 3 4 i 1

x+y —4 La matriz ampliada de este sistemaes: M’ =|1 1 04
|

2x+2y =8 2 2 08

Calculemos el rango de M,

4=4£0 — ran(M)=1

4
=—4+0 — ran(M)=2
0 — ran(M)=2

=(F,=2.F,)=0

~
N~ W
S S A

Calculemos el rango de M,
Considerando el estudio realizado anteriormente ran(M’) > 2, el menor de orden 3 de M~ por
estudiar es:

3 4 1

Luego, ran (M )=ran (M~ ) =2 < 3 = n’incognitas — Es un sistema compatible indeterminado.

Para resolver el sistema utilizamos las ecuaciones e incégnitas correspondientes al menor de orden 2 no
nulo. Es decir, 1*y 2“ ecuacion y como incognitas z e y.
El sistema a resolver serd:
3y+4z=1 ) .
Y sustituyendo el valor de y que da la 2° ecuacion en la 19
y =4-x
_—11+3x

3(4—x)+4z=1; 12-3x+4z=1;, 4z=1-12+3x; 4z=-11+3x; 2 y



Finalmente, para a=1 las soluciones del sistema son: <y=4—-1 AeR

b) Para a =2 el sistema a resolver es:

—x+5y+6z=2 -1 5 6 i 2

2x+2y =6 Lamatriz ampliada de este sistemaes: N =| 2 2 06
|

2x+3y+z =9 2 3 19

Calculemos el rango de N,

-l=-1#0 — ran(N)21
-15
=-2-10=-12#0 — ran(N)>2
2 2 — ran(N)=2
-1 56
2 2 0|=—2+36-24-10=0
2 31

Calculemos el rango de N,
Considerando el estudio realizado anteriormente ran(N°) > 2, el menor de orden 3 de N’ por estudiar

es.

-1 5 2

2 2 6|=-18+12+60-8+18-90=-26#0 — ran(N')=3
2 39

Luego, ran (N ) =2 #3 =ran(N”") — Es un sistema incompatible.

Para a=2 el sistema es incompatible.

c) ¢ Valores de o para los que es S.C.D.?

(I-)x+Qa+Dy+Qa+2)z=a La matriz I-a 20+1 2a+2i o
ax+ vy =20 +2 ?mmmm A= «a a 0! 2a+2

e este | D)
2x+ (@+Dy+(@-Dz =’ -2a+9 sistema es: 2 a+l a-ljo-2a+9

La matriz de coeficientes, A, es 3 x 3, por tanto el mdximo rango de A es 3
La matriz ampliada, A", es 3 x 4, por tanto el mdximo rango de A~ es 3.
Empezamos estudiando la matriz de coeficientes.

l-a 2a+1 20+2
20+1 20+2

o+ 1 o—1

|A| = o 0| = (desarrollando por F, )=-a
2 a+l a-1

2 o—1

r—a 20042
a

( multiplicamos los binomios correspondientes),



20 +1 20 +2 a -1
a -1 a +1 -a +1
-2a -1 +2a +2 +a -1
200 +a 200 +2« -’ +a
200 —a -1 2a° +4a +2 -’ +2a -1

=—ad? —a-1-20 ~4a-2)+a(-d +20-1-4a-4)=-a (-5a-3)+a (- &’ - 20— 5)=

—a(Sa+3-a-2a-5)=a-a* +3a-2)

a=0

— P — —
a-o’ +3a-2) 0<_a2+3a_2:0

Resolviendo la ecuacion de 2° grado por Ruffini,

-1 3 =2
1 -1 2

-1 2 0 - o=1y a=2
2 -2

-1 0

Luego, para a#0, 1,2 ran(A) = 3, como ran(A°) > ran(A) y ran(A°) <3, también ran (A°) = 3; es
decir, ran(A) = ran(A”) = 3 = n° de incognitas — Sistema compatible determinado.

Sabemos que para a = 0, 1, 2 el sistema no serd compatible determinado, aunque es fdacilmente justificable:
- Para a= 1, visto en apartado a), S. C. Indeterminado
- Para a= 2, visto en apartado b), S. Incompatible

- Paraa=0
1 1 210
|
A=l0 0 02| F; eslaecuacion 0 =2 (Falso), luego S. Incompatible
|
21 =119

Finalmente, el sistema es compatible y determinado para € R — {0, 1,2 }
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ax —z7=a
PROBLEMA A.1. Se da el sistema de ecuaciones <2 x+a y+z=1
2Xx +z=2

Donde a es un parametro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) Los valores del pardmetro a para los cuales el sistema es incompatible (4 puntos)

b) Todas las soluciones del sistema cuando este sea compatible indeterminado. (3 puntos)

¢) La solucion del sistema cuando a =—-1. (3 puntos)
Solucion:
En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas.
a 0 -1ia
|
La matriz ampliada de este sistema es: A'=|2 a 1|1
|
20 12

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

a 0 -1
|A|=2 a 1|=d°+2a
2 0 1

5 a=0
a+2a=0 — a(a+2)=0
a+2=0 — a=-2

Entonces,
para a#-2y0, /A /7—‘0 — ran(A) = 3y, como el mdximo rango de A’ es 3, ran(A’) = 3, por lo que
ran(A) = ran(A’) = 3 = n’incognitas — Sistema Compatible Determinado

paraa=-2, [A/=0 — ran(A) <2

-2 0 -11-2
|
La matriz ampliada del sistema queda: A'=| 2 -2 1] 1
|
2 0 10 2
Como F; = — Fy, en el estudio del rango de A~ podemos eliminar la fila 3.
-2 0 -11-2
Quedaria [
2 -2 1, 1

Calculemos el rango de A (como A es 2x3, el mdximo rango de A serd 2),

-2=-2#20 — ran(A)21
- ran(A)=2

=4#0 — ran(A)=2

-2 0
2 =2

Como el mdximo rango de A~ también seria 2 (A’es 2x4) — ran(A°) =2

Por tanto, ran(A) = ran(A”°) = 2 < n° de incognitas — Sistema Compatible Indeterminado.



para a =0, /A/:O — ran(A) <2

0 0 —-1,0
|
La matriz ampliada del sistema queda: A'=[2 0 1|1
|
20 12
Calculemos el rango de A,
2[=2#0 — ran(A)=1
— ran(A)=2
-1
7 ‘=2¢0 — ran(A) =2

Calculemos el rango de A",
Considerando el estudio realizado anteriormente ran(A°) > 2, el menor de orden 3 de A~ por
estudiar es:

0 -1 1
2 2 I|==244=2#0 — ran(4)=3
2 1 2

Por tanto, ran(A) = 2 #3 = ran(A°) — Sistema Incompatible

Respondamos a las preguntas,

a) El sistema es incompatible para a = 0.

b) El sistema es compatible indeterminado para a = — 2.
Del estudio realizado anteriormente, el sistema a resolver en este caso es:
-2 —z=-2
o ¢ Siendo x e y las incognitas principales
2x=2 y+z=1
—2+z 0
1-z =2 4-2z Z
X = = = ] _
‘— 2 0 ‘ 4 2
{— 2x =242 2 =2
3 -
2x—2 y—I_Z _2 _2+Z
12 1-z _—2+2z+4—2z_i
Y 4 4 2
x=1- A
2

AeR

Finalmente, para a =- 2 las soluciones del sistema son: <y =




c) Solucion para a =-1
Sia=-1,a#-2y 0, porlo que el sistema es compatible determinado
-X —z=-1
El sistemaes <{2x— y+z=1 Como es un S.C.D. lo resolvemos por Cramer.

2x +z=2

-1 0 -1 -1 -1 -1
1 -1 1 2 1 1
2 0 1| 1-2 2 2 1| —-1-4-2+2+2+2 -1
X = = :I y: = :—:I
-1 0 -1 1-2 -1 -1 -1
2 -1 1
2 0 1
-1 0 -1
2 -1 1
2 0 2 0
z= 7 ={F3=—2xF1}—]=0

La solucion del sistemapara a=-1es: {x=1, y=1, z=0}
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—x+ay+2z=a
PROBLEMA A.1. Se da el sistema de ecuaciones {2 x+a y—z=2

ax—y+2z=a

dependiente del parametro real a. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) La solucion del sistema cuando a=2. (4 puntos)

b) Los valores del pardmetro a para los que el sistema es compatible y determinado.

(3 puntos)
c) El valor del pardmetro a para el que el sistema es compatible e indeterminado
y obtener todas las soluciones del sistema para ese valorde a. (2 + 2 puntos)

Solucion:
En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas.
-1 a 2la
|
La matriz ampliada de este sistema es: A'=| 2 a —1|2
|
a -1 2la

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

-1 a 2
A=|2 a -l=-2a-4-a’-2da’+1-4a=-3d"-6a-3
a -1 2

-3a°-6a-3=0 — da’+2a+1=0 — (a+1)’=0 — a+1=0 — a=-I

Entonces,
para a # -1, /A /#0 — ran(A) = 3y, como el mdximo rango de A’ es 3, ran(A’) = 3, por lo que
ran(A) = ran(A’) = 3 = n’incognitas — Sistema Compatible Determinado

paraa=-1, /A/:O — ran(A) <2

-1 -1 2,-1
|

La matriz ampliada del sistema queda: A'=| 2 -1 —1| 2
|

—1 -1 21-1

Como F3; = F), en el estudio del rango de A~ podemos eliminar la fila 3.

dar -1 -1 2i-1
|
Quedaria 2 =1 -1 2

Calculemos el rango de A (como A es 2x3, el mdximo rango de A serd 2),

Fl=-1#0 — ran(A)>1
— ran(A)=2

=]/+2=3#0 — ran(A)=2

-1 -1
2 -1

Como el mdximo rango de A~ también seria 2 (A’es 2x4) — ran(A°) =2

Por tanto, ran(A) = ran(A”°) = 2 < n° de incognitas — Sistema Compatible Indeterminado.

Respondamos a las preguntas,



a) Solucion para a =2
Si a=2,a# -1, porlo que el sistema es compatible determinado

—x+2y+2z=2
El sistema es 2x+2 y—z=2 Como es un S.C.D. lo resolvemos por Cramer.

2x—-y+2z=2
2 2 2

2 2 -1
-1 2| 8-4-4-8-2-8 -18 2
—1 2 2| -4-4-4-8+1-8 -27 3

2 2 -1
2 -1 2
-1 2 2
2 2 -1
12 2 2 _—4+48-4-8-2-8_-18 _2
YT 7 ~27 273
-1 2 2
2 2 2
. 2 -1 2_—4—4+8—8—2—8_—]8_g
-27 -27 -27 3
. . 2
Para a =2 la solucion del sistemaes: { x =y =z = E}

b) Segiin lo estudiado al principio el sistema es compatible determinado para a # — 1.

c) Segtin lo estudiado al principio el sistema es compatible indeterminado para a =- 1.
Del estudio realizado anteriormente, para resolver el sistema usaremos la 1° y 2° ecuacion y como

incognitas principales x e y (las que determinan el menor de orden dos no nulo).

El sistema a resolver es:

1-2z -1
24z =1 1+2z+2+z 3+3z
X = = = :I+Z
‘—1 —1‘ 3
{—x—y=—1—2z 2 -1
_ —>
2 1-z —2—z+2+4z7 3z
y: = :—:Z
3 3 3
x=1-4
Finalmente, para a =-1 las soluciones del sistema son: Y = A AeR
z=A
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y—z=1-a
PROBLEMA A.1. Se tiene el sistema de ecuaciones < — x +7z=5

—ax+y—z=1
donde a es un parametro real. Se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos
del razonamiento utilizado:
a) Los valores del parametro a para los cuales el sistema es compatible determinado.
(2 puntos)
b) Las soluciones del sistema cuando a =3. (4 puntos)
¢) Las soluciones del sistema para los valores de a que lo hacen compatible indeterminado.

(4 puntos)
Solucion:
En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas.
0 I —-1\1-a
|
La matriz ampliada de este sistema es: A'=|—1 0 1| 5

—a 1 -1 I

|
A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

0 1 -1I
Al=|-1 0 I|=1-a-I=-a
-a 1 -1

—a=0 — a=0
Entonces,
para a # 0, /A/¢0 — ran(A) = 3y, como el mdximo rango de A’ es 3, ran(A”) = 3, por lo que
ran(A) = ran(A’) = 3 = n’incognitas — Sistema Compatible Determinado

paraa=0, /A/:O — ran(A) <2

0 1 —-111
La matriz ampliada del sistema queda: A'=|—-1 0 1 i 5
0 1 —111
Como F3; = F), en el estudio del rango de A~ podemos eliminar la fila 3.
. 0 1 —-111
Quedaria (_1 0 I i 5]

Calculemos el rango de A (como A es 2x3, el mdximo rango de A serd 2),

Fl==1#0 — ran(A)21
— ran(A)=2

0 1
0 =1#0 — ran(A)=2
Como el mdximo rango de A~ también seria 2 (A’es 2x4) — ran(A°) =2

Por tanto, ran(A) = ran(A”°) = 2 < n° de incognitas — Sistema Compatible Indeterminado.

Respondamos a las preguntas,



a) Seguin lo estudiado al principio el sistema es compatible determinado para a #0.

b) Solucion para a =3
Si a=3,a#0, porlo que el sistema es compatible determinado

y-z=-2
El sistema es {—x +7z=5 Como esunS.C.D. lo resolvemos por Cramer.
—3x+y—z=1
De lo estudiado al principio, sabemos que /A/ = — a, por tanto (como a = 3)/A/ = -3
-2 1 -1
5 0 1
I 1 -1 —-5+1+2+5 3
X = = :—:—]
-3 -3 -3
0 -2 -1
-1 5 1
-3 1 -1 1+6-15+2 -6
y= = :—:2
-3 -3 -3
0o 1 -2
-1 0 5
-3 1 1| 2-15+1 -12
7= = = :4
-3 -3 -3
Para a =3 la solucion del sistemaes: { x = -1, y =2, 7 =4)

c) Segtin lo estudiado al principio el sistema es compatible indeterminado para a = 0.
Del estudio realizado inicialmente, para resolver el sistema usaremos la 1°y 2“ ecuacion y como incognitas
principales x e y (las que determinan el menor de orden dos no nulo).
El sistema a resolver es:

{y=—1+z {y=—1+z {x=—5+z
- —

—x=5-z2 x=-5+z y=—I+2

x=-5+1

Finalmente, para a = 0 las soluciones del sistema son: Y = 1+ 4 AeR

z=4
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X+ y+ z=4
PROBLEMA B.1. Se tiene el sistema de ecuaciones {3x+4y+5z=25 ,donde

/x+9y+1llz=

es un pardmetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) Los valores del pardmetro & para los que el sistema es compatible y los valores de &
para los que el sistema es incompatible. (4 puntos)

b) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible. (4 puntos)

c¢) La discusion de la compatibilidad y determinacion del nuevo sistema deducido del
anterior al cambiar el coeficiente 11 por cualquier otro numero diferente. (2 puntos)

Solucion:

En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas.
1 1 114

La matriz ampliada de este sistema es: A'=|3 4 5 i 5
7 9 1lla

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

=1%0
11
=4-3=1#0
3 4 — ran(A)=2
11 1
3 4 5|={Como F,=F,+2F,}=0
7 9 11

Estudiemos el rango de A". { Sabemos que ran (A”) 2ran (A) }
A partir del menor de orden 2 no nulo de A formamos el menor de orden 3 de A",

1 1 4 11 4
1 1
3 4 5|= 3 4 5 :W—ng4za—M

7 9 o F,-F-2F, 0 0 a-14
Para a=14,ran(A")=2

Para a#14,ran(A")=3
a-14=0 - a=14

a)Si a=14, ran (A) = ran (A°) = 2 < 3 = n’de incognitas — Sistema Compatible (indeterminado)
Si a#l4, ran(A) =2 #3 =ran (A") — Sistema Incompatible



b) El sistema es compatible para o = 14y, segiin lo estudiado inicialmente, el sistema a resolver es el
correspondiente a las ecuaciones e incognitas del menor de orden 2 no nulo. Es decir, el formado por la 1°
y 2% ecuaciones y como incognitas principales x e y.

4-z 1
5-5z 4
xhy=d—g x=2 2% 64 —545:=11+7
N 1
{3x+4y=5—5z ‘1 4-z
3 5-5
y=%=5—5z—]2+3z=—7—2z
x=11+1
La solucion del sistema es: <y=-7—-24 AeR
z=4

c) Cambiamos el coeficiente 11 por otro niimero diferente. Lo llamamos r (r #11)

1 1 14
|

La matriz ampliada de este nuevo sistema seria: A'=|3 4 5|5
|

79 rla

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.

Empezamos estudiando el rango de A
1 1 1 1 1 1

11
3 4 5= 34 5 =(r—14)3 4=r—]]
7 9 r F,-F-2F, 0 0 r-11

r—11=0 — r=11

Como rz1l — r-11#0 — /A/#0, porlo tanto ran (A) = 3.
Y como el mdximo rango de A~ también es 3, obtenemos ran (A) = ran (A°) = 3 = n° de incognitas
Por tanto, para r #11 el sistema seria compatible y determinado.
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x+ y+(a+1)z=2
Problema 1. Dado el sistema de ecuaciones < x+(a—1) y+2z=1

2x+ay+z=-1

a) Estudiadlo en funcion de los valores del parametro real a. (5 puntos)
b) Encontrad todas las soluciones del sistema cuando éste sea compatible. (5 puntos)

Solucion:
a)
1 I a+1| 2
La matriz ampliada de este sistema es: A=|1 a-1 2 i 1
2 a  I1l-I
A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.

A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A” es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

1 1 a+l
1 a-1 2 |=a-l1+a(a-1)+4—(a+D)a-D2-2a-1=a-1+a’+a+4-2a’-1)-2a-1=
2 a —1

=a’+2-2a°+2=4-4a°

4-a°=0 - d*=4 > a=+J4=%2

Soluciones: a=-2y a=2

Paraa #-2y2
/A /¢0 — ran(A) = 3, y como el mdximo rango de A" es 3 — ran(A) = ran(A°) = 3 = n° incognitas,
por lo que el sistema es compatible y determinado.

Paraa=-2

1 1 -1} 2
A=l1 -3 2 i 1
2 -2 11-1
Sabemos que /A / = 0, estudiemos los rangos de A y A",
=1%0
EnA, r 1 :ﬁ%J:_4¢0—»mMAﬁ2 y ran(A)>2
1 -3
En A a partir del menor de orden dos no nulo anterior  formamos:
11 2
1 -3 1|=3-4+42+12+4+1=18#0 — ran(A)=3
2 -2 -1

Por lo tanto, ran(A) # ran(A°), luego el sistema es incompatible.



Sabemos que /A / = 0, estudiemos los rangos de A y A’

[|=1%0
EnA, | 3 — ran(A)=2 ran(A") =2
=2-3=-1+#0 Y
1 2
111
EnA, A=|1 1 1| lastresfilas soniguales y |]| =1#0 — ran(A) =1
111
En A a partir del menor de orden dos no nulo anterior  formamos:
1 3 2
1 2 I|={comoC,=C,~C,}=0 — ran(A)=2
2 1 -1

Luego, ran(A) = ran(A’) = 2 < n’incognitas, luego el sistema es compatible determinado.

Por tanto,
Si a #-2y?2, Sistema Compatible Determinado
Si a = -2, Sistema Incompatible

Si a = 2, Sistema Compatible Indeterminado

b) ;Soluciones del sistema cuando sea compatible?

Si a #-2y?2, Sistema Compatible Determinado
Lo resolvemos por Cramer,

1 I a+l; 2

|
Sabemos que la matriz ampliada de este sistema es: A=|1 a-1 20 1| vy |A| =4-a’.
|
2 a  11-1

2 1  a+l
1 a-1 2
x:_] a 1 :2(a—])+a(a+1)—2+(a—])(a+1)—4a—]:2a—2+a2+a—2+a2—]—4a—]:
4-a’ 4-a’ 4-a’
_2a’-a-6 _(a-2)2a+3) —(2a+3)
 4-a> —(@-2)0a+2)  a+2
2 -1 -6
Factorizando el numerador, 2 4 6 — 2d°—a-6=(a-2)2a+3)
2 3 o

y el denominador, 4—a’ = —(a2 - 4)= —(a-2)a+2)



1 2 a+l

1 1 2
_2 -1 1 _A—(a+D+8-2(a+1)+2-2 9-3(a+I) 9-3a-3 6-3a 3(2-a) 3a-2)
YT TLd B 4-a’ C 4-a*  4-d°  4-da*  4-d°  dP-4
. 3a-2) 3

S (@-2)(a+2) a+2

1 2 a+l

1 1 2
Z=2 -1 1 =—a+1+2a+2—4(a—])—a+1:4—4a+4:8—4a:4a—8= 4(a-2) _ 4

4-a’ 4-a’ 4-a’ 4-a’° da’—-4 (a-2)a+2) a+2

{La simplificacion efectuada en el cdlculo de x, y, z se puede realizar porque a #2 — a—2 #0}

Si 2y 2, lasolucio x——(Za 5) ——3 =
F B : = N = 5 = .
1 a y a solucion es 40 y P P

Si a = 2, Sistema Compatible Indeterminado

Del estudio realizado en el apartado a),

el menor no nulo de orden 2 calculado nos indica las
ecuaciones e incognitas principales; en este caso 1°y 2? ecuaciones e y, 7 como incognitas.

) y+3z=2-x l 3
El sistema a resolver es: y -
y+z=1—-x [ 1
2—x 3
I—-x 2| 4-2x-3+43x I1+x
y= = = =—]-x
-1 -1 -1
l 2—x
I 1—-x| [1-x-2+x -1
Z: = :_:]
-1 -1 -1
x=A

Solucion: {y=—-1-1 AeR
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1 2 0 X
Problema 1. Dadas las matrices A=|0 m 1|, X=|y|y B=
<

0 3 0 9

a) Estudiar cuando la ecuacién matricial A>X = B tiene solucién en funcién del parametro
real m. (4 puntos)

b) Encontrar todas las soluciones de la ecuacién anterior cuando estas existan. (6 puntos)

m
0

Solucion:
a) Calculemos AZ,

1 2 0\(1 2
A’=10 m I1||0 m
0 3 0)\lo 3
Jran(A?) en funcion de m:
Estudiemos /A*/ ,
1 2+2m 2
\A2\=0 m’+3 ml=3m"+3)-3mm=3m"+9-3m’=920 — ran(A’)=3
0 3m 3

s . . ., 2 . ., .
Como su rango es 3, que es el mdximo posible, la ecuacion A” X = B tiene solucion tnica.

0
1|=10 m+3 m
0
?

b) ;Solucion de la ecuacion matricial?

Como [A’[#0 — 3 (AZ )_1 (la matriz inversa de A®).
La solucion X, la obtendremos de la siguiente forma:

Ax=8; (&) Ax=(4)"B - 1x=)"B > x=()'B

Calculemos (AZ )_1 ,

m’+3 m ‘0 m‘ 0 m’+3
1 2+2m 2 3m 31 03[ 0 3m 3m® +9—3m? 0 0
5 5 menores | 2 4+2m 2| |1 2| |l 24+2m
A'=|0 m " +3 m| — = 6+6m—6m 3 I3m |=
0 5 3 3m 3 |0 3 |0 3m 5 o — 2 —6 2,3
m 2+2m 2| |1 2| I 2+2m mesms—ame =0 m e
m’+3 m 0 m |0 m’+3
9 0 0 § 9 0 0 9 -6 2m-6
adjuntos traspuesta
= 6 3 3m - -6 3 —3m - |0 3 —-m
2m—-6 m m’+3 2m—-6 —-m m’+3 0 —3m m’+3

9 —6 om-6\ |1 “% @Y

1
0 —-3m m +3 0 —m m +3/

Finalmente, (A2 )_1 =



_% (2m—%
% _

Entonces, X =

i
0—% (m

Im—6

X=| —m

Solucion: 5
m +3

NO

m

0 |=
243)/ 9
9

Im—-6
-m

m’ +3
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Problema 1. Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales que depende de un
parametro real m:
—Xx+y+z=m
2x+my—z=3m
(m—Dx+3y—z=6+m
Se pide:
a) Discutir el sistema en funcién de los valores del pardmetro m. (6 puntos)
b) Para los valores de m para los que el sistema es compatible indeterminado, encontrar la
solucién. (4 puntos)

Solucion:
a)
-1 1 1} m

|
La matriz ampliada de este sistema es: A= 2 m -1, 3m

m—-1 3 —116+m

|
A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A” es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

-1 1 1| C,+C,| -1 0 0

2 m —1=C,+C,| 2 m+2 1 |={desarrollando porla I* fila}=—I
m—1 3 -1 m—1 m+2 m-2
=—((m+2)(m=2)=(m+2))=~[0m+2)(m =2 = D] =~[(m +2)(m - 3)]

m+2 1 _
m+2 m-2

m+2=0 — m=-2
m—3=0 — m=3

—[m+2)(m-3)]=0; <

Param #-2y m # 3
/A /7—‘0 — ran(A) = 3, y como el mdximo rango de A" es 3 — ran(A) = ran(A°) = 3 = n’ incognitas,
por lo que el sistema es compatible y determinado.

Param= -2
-1 1 11-2
A=| 2 =2 —11-6
3 3 1! 4

|
Calculemos el rango de A
Sabemos que /A / = 0, estudiemos el rango de A,

[-1|=-1=#0
EnA, |-1 1 — ran(Ay=2
‘2 ]‘:]—2=—]

Calculemos el rango de A~
Al menor anterior no nulo de A le afiadimos la cuarta columna y tercera fila,

-1 1 =2
2 -1 —6|=4+4+18+6+6-8=30#0 — ran(A’) =3
-3 -1 4

Por lo tanto, ran(A) # ran(A°), luego el sistema es incompatible.



Param = 3

-1 1 13
A= 2 3 -1 i 9
2 3 =119

En esta matriz F, y F3 son iguales, podemos eliminar una de ellas (ambas ecuaciones son la misma).

Queda:
, (=1 1 1,3
A= !
2 3 -1,9
A es una matriz 2x3, por tanto el mdximo rango de A es 2.
A’ es una matriz 2x4, por tanto el mdximo rango de A’ es 2.

Empezamos estudiando el rango de A

[-1|=-1=#0
EnA, |-1 1 — ran(Ax=2
‘2 3‘=—3—2=—5¢0 (47

Como el mdximo rango de A" es 2 — ran(A) = ran(A’) = 2 < n’ incégnitas, por lo que el sistema es
compatible indeterminado.

Por tanto,
Param # -2 y m # 3 el sistema es compatible determinado
Para m = - 2 el sistema es incompatible y

Para m = 3 el sistema es compatible indeterminado

b) Solucion para m = 3.
Del estudio realizado en el apartado anterior para m = 3 el sistema es compatible indeterminado y las

ecuaciones e incognitas principales (las del menor de orden 2 no nulo) son 1y 2° y x e y.
El sistema a resolver es:

-x+y=3-z2
2x+3y=9+z
|A|=-5
Resolviendo por Cramer,
-z 1 -1 3-z
_9+z 3 _9-3z-9-z_ -4z _4z, 12 94z -9-z-6+2z —15+z 15—
~s ~s 5 s YT ~s ~s 5
47
xX=—
5
15—
Si m =3, la solucion es: <y :T/I AeR
z=4
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x+ay+z=9
Problema 1.2. Dado el sistema de ecuaciones lineales 3x+5y+z=9 ,sepide:
ax+y+z=9
a) Probar que es siempre compatible, obteniendo los valores de & para los que es indeterminado. (2 puntos).

b) Resolver el sistema anterior para & =7 . (1,3 puntos).

Solucion:
a)
Llamando A a la matriz de coeficientes del sistema y A’ a la matriz ampliada,
1 o 119
I
A=|3 519
|
a 1 19

A es una matriz 3x3, luego el mdximo rango de A serd 3
A’ es una matriz 3x4, luego su mdximo rango serd 3
Estudiemos el rango de A

1 a 1
3 5 1=5+3+a’-5a-1-3a=a*-8a+7
o 1 1
8+6_7
) 8++/82—4.17 8++64-28 8++36 8%6 7

a -8a+7=0 —> o= = — — _

2.1 2 2 2 ﬁ_l

2

Para a#1 y a#7, ran(A)=3=ran(A)=n°deincégnitas = S.C.D

Para a=1
1 1119
A=|3 5 1i
11119

En la matriz A la 1y 3° filas son iguales, luego el mdximo rango de A serd 2,

1
en A — 5:5—3=2¢0 — ran(A)=2

en A’, orlando el menor anterior, no nulo, con 3° fila y 4° columna,

1 19
35 9=0 (1"l y 2* filas iguales), luego ran(A)=2
1 19

ran(A) = ran(A’) = 2 < n° incognitas, Sistema Compatible Indeterminado

Para a=7
1 7 119
A=|3 5 119
71119
en A — 225—21:—16;&0 — ran(A)=2

en A’, orlando el menor anterior, no nulo, con 3° fila y 4° columna,



1 7 9 17
3 5 9=93 5 1|=9(5+3+49-35-1-21)=9(57-57)=0, luego ran(A)=2
9 |7 1

7 1
ran(A) = ran(A’) = 2

Y e S e S

n’incégnitas, Sistema Compatible Indeterminado

Por lo tanto, para cualquier valor de & el sistema es siempre compatible.
El sistema es compatible indeterminado para @ =1 y Q& =7.

b) Para & =7
El sistema a resolver es,

x+7y+z=9
3x+5y+z=9
Tx+y+2z=9

Este sistema es compatible indeterminado. Del estudio realizado en al apartado anterior, sabemos que el sistema a
resolver es:

x+7y=9-z2
por Cramer
3x+5y=9-z2
9-z 7
_9—z 5__&9—@—7@—z)_—2@—z)_9—z
-16 —-16 -16 8
I 9-z
_B 9-4 _10-2-30-2) _-209-2) _9-z
T 16 16 8
9-1
X=—"
8
9-1

AeR

Solucions y =——
YT

P

=
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ax+y+z=1
Problema 1.1. Dado el sistema dependiente del pardametro real & x+ay+z=1 ,sepide:
x+y+az=1

a) Determinar, razonadamente los valores de & para los que el sistema es compatible determinado, compatible
indeterminado e incompatible. (1,3 puntos).

b) Resolver el sistema cuando es compatible determinado. (1,3 puntos).

¢) Obtener, razonadamente, la solucidn del sistema cuando & = 0. (0,7 puntos).

Solucion:
a)
Llamando A a la matriz de coeficientes del sistema y A’ a la matriz ampliada,
a 1 111
I
A=l1 a 111
|
I 1 all

A es una matriz 3x3, luego el mdximo rango de A serd 3
A’ es una matriz 3x4, luego su mdximo rango serd 3
Estudiemos el rano de A

a 1 1
1 a ll=a’+l+l-a-a-a=a’ -3a+2
1 1 o
& -3a+2=0
Por  Ruffini :
1 0 -3 2
1 1 1 -2
1 1 -2 [
1 1 2 Soluciones: a=1 y a=-2
1 2 o
-2 -2
1 o

Para a#1 y a+#-2, |A| #0 Iuego ran(A)=3=ran(A")=n°deincégnitas = S.C.D

Para a=-2

-2 1 111

|

A=l1 -2 111
11 -2

Sabemos que | A | = 0 luego el rango de A serd menor o igual que 2, como el menor de A
-2 1
! 2=4—1=3¢0 — ran(A)=2
Ahora calculemos el rango de A’. Orlando el menor anterior de A, no nulo, con 3°fila y 4° columna de A,
-2 1 1
1 =2 1|=4+1+14+2+2-1=9#0 luego ran(A")=3
1 1 1
ran(A) = 2 # 3 = ran(A’), Sistema Incompatible




Para o=1

11111

|

A=[11 11
11101

Como esta matriz tiene todas sus filas (o columnas) iguales para estudiar su rango solo debemos considerar una fila,
la 1° por ejemplo, como esta fila tiene elementos no nulos ran(A°) = 1. Lo mismo ocurre con la matriz A, por lo que
ran(A) = ran(A°) = 1 < 3 = n’ de incognitas, Sistema Compatible Indeterminado.

b) Resolvamos el sistemapara a#-2 y a#1
Resolvemos el sistema por Cramer,

ax+y+z=1
x+ay+z=1
x+y+az=1
Utilizaremos los resultados obtenidos en el apartado a)

1 1 1

I o 1
11 o d+i+l-a-1-a o -2a+1

Al d-3a+2 & -3a+2

Como las raices del polinomio a’—3a + 2 son(obtenidoen a)) =1 doble y a=-2 =

o -3a+2=(a-1) (a+2)
Siguiendo con el cdlculo de x,

o’ -2a+1 (a-1) . 1
:(a—1)2 (a+2):(0(—1)2 (a'+2): como «a+#1 podemos simplificar por a—1 =(a+2)
como ¢ # -2 lasolucion anterior existe puesto que el denominador es no nulo.

a 1 1

1 11

1o P +ltl-l—a-a o -2a+2 _ (a-17 1
AT @ @2 (@1 (@+2) (@-1) (@+2) (@+2)

I 1 1

I o 1
le Lo _od+l+l-a-a-1_ & -2a+2 _  (a-1) _ 1

A (@-1)" (@+2) (@-1) (@+2) (@-1) (@+2) (a+2)
1

Cuando el sistema es compatible determinado la solucion es: x=y=z7=——
o2

¢) Solucion para & =0
Como 0 es distinto de — 2 y 1, para este valor de & obtendremos la solucion del sistema usando el resultado del

apartado anterior. Es decir,

ey 11
Y 0+2 2

Para a=0 la solucion del sistema es x=y=z= 3
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(@+3)x—-4y-2z=4

Problema 1.2. Dado el sistema de ecuaciones lineales {x—2 y—(a@+2)z=2 , se pide, razonando las respuestas:
2x+(ax-3)y-2z=4

a) Justificar que para el valor de & =0 el sistema es incompatible. (1,1 puntos).

b) Determinar los valores del pardimetro & para los que el sistema es compatible y determinado. (1,1 puntos).
c) Resolver el sistema para el valor del parametro & para el cual es compatible indeterminado. (1,1 puntos).

Solucion:
Previamente realizamos el estudio del sistema segiin los valores del pardmetro o.
Llamando A a la matriz de coeficientes del sistema y A" a la ampliada, tenemos

a+3 -4 -2 4

|

A=l 1 -2 —(a+2)!2
2 a-3 -2 14

Como la matriz A es 3x3, el mdximo rango de A serd 3.
Como la matriz A’es 3x4, el mdximo rango de A" serd 3.
Por lo que procedemos a estudiar el rango de A.

a+3 -4 -2
Al=| 1 -2 —(a+2)|=4a+3)-2a-3)+8@+2)-8+(@+3)a-3)a+2)-8=
2 a-3 -2

=4a+12-2a+6+8a+16—16 +(a+3)a—3)a+2)=10a+ 18+’ -9 a+2) =

=10a+18+a’ —-9a+20° -18=a’ +2a° +a = a(a2 +2a+1): a(a+1)’°
Los valores de a que anulan el determinante de A serdn,
o=0

ala+1) =0 —
ler+1) <(a+l)2=0 - a+l=0 —» a=-1

A partir de estos cdlculos vamos a contestar a las cuestiones del problema.

a) Justificar que para a = 0 el sistema es incompatible.
Segiin el estudio realizado anteriormente, para a. = 0 sabemos que | A| =0, luego rang (A) <2
Calculemos el rango de A,

3 -4 -2
para =0 A=|1 -2 =2

2 -3 =2
busquemos un menor de orden 2 no nulo, por ejemplo,
j _j =—6+4=-2+#0, porlotanto rang(A) =2

Calculemos el rango de A”

3 -4 -2 4
para =0 A=|1 -2 -2 2
2 -3 -2 4

a partir del menor de orden 2 no nulo de A veamos si conseguimos un menor de orden 3 no nulo de A",
3 -4 4 C,+C;, 3 0 4 3 4

1 -2 2|= =l 0 2 :—‘] 2‘:—(6—4):—27&0, por lo tanto rang(A’) = 3

2 -3 4 2 1 4

Como rang(A) # rang(A°), para a= 0 el sistema es incompatible.



b) Valores de a para que el sistema sea compatible y determinado.

Por ser un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas serd compatible y determinado cuando
rang(A) = rang(A”) = 3.

Segiin estudiamos al principio |A| =0parao=0 o a= —1,porloqueparaoa+0 y a#—1 rang(A)=23.

Como el mdximo rango de A’ también es 3, para estos valores de o. rang(A”") = 3

Luego, el sistema serd compatible y determinado para a+#0 y a+-1

c) Resolver el sistema para el valor del pardmetro o para el cual es compatible indeterminado.

Del estudio realizado al principio solo nos queda por estudiar el caso en que o =— 1
Segiin ese estudio, para a. = — I sabemos que | A| =0, luego rang (A) <2
Calculemos el rango de A,

2 -4 =2

para a=-1 A=|1 -2 -1 En esta matriz se comprueba, fdacilmente, que F; = F;y F; =2 x F,.
Es decir, solo tiene una fila linealmente independiente, por lo que su rango

2 -4 =2 es 1.

Calculemos el rango de A”
2 -4 =2

para a=-1 A=|1 -2 -1 ) _ _ )
En esta matriz se cumplen las mismas relaciones que en la matriz A.

2 -4 -2 Por lo tanto su rango es 1.

Hemos obtenido: rang(A) = rang(A’) = 1 < n° de incégnitas, por lo que el sistema es compatible indeterminado
Resolvemos el sistema usando solo una incognita (por ser de rango 1), por ejemplo, escogemos la ecuacion
correspondiente a la 2° fila y como incégnita principal la x,
x—2y-z=2
despejamos x, x=2+2y+z2

Xx=2+2A+u

Y finalmente, para o= — 1 la solucion del sistema es: y = /A A e R

Z=H
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EJERCICIO B

x+y+z=4
PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones lineales: {2x+3y+5z =2 , dependiente del pardmetro 4, se pide:

3x+5y+APz=1

i) Determinar para qué valores de 4 el sistema es compatible determinado, compatible indeterminado e
incompatible. (1,3 puntos)
ii) Obtener el conjunto S de las soluciones del sistema para el caso compatible indeterminado. (/ punto)

1ii) Obtener el vector de S ortogonal (perpendicular) al vector (1,1,2). (I punto)

Solucion:
i) La matriz ampliada del sistema es
11 114
A=l2 3 512
35 2
El mdximo rango posible de A y A’ es 3, estudiamos el rango de A
1 1 1
2 3 5[=32+15+10-9-25-24 =2 -9
35 X

2-9=0 > 12=9 5 A=+J9 - A1=13

Para A # =3 y A# 3, ran(A) = 3 = ran(A’) = n° de incdgnitas, Sistema Compatible Determinado.

Para A =-3
1 1 1/-3
A=|2 3 5 i 2
3591 1
Sabemos que det(A) = 0, calculemos el rango de A,
bl =3-2=120 — ran(A)=2
2 3
Veamos el rango de A’, al menor anterior le orlamos la 4° columna y la 3° fila,
1 1 -3
2 3 2(=3-30+6+27-10-2=—6#0 — ran(A")=3
35 1

Como ran(A)=2# 3=ran(A’), Sistema Incompatible

Paraﬂ:3
11 113
A=|2 3 552
35911

Al igual que calculamos en el caso anterior ran(A) = 2
Veamos el de A’

1 1 3
2 3 2/=34+30+6-27-10-2=39-39=0
3 51

como no hay mds menores de orden 3 de A’, ran(A’) = 2
Como ran(A) = 2 = ran(A’) < n° incégnitas, Sistema Compatible Indeterminado



En resumen,
Para A # =3 y A# 3| Sistema Compatible Determinado.
Para A=-3 Sistema Incompatible

Para A= 3, Sistema Compatible Indeterminado

ii) El sistema es compatible indeterminado para A= 3, el menor que da el rango 2 es el formado por 1°y 2° fila y

1%y 2% columna, luego las incognitas principales serdn x e y; para resolver el sistema usaremos la 1°y 2°
ecuacion. Es decir:

x+y=3-z
2x+3y=2-5z2

En el apartado anterior ya calculamos el determinante del sistema,

11
=3-2=1
Resolviendo el sistema por la regla de Cramer,
3-z 1
2-5z 3
x:-f=9—3z—2+5z=7+2z
1 3-z2
2 2-5
y=-l—z=2—51—6+2z=—4—3z
x=T7+2u
Para A =3 el conjunto, S, de soluciones del sistema es: y=—-4-3u pueR
z=u

iii) Los vectores de S son de la forma (7+2p.~4=3u.p).
El que sea ortogonal al vector (1, 1, 2 ) debe cumplir:

(7+2u,-4-3u,1).(1,1,2)=0
T+2u—-4-3u+2u=0
“u+3=0 - u=-3

El vector buscadoes (1,5,—3)
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EJERCICIO A

PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones con un pardmetro real A e incégnitas X, y, z,
A+2)x—y+z=0
3x+(A+6)y—-3z=0
5x+5y+(A-2)z=0

se pide:

a) Calcular para qué valores de A el sistema sélo admite la solucién (x, y, z) = (0, 0, 0) (1 punto).

b) Para cada valor de A que hace indeterminado el sistema, obtener todas sus soluciones (1,8 puntos).

¢) Explicar la posicion relativa de los tres planos definidos por cada una de las ecuaciones del sistema cuando A = —3
(0,5 puntos).

Solucion:
Como es un sistema homogéneo estudiamos la matriz de coeficientes,

A+2 -1 1
A=| 3 A+6 -3
5 5 A-2

A+2 -1 1 |C+ClA+2 0 1
A+3 =3 3 A+3
A= 3 A+6 -3| = |3 A+3 -3|=(A+2) +1. =
A+3 A-=-2 5 A+3
5 5 A-2 5 A+3 A-2
1 - 31
=(A+DA+3) A=A DA A2+ )+ A+ HE-5) =

A+2)A+3)A+D=-2A+3)=A+DA+2)A+ D -2]=(A+ A +34+2-2)=
=(A+3)X +30)=(A+3)A+I)A=AUA+3)°

A=0

A+3?=0 - (A+3)=0 —> A=-3
Para A#0 y A#-3 |A|¢0 — S.C.D., la solucion es la trivial
Para A=0 y A=-3 |[A=0 — S.CI.

a) Los valores de A para los que el sistema sélo admite la solucion (x,y,2)=(0,0,0), la solucién trivial, son

A#0 y A#-3.

A=0 - AA+3°=0 — <

b)
Para A=0
2x—y+2z=0
El sistemaes <{3x+6y—3z=0
Sx+5y—-2z=0
2 -1 1
La matriz de coeficienteses A=|3 6 —3| ysabemos que |A|=0
5 5 =2

como 6 =124+3=15#0, ran(A)=2

resolvemos el sistema usando la 1y 2° ecuacion y como incognitas principales x e y. Debemos resolver el siguiente
sistema,



2x—y=-z2
3x+6y=3z2

Por Cramer,

_—a
—z -1 X= 5
3 6 - - -
x=1% _Z6z43z_-—3z_-z Solucion y:3—a aeR
15 15 15 5 5
2 -z =
_PB 3z] _6z+3z _9z_3z
15 15 15 5
Para A=-3
-x—y+z=0
El sistemaes <3x+3y—-3z=0
Sx+5y-5z=0
-1 -1 1
La matriz de coeficienteses A=| 3 3 —3| ysabemos que |A|=O
5 5 =5

Como en esta matriz se cumple que Fr=—3 F; vy F;= -5 F; el mdximo rango de A serd I, podemos calcular el
siguiente menor de orden 1,

|— 1| =—1#0 luego ran(A)=1

Para resolver el sistema utilizamos la primera ecuacion y la incognita x como principal, es decir,

—x—y+2z=0,porlotanto, x= -y +z
x=—-a+pf
Solucion {y=«a a, feR

z=f

c) Para A =-3, segiin hemos estudiado en el apartado anterior, la matriz de coeficientes tiene rango 1, esto quiere
decir que los tres planos son el mismo.
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PROBLEMA A.1.
ax+a’ y+z=1
Dado el sistema de ecuaciones lineales {a x4+ & y+z=1 donde a esun pardmetro

a x+ay+z=1
real, se pide:
a) Deducir, razonadamente, para qué valores de a es compatible determinado. (4 puntos)
b) Deducir, razonadamente, para qué valores de a es compatible indeterminado.
(3 puntos)
c) Resolver el sistema en todos los casos en que es compatible indeterminado. (3 puntos)

Solucion:
Estudiemos el sistema. La matriz ampliada del sistema es:

a o lil

A=la a 111

|
@ a 1)1
La matriz de coeficientes, A, es 3x3 por lo que su mdximo rango es 3.

La matriz ampliada, A", es 3x4 por lo que su mdximo rango, también, serd 3.
Empezamos estudiando el rango de A.

a o
A=la a |=d+d+d-d' - - = 20 +&@ =l ~207 +1)
a a
a=0 — a=0
&lo* —207 +1)=0 (D2 411 2tfa-a
(0‘ ) - o2 1120 — = (2= (2? 4.1.1 :2i 24 4 =§=1 NV

A partir de este estudio iremos obteniendo las respuestas a los apartados.

a)
Para o#-1,0,1 secumple |A| #0 luego rang(A) =3 y como el mdximo rango de A’ es 3,
rang(A’) =3
Luego, rang(A) = rang(A’) = 3 = n°de incognitas — Sistema Compatible Determinado.
Por lo tanto el sistema es compatible determinado para o #-1, 0, 1.
b) Estudiemos el sistema para los valoresde a=-1,0, 1
Sabemos que para estos valores de o |A| =0 luego rang(A)<2.
o=-—1
~1 -1 1)1

|

La matriz ampliada es: A=|—-1 -1 1]1
|

-1 -1 11



Como las tres filas son iguales y sus elementos no nulos — rang(A’) =1 =rang(A) <3 =n°de
incognitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

a=20
0 0 11
La matriz ampliada es: A=|0 0 lil
00 11

Las tres filas son iguales, a efectos de cdlculo de rango nos podemos quedar con una sola fila.

Como A=(0 0 1) — rang(A) =1 ( hay un elemento no nulo en la matriz).

Andlogamente, A"=(0 0 1 1) — rang(A’) =1

Luego, rang(A’) = 1 = rang(A) < 3 = n°de incognitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

o=1
11 111
La matriz ampliada es: A=|1 1 lil
11101

Como las tres filas son iguales y sus elementos no nulos — rang(A’) =1 =rang(A) <3 =n°de
incognitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

La respuesta del apartado b) es: el sistema es compatible indeterminado para o.=-1, 0, 1.

c) Resolvamos el sistema en los casos en que es compatible indeterminado.
o=—1, rang(A’) = 1 = rang(A)
El menor no nulo que proporciona el rango de A es, por ejemplo, la;3| =111 # 0.
La ecuacion que tenemos para resolver serd: —x—y+z=1 — z=1+x+Yy

x=A1
Para o = — 1, la solucion del sistema es: Yy = H A, e R
z=1+A+u

o =0, rang(A’) =1 = rang(A)
El menor no nulo que proporciona el rango de A es, por ejemplo, la;3| =111 # 0.
La ecuacion que tenemos para resolver serda: Ox+0y+z=1 — z=1

x=4
Para 0. = 0, la solucion del sistema es: Y =M A, e R
z=1

o= 1, rang(A’) = 1 = rang(A)
El menor no nulo que proporciona el rango de A es, por ejemplo, la;;| =111 # 0.
La ecuacion que tenemos para resolver serd: x+y+z=1 — x=1-y—z

x=1-A-u
Para o. = 1, la solucion del sistema es: Y = A A, pueR
I=U
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x—2y-3z =0

PROBLEMA A.l. Sea el sistema de ecuaciones S:93x+10y—z =0 donde a es un
x+14y+az =0
parametro real.
Obtener razonadamente:
a) La solucion del sistema S cuando a =0. (4 puntos).
b) El valor de o para el que el sistema S tiene infinitas soluciones. (4 puntos).
c) Todas las soluciones del sistema S cuando se daa a el valor obtenido en el apartado b).
(2 puntos).

Solucion:
El sistema S es homogéneo, por lo tanto es un sistema compatible.
a) Para a = 0, el sistema queda:

x—2y-3z =0

3x+10y—z =0

x+14y =0

Llamando A a la matriz de coeficientes de este sistema,
1 -2 -3

A|=3 10 —1|=0-126+2+30+14+0=46-126=-80+0
1 14 0

Por lo que ran(A) = 3 = n° de incognitas — sistema compatible determinado que por ser homogéneo
tendrd como solucion la trivial, es decir, x =y =z7=0

Para a =0 la solucion del sistema S es x=y=7=10

b) Como es un sistema homogéneo, tendrd infinitas soluciones cuando |M | = 0, siendo M la matriz de
coeficientes del sistema S.

1 -2 -3
M|=]3 10 -1|=10a-126+2+30+14+6a=46—-126 =160~ 80
1 4 «a

160—-80=0; 16 a=80; a:%:S

Como el menor de orden 2 de M ‘ 0 =10+6=16#0 — para o =23,

ran(M) = 2 < n°de incognitas — S es un sistema compatible indeterminado y tendrd infinitas soluciones.
S tiene infinitas soluciones para a =5

c) Para o =5 resolvemos el sistema usando las ecuaciones e incognitas correspondientes al menor de orden 2
no nulo de M (calculado en el apartado anterior). Usamos la primera y segunda ecuaciones y las incognitas

, lo podemos resolver por Cramer

x—2y=3z
3x+10y=¢



3z =2
z 10| 30z+2z 3272
xX= = = :ZZ
16 16 16
1 37
!l z| z-9z -8z -z
y: = = = —

Finalmente, para o =5 la solucion serd:

x=2A
=4

YT

z=A
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x+ay+2z=3
PROBLEMA 1. Dado el sistema de ecuaciones <x—3 y+a z=—2 ,donde a esun

x+y+2z=a
pardmetro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:
a) Los valores de a para los cuales el sistema es compatible. (4 puntos)

b) La solucion del sistema cuando a =0. (3 puntos)
¢) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)

Solucion:
En primer lugar estudiamos el sistema y después responderemos las preguntas.
1 a 2| 3
|
La matriz ampliada de este sistema es: A'=|1 -3 a|-2
|
1 1 2 a

A es una matriz 3x3, por tanto el mdximo rango de A es 3.
A’ es una matriz 3x4, por tanto el mdximo rango de A es 3.
Empezamos estudiando el rango de A

l a 2
1 -3 a=-6+2+a’+6-a-2a=a’-3a+2
1 1 2
a’-3a+2=0
_3+1_2
L mEHENE 412 _3x1 [Ty T
2-1 2 3-1
a2=7=1

Soluciones: a=1y a=2

Paraa # 1y2
/A /#0 — ran(A) = 3, y como el mdximo rango de A" es 3 — ran(A) = ran(A°) = 3 = n° incégnitas,
por lo que el sistema es compatible y determinado.

Paraa =1
I 1 2 3
A=l1 -3 1 i -2
1120 1
Sabemos que /A / = 0, estudiemos los rangos de A y A",
=1%0
EnA, j _]3:_3_]:_4¢0 —ran(A=2 y ran(A")=2
En A%, a partir del menor de orden dos no nulo anterior formamos:
1 1 3
1 -3 =-2|=-3+3-2+4+942-1=8#0 — ran(A)=3
1 1 1

Por lo tanto, ran(A) = 2 #3 =ran(A°), luego el sistema es incompatible.



Paraa=2

I 2 2 3
A=l1 -3 2 i -2
1120 2
Sabemos que /A / = 0, estudiemos los rangos de A y A",
=1%0
EnA, j _23:_3_2:_57&0 —ran(A=2 y ran(A")=2
En A%, a partir del menor de orden dos no nulo anterior formamos:
1 2 3
1 -3 -2/={C,=C,+C,}=0 — ran(A)=2
1 1 2

Por lo tanto, ran(A) = ran(A°) = 2 < 3 = n° incognitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

Respondamos las cuestiones,
a) El sistema es compatible cuando a #1.
(Si a #1y 2 sistema compatible determinado y si a =2 sistema compatible indeterminado)

b) Si a= 0(a#1y?2), el sistema es compatible determinado.

1 0 2! 3
|
La matriz ampliada de este nuevo sistema seria: A'=|1 -3 0] -2
|
1 1 2 0
A|=(a® =3a+2] =0"-3.0+2=2
Resolviendo por Cramer,
3 0 2 /1 3 2 1 0 3
-2 -3 0 I -2 0 1 -3 -2
0 1 2 —-18- /I 0 2 - - 1 1 0
- L SV o446 _3+9+2_,
2 2 2 2 2 2
x=—11
Si a =0, la solucion es: 1 y=-3
z=7

c) Soluciones cuando el sistema es compatible indeterminado.
El sistema es compatible indeterminado para a = 2.
El sistema a sistema a resolver es el correspondiente a las ecuaciones e incognitas del menor de orden 2 no
nulo. Es decir, el formado por la 1°y 2° ecuaciones y como incégnitas principales x e y.

3-2z 2
-2-2z —3_—9+6z+4+4z_—5+10z_] 5
x+2y+2z=3 x+2y=3-2z = _5 - _5 T
- -
x=3y+2z=-2 x—-3y=-2-2z I 3-2z
1 —-2-270 -2-2z-3+2z -5
y: = :—:]
-5 -5 -5
x=1-21
Cuando el sistema es compatible indeterminado su solucion es: Y =1 AeR

z=4
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6x+3y+2z=5

Problema 1.1. Dado el sistema de ecuaciones lineales 3x+4y+6z=3 ,sepide:
x+3y+2z=

a) Justificar que para cualquier valor del pardmetro real & , el sistema tiene solucién tnica. (/ punto).

b) Hallar la solucién del sistema en funcion del pardmetro & . (1.3 puntos).
¢) Determinar el valor de & para el que la solucién (x, y, z) del sistema satisface x + y + z = 1. (I punto).

Solucion:

a) La matriz ampliada del sistema es
6 3 215
34 613
13 2la

Estudiemos los rangos de la matriz de coeficientes, A, y de la ampliada A"
A es una matriz 3x3, luego su mdximo rango serd 3. Calculemos el menor de orden 3 de A,

6 3 2
3 4 6/=48+18+18-8-108—-18=-50+0 luego ran (A) = 3.
1 3 2

Como A~ es 3x4, mdximo rango de A’es 3. Como el rango de A ya es 3 el de A’ también serd 3. Por lo tanto:
ran(A) = ran(A°) = 3 = n°de incdgnitas, el sistema es compatible determinado.

Y como en todo el proceso de cdlculo no ha intervenido el pardmetro @ podemos afirmar que el sistema tiene
solucion tinica (es SCD) para cualquier valor de Q.

b) Resolvamos el sistema por Cramer.

5 3 2
3 4 6
ol 3 2 _40+18+180-80-18-90 _-50+100 _5-a
=50 =50 =50 5
6 5 2
33 6
I @ 2 36+6a+30-6-36a-30 30-300 —-3+3a
YT 50 =50 ~T 50 s
6 3 5
34 3
|3 o 240+45+9-20-54-9a -20+15a 4-3«
T 50 50 T 250 10

c) La solucion del sistema que hemos obtenido en el apartado anterior debe satisfacer x + y + z = 1. Es decir,
S5—a -3+3a 4-3a
+ + =
5 5 10
10-2a —-6+6a 4-3a
+ + =
10 10 10
10-2a-6+6a+4-300=10
8+a=10
a=2 Por lo que, el valor buscado de a es 2.

1

1
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1 -1 X
Problema 1.1. Dada la matriz A = (2 1 j yel vector X = ( j, se pide obtener razonadamente
y
a) El vector X talque A X =0X. (1,1 puntos).

b) Todos los vectores X tales que A X =3X. (1,1 puntos).
c¢) Todos los vectores X tales que A X =2X. (1,1 puntos).

Solucion:
a) Buscamos el vector X / AX=0X

I -1)(=x X
=0
2 4 )\y y
xX—y 0 x—y=0
= -

2x+4y 0 2x+4y=0

I -1
Es un sistema homogéneo en el que ‘ ‘ =4+2=6%#0 Iuego es un sistema compatible determinado,

su solucion es la trivial x =y =10

0
El vector X buscado serd: X = (O]

b) Buscamos el vector X / AX=3X

I -1)(x X
=3
2 4 )\y y
xX=y 3x x—y=3x -2x—y=0
= - -
2x+4y 3y 2x+4y=3y 2x+y=0

-2 -1
Es un sistema homogéneo en el que ‘ 5 ‘ =-2+2=0. Como |1| =1#0 esun sistema

compatible indeterminado.

x=A
2x+y=0; y= —2x, porlo tanto la solucion del sistema es: { 21 Ae
y=-

A
Y el vector X serd: X = AeR
-2A

¢) Buscamos el vector X / AX=2X
I -1)\(x X
=2
2 4 )\y y
xX—y 2x xX—y=2x —x—y=0
= - -
2x+4y 2y 2x+4y=2y 2x+2y=0
-1 -1
Es un sistema homogéneo en el que ‘2 2‘=—Z+2=0. Como |—1|=—1¢0 es un sistema

compatible indeterminado.

x=A1
—x —y=0; y= —x, porlo tanto la solucion del sistema es: { 1 AeR
y=-
A
Y el vector X serd: X = P AeR
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x+y+z=a+3

Problema 1.2. Dado el sistema de ecuaciones lineales < 2x — y+z=a+1 ,sepide:

3x+ay+2z=4
a) Probar que es compatible para todo valor de a. (1,3 puntos).

b) Obtener razonadamente el valor de o para el que el sistema es indeterminado. (1 punto).
c¢) Resolver el sistema cuando a = 0, escribiendo los cdlculos necesarios para ello. (1 punto).

Solucion:
a) Probar que es compatible para todo valor de o.

1 1 1 1 1 1 a+3
|

La matriz de coeficientes de este sistemaes A=|2 —1 1| ylaampliada A’=|2 -1 1| a+l
|

3 a 2 3 a 2| 4

Para conocer la compatibilidad del sistema estudiamos los rangos de estas dos matrices.
A es una matriz 3x3, por lo que su mdximo rango serd 3,

A’ es una matriz 3x4, por lo que su mdximo rango serd 3

Estudiamos el rango de A.

Calculamos el menor de orden 3 de A

1 1 1
2 -1 1|==2+4+2a+3+3-a-4=«
3 o 2

Para a # 0, ran(A) = 3. Como el mdximo rango de A" es 3, ran(A”) = 3.
ran(A) = ran(A°) = 3 = n°de incognitas, Sistema Compatible Determinado

Para o = 0, escribimos la matriz A~

11 113

|

A=|2 -1 111
30 204

Estudiemos el rango de la matriz de coeficientes, A. Sabemos que | A | = 0.

El menor de orden 2 =—1-2=-3#20 — vran(A)=2

Estudiemos el rango de la matriz ampliada, A". Orlando el menor no nulo anterior con la 3° fila y

4 columna,
1 1 3
2 -1 1|=—443+9-8=0 — ran(A)=2
3 0 4

Por lo que ran(A) = ran(A”) = 2 < n° de incognitas, Sistema Compatible Indeterminado

Y finalmente queda probado que para cualquier valor de o el sistema es compatible.

b) Segtin lo estudiado en el apartado anterior, el sistema es compatible indeterminado para o. = 0.

¢) Resolver para o. = 0.

Del apartado a) sabemos que para o = 0 ran(A) = ran(A°) = 2, el menor de orden 2 no nulo de la matriz A nos indica
las ecuaciones e incognitas principales que usaremos para resolver el sistema.
El sistema a resolver es:

x+y=3-
Y < Sabemos que
2x—y=1-z2




Resolviendo por Cramer,

3—-z 1
e I-z -l _-3+4z-l+z_—-4+42z_4-2z
-3 -3 -3 3
1 3-z
2 1=z 14-z-642z -54+z 5-z
Y23 T 3 T3 T3
Y la solucién del sistema serd:
x:4—2/1
3
x:ﬂ AeR
3
z=A1
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x+y+z=0
Problema 1.2. Dado el sistema de ecuaciones lineales {2x+3 y+4z=0 , se pide:
Sx+7y+az=0

a) Deducir, razonadamente, para qué valores de o el sistema s6lo admite la solucién
(x,y,2) =(0,0,0). (1,5 puntos).

b) Resolver, razonadamente, el sistema para el valor de a que lo hace indeterminado.
(1,8 puntos).

Solucion:
Estudiemos el sistema.
Llamando A a la matriz de coeficientes y A~ a la matriz ampliada,

111 11 110

|
A=|2 3 4| y A=]2 3 410
57 a 57 al0

Como el sistema es homogéneo, sabemos que es compatible ( rang(A) = rang(A”) ).
Estudiemos el mdximo rango posible de A,

111
[A=2 3 4|=3a+14+20-15-28-2a=—9
57

a-9=0 — a=9
Para a+9, ‘A‘ #0 luego rang(A)=3=n°deincognitas — Sistema Compatible Determinado

como el sistema es homogéneo la solucion es la trivial, x=y=27z=10

Para a =9, estudiemos la matriz A resultante. Para este valor de a. sabemos que |A| =0, luego rang(A) <2

1 1 1
A=|2 3 4
579
Busquemos un menor de orden dos no nulo, por ejemplo,
1 1
5 3 =3-2=1%¥0 — rang(A)=2

luego rang(A) = 2 < 3 = n°de incognitas — Sistema Compatible Indeterminado.

De lo estudiado anteriormente, las respuestas a cada uno de los apartados serd:

a) El sistema solo admite la solucion (x,y,z)=(0, 0, 0) (solucion trivial) para o. # 9

b) El valor de a. que hace al sistema indeterminado es a =9
Para este valor de o la solucion serd:
Utilizamos las ecuaciones e incognitas correspondientes al menor de orden 2 no nulo, es decir,



X+y=-z g
Resolviéndolo por Cramer,
2x+3y=-4z

—z 1
x:‘—4z 3:—3z+4z:
I 1 1
:
1 -z
y_‘2 —4Z:—4z+2z:_2Z
I 1 1
2 3

Por tanto, para a = 9 la solucion del sistema es:
x=A
y=-24 AeR
z=4
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