Matematicas II Junio 2005

EJERCICIO B
xInx+a si x>0
PROBLEMA 3. Hallar las constantes reales ay b paraque f(x)= b si x=0
sen 7 si x<0
X

sea una funcién continua para todo valor real x (3,3 puntos).

Solucion:
sen Jtx

Para x < 0 f(x) estd definida como que es continua ya que el denominador no se anula.

X
Para x > 0 f(x) estd definida como xInx+a que es continua ya que In x es continua para x>0.
Veamos si es continua para x = 0. Deben cumplirse tres condiciones,

D 3£(0)
2) 3 lim f(x)

3) fO)= )fl’_)mof (%)

Veamos cada una de ellas,
1) f(0) = b, por definicion de f(x); luego existe f{0)

2) Para calcular este limite como la funcion tiene definiciones distintas a la izquierda y a la derecha del 0,
debemos estudiar los limites laterales,
m
lim f(x)= lim senm:(gj( ) ﬂcosﬂx:ﬂ_
x—0" x—0" X 0
(m) como las funciones sen mx y x (numerador y denominador del limite a calcular) son derivables para
todo valor real, en particular lo son en intervalos (x, 0), resolvemos la indeterminacion aplicando la regla de

L’ Hopital.

= lim
x—0"

lim f(x)= lim (xInx+a)=(0 () +a)
x—0* x—0*
En primer lugar resolvemos la indeterminacion obtenida transformdndola en un cociente en el que podamos

aplicar la regla de L"Hopital.

1
) c x| (e ) ]
lim (xlnx)z(O (—oo))= lim|—|=|—|= lim|—=-|= lim x=0
x—0" x—0" l o x—0" -1 x—0"
X xz

Como las funciones Inx vy 1 son derivables en intervalos (0, x) podemos aplicar L Hopital.
X

lz’m+(xlnx+a): O+a=a

lim f(x)=
Por lo que x—>o*f() o

Finalmente 3lim f(x) cuando lim f(x)= lim f(x) — a=7
x—0 x—0* x—0"

3) El valor de la funcion y el del limite deben coincidir, es decir, b =a =«

Para que f(x) sea continua para todo valorrealdex g =p = 1
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PROBLEMA A.3. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

m(x+1)e*, x<0
a) El valorde m para el cual la funcion f(x)=1 (x+ 1) senx es continua en x = 0. (3 puntos)
— x>0
x

b) Los intervalos de crecimiento o decrecimiento de la funcién (x + De™ . (3 puntos)
¢) La integral J (x+1)e’ dx , (2 puntos) vy el drea limitada por la curva y = (x + [ )™y
lasrectas x=0, x=1 e y=0. (2 puntos)
Solucion:
a) m?/f(x) es continua en x = 0
Condiciones para que f(x) sea continua en x = 0.
1) ; Existe f(0)?
f0)=m(0+1)é®’=me’=m.1=m. Existe f{0)=m
2) ;Existe Ll’n01 f(x)?
Ll’rg f(x), como a la izquierda y derecha de 0 la funcion f(x) tiene definiciones distintas debemos
estudiar los limites laterales,

x—0" x—=0—

(x+1)senx (0+1)sen0 _

0
Lim f(x)= Lim (5) = ( resolvemos la indeterminacion aplicando la
x—=0*

x—0* X 0
+(x+1
Regla de L 'Hopital ) = Lim >~ (x] VCOSY _ on0+(0+1) cosO =1
x—0"

Para que exista Ll’n01 f(x) los dos limites laterales deben ser iguales, por lo tanto m = 1.
x—>

3) Para este valor de m se cumple la tercera condicion de continuidad: f(0) = Lz’no1 f(x) =1

Luego, f(x) es continuaen x =0 para m = 1.

b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion y = (x + 1) ™
En primer lugar, Domy = R
Calculemos y~
y=e"+(x+D2e = +2x+2) e =(I+2x+2) e’  =(2x+3) ™"
Estudiemos el signo de y~

s 2x+3=0 — x=—
2x+3)e" =0

2 . .,
e*=0 — sin solucion

VxeR e’ >0, luego el signo de y” solo depende de (2 x + 3) que es un polinomio de primer grado con

- . . -3 .
coeficiente de x positivo y cuya raiz es - por lo tanto el signo de (2 x + 3) es:

Y finalmente, y = (x + 1) ¢™ es decreciente en (—oo , 7) y creciente en (_73 , +ooj_



c) La integral la resolvemos por partes,

u=x+1 — du=dx
x+1

1 1 1
x+1)e* dx= =(x+D) =" —|=e" dx= e —= e dx=
'[( ) dv=e"dx — vzéez" ( )2 IZ 2 ZJ.
:x;‘Ier_éé 62x+C:(x+]_ijer_i_C:Mer_i_C:%eZX_i_c

2x+1
X er

Es decir, J‘(x+l)ezjC dx = +C

Para obtener el drea limitada por la curva y = (x + 1) e yvlas rectas x =0, x=1 e y = 0 es conveniente
realizar la representacion grdfica.
En primer lugar representemos la curva y = (x + 1) e que segiin lo estudiado en el apartado b) entre
x=0y x =1 escreciente, podemos representarla usando una tabla de valores:

X | y=(x+1)e"

0|1

12 =1478

A partir de estos datos la representacion grdfica seria,

Grdficamente, el drea pedida es:

x =1 Este drea se calcula a partir de la siguiente integral definida,
1
L (x+1)e’ dx

Como la integral indefinida ya estd resuelta anteriormente,

1
f(x+1)e2xczx={2x+]e“} 2041 oy 2.0+1 o
0 ) 4 4
=ie2—ie0=£ez—iz5’2918u.a.

4 47 47 4

y=0

3 1 ;
Finalmente, el drea pedida mide: (Z e’ — Zj ua.=52918 u.a.
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Problema 5. Sea la funciéon f(x) = % donde k es un parametro real . Se pide:
e

a) Obtener el dominio y las asintotas de f(x). (3 puntos)
b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) y sus maximos y minimos.

(5 puntos)
c) Justificar que la funcién siempre se anula en algin punto del intervalo [- 1, 1].

(2 puntos)

Solucion:
Como k es un pardmetro real, si k =0 f(x) = 0 y las respuestas a los tres apartados son inmediatas:

a) Dom f(x) = 9, f(x) no tiene asintotas.
b) f(x) es una funcion constante por tanto no es ni creciente ni decreciente y no tiene ni mdximos ni minimos.

c) fix) es nula para cualquier valor de x por tanto f(x) se anula en cualquier punto del intervalo [- 1, 1].

A continuacion resolvemos el ejercicio considerando k #0.

a) f(x)=
e
20 VxeR — Domfix)= K

k x
2x

Asintotas.
Como Domf(x)= R — f(x) no tiene asintotas verticales.

Asintota horizontal:

kx (oo e .
Lim——= (—j ={como €** es un infinito de orden superior a kx} = 0

oo

La asintota horizontal es y =0 en +oo

Asintota oblicua: (y =mx + n)

.k k

L * Lim——=—=o00

X
, e . r=—e e 0 . .
m= Lim=— = Lim—_= —  No hay asintota oblicua.

Xm0 x x—o0 @°¥ . k k

Lim——=—=0
X—>+oo e x [o'e)

Luego f(x) solo tiene asintota horizontal y =0 en +co

b) Monotonia y mdximos y minimos de y = f(x)

Fx) = ke —k xe’ 2 _ ke (i—Zx)
&)

e
Estudiemos el signo de f(x),
VxeR "y >0 — elsignodef(x)depende de la expresion k(1 -2 x)

1 -2 x es un polinomio de primer grado (una linea recta) de pendiente negativa y raiz: 1 —2 x = 0;

o | —

1
1=2x x =E. Grdficamente +

En consecuencia:



si k>0 f(x)es creciente en (— m’éj y decreciente en (é, +ooj y tiene un mdximo en (5 , 2—]
e

si k<0 f(x)es decreciente en (— = éj y creciente en (é, + ooj y tiene un minimo en (5 , 2—]
e

c) Justificar que f(x) se anula en algitin punto del intervalo [- 1, 1]
Como Domf(x) = — f(x) escontinuaen K — f(x) es continuaen [-1, 1]

k(-1) -k ,
fen=tCD k. k

ke] k ’ - f(_])'f(]):_kez—zz{ez¢0}:_k2<0
fih= o2 :? e

Se cumplen las condiciones del teorema de Bolzano:
fix) escontinuaen [-1,1] y fi-1).f(1)<0 — Fce(=-1,1)/ flc)=0
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Problema 4.1. Se tienen dos programas informaticos A y B. Para procesar n datos, el programa A realiza un niimero de

operaciones elementales no superior a ]2 45 %/n° , mientras que el programa B ejecuta n’ — 2 n + 10 operaciones

elementales. Comprobar que cuando el nimero n de datos es grande, el programa A procesa los n datos con menos
operaciones elementales que el programa B. (3,3 puntos).

Solucion:
Llamando NP4(n) al niimero de operaciones elementales que realiza el programa A para procesar n datos y
NPg(n) al niimero de operaciones elementales que realiza el programa B para procesar n datos

De los datos del problema sabemos que: NP,(n)<12+n#/n’ y NP,(n)=n’-2n+10

Para comprobar que para n grandes el programa A realiza menos operaciones que el B calculemos el siguiente
limite,

3 7, §

. NP,(n) _ .. I12+nin’  24+nn 124n .12+ +oo
Lim———< Lim———— = Lim——————= Lim—————= Lim —; = =
note NPy(n) no+en” =2n+10 no+=n”—=2n+10 n->+>n”=2n+10 nr>+=n"—=2n+10 \+oo

n1'75 I ]
= Lim =Lim—z=—-=0
n—+oo n2 n—>+oon025 +oo

Considerando que para valores grandes den, NP,(n) 'y NP,(n) son positivos, podemos afirmar que:
NP,

Lim M

n—te NPy (n)

Como el valor del limite es 0, esto quiere decir que para valores de n grandes el denominador (niimero de operaciones
del programa B) es mayor que el numerador, es decir, que el programa A procesa los n datos con menos operaciones
elementales que el programa B.
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