Matematicas 11 Julio 2013
OPCION B

PROBLEMA B.3. En el plano XY estd dibujada una parcela A cuyos limites son dos calles
de ecuaciones x =0 y x =40, respectivamente, una carretera de ecuacion y =0, y el tramo del
curso de un rio de ecuacion
y=f(x)=3042x+1 ,con 0 <x<40, siendo positivo el signo de la raiz cuadrada.

Se pretende urbanizar un rectingulo R inscrito en la parcela A, de manera que los vértices de
R sean los puntos (x,0), (x,f{x)), (40,f(x)) y (40,0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El 4rea de la parcela A. (3 puntos).

b)  Los vértices del rectaingulo R al que corresponde area maxima. (5 puntos).

c) El valor de dicha drea maxima. (2 puntos).

Solucion:
Para representar la parcela A el dibujo de las rectas verticales x =0 y x =40 y de la recta horizontal y =0
es sencillo. Efectuemos los cdlculos necesarios para representar la funcion f{x),

f(x)=30\2x+1

x | f
0|30\2.0+1=30J1=30

12 | 30212+ 1=30y25 = 150

40 | 302 .40+ 1 =3081 =270

f(x)=3042x+1

La representacion grdfica de la parcela A serd:

x=40

=10 ) »

a) Obtendremos el drea de la parcela A mediante el siguiente cdlculo integral,

Area, = j:030\/ 2x+1 dx

Calculemos, previamente, la integral indefinida,
1
41
2
[30v2x+1 dx=30 [2x+ 1 dx=30 212 2x+1)>dx=30 1(2’Cj+—1) -
2 2 5 +1

3
5 5
=15% — 10Q2x+1)? =10J2x+1)

2



0
Por lo tanto 104030\/2x+1 dx = [101/(2x+])3]; —10J(2.40+ 1) —10J2.0+1) =

=108 =10 =10.81J81 —10=810.9—10=7280
Finalmente, el drea de la parcela A es de 7280 u’.

b) Grdficamente, el rectdngulo R serd:

S)=302x+1

150 x =40

x 10 1 y=0 = »

Es un rectangulo de base (40—-x) y altura f(x).
El drea de este rectdngulo serd: Ap(x)= f(x) (40—x)=302x+1 (40— x)
Obtengamos el mdximo de Ag

A (x)= 30#(40—x)+30 N2x+1(=1) :w—30x/2x+1

22x+1 NEEW
, 30(40 - x)
A (x)=0 T 302x+1=0 — 30(40-x)-302x+1)=0 — 40-x-2x—1=0
: N2x+1

39-3x=0 — 39=3x — x=13
Para determinar si x = 13 es mdximo o minimo estudiaremos el signo de Ag(x) a laizquierday derecha
de 13,

x=10— A 10)=020"10 30 3 10+1=22 3027220073921 _270
J2.10+1 21 N EREY

x=20— A,20)="020=20 303 2041 =22 _ 3041 = 2004 _=20
J2.20+1 41 N Ta

Como a la izquierda de 13 la derivada es positiva, la funcion Agr es creciente; a la derecha de 13 la
derivada es negativa, la funcion Ag es decreciente. Por lo tanto en x = 13  hay un mdximo que,
ademds, es mdximo absoluto porque la funcion pasa de creciente a decreciente.

Obtengamos los vértices del rectangulo R para x = 13.

Solo necesitamos calcular el valor de f(13) = 30/2.13+1=30~27 =30.3 \/§ = 90\/§
Finalmente, los vértices del rectangulo R de drea mdxima son:

(13,0), (13,903), (40,903) y (40,0)

c) El valor del drea mdxima la obtenemos calculando Ag (13).

A (13)=30/2.13+1 (40—13)=30:27 27 = 81027 =810 .3 /3 = 243043

El valor del area mdxima es 2430\/§ u?
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Problema A.3. Sea f'la funcidn real definida por f(x) =xe' —3 x .
Se pide la obtencion razonada, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, de:

a) Los puntos de corte de la curva y = f (x) con el eje X. (2 puntos).

b) El punto de inflexion de la curva y =f (x), (2 puntos), asi como la justificaciéon razonada
de que la funcion f es creciente cuando x > 2 . (2 puntos).

c) El éarea limitada por el eje X y la curva y =f (x), cuando 0 <x <1n3, donde In significa
logaritmo neperiano. (4 puntos).

Solucion:
a)y=f{x)=xe —3x, ;jcorte con eje X?
x=0

y=0 — xe¢" -3x=0 — x(e'-3)=0 —
e'=3=0 — e'=3 — x=1Ln3

Finalmente, los puntos de corte de la curva y =f(x) coneleje X son (0,0)y (Ln3,0).

b) Para estudiar el crecimiento de y = f(x) tenemos que estudiar y’, y para obtener sus puntos de inflexion
v Calculemos y~ e y”.
y=xe —3x
En primer lugar, Domy = R
y'=¢ +xe" -3
y'=e'+e'+xe'=2e"+xe'=(2+x)¢€

Obtengamos el punto de inflexion de la curva.
Resolvemos y” =0

24x=0 —> x=-2
(2+x)e'=0 —

e =0 sin solucion

Podemos determinar si para x = — 2 hay un punto de inflexion de dos formas:

1°| Calculamos y" " =2¢e +e " +xe' =3¢ +xe'=(3+x)e"
Y _,=(3-2e¢’=e?#0 — En x= —2 hay un punto de inflexion.

2| Estudiamos el signo de y~~

En y’” hay dos factores, uno de ellos e es siempre positivo, luego el signo de y*~ depende del
signo del segundo factor, 2 + x, que es un polinomio de 1°" grado con coeficiente de x positivo y
raiz x =—2.

Por tanto, a la izquierda de — 2 y’  es negativa y a la derecha positiva, luego en x = —2 hay un
punto de inflexion.

Calculemos el punto de inflexion.

x=-2 - y=—2e—2—3(—2)=—2e—2+6=6—2

oz
e

El punto de inflexion de la curva y = f(x) es (— 2,6 —%)
e

Veamos que f es creciente cuando x > 2.
Como f(x)=¢" +xe" —3=¢"(x+1)-3,

x+1>3
Six>2 (| ; — e(x+H>3 — e'(x+1)-3>0
e >

Es decir, si x > 2 entonces f(x) > 0 y por tanto f(x) es creciente.



c) Es conveniente representar, de forma aproximada, y = f(x) cuando 0 <x<ILn 3 (Ln3 =17098)
y=flx)=xe" -3 x
Del apartado a) sabemos que la curva corta al eje Xen (0,0 ) y (Ln 3, 0). Calculemos un punto de la
curva para un valor de x entre 0 y Ln 3, por ejemplo, x = 1
x=1— y=1.¢'-3.1=e-3=-0728I...

0.2 A

OTQ Or4 OTB 0‘8 % 1'2
S5l
A partir de estos datos la representacion grdfica de f(x) serd,
il

-0.64

-0.84

Grdficamente, el drea pedida es:
0.2 4

0 El drea pedida se calcula a partir de la siguiente integral
0‘2 OTA OTB OTS % WTZ defll’llda,
Ln3 X
02 A:—I (xe —3x)dx
0

En primer lugar calculamos la integral indefinida:,

Jlee - 3a)i= e [ sra-

1 La primera integral es mds complicada, calculémosla
previamente.

-0.4

708—
. u=x — du=dx . . L
jxe dx = i r=xe —je dx=xe' —e
dv=e‘dx — v=e
2

La segunda integral es mds sencilla: jS’x dx=3 x?

s 2

Luego, =xex—ex—3x7
21" (Ln3)? 0?
Por tanto, A=—-|xe"—e' —3— =—|| (Ln3)e™ —e™’ -3 —|0e’—¢’-3—||=
2, 2 2
(Ln3)’

=—H<Ln3) 3-3-3 j—(—z)} :—[SLn3—3—%(Ln3)2 +1} :—[3Ln3—2—%(Ln3)2}=
=2 +§(Ln3)2 —3In3=05145865...=0°51459

3
Finalmente, el drea pedida mide: (2 +5 (Ln3)’ —3Ln 3j u.a.=051459 u.a.
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OPCION B

Problema B.3. Un club deportivo alquila un avién de 80 plazas para realizar un viaje a la
empresa VR. Hay 60 miembros del club que han reservado su billete. En el contrato de alquiler
se indica que el precio de un billete sera 800 euros si s6lo viajan 60 personas, pero que el precio
por billete disminuye en 10 euros por cada viajero adicional a partir de esos 60 viajeros que ya
han reservado el billete.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El total que cobra la empresa VR si viajan 61, 70 y 80 pasajeros. (1 punto).
b) El total que cobra la empresa VR si viajan 60 +x pasajeros, siendo 0 <x <20 .
(4 puntos).
¢) El namero de pasajeros entre 60 y 80 que maximiza lo que cobra en total la empresa VR.
(5 puntos)

Solucion:

a) Llamando P al precio del billete y T al total que cobra la empresa VR.
Viajan 61 pasajeros — P =800-10(61—-60)=790 y T=790.61 =48190
Viajan 70 pasajeros — P =800-10(70-60)=700 y T =700.70 = 49000
Viajan 80 pasajeros — P =800-10(80-60)=600 y T =0600.80 = 48000

Solucion: si viajan 61 pasajeros la empresa cobra 48190€, si viajan 70 pasajeros cobra 49000€y si
viajan 80 pasajeros cobra 48000€.

b) Viajan 60 + x pasajeros, 0 <x < 20.
P=800-10(60+ x—-60)=3800-10x
T=(60+x)(800—-10x)=48000 + 200x—10x’ =—10x" + 200 x + 48000

Solucién: si viajan 60 + x pasajeros, VR cobra — 10 x° + 200 x + 48000, siendo 0 <x < 20.
¢) Buscamos el mdximo de T =— 10 x* + 200 x + 48000, 0 < x < 20.

T =-20x+ 200
T=0, -20x+200=0;, —20x=-200; x=10

l l l
I 1 |
10 20

Como T’ es un polinomio de primer grado con coeficiente de x negativo y raiz x = 10, a la derecha de 10
T’es positivo y a la izquierda negativo:

N =
0 IIN 20

Por tanto, en x = 10 hay un mdximo relativo de la funcion T, ademds como a la izquierda de 10 T es
creciente y a la derecha decreciente es el mdximo absoluto de T para 0 <x <20.

Debemos estudiar el signo de T~ en los siguientes intervalos:

Solucion: el numero de pasajeros que maximiza lo que cobra en total la empresa VR es 70 (60 + 10).
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PROBLEMA B.3. Se considera el tridngulo T de vértices O =(0,0) ,A=(x, y) y B=(0, ),
siendo x>0, y>0,y tal que la suma de las longitudes de los lados OA y AB es 30 metros.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El area del tridngulo 7 en funcionde x. (3 puntos)

b) El valorde x para el que dicha drea es midxima. (5 puntos)

c) El valor de dicha drea méxima. (2 puntos)

Solucion:
Cl) ‘ AT ?
y B base A
La representacion grdfica del triangulo T es: T
(0] X
b.h
AT =—= ﬂ
2 2

Como debemos expresar el drea en funcion de x hay que buscar una relacion entre x e Y.
Del enunciado sabemos que d(O,A) +d (A, B)=30m. Por tanto:

X+ 7y +x=30, despejemos v,
X +y =30-x — (11962+)72)2:(3"’0—)c)2 — X+’ =900-60x+x’

¥ =900-60x — y=+900-60x (y>0)

Para que se pueda calcular el valor de y debe ser 900 —-60x>0 — 60x<900 — x<15
Segiin el enunciado del problema x > 0.

_ x+900-60x
2 2

O<x<l15

Por tanto, AT =

b) ;x? / drea es mdxima

)i —60 )i 30x
A ==|1-4900-60x+x ——r-—" |== \/900—60x——j
’ 2( 2x/900—60xj 2( V900 — 60x

A=

1 30x 30x
—1v900-60x ——————=|=0 — VJ900-60x —————==0 — 900-60x—30x=0
2 ( * A 900 — 60x j * V900 —60x * *

900-90x=0 — 900=90x — x=10

Estudiemos el signo de At~ en el intervalo (0, 15)

, 1 30.1
x=1 = A =—|900-60.1-—— |=1175.>0
! 2( 1/900—60.1}
x=11 - A =2\ J900-60171-—221__ |90 <0
2 J900-60.11



& & O\

| |
0 1‘0 1|5

Por lo que: |
|

Por lo tanto en x = 10 hay un mdximo relativo que ademds es el absoluto porque la funcion a la
izquierda de 10 es creciente y a la derecha es decreciente.

Solucion: para que el drea sea mdxima x = 10.

c) Para x = 10 el valor del drea es:

A (10):]0 200=60-10 _ s 6025 m?
! 2

Solucién: el valor de dicha drea mdxima es 86°6025 m’.
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Problema 5. Se considera la funcién h(x) = a x + x* donde a es un pardmetro real. Se pide:
a) El valor de a que hace que la grafica de la funciéon y = A(x) tenga un minimo relativo

en la abcisa «x :_73. (3 puntos)

b) Para el valor de a del apartado anterior, dibuja las curvas y = h(x) e y = h'(x).
(2 puntos)
c) Calcula el area del plano comprendida entre ambas curvas. (5 puntos)

Solucion:

a) ja? /' y=h(x) tenga un minimo relativo en x = R

hx)=a+2x a+2x=0; 2x=—a; x=—2.

W(x)=2 — h'(_?aj =2>0 — en x :__Za hay un minimo relativo.

—-a -3 -6 6
Por tanto, —=— — —a=—— — a=—=
2 4 4 4

N | w

Solucion: a= g

3
b) Para a = 5 dibujar las curvas y = h(x) e y=h7x).

3 , 3
y:h(x)=x2+5x y=h(x)=2x+5

Polinomio de 2° grado, grdficamente una pardbola. Polinomio de 1° grado, grdficamente

-3
Corte con ejes coordenados (0,0 ) y (T’OJ una recta.
x=0 — y=0 x=0—>y=2-0+§:§
x=0
3 3 - —
y=0 — X +=x=0; x(x+—)=0 3 -3 y=0—>2x+£=0;2x=—3;x=—3
2 2 x+—=0—>x:7 2 2 4

Por lo estudiado en el apartado a), esta funcion tiene un minimo

. -3 (—3)2 3-3 9 9 -9
relativoen x=— — y=|—| +——=——-—=—
4 4 24 16 8 16

-3 -
Minimo relativo (7 , —QJ

Yy =2z +




c) ;drea del plano comprendida entre ambas curvas?
Dibujemos las dos grdficas juntas:

El drea comprendida entre las dos curvas es la zona coloreada.
Obtengamos los puntos de corte entre las dos curvas,

x2+§x=2x+§; 2x° +3x=4x+3; 2x'-x-3=0

y=3c+>
1+5 3
x:—(—l)i\/(—])2—4'2~(—3):]i5: NETLTS
y=otsla 2:2 L P i B,
2 I 2 4

1

El drea pedida la obtendremos a calculando la siguiente integral definida,

3 3 3 2 % 3 2 %
A=J.A 2x+i—x2 —ix dx=J.A —x2+ix+i dx = _x_+ix_+ix = _x_+x_+ix
- 2 2 -l 2 2 2

3722 L3427
SANGARE ~1) (~1¢ 3 9 9 9y (1 1 3

|22 ‘[_(T+( J *5“”}(‘5*%*2}‘(}*2‘5}2

_27 125 040

16 12 48

Solucion: el drea pedida mide 12% u.a.=26042 u.a.
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EJERCICIO B

PROBLEMA 3. Considerar las funciones definidas para v >0,  f(x)=arcsen

y g(x)=arccos

X 1
1+ x? Vi+x?
Calcular f(x) y g(x)y expresarlas del modo mds simplificado posible. (2 puntos)
Comparar los resultados y deducir justificadamente la diferencia entre f{x) y g(x). (1,3 puntos)

Solucion:
a)
/1+x2—x 2x 1+x2—x?
£ = 1 241+ x* 1 Vitx?
B 2 —\2 B 2 2
- = 1+ x2
/ 2
1+ x
_ 1 1 _ 1 1 1
1+ x2 —x2 (1+xz)\/1+x2 \/ 1 (1+)c2 1+ x? 1+ x?
1+ x? 1+x°
2x - X

.o -1 241+ x> 1 Vi+x?

g (x) - = - 322
1 (\/1+x2j 1- . T
1- 1+x
1+ x?
3 1 X B 1 X 3 1 X (@]
/1+x2—1 (1+)52)\/1+)c2 \/xz (l+x2 1+ x? \/)c2 (1+)c2 1+ x2 1+x°
1+ x? 1+ x? 1+ x2

(a)comox=>20 —

/ 52
Lo obtenido indica que f’(x) = g’(x).

Como f{x) y g(x) tienen la misma derivada ambas funciones se diferencian en una constante, es decir,

fix)-g(x) =K
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EJERCICIO B

PROBLEMA 2. Sea T un tridngulo de perimetro 60 cm. Uno de los lados del tridngulo 7 mide x cm y los otros dos
lados tienen la misma longitud.
a) Deducir razonadamente las expresiones de las funciones A y f tales que:

A(x) = Area del tridngulo T .

o =fawy (1,3 puntos).
b) Obtener, razonadamente, el valor de x para el que f{x) alcanza el valor mdximo (2 puntos).

Solucion:

a) El tridngulo T es un tridngulo isdsceles, por lo tanto,
xX+2y=060
2y=60-x

X
=30-=
¥ Y y 2

»

Calculamos la altura del tridngulo aplicando el teorema de Pitdgoras

X 2 X 2
”‘“(5] :(30‘5]
30 -x/2

h 2 2
B+ 2 =900-30 x+—
4 4

h? =900-30 x

x/2 h =4/900—-30 x

Las expresiones de las funciones serdn:

A(x) = %x11900 -30x
2
=A@} =(1 J900-30 x] =ix2(900—30 x)=%(900x2—30 )

— X

2
Por ser un tridngulo isosceles, lado igual y, debe cumplirse que 2 'y > x; luego 60 — x > x; 60 >2 x, es decir, x<30.
Para que haya tridngulo debe ser x>0.

Por lo que el dominio de las funciones A(x) y f(x) es el intervalo abierto ( 0, 30 )

b) Busquemos el mdximo de f{x)
£ = 5(1800 x—90x%)

x=0

F(x=0 - i(1800x—90x2)=0 — 1800x-90x*=0 — 20x—x2=0< 20
x:

Como Dom f(x) = (0,30) sélo consideramos la solucion x=20
(%) =i(1800—180 x)=450-45x

Para x=20 f7(20) =450-900 =-450< 0
f(x) tiene un mdximo relativo para x = 20.

f(x) es una funcion polinémica, luego es continua; en sus extremos, f(0)=0 y f(30)=0, toma valores inferiores a
£(20)=30000; por lo que en x = 20 f(x) alcanza su mdximo absoluto.

fi(x) alcanza su mdximo para x = 20.
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EJERCICIO A

1
PROBLEMA 3. Encontrar razonadamente el punto de la curva y = e en el que la recta tangente a la
X

curva tiene pendiente maxima y calcular el valor de esta pendiente. (3,3 puntos)

Solucion:
1
La pendiente de la recta tangente a la curva y = a2 en cualquier punto de ella se obtiene calculando y”
+x
¥ = —2x
N 2
(1 +x2 )
_2x ’ . ’ red
Sea M= ( 2)2 , queremos que sea mdxima, debe serm” =0 y m”™ < 0.
1+x

Calculemos m”~y m”™

, 20+ — 202 (1+x7)2x  —2(1+x7)+8x7  6x7-2

" (1+=) T (e) ()
m,,:]2x(]+x2)3—(6x2—2)3(]+x2)22x:12x(]+x2)—(6x2—2)6x:]2x+12x3—36x3+12x:
(]+x2)6 (]+x2)4 (]+x2)4
_—24x3+24x: 24x(1-x%)
(1+x2)4 (1+x2)4
m=0 — ﬂ:O - 6x°’=2=0 — 6x’'=2 —> x2:z —
(1+x2)3 6
- xZ:i - x=% I +i
3 3 3
1( (1 J 1(, 1) 242
1= 24(1—} 4
Para xzi - m'= V3 3 5 —\/§3>0 = minimo

Para x:T — m = = = <0 = mdximo
3

Para x=— — y= = =

2
BB 3 18 9 93 33
- - 16 163 8J3 8.3 8
9



En conclusion, el punto de curva 'y = > en que la recta tangente a ella tiene pendiente mdxima es

1+x

[__1 i] y esta pendiente es ﬂ

J3 4 8
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EJERCICIO B

PROBLEMA 4.1. Desde un punto N de la orilla del mar, un nadador debe alcanzar una boya que flota a 3 kilémetros de

la costa y dista 3 V5 kilémetros del punto N. Si recorriendo la orilla (que se supone recta y plana), su velocidad media es
de 5 kilémetros por hora y nadando, de 3 kilémetros por hora, ;cudnto tiempo deberd caminar hasta lanzarse al mar, para
alcanzar la boya en el menor tiempo posible? (3,3 puntos)

Solucion:
La representacion grdfica del problema es,

OA distancia que recorre por la orilla.

i AB distancia que recorre nadando
m

3\'? Km

Si x = tiempo que camina por la orilla

OA=5x
calculemos AB.

T
5 Km/h

En el tridngulo rectdngulo OCB, dngulo recto en C, aplicamos el teorema de Pitdgoras,
(3J§)2 =324+0C* - 45=9+0C* — 36=0C* — 0C=6 porlotanto AC=6-5x.
En el tridngulo rectdngulo ACB,
B2=32+(6-5x)> — AB?=9+36-60x+25x> — AB?=45-60x+25x> — AB=+45-60x+25x>

2
nadando estard 45-60x +25x

3

horas

V45— 60x+25x>
3

El tiempo empleado en ir desde N hasta B serd: T —= x4+

Como 45-60x +25x° =(5x-6 )+ 9> 0 para cualquier valor de x, Dom T = [0, + 00)

Queremos que el tiempo empleado sea el menor posible. Buscamos los minimos relativos de T.

1 50x—60 50x-60 25x —30
_1+— =1+ =1+

3 0\/45 — 60x + 251> 6v45 — 60x + 25x2 37549 — 12 + 512
T'=0
25x-30 2 2
1+ =0 — 3W5vV9—12x+5x% +25x=30=0 — 34/5v9—12x+5x2 =30—25x
37549 —12x + 5x2
(3\/_\/9 12x+5xj (30-25x) — 45(9—12x+5x2)=900—1500x+625x2

9(9—12x+5x2)=180—300x+125x2 —  81-108x +45x* =180 —300x +125x>
80x% —=192x+99=0

192472 264 33
_192i\/(—192)2—4.80.99_192i45184_192i72_ "T160 160 20
2.80 160 160 192-72 120 _3

X, =— = ===075
160 160 4

Como estamos resolviendo una ecuacion irracional, debemos comprobar estos valores de x en la ecuacion inicial,



x=165

- 25.165-30 o
3x/§\/9—12 165+5.1652 x = 1765 no es solucion.
l+i=0 - 1+1125=O — 2=0 Falso

3454278125 1125

x=075
25.075-30 _
1+ - ; =0 x = 0,75 es solucion
354/9-12.075+5.075
1+ﬁ=0 - 1—1125—0 — 0=0 Cierto

345428125 1125

Este valor que anula T" divide el dominio de T en dos intervalos, calculemos el signo de T" en cada uno de ellos,

’

nt X

0-075|075 | 1+ 25.05-30 —1e——2 0265 <0
3W5y5.057 —12.05+9 354425
25.1-30 5

075- | 1 =0473 >0

1+ =1+
354/5.12=12.1+9 3542

La funcion T es  decreciente en (0.075)
creciente en (0775, +oo)

En x = 0775 la funcion T tiene un minimo relativo, que ademds es el minimo absoluto ya que en ese punto la funcion pasa
de decreciente a creciente.

Solucion: hasta lanzarse al mar deberd caminar durante 0°75 h, es decir, 45 minutos.
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EJERCICIO A

PROBLEMA 4.1. Probar que el volumen de cualquier cono recto inscrito en una esfera es menor que el 30% del
volumen de la misma (3,3 puntos).

Solucion:
Al inscribir un cono en una esfera, los voliimenes de ambos cuerpos son, llamando R al radio de la esfera,

esfera
|
V / Vconozgﬂx (Y"‘R)
x siendo x2+y2=R2, x,y>0

. 2 .. 2 2 2
despejando x°, expresamos el volumen del cono en funcion de y, x” = R” —y~, luego

v AR
3

V

cono

1 1
ZSJZ'(RZ—yZ) (y+R)=§7r(R3+R2y—R yz—y3)

Busquemos el mayor cono recto que podemos inscribir en la esfera de radio R,

V'=%7Z(R2 -2R y—3y2)

V=0 - %H(RZ—ZRy—SyZ):O — R*-2Ry-3y*=0

2R R
) ) _—2R+QR?-4.3(-R>) —2R+V4R*+12R> -2R+4R |V "6 3
3y"+2Ry-R" =0 — y= o = o = . = C6R
yzzT:—R

Puesto que los valores de y deben ser positivos, estudiamos el signo de V'en R,
como V” es un polinomio de 2° grado con coeficiente de y* negativo, obtenemos
I
R

N

Para y = R/3 V alcanza un mdximo relativo; por ser V creciente en el intervalo (0, R/3) y decreciente en (R/3,+x) este
mdximo es absoluto. Es decir que el mayor cono recto que podemos inscribir en una esfera de radio R es aquel cuyo
volumen es:

2 2 2 2 2
v =lp R [B) (B g| oLl gr o RO|[AR) Ly ORT R \AR) 1, 8R% AR 32 s
3 3) 3 3 9 L3 ) 3 9 3) 379 3 8l

Comprobemos que con el mayor cono recto inscrito en la esfera se cumple la condicion del problema,

=i7r R}

-R 0

V

esfera

(;VC()I‘I() < &
100

2 304 2<% — 0395<04 St

Ve

sfera *

— >
81 1003 81

Como el volumen del mayor cono recto que podemos inscribir en la esfera cumple la condicion del problema, cualquier
cono recto inscrito en una esfera la cumple.
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EJERCICIO B

PROBLEMA 4.1 La concentraciéon en sangre de un farmaco después de su toma es
C(t) = 0,29483 t + 0,04253 t* — 0,00035 t* mg/ml, donde t es el tiempo transcurrido en minutos. Se pide:

a) Calcular el periodo de tiempo durante el cual el formaco actda (1,8 puntos).

b) Determinar en qué instante la concentracion del farmaco es maxima (/,5 puntos).

Solucion:

a) El farmaco actiia en el intervalo de tiempo en que C(t) >0 parat> 0
Como C(t) es una funcion polinomica buscamos los valores de t / C(t) = 0
0,29483 t + 0,04253 £ — 0,00035 * = 0; sacando factor comiin t
1(0,29483 + 0,04253 t — 0,00035 1) = 0

- 0,04253 + \/0,042532 — 4 (=0,00035) 0,29483
- 2 (~0,00035) B

—0,04253+4/0,0022215629  —0,04253+0,0471334 _ <z2 =128,0906548

0,29483 +0,042531 —0,00035t> =0 —

- 0,0007 - 0,0007 t; =—6,576369131
Estudiamos el signo de C(t) en los dos intervalos positivos que hemos obtenido,
intervalo t C(t)
(0,128709) 1 0,33701  positivo

(12809, +0) 1000 —-307175,17 negativo
Esto quiere decir que el periodo durante el cual el farmaco actiia es de 0 a 128,090 minutos

b) Para encontrar el instante en que la concentracion del farmaco es mdxima, buscamos los extremos relativos de C(t).
C(1) = 0,29483 + 0,08506 t — 0,00105 1*

—-0,08506 + \/0,085062 —4(-0,00105)0,29483  —0,08506 £+/0,0084734896

Ct)=0 — t= -
2 (-0,00105) —0,0021
_ —0,08506 £0,0920515  [t;=—-3,329314
-0,0021 t,=84,33887

C(t) = 0,08506 —0,00105 t
Para t = -3,329314;, C”1(t) = 0,08506 — 0,00105 (- 3,329314) =0,0885557 positivo, luego en t = -3,329314 hay un

minimo relativo
Para t = 84,33887; C’1(t) = 0,08506 — 0,00105 (84,33887) = - 0,0034958 negativo, luego en t = 84,33887 hay un

mdximo relativo

Como C(t) es un polinomio de 3° grado, es una funcion continua; en los extremos del intervalo en que el farmaco
actiia C(0) = 0, C(128,090) = 0 por lo que el mdximo relativo que tiene C(t) en t=84,33887 es un mdximo absoluto.

La concentracion del fadrmaco es mdxima al cabo de 84,33 minutos de su toma.
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EJERCICIO A
PROBLEMA 3.
a) Dibujar razonadamente la gréifica de la funcién g(x) = x*—4, cuando -1 <x <4 (1,1 puntos).
b) Obtener razonadamente los valores mdximo y minimo absolutos de la funcién f(x) = | x> — 4| en el
intervalo [-1, 4] (1,1 puntos).
c) Calcular el area del recinto limitado por la curva de ecuacién y =f(x) ylasrectas x=-1, x=4 e y=0

(1,1 puntos).

Solucion:
a)
Como la funcion g(x) esta definida como un trozo de pardbola, haremos los cdlculos (puntos de corte con los ejes,
vértice) para representar la pardbola y calcularemos los puntos de inicio y fin de g(x).
y=x'-4 La representacion de g(x) serd:
12
Puntos de corte con los ejes coordenados:
eje0Y, x=0, y=0'-4= -4, (0,-4)

€jeOX,y=0 ¥ -4=0; ¥=4; x=%2,(2,0) y (=2,0) Lo

Vértice x=_—b=9=0 , (0,-4)
2a 2

Calculemos el inicio y fin de g(x)
inicio x=—1, y=(-1F-4=1-4=-3;(-1,-3) 4
fin x=4 |, y=4#-4=16-4=12; (4,12)

b)

La representacion de f(x) serd:

fix)= | X —4| en el intervalo [-1, 4] 121
Por su definicion f(x) = | g(x) |

Por lo que podemos dibujar la funcion f(x) a partir de la representacion de g(x)

trazando la parte negativa de g(x) simétrica respecto del eje OX. 10t

Los valores mdximo y minimo absoluto de f(x) podemos obtenerlos directamente de
la grdfica,

el mdximo absoluto se alcanza en el punto (4, 12 )

el minimo absoluto se alcanza en el punto (2, 0 )




c)

—-x?+4 , -1<x<2
La definicion de fix) es  f(x)=
x*—-4 , 2<x<4
121

El drea a calcular serd

La obtendremos mediante el siguiente cdlculo integral,

3

2 4
2 4 - 3
A=I (—x2+4)dx+J (x2—4 x={—x+4x} +{x——4x} =
-1 2 3 L3

R ACRA S

St S /R SO . S S /Y . L
3 3 3 3 3 3 3

El drea del recinto pedido mide 5—39 u. a.
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EJERCICIO B
PROBLEMA 3. Dada la funcién f(x) =In x en el intervalo cerrado [ 1,e ], siendo e =2,71828]1...:
a) Razonar que existe un punto P de la gréfica y =1In x en el que la recta tangente a ella es paralela a la recta
que pasa por los puntos A=(1,0) y B=(e, 1) (I punto).
b) Obtener el punto P considerado en a) (1,8 punto).
c) Calcular la pendiente de la recta tangente a y =In x en ese punto P (0,5 puntos).
Solucion:

a) fix)=Lnx , xe [1,e]
Calculemos los valores de la funcion f(x) en los extremos del intervalo de definicion,
fll)=Lnl =0, luego el punto A(1,0) es de la graflca de y=Lnx
fle) =Lne =1, luego el punto B(e, 1) “ “ “  “ “

Veamos si f(x) verifica las condiciones del Teorema del Valor Medio en el intervalo [1,e]
f(x) es continua en [1,e] por ser f(x) continua en (0,+x)

f(x) es derivable en (1,e) por la misma razon que antes

como f{(x) verifica las condiciones del TVM concluimos que

Jee (Ley/ o= LO=S/D _120_ 1
e—1 e—1 e-1

La recta que pasa por los puntos A y B tiene de pendiente 1; = L

e—1 e—-1
Por lo tanto en el punto de abcisa c, valor obtenido en el TVM, la recta tangente a f(x) cuya pendiente es f’(c), es
paralela a la recta que pasa por A y B (puesto que tienen la misma pendiente)
Solucion: el punto P de la grdfica buscado es el (¢, Lnc)

b)
p 1 1 1
Como f(x)=— > —=—— — c=e—1
X c e—1
Elpunto Pserd(e—1,Ln(e—1))

c)
La pendiente de la recta tangente a y = Ln x en el punto P serd, segiin lo obtenido en los apartados anteriores,
1

e—1




Matematicas II Junio 2006

EJERCICIO B

PROBLEMA 4. El coste del marco de una ventana rectangular es 12,50 € por metro lineal de los lados verticales y 8 €
por metro lineal de los lados horizontales.

a) Calcular razonadamente las dimensiones que debe tener el marco de una ventana de 1 m® de superficie para
que resulte lo mas econdémico posible (2,3 puntos).
b) Calcular, ademas el coste de ese marco mds econdmico posible considerado en a) (I punto).
Solucion:
a)
y Los datos iniciales del problema podemos representarlos mediante la figura
de la izquierda.
Llamando C al coste del marco de la ventana, éste se obtendrd:
C=125.2x+8.2 y (xlongitud vertical e y longitud horizontal en m.)
C=25x+16y
x 1 m2 Como la superficie de la ventana debe ser de 1 m’,
12"50 €/m 1 16
xy=1 » y=— = C=25x+—
X X
Busquemos el valor de x para él que sale un coste minimo.
C’'=25- %
X
B€/m
25—%:0 S o25x2=16 o k2= x:J_r\/E
X 25 25

La solucion negativa no tiene sentido, ya que x es la longitud de un lado

x= E=0’8
\ 25

S

X
Para x =078, C’ > 0, luego en x = 0’8 hay un minimo.
Para x=08 y=1725

Para que el marco resulte lo mds economico posible debe tener 0°8 m de lado vertical y 1725 m de lado horizontal.

0" Bm

La solucion es una ventana de la forma

1" 25m

b)
El coste del marco obtenido en el apartado anterior serd: C=25.08 + 16. 1725 = 40, es decir, 40 €.
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PROBLEMA A.3. Se quiere construir un estadio vallado de 1000 metros cuadrados de
superficie. El estadio estd formado por un rectingulo de base x y dos semicirculos exteriores
de didametro x, de manera que cada lado horizontal del rectingulo es didmetro de uno de los
semicirculos. El precio de un metro de valla para los lados verticales del rectangulo es de 1 euro

y el precio de un metro de valla para las semicircunferencias es de 2 euros. Se pide obtener
razonadamente:

a) La longitud del perimetro del campo en funciéon de x. (3 puntos)
b) El coste f(x) de la valla en funcién de x. (3 puntos)
c) El valor de x para el que el coste de la valla es minimo. (4 puntos)

Solucion:
La forma del estadio vallado serd,

x/2

x/2

a) El perimetro a vallar medira: 2y +2n x/2=2y+ 7w x
Para poder expresar el perimetro en funcion de x, hay que buscar la relacion entre x e Y.
La relacion la obtendremos a partir del valor de la superficie del estadio (10000 m’)
El estadio estd formado por un rectdngulo y dos semicirculos,
- rectdngulo de lados x e y — Arp=xYy
- dos semicirculos de radio x/2 — Asc = (1/2) w (x2) = (12) w (x'/4) = © X'/8
el drea de los dos semicirculos serd: 2 © x*/8 = & x*/4

. /4
Area del estadio = xy + sz

Luego 10000 = xy + %xz despejemos y

T >
10000 -~ x
10000- 232 =xy — y= 4~ _10000 7
4 X X 4
Finalmente, P(x)= 2(10000 —zxj +7Tx= 20000 _fx +Tx= 20000 +£x
X X 2 X 2

b) Coste de la valla,

f(X)=1-2.(M—£x]+2ﬂx= 20000 7 4 og 20000 57
X 4 X 2 X 2

c) x/ coste de la valla sea minimo
20000 37z
= x

Debemos buscar el minimo de  f(x)= 5



Previamente nos interesa conocer el dominio de f(x). Como x representa la longitud del lado de un
rectangulo debe ser un niimero positivo. Ademds, en la definicion de la funcion la x estd en el denominador
( no puede ser 0). Por lo tanto Dom f{x) = (0, +x )

, —-20000 37

x)= +=
f(x) = 5
Estudiemos el signo de f(x),
—-20000 37x 20000 3x , 40000
- === - x'=

+—=0 X
x° 2 x’ 2 3z
X, = 200 _ 651470
40000 200 N3
e = 200
37 3z X, = —=——¢ Dom f(x)

NEZS

Representamos en la recta real el dominio de f(x) y el valor de x obtenido anteriormente y estudiamos el
signo de f(x) en los dos intervalos que obtenemos,

x | /‘
1| 720909, 37 199952876 <0 l B N 7+
oo < | "
~20000 | 37 _ —20000 37 37
+22 = +—=2+"=27124>0 BT
100> 2 10000 2 2 37

100

. . 200 . .
Por lo que el minimo relativo se alcanza para x = T que ademds es el minimo absoluto puesto que la
3z

funcion es decreciente a la izquierda y creciente a la derecha.

200

3z

Solucion: el coste de la valla es minimo para x = 65147 m
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PROBLEMA A.3. Sea f la funcion definida por
X
f(x)=

x® =3x+2
Obtener razonadamente:
a) El dominio y las asintotas de la funcién f(x). (3 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x). (4 puntos)

c) La integral J. f(x) dx = jﬁ dx (3 puntos)

Solucion:
a) Dominio y asintotas.
Calculo del dominio,

—(B)E(3)P-4.1.2 3£9-8 3+l 3%]

x2=3x4+42=0 —> x= = = = —
2.1 2 2 2 3-1

Porlo que Dom f(x)=R-{1,2}

Calculo de las asintotas,
Asintotas verticales, las posibles asintotas verticales son x=1 y x=2.

x=1
1 1
Lim > al =— =—=00 = x=lesa.v.
=1 x =3x+2 1°=-3.1+2 O
x=2
2 2
Lim > al =— =— =00 — x=2esa.v.
x=2x°=3x+2 2°-3.2+2 0

Asintota horizontal,

, — o0 , X o1 1
Lim > = =Lzm—2= Lim —=——2=0
xo-ox"=3x+2 \4oo) xo-=x’ xo-e)y —oo

, b + o0 , X 1 1
Lim 5 = = Lim — = Lim —=——=0
x40 x° =3x+2 \4oo) xotex’  xodex  4oo

Luego y =0 es la asintota horizontal.

Asintota oblicua,
Es una funcion racional con asintota horizontal, por lo que no tiene asintota oblicua. Comprobémoslo,

La asintota oblicua sera la recta de ecuacion y = m x + n; calculando los coeficientes m y n

X
. ﬁ , X [o%) , X , 1 1
m=Lim*X-=3X*2 _ 1 5 5 =| —|=Lim— =Lim—=—=0
X =00 X xoe x? —3x +2x ) x> x x> x )

Como m = 0, no hay asintota oblicua.



b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x),
Estudiemos el signo de y’,

s (@ =3x+2)-x(2x=3) ¥ -3x+2-2x+3x _  —x’+2
(x2 —3x+2)2 (x2 —3x+2)2 (x2 —3x+2)2
Obtengamos las raices del numerador y del denominador,
—xXP42=0 - ¥ =2 — x=12

()c2 —3x+ 2)2 =0 — x*-3x+2=0 — (resuelta enel apartado a)) x=1,2
Representamos en la recta real las cuatro soluciones obtenidas y tenemos en cuenta el dominio de la funcion,

_ 1 2 2

Como el denominador de y’ esta elevado al cuadrado, el signo de y’ solo depende del numerador que es un

. . . 2 . , .
polinomio de segundo grado con coeficiente de x" negativo y raices t2, es decir:

/l Y
—ﬁ 1 2 2
/ N\

Por lo que el signo de y’ sera:

- + + - -
| l 1
I |

0 1 N 2
Finalmente f(x) es creciente en (—\/5,1 )U(l,\/a) v decreciente en (—oo,—\/g )U(\/E,Z )U(2,+oo ).

¢) Calculo de la integral,
El denominador tiene dos raices simples, x =1 y x =2, luego

X B X 4 N B A(x-2)+B(x-1)
X2=3x+2 (x=D)(x-2) (x=1) (x=2) (x=D(x-2)

Luego, x=A(x—-2)+B(x—1), calculemos los valores de Ay B:
para x=1 — [I=—-4+0 — A=-1
para x=2 — 2=0+B.1 — B=2

Entonces:

X —1 2 -1 2
jf(x)dx_j—xz S dx—f(x_l+x_2jdx—j;dx+fx_2dx—
=—Ln ‘x—l‘+2Ln ‘x—2‘+C
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PROBLEMA B.3. Se desea construir un campo rectangular con vértices 4, B, Cy D de manera que:
Los vértices 4 y B sean puntos del arco de la pardbola y = 4 —x°, —2 <x <2, y el segmento de
extremos 4 y B es horizontal.
Los vértices C'y D sean puntos del arco de la pardbola y = x* — 16, — 4 < x < 4, y el segmento de
extremos C'y D es horizontal.
Los puntos A y C deben tener la misma abcisa, cuyo valor es el nimero real positivo x.
Los puntos By D deben tener la misma abcisa, cuyo valor es el nimero real negativo — x.
Se pide obtener razonadamente:

a) La expresion S(x) del area del campo rectangular en funcién del numero real positivo x.

(4 puntos)
b) El nimero real positivo x para el que el area S(x) es maxima. (4 puntos)
c) El valor del drea maxima. (2 puntos)

Solucion:
El arco de pardbola y=4—x",-2<x<2 serd:
x=0—>y=4
y=0 — 4-x"=0
=4 > x=12 2
-2 -1 0 1 2!

El arco de pardbola y =x"—16,—4<x<4 serd:
x=0—>y=-16
y=0 - xX’=16=0
=16 > x==*4

La representacion conjunta de los dos arcos y el campo rectangular sera:
Las coordenadas de los puntos son:

Alx,4-x), Blex,4-5")
Clx,x*-16), D(-x,x*-16)

Por construccion xe (0,2 ]




a) El area del campo rectangular sera:

La base del rectangulo mide 2x
La altura del rectangulo mide 4 —x" - (X’ —=16) =4-x"—xX> +16=20-2 X’

Porlo que S(x) =2x(20-2 x*) =40x—4x°, xe(O,Z]

b) Para encontrar el maximo de S(x) estudiemos el signo de S’(x).

S'(x)=40—-12x", xe(0,2]
40, x:i,/%:i\/?. Como xe (02] — x:\/gzl'825€(0,2]

2 _

40-12x>=0; 12x*=40; x X

Calculemos el maximo de forma grdfica.
S'(x) es un polinomio de 2° grado con coeficiente de x° negativo y raices * | / 3

+ -
/ I
0 10 2
ED
10 - o , .
Por lo tanto en x=.,|— hay un madximo absoluto ya que a la izquierda S’(x) es creciente y a la derecha
. . - 10
decreciente. Es decir, S(x) es maxima para x = 3

¢) Calculo del valor del area maxima.
3
s 2140 ‘/Q—4 01 _40 ‘/Q—4Q 10 =(40—@j\/E=@\/EE48'6864u2
3 3 3 3 3 3 3 31V3

El valor del drea mdxima es de aproximadamente 48 6864 u’.
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PROBLEMA A.3. Con el simbolo [n x se representa el logaritmo de un nimero positivo x cuando
la base del logaritmo es el nimero e. Sea f la funcién que para un ndmero positivo x estd definida
por la igualdad
flx) =4 xInx.

Obtener razonadamente:

a) El valor de x donde la funcién f alcanza el minimo relativo. (4 puntos)

b) La ecuacion de la recta tangente a la curva y =4 x [n x en el punto (1,0). (3 puntos)

c) El 4rea limitada entre lasrectas y=0, x=e¢ y x=¢" ylacurva y=4xInx. (3 puntos)

Solucion:
a) Minimo relativo de f(x)
Primero obtengamos el dominio de f(x).
Como In x sélo puede calcularse para valores de x >0, Domf(x) = (0, + )

f(x)=4Inx+4 xl=4lnx+4
X

f(x)=0 — 4lnx+4=0

4Inx=-4

Inx=—1 _y yop'=l

e
Calculemos la segunda derivada para determinar si es mdximo o minimo,

» 1 4
fra=4-="
X X
1 .. 4 L.
Para x=— — f(x)=—=4e>0 = minimo
e 1l/e

La funcion f(x) alcanza el minimo relativo en x =

Z.
b) Recta tangentea y=4xIlnx en (1,0)

Para x=1, y=4.1.In1=0,elpunto(1,0)esdelacurva.
De la recta pedida, un punto es (1,0 ) ylapendiente serd y._,.

vy =4 Inx + 4 ( segiin hemos obtenido en el apartado anterior al calcular f(x) )
y..,=4Inl+4=4

Por lo tanto, la recta tangente serd:

y-0=4(x-1), y=4x-4

¢) Area limitada entre las rectas y=0, x=e¢ y x=¢" ylacurva y=4xInx
Para obtener esta drea es conveniente realizar la representacion grdfica del problema.
En primer lugar representemos la curva y = 4 x In x,
Por cdlculos de los apartados anteriores, de esta curva conocemos:
Domy=(0, +x)

Su tinico extremo es el minimo relativo en x = ! - y=4 ! In (ij = - - (i,_—4j = (0’368,— ]’472)
e e e e e e
Puntos de corte con los ejes coordenados:
x =0, no es del dominio

4x=0 — x=0¢& Domy
y=0, 4xlnx=0 - (1,0)
Inx=0 — x=1



A partir de estos datos la representacion grdfica seria,

-1 2
-1

Para obtener la region del plano de la que debemos calcular su drea nos falta por representar las rectas x =e 'y
2 2 . . . ~
x=¢€". Tanto e como e son mayores que 1, por lo que no necesitamos realizar mds cdlculos sobre la curva.

Grdficamente, el drea pedida es:
60

50

Este drea se calcula a partir de la siguiente integral definida,

r (4 x1In x) dx

e

40

30 Calculemos en primer lugar la integral indefinida.

u=lnx - duzidx 5 , 1
j(4x1nx) dx = X —2x 1nx—j2x Zdx =
X

dv=4xdx — v=2x’

20

10
=2x° lnx—j2x dx=2x*Inx—-x’

: " c s Porlo que,

e 2
| e

sz (4x1nx)dx=[2x2 lnx—xz]z2 =[2 (62)2 Ine’ —(62)2]—[2 e’ lne—e2]=
=(2e' 2lne—e')-(2e2 1-€’)=4 e’ —' —(¢?)=3¢" —&” = 156405394

Finalmente, el drea pedida mide: (3 €' —e* ) u.a. = 156405394 u.a.
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PROBLEMA A.3. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

m(x+1)e*, x<0
a) El valorde m para el cual la funcion f(x)=1 (x+ 1) senx es continua en x = 0. (3 puntos)
— x>0
x

b) Los intervalos de crecimiento o decrecimiento de la funcién (x + De™ . (3 puntos)
¢) La integral J (x+1)e’ dx , (2 puntos) vy el drea limitada por la curva y = (x + [ )™y
lasrectas x=0, x=1 e y=0. (2 puntos)
Solucion:
a) m?/f(x) es continua en x = 0
Condiciones para que f(x) sea continua en x = 0.
1) ; Existe f(0)?
f0)=m(0+1)é®’=me’=m.1=m. Existe f{0)=m
2) ;Existe Ll’n01 f(x)?
Ll’rg f(x), como a la izquierda y derecha de 0 la funcion f(x) tiene definiciones distintas debemos
estudiar los limites laterales,

x—0" x—=0—

(x+1)senx (0+1)sen0 _

0
Lim f(x)= Lim (5) = ( resolvemos la indeterminacion aplicando la
x—=0*

x—0* X 0
+(x+1
Regla de L 'Hopital ) = Lim >~ (x] VCOSY _ on0+(0+1) cosO =1
x—0"

Para que exista Ll’n01 f(x) los dos limites laterales deben ser iguales, por lo tanto m = 1.
x—>

3) Para este valor de m se cumple la tercera condicion de continuidad: f(0) = Lz’no1 f(x) =1

Luego, f(x) es continuaen x =0 para m = 1.

b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion y = (x + 1) ™
En primer lugar, Domy = R
Calculemos y~
y=e"+(x+D2e = +2x+2) e =(I+2x+2) e’  =(2x+3) ™"
Estudiemos el signo de y~

s 2x+3=0 — x=—
2x+3)e" =0

2 . .,
e*=0 — sin solucion

VxeR e’ >0, luego el signo de y” solo depende de (2 x + 3) que es un polinomio de primer grado con

- . . -3 .
coeficiente de x positivo y cuya raiz es - por lo tanto el signo de (2 x + 3) es:

Y finalmente, y = (x + 1) ¢™ es decreciente en (—oo , 7) y creciente en (_73 , +ooj_



c) La integral la resolvemos por partes,

u=x+1 — du=dx
x+1

1 1 1
x+1)e* dx= =(x+D) =" —|=e" dx= e —= e dx=
'[( ) dv=e"dx — vzéez" ( )2 IZ 2 ZJ.
:x;‘Ier_éé 62x+C:(x+]_ijer_i_C:Mer_i_C:%eZX_i_c

2x+1
X er

Es decir, J‘(x+l)ezjC dx = +C

Para obtener el drea limitada por la curva y = (x + 1) e yvlas rectas x =0, x=1 e y = 0 es conveniente
realizar la representacion grdfica.
En primer lugar representemos la curva y = (x + 1) e que segiin lo estudiado en el apartado b) entre
x=0y x =1 escreciente, podemos representarla usando una tabla de valores:

X | y=(x+1)e"

0|1

12 =1478

A partir de estos datos la representacion grdfica seria,

Grdficamente, el drea pedida es:

x =1 Este drea se calcula a partir de la siguiente integral definida,
1
L (x+1)e’ dx

Como la integral indefinida ya estd resuelta anteriormente,

1
f(x+1)e2xczx={2x+]e“} 2041 oy 2.0+1 o
0 ) 4 4
=ie2—ie0=£ez—iz5’2918u.a.

4 47 47 4

y=0

3 1 ;
Finalmente, el drea pedida mide: (Z e’ — Zj ua.=52918 u.a.
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OPCION B

PROBLEMA B.3. Se tiene un cuadrado de mdrmol de lado 80 cm. Se produce la rotura de
una esquina y queda un pentagono de vértices A = (0, 20), B =(20,0), C = (80, 0), D = (80,
80)y E = (0, 80). Para obtener una pieza rectangular se elige un punto P = (x, y) del segmento
AB y se hacen dos cortes paralelos a los ejes X e Y. Asi se obtiene un rectangulo cuyos vértices
son los puntos P = (x, y), F=(80,y), D=(80,80)y G = (x, 80).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El drea del rectangulo R en funcién de x, cuando 0 <x <20. (3 puntos)

b)  El valorde x para el que el drea del rectingulo R es méaxima. (5 puntos)

c) El valor del drea mdxima del rectingulo R. (2 puntos)

Solucion:

La representacion grdfica del problema es:
E c(x,80) D(80,80)

F(80,y)

a) Area del rectdngulo R de vértices PFDG
Ellado PF mide (80 —x )cm, ellado PG mide ( 80—y ) cm. El drea del rectdngulo R quedaria en

funcion de x e y. Para expresar el drea de R en funcion de x, consideramos que el punto P (x,y ) € AB.

Calculamos la ecuacion de la recta que pasa por A y B para expresar y en funcion de Xx.
{A =(0,20) {Punto (0,20) x—0 y-20
->r =

: ) luego r:
B =(20,0) v.director (20,-20) = (1,—1) 1 -1

—=>—x=y-20—y=—x+20

El drea de rectangulo R serd:
Ar=(80-x)(80-y)=(80-x)[80—-(-—x+20)]=(80-x)(80+x-20)=(80-x)(60+x)=
=—x" + 20 x + 4800

Solucion: el drea del rectdngulo R es - x% +20 x + 4800 (cm?®), cuando 0 <x <20 (cm)



b) Valor de x /Ag es mdxima.
Ag=—x" + 20 x + 4800, cuando 0 <x <20
AR"=-2x+ 20
—-20
-2x+20=0 — -2x=-20 — x=—2=10
Estudiemos el signo de Ar” a la izquierda y derecha de 10.

Como AR’ es una recta de pendiente negativa cuya raiz es 10: | ! I
IN 20

0

Luego en x = 10 Ag tiene un mdximo relativo que es el absoluto en [ 0, 20 | ya que a la izquierda de 10
Ag es creciente y a la derecha es decreciente.

Solucion: el drea del rectdngulo R es mdxima para x = 10 cm.

¢)Para x =10, Ag= —10° + 20. 10 + 4800 = — 100 + 200 + 4800 = 4900

Solucion: el drea mdxima del rectdngulo R mide 4900 cm’.
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PROBLEMA B.3. Un pueblo esta situado en el punto A (0, 4) de un sistema de referencia

cartesiano. El tramo de un rio situado en el término municipal del pueblo describe la curva
2
y=—, siendo —-6=<x<6.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La distancia entre un punto P (X, y) del rio y el pueblo en funcién de la abcisa x de P.
(2 puntos)
b) El punto o puntos del tramo del rio situados a distancia minima del pueblo. (4 puntos)
c¢) El punto o puntos del tramo del rio situados a distancia maxima del pueblo. (4 puntos)

Solucion:
Representemos grdficamente los datos del problema,

P(x,y)

YT

-6 9

_4 4
19 A(0,4)

0 0

4 4

6 9

a) ¢Distancia entre P y A?

2 2 2
dzd(P,A)z\/(x—0)2+(y—4)2 =[como P es de la curva y=x7, /= \/x2+(x7—4j =

4

4
Solucién: d(P,A)zw/;—6—x2 +16  xe[-6.,6]

b) Debemos buscar el minimo de la funcion d del apartado anterior.

3 3
4i—2x x——Zx
4

- 4 4
2\/x—x2+16 2\/x—x2+]6
16 16
Estudiemos el signo de d’. En d” el radicando del denominador lo obtuvimos como suma de dos términos al
cuadrado, por tanto es positivo. Luego el denominador es positivo y el signo de d” depende del numerador.

Estudiamos el signo del numerador,

3
X

7—2x:0 - X =-8x=0 — x(x2—8)=0<

4 2 4 4
=\/x2+x——8x—+16 =\/x—+x2—2x2 +16 =\/x——x2 +16
16 16 16

x=0
=8=0 — =8 — x=tJ8§=122



1 | 1 1 ]
! I I I I
Tenemos que estudiar el signo de d’ en los intervalos: -6 23 0 23 6

=B =28
Como el numerador es un polinomio de tercer grado con tres raices reales, el signo del polinomio alterna
en los cuatro intervalos; solo necesitamos calcular el signo de d” en uno de los intervalos.

3 —
Ly 1 -2 =7
x=1 —» d'=—12
]4
2\/ -I’+16 \/+15 \/+15
16
l _ | i ] _ ] + |
! I I [ |
Por tanto: -6 ~2./2 0 22 6
minimo meaximo minimo

relativo relativo relativo

Como a la izquierda de los minimos la funcion es decreciente y a la derecha creciente, uno de ellos o ambos
serdn los minimos absolutos.

Calculemos el valor de d en los dos minimos relativos obtenidos:

x=-242 > d=\/( 22 —(-2v2f +16 \/ﬂ—4 2416 =J4-8+16 =12

x=242 - dz\/@—(zx/?)zué :\/%—4.2+]6 =J4-8+16 =12

Como en los dos minimos relativos la funcion vale lo mismo, ambos son los absolutos.

4

4 4
Solucion: los puntos del rio situados a distancia minima del pueblo son (— 22,2 ) y (2\/5 , 2).

Obtengamos los puntos del rio,

c) Del estudio realizado en el apartado anterior, el mdximo relativo de la distancia se alcanza en x = 0. Pero
como estamos trabajando con una funcion definida en un intervalo, el mdximo absoluto se puede alcanzar
en los extremos del intervalo o en el mdximo relativo.

Veamos,
04
x=0 — d=]——0"+16 =.J16 =4
16
x=—6 — d:\/(l? - +16 _\/@—36 16 =~/61=7"8102

4
x=6 — d—W/?—6—62 +16 = @—36“6 =/61=7"8102

Es decir, los puntos del rio situados a distancia mdxima del pueblo son (-6,9) y (6,9).
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PROBLEMA A.3. Se da la funcién f definida por f(x)=——

2
x*=5x+6
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Dominio y asintotas de la funcién f. (2 puntos)

b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f. (3 puntos)
c) Laintegral If (x) dx. (3 puntos)

d) El valor de a>4 para el que el area de la superficie limitada por la curva y = f{x) y las
rectas y=0, x=4 y x=a es In(3/2). (4 puntos)

Solucion:
a) Dominio y asintotas.
Dominio,
1
f)=—7F—]——
X’ =5x+6

x_5+]_3
_(=5) k(=57 —4.16 5+ + 1= -
P Srr6e0 5 oD ;]) :52ﬁ:5 I_

2 5-1
2
Por tanto, Dom f(x) =K ~{2, 3}
Asintotas.
Asintotas verticales,
Las posibles asintotas verticales son x =2 y x = 3. Comprobemos.

Lim 1 1 1

x=2 x

> = =— =00, portanto x =2 es asintota vertical.
-5x+6 2°=-5.246 0

) 1 1 1 ., .
Lim—; =— =—=o0, portanto x =3 es asintota vertical.
=3 x"=5x+6 3 -53+6 0

Asintota horizontal,
. 1
Lim———=
xo-e x* —5x+6
1

Lim ————=
v x? —5x+6

=0

, por tanto 'y = 0 es la asintota horizontal

£
I p

Asintota oblicua,
1

2_ 1 : :
Lim X =3X+6 _ 14 ————5———=—=0, por tanto no tiene asintota oblicua.
X —eo X xo-e x7 —5x°+6X oo

La funcion f tiene dos asintotas verticales, x =2 y x =3,y una asintota horizontal y = 0.

b) Monotonia de la funcion f.
Estudiemos el signo de f(x).

f,(x):(—(Zx—S) —2x+5

x’ —5x+6)2 - (x2 —5x+6)2
Obtengamos las raices del numerador y del denominador,




—2x+5=0 > -2x=-5 -—> x:_—5:£
-2 2
x=2

(x2—5x+6)2:0 - X =-5x+6=0 — {resueltaena))<

Como en f(x) el denominador es un término al cuadrado, es positivo. Luego el signo de f~ depende del
numerador que, grdficamente, es una recta de pendiente negativa que pasa por ( 5/2, 0 ), por lo que:

T | A
A i
2 52 3
El signo de [~ es:
\\x
+ T + | — T —
o U
2 ;;me 3

Finalmente, f(x) es creciente en ( —e0,2) U (2 ,gj y decreciente en (% , 3) U(3, +e0).

¢) [ (o) dx.
] .
J.f(x)dx—jmdx—
: 1 _ 1 _ A N B :A(x—3)+B(x—2) 1= A(x—3)+B(x-2)
x°=5x+6 (x-2)(x-3) x—-2 x-3 x=2)(x—3)
Para x=3 — 1=B8B A=-1

Para x=2 — 1=—-A ~° B=1

;j( -1 + ! jdxz—Ln|x—2|+Ln|x—3|+C=Ln
x—2 x-3

x_3+C
2

X—

d) ;ja?/a>4 y el drea de la superficie limitada pory = f(x) y las rectas y =0, x=4 y x=a es In(3/2).
Para determinar el drea a calcular representemos la funcion f(x), para x =4, a partir de la informacion
obtenida en los apartados a) y b)y algiin punto de la funcion, por ejemplo,

I i
-4 fy=—t 1
* = 54762

El drea pedida es:
Para calcular este drea realizamos la siguiente

" integral definida:
[
4x"=5x+6
Considerando la integral indefinida obtenida el
apartado c,

ja%dx: Ln =
} 4x°=5x+6 x—=2 .




Como el drea debe ser Ln(3/2), entonces:

Lna_3 —Lni:Lni
a—2 2 2

Lna_3 = Lni + Lni
a—2 2 2

Lna_3 =Ln(£ij
a_

733 44—12=3a-6 — a=6
a—2 4
Lna—san(gj a=-3_3 i3 3
a—2 4 a-2| 4 =—2 5 4a-12=-3a+6 — 7a=18
a—2 4
a=18_»s5.
7

Como a debe ser mayor que 4, la solucion es a = 6.
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PROBLEMA A.3. Se desea unir un punto M situado en un lado de una calle, de 6 m. de
anchura, con el punto N situado en el otro lado de la calle, 18 m. mas abajo, mediante dos
cables rectos, uno desde M hasta un punto P, situado al otro lado de la calle, y otro desde el
punto P hasta el punto N. Se representd la calle en un sistema cartesiano y resultdé que
M=(0,6), P=(x,0)y N=(18, 0) . El cable MP tiene que ser mas grueso debido a que cruza
la calle sin apoyos intermedios, siendo su precio de 10 €/m. El precio del cable PN es de 5 €/m.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El costo total C de los dos cables en funcion de la abcisa x del punto P,

cuando 0 < x < 18. (3 puntos)
b) El valorde x,con 0<x <18, para el que el costo total C es minimo. (4 puntos)
¢) El valor de dicho costo total minimo. (3 puntos)

Solucion:
La representacion grdfica de los datos del problema es:

M(03,6) j
2

P(x,0)  (18,0)N
e ——————+—+——%

a) Coste de los dos cables en funcion del valor x del punto P.
Sabemos que 0 <x <18,

d(M,P)=+(x=0) +(0-6) =~/x*+36
d(P,N)=18—x
Por lo que el coste C de los cables serd: C=10+x>+36 +5(18—x) 0<x<18

b) Minimo de C.
C,:]O 2.x ]OX

—5= _
24x*+36 VX2 +36
10X 5_0 5 10x-5Vx136=0 — 10x=5Jx*+36

Vx’+36
(]0x)2=(5\/x2+36)z — 100 %" =25(x*+36) — 100 x* =25 x> +900

2:% =12 — x=+J/I2

5

C’'=0 -

100 X° =25x"=900 — 75x*=900 — «x

Pero como 0 < x <18, entonces x = \/E = 34641
Para determinar si es minimo calculemos los valores de C~ a la izquierda y derecha de 12



10.1 10

x=1, ('=————-5=—"—-5=-33560<0
NI +36 V37
x=5 =292 5290 5401850

Jsi 136 el

Hemos obtenido que a la izquierda de 12 C~ es negativa y a la derecha positiva, por lo que para
x = 12 la funcion C tiene un minimo relativo que ademads es el absoluto porque C es decreciente a la
izquierda de \N'12 'y creciente a la derecha.

Por tanto, el coste total C es minimo para x = N I12m =3°4641 m.

c) El valor del coste total minimo serd.:

c=10(V12) +36 +5(18-12)=10J12+36 +5(18-+/12)= 1419615

Por lo que, el coste total minimo es de 141796 €.



Matematicas II Junio 2024

Problema 5. Sea la funciéon f(x) = % donde k es un parametro real . Se pide:
e

a) Obtener el dominio y las asintotas de f(x). (3 puntos)
b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) y sus maximos y minimos.

(5 puntos)
c) Justificar que la funcién siempre se anula en algin punto del intervalo [- 1, 1].

(2 puntos)

Solucion:
Como k es un pardmetro real, si k =0 f(x) = 0 y las respuestas a los tres apartados son inmediatas:

a) Dom f(x) = 9, f(x) no tiene asintotas.
b) f(x) es una funcion constante por tanto no es ni creciente ni decreciente y no tiene ni mdximos ni minimos.

c) fix) es nula para cualquier valor de x por tanto f(x) se anula en cualquier punto del intervalo [- 1, 1].

A continuacion resolvemos el ejercicio considerando k #0.

a) f(x)=
e
20 VxeR — Domfix)= K

k x
2x

Asintotas.
Como Domf(x)= R — f(x) no tiene asintotas verticales.

Asintota horizontal:

kx (oo e .
Lim——= (—j ={como €** es un infinito de orden superior a kx} = 0

oo

La asintota horizontal es y =0 en +oo

Asintota oblicua: (y =mx + n)

.k k

L * Lim——=—=o00

X
, e . r=—e e 0 . .
m= Lim=— = Lim—_= —  No hay asintota oblicua.

Xm0 x x—o0 @°¥ . k k

Lim——=—=0
X—>+oo e x [o'e)

Luego f(x) solo tiene asintota horizontal y =0 en +co

b) Monotonia y mdximos y minimos de y = f(x)

Fx) = ke —k xe’ 2 _ ke (i—Zx)
&)

e
Estudiemos el signo de f(x),
VxeR "y >0 — elsignodef(x)depende de la expresion k(1 -2 x)

1 -2 x es un polinomio de primer grado (una linea recta) de pendiente negativa y raiz: 1 —2 x = 0;

o | —

1
1=2x x =E. Grdficamente +

En consecuencia:



si k>0 f(x)es creciente en (— m’éj y decreciente en (é, +ooj y tiene un mdximo en (5 , 2—]
e

si k<0 f(x)es decreciente en (— = éj y creciente en (é, + ooj y tiene un minimo en (5 , 2—]
e

c) Justificar que f(x) se anula en algitin punto del intervalo [- 1, 1]
Como Domf(x) = — f(x) escontinuaen K — f(x) es continuaen [-1, 1]

k(-1) -k ,
fen=tCD k. k

ke] k ’ - f(_])'f(]):_kez—zz{ez¢0}:_k2<0
fih= o2 :? e

Se cumplen las condiciones del teorema de Bolzano:
fix) escontinuaen [-1,1] y fi-1).f(1)<0 — Fce(=-1,1)/ flc)=0
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Problema 3.2. Se considera la funcién real f (x) = x’ + a x> + b x + ¢, donde g, b y ¢ son pardmetros reales.

a) Averiguar los valores de a y b para los que las rectas tangentes a la gréafica de f{(x) en los puntos de abscisas x =2y x =
4 son paralelas al eje OX. (2 puntos).

b) Con los valores de a y b hallados anteriormente, obtener el valor de ¢ para el que se cumple que el punto de inflexién
de la gréfica de f(x) estd en el eje OX. (1,3 puntos).

Solucion:

a ) Recta tangente a fix) en x =2 y x =4 debe ser paralela al eje OX
Es decir que lar.t. af(x)enx =2y x =4 deben tener pendiente 0.
f(x)=3x+2ax+b

pendiente de la r.t. af(x) en x =2
f(2)=3.2+2a.2+b=12+4a+b

pendiente de la r.t. af(x) en x =4
f/(4)=3.42+2a.4+b=48+8a+b

El sistema a resolver serd
{12+4a+b —(0 Multiplicando la 1° ecuacion por — 1 {—12—4a—b =0

48+8a+b =0 48+8a+b =0

sumando 36+4a=0
a=-9

Sustituyendo el valor de a en la 1° ecuacion,
12+4(-9)+b=0

12236 +b =0
_24+b=0
b=24

Solucion: a=-9 y b=24

b)f(x)=x —9x° + 24 x + ¢, obtener el valor de para que el punto de inflexion esté en el eje OX.
flx)=3x"—18x+ 24
f(x)=6x-18
6x—-18=0; x=23 estaes laabcisa del punto d einflexion.
Para x=3; f(3)=3-9.3+24.3+¢=27-81+72+c=18+c
Como el punto de inflexion debe estar en el eje OX, I8+ c=0; c=-18
Solucion: c¢=-18

La funcion que cumple las condiciones de los apartados a) y b) serd:
f(x)=x-9x" +24x-18
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40 -5x

10—x
de acero de alta calidad, siendo 8 toneladas la produccién maxima diaria de acero de baja calidad. Si el precio de una
tonelada de acero de baja calidad es 100 euros y el precio de una tonelada de acero de alta calidad es 250 euros, demostrar
que se deben producir 5 toneladas por dia de acero de baja calidad para que el valor de venta de la produccién diaria sea
maximo. (3,3 puntos).

toneladas

Problema 4.1. Unos altos hornos producen al dia x toneladas de acero de baja calidad y

Solucion:
La funcion que nos da el valor de la venta de la produccion diaria es
V(x) =100x+250 410 o
—-X
Busquemos el mdximo de esta funcion,
V() = 100+ 2502070 =G0 =0CD _ 5, 5597204 XH 40758 _ 50 4 550720+ 40
(10—-x) (10—-x) (10—-x)
=100 + 250;02 = 100—%
(10—x) (10 —x)
00— 2% __,
(10 —x)
100 = 2500 :
(10—-x)
100(10 - x)* = 2500
(10-x)°’ =25

10-x=%4v25
10-x=5 — x=10-5=5

10-x=1%5
10-x=-5 — x=10+5=15

La solucion x = 15 no es vdlida ya que supera la produccion mdxima diaria (que es de 8 Tm)

Veamos que ocurre con la solucion x = 5
—2500.2(10-x)(=1) _ —5000
(10—x)* (10-x)’
-5000 —5000
3 5 <
10-5) 5
luego V(x) tiene un mdximo relativo en x =5. ;Es el mdximo de V(x)?

Por definicion de la funcion V(x), x puede tomar valores entre 0 y 8 (x son las toneladas de acero de baja calidad).
Calculando los valores de V(x) para x = 0, x = 5 y x = 8 determinaremos el mdximo.

x=0, V(0)=100.0+ 250M = 250ﬂ =1000
10-0 10

V7 (x)=—

parax=5, V’(5)= 0

x=35, V(5)=100.5+ 250% =500+ 250% =1250

x=8, V(8 =100.8+ 250% =800+ 250% =800

Por lo tanto el mdximo se alcanza para x = 5.
Queda demostrado que se deben producir 5 Tm de acero de baja calidad para que el valor de venta de la produccion
diaria sea mdximo.
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Problema 4.2. Hallar las dimensiones del cartel de drea maxima con forma de rectangulo que tiene dos vértices sujetos a
una estructura rigida parabélica de ecuacién y = 12 — x’ , y los otros dos vértices estan situados sobre el eje OX .
(3,3 puntos).

Solucion:

Para representar la pardbola 'y = 12 — x° efectuamos los siguientes cdlculos,
para x=0, y=12

para y=0, 12-x*=0; 12=x% x=+VI2~+346

vértice (0, 12)

El dibujo de la pardbola y el cartel seria,

El drea del rectdngulo serd: A(x) =2x (12 - X )=24x-2 x

Busquemos el mdximo.

A(x)=24-6%

24 _6x*= 0; 6 = 24; = 4; x==x2; x=-2no esvdlida, por definicion x debe ser positivo.
Veamos si x = 2 es mdximo

A7(x)= —12x

A(2)= -12.2= —24 <0 luego mdximo.

Las dimensiones del cartel serdn:
base=2.2=4u.l
altura=12-2"=12-4=8u. L
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Problema 3.2. Se considera la funcién real f (x) = x> — 4. Obtener, explicando el proceso de célculo:

a) La grafica de la curva y = f{x). (2 puntos).

b) Los valores de x para los que estd definida la funcién real g(x) = In f{x). (1,3 puntos).

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién g(x), razonando si tiene, 0 no, maximo absoluto.
(1,3 puntos).

Solucion:
a) Podemos obtener la grdfica de esta curva de dos formas diferentes.

al) Comoy =x*—4 es una funcion polindémica de 2° grado, grdficamente es una pardbola.
Efectuemos los cdlculos para representar esta pardbola.
Puntos de corte con los ejes coordenados,
x=0, y=0"-4=-4
y=0, 0= - 4, X = 4; dos soluciones: x; =2 y x,=-2
Los puntos de corte son (0, -4 ),(2,0)y(-2,0)
Vértice de la pardbola,

=20 _,
2a 2.1
Elvérticees (0, -4 )

- y=-4

La grdficade y=x"-4 es

-6 —4 - 4 6

=4

a2)y = x’ — 4 tratada como funcion.
Dom 'y = R, por ser una funcion polindmica.
Puntos de corte con los ejes coordenados,
x=0, y=0'-4=-4
y=0, 0= x> —4; x* = 4; dos soluciones: x1=2y x=-2
Los puntos de corte son (0,—-4),(2,0)y(-2,0)
Monotonia, signo de y”*
y'=2x
2x=0; x=0
\ / Decreciente (—oo,0)
_ | b Creciente (0, +o0)
0 Minimo relativo (0,—4)

La grdficade y=x"-4 es

-6 -4 - 4 6

=4



b) g(x) = Ln ( x* — 4 ) . Buscamos el dominio de g(x)
X’ — 4 > 0, considerando la representacion grdfica realizada en el apartado anterior obtenemos inmediatamente la
solucion de esta inecuacion que es el dominio de g(x),

Dom g(x)=(=o0,=2)U (2, + o)

c) Monotonia de g(x)
g(x)=Ln(x*-4)
, 2x
XxX) =
g’ (%) -2

estudiemos el signo de g (x), para ello buscamos las raices del numerador y del denominador,
2x=0;, x=0

x° —4 = 0; dos soluciones: xX;=2y xp=-2
Representando estas raices en la recta real y teniendo en cuenta el dominio de g(x), obtenemos
numerador — +
sign — NAAAAN
denominador + -2 0 2 +
signo funcién = N . +
-2 0 2

Decreciente (— oo, — 2)
Por lo tanto g(x) es
Creciente (2, + oo)

Y g(x) no tiene ni mdximos ni minimos relativos. Para comprobar si g(x) tiene mdximo absoluto representémosla
grdficamente. Ya conocemos su dominio y su monotonia.
Dom g(x)=(=o00,=2)U(2, + )

Puntos de corte con eje OX,
y=0 — Ln(x¥’-4)=0 — ¥ -4=1 - =5 — x=1J5=1223¢ Dom g(x) —

no hay corte con el eje OY porque x = 0 no es del dominio de g(x)
Asintota vertical,
Lim Ln(x2 - 4): In0=-c0 — x=-2 es aw.

x—>-2"

Lian(x2—4)=Ln0=—oo - x=2 es awv.

x—2*

La representacion grdfica serd,

-1

-3

Luego g(x) no tiene mdximo absoluto.
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Problema 4.1. Una empresa decide lanzar una campafa de propaganda de uno de sus productos editando un texto que
ocupa 18 cm” en hojas rectangulares impresas a una cara, con margenes superior e inferior de 2 cm y laterales de 1 cm. Se
pide calcular, razonadamente, las dimensiones de la hoja para las que el consumo de papel sea minimo. (3,3 puntos).

Solucion:
El formato y dimensiones de la hoja que se utiliza es:

Dimensiones de la hoja:
2 Largo:y
Ancho: x

1 1 Consumo de papel: x y

2
y 18 cm La relacion entre x e y viene dada por el drea que ocupa el texto impreso:
18 18
-Hx-2)=18 = y-4=——+ —> y=4+
x=2 x=2
Por la forma de la propaganda los valores de x e y deben cumplir que: x>2 e
y>4

X

La funcion que debemos minimizar, C(x), consumo de papel, serd:
18 18
Cx)=xy=x|4+ =dx+ %
x=2 x=2
por la condicion que debe cumplir el valor de x deducimos que  Dom C(x) = ( 2,4+ oo)

Busquemos los extremos relativos de la funcion C(x).

C,:4+18(x—2)—218x:4+18(x—2)—218x:4+18x—36—218x:4+ —362: 36 2
(x—2) (x—2) (x—2) (x—2) (x—2)
, 36 36 . 2
C'=0 — 4- S 4(x-27=36 o> (x-27=9 5 x-2=%/9

— -0 > 4=—22_
(x—2) (x—2)

x—=2=3 — x=35
x—2=13 —
x—2=-3 — x=-1 solucion no vdlida pues x > 2

Calculemos C”” para determinar el tipo de extremo.

Expresemos C” de la siguiente forma, C(x) =4 — 36 (x — 2)?

72
Cx)=-36(-2)(x-2)"=72(x-2)"=
(x-2)°
parax=5, C’'= 2 3=7—2> —  x =15 minimo relativo
5-2° 27

Comprobemos que este minimo relativo es absoluto estudiando la funcion C(x). Como el dominio de esta funcion es un
intervalo calculamos sus limites en los extremos del intervalo,

Ll’m[4x+ 18 j=8+(+oo) = +oo
x—2* x—2

18

X —

x—=2" > x-2)-0 =

— 400

X—>+o0

18
Lim (4)( + —2j =(+00) + 0 =+oo
Luego el minimo relativo anterior es un minimo absoluto. Nos falta calcular el valor de y,
18 18

ara x=35 =4+ —=4+—=4+6=10
P ST T



10 em
Solucion:

El consumo de papel es minimo para una hoja de papel de 5 cm. x 10 cm.

Bem
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Problema 4.2. Una ventana tiene forma de trapecio rectangular. La base menor mide 20 cm y el lado oblicuo mide 40 cm.
Hallar, razonadamente, el dangulo & que debe formar el lado oblicuo con la base mayor para que el drea de la ventana sea
maxima. (3,3 puntos).

Nota: Un trapecio rectangular es un cuadrildtero con dos lados paralelos y en el que uno de los otros dos lados es perpendicular a estos dos lados
paralelos.

Solucion:
20 cm
. 40 cm . o
Grdficamente el problema a resolver es X (a1 A, e, S€Q Mdxima
20 cm y ©
A (B +b)h _ ((20+ y)+20)x
rapecio -

2 2

Calculemos los valores de x e y en funcion del dngulo. En el tridngulo rectdngulo de la figura se obtiene:

senO{=i — x=40sen o
40

cosa=— y=40cos &
40

liego Aa)= ((20+40 cos @) +20) 40 sen & _ (40 + 40 cos @) 40 sen & _ (40 + 40 cos @) 20 sen @

2 2

Por construccion de la figura ¢  deber ser un dngulo agudo, luego e (O , %)

La funcion A es una funcion continua por serlo las funciones seno y coseno y porque las operaciones que intervienen
en su definicion (suma y producto) también son continuas.
Procedamos a obtener el mdximo de la funcion A

A =—40 sen a . 20 sen a+ (40 +40 cos &) 20 cos & = —800 sen” o+ 800 cos & + 800 cos’ o =
sabemos que Vo, sen’ a+cos’ @=1 — sen’ a=1-cos’ &
= —800 (1= cos” a)+ 800 cos & +800 cos’ a = —800 + 800 cos’ &+ 800 cos a + 800 cos’ & =
= 1600 cos’ a+ 800 cos a — 800
A'=0 — 1600 cos’ @+800cosx—800=0 — 2cos’ a+cosa—1=0

—1+3 _-1+3 _2 1
Cosa_—li\/12—4.2.(—1)_—]i«/]+8_—]ix/§_—]i3_ 4 4 4 2
2.2 4 4 4 —1=3_-4__,
4 4
1 V4
cosa=— —> oa=—
2 3

., PR T
cosa=—-1 — a=x solucion no vdlida, ya que o€ (0 , 5)

Para determinar si la solucion es mdximo estudiemos el signo de A~ a ambos lados de la solucion obtenida para A~ =
0.

|
1
T

2

17047 1”571

Estudiamos el signo de A~ en puntos intermedios de los dos intervalos en que estd dividido el dominio de A,

z
3



a=05 A =1600 cos’ 05+800 cos 0’5 —800=11343079 >0
a=13 A =1600 cos” 13+800 cos 13 -800=-4715119<0

YA

| |
1 |
Tenemos el siguiente resultado: 0 /4 T
3 2
1047 1571

.. . Lo . T
Luego la funcion A tiene un mdximo relativo para ¢ ==—
3

Como la funcion A, que es continua, es creciente a la izquierda de este valor y decreciente a su derecha, este mdximo
relativo es absoluto.

Para a:% A:(40+40cos§j 2osen§:(4o+4olj 20 §=60.20 gzmoﬁ

p L. . T . .,
Por lo tanto, para que el drea de la ventana sea mdxima el dngulo o =— rdsy este drea medird 6()()\/5 cm?
3
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Problema 3.1.
a) Determinar, razonadamente, el dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién
1
f(x) =———— . (I punio).
B-x)3+x)
1 A B
b) Obtener razonadamente los valores A y B tales que = + . (I punto).
B-x)(3+x) 3-x 3+x
c¢) Calcular razonadamente el drea de la superficie S limitada por la curva y = ; ,eleje OX y las
B—-x3+x)
rectas de ecuaciones x =—2 y x =2. (1,3 puntos).
Solucion:
a) Dominio e intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.
Dom f(x)

Como f(x) es una funcion racional busquemos las raices del denominador,
3—-x=0 — x=3

B=-x)3+x)=0
3+x=0 — x=-3

Luego Dom f(x)=R-1{-3,3}

Intervalos de crecimiento y decrecimiento
Debemos estudiar el signo de f(x).

1 1
T = G G+n 9-7
20 2

O-x2) (-
Buscamos las raices del numerador y denominador,
2x =0;, x=0
(9-X)=0; 9-x*=0; ¥*=9; x=43

Marcamos en la recta real las raices obtenidas anteriormente y tenemos en cuenta en dominio de la funcion,

A | .
P | ¥
-3 0 3

Como el denominador de f(x) estd elevado al cuadrado serd positivo, por lo que el signo de f(x) solo depende del
numerador que es 2 x
2x>0;, x>0

Y el signo de f(x) serd
_ & _ | * = +
¥ I ~+
-3 0 3

fix) es decreciente en ( —oo,—-3)U(-3,0) yescrecienteen (0,3)U(3,+ o)

b) Efectuando la suma que queda indicada,

1 A B  AGB+x)+B(3-x)

(3—x)(3+x):3—x+3+x B-x)3+x)

Luego debe ser 1 =A (3 +x)+ B(3—x), buscamos los valores de A y B ddndole valores a x
parax=3 1=A(3+3)+B(3-3)
1=6A
1
A=—
6



parax= —3 1=A(3-3)+B(3-(-3))

1=6B
B=1
6

c) Para calcular esta drea debemos dibujar, de forma aproximada, la curva dada
La curva corresponde a la funcién estudiada en el apartado a). Por lo tanto conocemos:
su dominio, Dom y =R —{-3, 3}

y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento:

e N S

-3 0 3

De lo anterior deducimos que en x = 0 la curva tiene un minimo relativo

1 1 L. . 1
x=0, y=——=— — minimo relativo |0,—
B-03+0) 9 9

Puntos de corte con el eje OX

1

y=0, —————=0 — 1=0 notiene solucion
B-x)3+x)
Posibles asintotas verticales x = —3 y x = 3; vedmoslo,
. 1 1 1 ) .
l im = =—=o00 [uego x =— 3 es una asintota vertical
55 B-x)3+x) 6.0 0
. 1 1 1 ) .
lim = =—=00 [uego x = 3 es una asintota vertical
w3 B=-x3+x) 0.6 0

A partir de lo estudiado podemos realizar la siguiente representacion,

No es necesario realizar mds cdlculos sobre la
representacion de la curva puesto que el drea
buscada estd limitada por las rectas verticales x
=-2 vy x =2 y hemos representado la curva
entre —3y3

Grdficamente, el drea que debemos calcular es,



0.6

0.4

El cdlculo de esta drea lo realizamos mediante la
siguiente integral

r ! dx =
23-x)3+x)

por el apartado b) sabemos que,

:_J.z %+%dx:

2l 3-x) (B+x)

~1 1 ?
= —Ln|3—x|+—Ln|3+x| =
6 6 S

-1

:_—]Ln‘3—2‘+iLn‘3+2‘—{_—]Ln‘3+2‘+iLn‘3—2q:—Ln 1+linselins-Loni-=
6 6 6 6 6 6 6 6

2 1
= (como Ln]=0)=gLn5=§Ln5

Finalmente, el drea de la superficie pedida es

%Ln 5u’ =075365 u?
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Problema 3.2. Dada la funcién real f (x) = e* —e™, se pide calcular razonadamente:
a) La funcién f(x) + f(— x). (1,1 puntos).

" fnd
b) La integral Llf(x) x’ donde a es un ntimero real positivo. (1,1 puntos).
¢) El punto de inflexién de f(x). (1,1 puntos).

Solucion:
a)
fix) +fl-x)=e -  +eF eV =" — e + ' — =0

b)

_[jaf(x) dx :J‘ (ex —e—x)dx — [ex +e—x]ia —e’ +e° _(e—a +e_(_a))

a
—d
=e'+e ' —e " —e" =0

¢) Punto de inflexion de f{(x)
filx)=e' —¢e"
f(x)=e"+e "
flx)=e-e”
f(x)=0 > - "=0 > =" —

1
— exz—x - ee'=1 > =] - 2x=0 —> x=0
e

Estudiemos el signo de f"(x) a la izquierda y derecha de x = 0

x | ()
-1 e’l—elzl—e:—2’350<0
e
1 el—e’1=e—1=2’350>0
e

Por lo tanto como f(x) cambia de signo en x = 0, en x = 0 hay un punto de inflexion.

x=0, flo)="—e"=1-1=0
Luego el punto de inflexion de fix) es (0, 0 ).
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Problema 4.1. Se desea construir una bodega con forma de paralelepipedo de 100 m® de volumen de manera que el largo
de su base sea 3/4 de la anchura x de su base. Se sabe que los precios de un metro cuadrado de suelo, de techo y de
pared lateral son, respectivamente, 225 €/m’, 300 €/m” y 256 €/m’. Determinar razonadamente:

a) El valor x de la anchura de la base que minimiza el coste. (2,3 puntos).
b) Dicho coste minimo. (/I punto).
Solucion:

a) Calcular el valor x de la anchura que minimiza el coste..
La bodega a construir es, segtin el enunciado,

X
Sabemos que
4 El precio del suelo es de 225 €/m’
—_—X El precio del techo es de 300 €/m’
3 El precio de la pared lateral es de 256 €/m’

El coste de la bodega, C, serd

2048 he

C=225?x x+300§x x+2.256xh+2.256§xh=300x2+400x2+5]2 xh+

3584
=700x’ +=———xh
Para poder encontrar el minimo de C debemos tener una sola variable. Busquemos la relacion entre x y h. Esta
relacién nos la da el volumen de la bodega, 100m’.

4 7
szgxh=100 - xzhz;i)o - x*h=75 = h=—5

2
X

3584 75
— X

— =700x> + 89600

X X
Porser x y h longitudes, y teniendo en cuenta la relacion entre ellas x* h = 75, los valores que puede tomar la
variable x son todos los reales positivos, es decir que Dom C = (0, +o ).

Luego C =700x> +

Busquemos el minimo de C,

89600

2
X

C=1400x -

89600 =0 — 1400x’ -89600=0 — 1400x’ =89600 — x’ =M

x’ 1400
- x'=64 — x=3Y64=4

Estudiemos el signo de C” a la izquierda y derecha de 4 para determinar si es un minimo,

1400x —

x| (ol
111400.1- 8916200 =—-88200<0
5 1400.5—8956200 =3416>0

Luego en x = 4 hay un minimo relativo y, ademds, como en ( 0, 4 ) la funcion C es decreciente y en ( 4, +0 ) es
creciente el minimo es absoluto.

El valor de x que minimiza el coste es 4, es decir, hay que construir una bodega cuya base tenga una anchura
de 4 m.



b) El coste minimo.

89600

C(4)=1700.4% + =33600
El coste minimo de la bodega es de 33600€
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Problema 4.2. Un proveedor vende un producto a un comerciante al precio de 300 euros la unidad. El
comerciante incrementa la cantidad de 300 euros e un 40% para obtener el precio de venta al publico. El
comerciante sabe que a ese precio venderd 50 unidades cada mes y que durante el mes de rebajas por cada
3 euros de reduccidn en el precio de venta de la unidad conseguird un incremento de ventas de 5 unidades. Se
pide determinar, razonadamente, el nimero de unidades que debe pedir al proveedor para venderlas en el
mes de rebajas y el precio de venta de cada unidad, para maximizar sus beneficios durante ese periodo.
(2 puntos por obtener el niimero de unidades y 1,3 puntos por el precio de venta).

Solucion:
Precio de compra: 300€/unidad
Precio de venta: 300 + 40% . 300 = 420 €/unidad

A 20 €unidad vende 50 unidades/mes
Por cada 3€ de rebaja incrementa las ventas en 5 unidades. Llamando x = n° de veces que aplica la
rebaja de 3€, x es un niimero natural.
Entonces, del enunciado del ejercicio deducimos, a ( 420 — 3 x ) €unidad vende ( 50 + 5 x )
unidades/mes.
Quiere maximizar los beneficios, B.
B = beneficio_unitario x unidades_vendidas
sindo beneficio_unitario = precio_venta — precio_compra, luego
B=[(420-3x)-300](50+5x)=(120-3x)(50+ 5x)=06000+ 600x—150x—15x" =
= — 15X + 450 x + 6000
Veamos el dominio de esta funcion, B. Las expresiones iniciales en que intervienen Xx son
precio_venta = 420 -3 x 'y unidades_a_vender = 50 + 5 x

Evidentemente, para obtener beneficios, el precio de venta debe ser superior al precio de compra. Por lo
tanto,

420 -3 x> 300; 420-300 >3 x; 120> 3x; 40>x; x<40
El apartado de niimero de unidades a vender, 50 + 5 x, no aporta ninguna restriccion.
Luego el dominio de la funcion B son los niimeros naturales menores que 40, es decir,
DomB=1{01,...,39)}

Busquemos el mdximo de B.
B =-30x+ 450
-30x+450=0
-30x=-450
x=(—450)/(-30) =15

Estudiemos el signo B” a la izquierda y derecha de 15, teniendo en cuenta el dominio de B
x | B

10 | =30.10+450=-300+450=150>0

20 | =30.20+450=-600+450=-150<0

A la izquierda de 15 B es creciente y a la derecha decreciente, en x = 15 hay un minimo relativo y como
el dominiode Bes {0, 1, ..., 39 }, el minimo es absoluto.

Finalmente, las respuestas a las cuestiones planteadas son:

Niimero de unidades que debe pedir,
50+5.15=125, debe pedir 125 unidades.

Precio de venta de cada unidad,
420 — 3.15 =355 debe vender cada unidad a 375€.
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EJERCICIO A

PROBLEMA 4. Sea f(x) = x’ + ax’ + b x + ¢. Hallar g, b, ¢ sabiendo que f alcanza un maximo es x = - 4 y un minimo en
x=0y quef(l)=1.

Solucion:
Mdximoen x= —4,f(-4)=0
Minimoen x=0, f(0)=0
Calculemos f'(x)=3x’ +2ax+b

Obtenemos las ecuaciones correspondientes a las tres condiciones que conocemos de la funcion f,
f(4)=0| 5 [ 3(4)+2a(-4)+b=0;| 48-8 a+b=0
£0)=0 | - 30°4+2a0+b=0; b=0
fil)=1 | 5| P+alP+bl+c=1;|1+a+b+c=1

Sustituyendo el valor de b obtenido en la 2° condicion en las otras dos tenemos el sistema,
48—-8a=0
{a +c=0
De la 19 ecuacion obtenemos el valorde a; 48 =8a,a =6

Sustituyendo en la 2 ecuacion 6 +c=0,c=-6

Los valores de los pardmetros son: a=6,b =0y ¢ =—6; la expresion de f serd fix)=x +6x’ -6
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EJERCICIO A

PROBLEMA 2. En una gran pradera se tiene que vallar una zona de 400 m’, que debe tener forma de rectdngulo. Cada
metro de valla cuesta 100 euros. Si x es la medida en metros de uno de sus lados, se pide:

a) Obtener razonadamente la funcién F tal que F(x) sea el coste de la valla, indicando entre qué valores puede variar x
(1,3 puntos).

b) Deducir razonadamente el valor de x para el que la funcién f(x) alcanza el valor minimo (2 puntos).

Solucion:

a) La zona a vallar es el rectdngulo: 'y

400 m’
X
. . . . 400
La relacion entre x ey viene dada por el drea del rectangulo, x.y =400 y=——
by

Para obtener el coste de la valla calculemos el perimetro de la zona,

P=2x+2y=2x+2@=2x+@ — f(x)=100(2x+@j=200x+80000
X X X X
Como x representa la longitud de un lado y la funcion anterior no se puede calcular para x = 0, obtenemos:

Dom f(x) = (O, +o0)

b) Estudiemos la monotonia de f(x)

£ = 200~ 800200
X
80000 s ) s
200 — =0 — 200x>-80000=0 — 200x>=80000 — x>—400 — x=14400 =+20
X

Como Dom f(x)=(0,+0) — x=20

Estudiamos el signo de f (x) a la izquierda y derecha de 20,
x| ED) o
80000 or lo tanto,
11200~ =200-80000 <0, (0, 20) f(x) es decreciente

3 800%0 —9200-50 >0 en (20, +x) f(x) es creciente

40| 200

Como en x = 20 f(x) pasa de decreciente a creciente, en x = 20 f{(x) tiene un minimo.

Parax =20 — y=@=20
20

Solucion: f(x) alcanza el valor minimo para x = 20, es decir, para una zona vallada cuadrada ( x = 20 e y = 20 ).



Matemiticas II Septiembre 2004
EJERCICIO A

PROBLEMA 3. Sea f(x) = x>+ mx (donde m es un pardmetro real) y f’(x) la funcién derivada de f(x). Se pide:
a) Hallar el valor del pardmetro m para que f(x) tenga un minimo relativo en x =-3/4 (1,5 puntos).
b) Para el valor de m calculado en a), determinar el drea de la region comprendida entre la curva y = f(x) y la recta de

ecuacion y ={7(x) (1,8 puntos).

Solucion:

Como f(x) es un polinomio de 2° grado en x, es una funcién continua y derivable en R .

a) Para que f(x) tenga un minimo relativo en x = -3/4 debe ser f1(-3/4)=0 y f"(-3/4)>0
fx)=2x+m f(x)=2
2(-34)+m=0 — -32+m=0 — m=3/2
Como f "(x) = 2 >0 (siempre), param = 3/2 la funcion f(x) tiene un minimo relativo en x = -3/4

b) Hay que calcular el drea de la region comprendida entre las funciones

f(x)=x2+%x y f’(x):2x+%
Estas dos funciones son continuas y derivables en todo R (son funciones polinomicas) por lo tanto podremos aplicar la

regla de Barrow para calcular el drea comprendida entre ellas.
Buscamos los puntos de corte entre las dos funciones, para ello resolvemos la ecuacion:

x2+%x=2x+% = 232 +3x=4x+3 = 2x2-x-3=0

x_1+5_§_§
x_—(—l)i\/(—1)2—4.2.(—3)_1iJ1+24_1is 1Ty T4
2.2 4 4 1-5 -4
xzz—:—:—l
4 4

Calculamos las ordenadas de los dos puntos de corte para realizar una representacion aproximada de las dos

funciones y del drea que queremos calcular.
Calculamos las ordenadas a partir de la ecuacion de la recta,

Paraxzé - y=2§+é=2
2 2 2 2

Parax=-1 — —2(—1)+§—_—1

g 22

2 2 2

-1 -1

% 3 3 7 x 3
A= J.(2x+5—(x2+—dex= J(—x2+—+—

3 2 3 2
{_(3/2) L G/2) +33}_{_(—1) &)

3 4 22 3 4
_-9,9.,9 1 1,3 -54+27+108-16-12+72_207-82 _125 ,
8§ 16 4 3 4 2 48 48 48
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EJERCICIO B

PROBLEMA 4.1. Determinar razonadamente la longitud del lado del cuadrado de drea minima cuyos vértices estdn
situados sobre los lados de otro cuadrado de lado 16 cm (3,3 puntos).

Solucion:
Grdficamente el problema a resolver es el siguiente,
Para el cdlculo de las dreas de los cuadrados podemos considerar que
X la del cuadrado inscrito es la del grande menos las dreas de cuatro
tridngulos rectdngulos cuyos catetos miden x y 16 — x.
Llamando A, al drea del cuadrado de lado 16 y A, a la del inscrito se
cumple,
A,=16" =256
16 - x AP=256—4x(16—x)/2=256—32x+2x2,x€[0,]6]

Buscaremos el valor de x para el que A, es minima.

16

Consideramos la funcion A,(x) =256 - 32 x + 2 X, x€[0,16]
Ay(x) estd definida como un polinomio de 2° grado y este polinomio es continuo y derivable en R, luego Ay(x) serd
continua y derivable en el intervalo [0,16].
Para encontrar los valores de x en que Ay(x) alcanza un minimo relativo resolvemos la ecuacion A, (x) = 0y buscamos
las soluciones que hagan A, (x) > 0
A, (x)=-32+4x

-32+4x=0 — 4x=32 — x=8(8€/[016])
A, (x)=4

A, (8)=4>0
Para x =8 Ay(x) tiene un minimo relativo, como A,(x) es un polinomio de 2° grado el minimo relativo coincide con el
minimo absoluto, por lo tanto, para x = 8 el cuadrado inscrito es de drea minima.

Busquemos ahora el valor del lado de este cuadrado,
para x =8 Ay8) =256-32.8+ 2 8% =256 — 256 + 128 = 128 que es el drea del cuadrado, luego el lado de este

cuadrado serd | de forma que = 128, es decir, | = V128 = 8\6

Conclusion: el lado del cuadrado pedido mide — 8,\[2 cm.
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EJERCICIO A

PROBLEMA 3. a) El perimetro de un sector circular de radio R es 4 m. ;Cudntos radianes & debe medir su dngulo
central para que su drea sea maxima? (1,8 puntos). (Nota: Perimetro =2 R + R @ ; Area=l2c R2)
b) El 4rea de otro sector circular es 1 m”. ;Para qué radio es minimo su perimetro? (1,5 puntos).

Solucion:

a) Como @ es el dngulo central de un sector circular, tomara valores entre 0y 27,
Conocemos P=2R+R
A=aR’
P =4y buscamos & para que el drea sea mdxima

4=2R+Ra — 4=R(2+a ) > R= 4
2+a
sustituyendo en la formula del drea,
2
A:l%:4 jzs g
2 2+« 2+a)
2
derivamos A’ =8 (2 * 0{) a %‘(2 +a) = simplificando por 2+ &) = SM =
2+a) 2+a)

2-a  16-8a

2+a) (2+a)

Para no calcular la segunda derivada de A, obtendremos el mdximo de A mediante el estudio de la monotonia de A,
16-8a=0 — a=2

Q+a)’=0 - 2+a=0 - a=-2

Como @ toma valores entre 0y 27, el estudio del signo de A’ lo hacemos en este intervalo,

+ —

n] 2 27

Por lo tanto para & = 2 hay un mdximo. El drea serd mdxima cuando & = 2 rds.

b) Como R es el radio de un sector circular R debe ser un niimero positivo.
Conocemos P=2R+R
A=1aR
A =1 y buscamos R para que el perimetro sea minimo

lor=1 5 aR?=2 5 0{=i2
2 R

P:2R+R%:2R+£
R R
, 2
P=u

2—%%:0-+ 2R*-2=0 — 2R’=2 — R’=1 — R=t%I

Como el radio no puede ser negativo, solucion R = 1
Estudiamos el signo de P,

| |
| [
0 1

Para R =1 el perimetro es minimo.
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EJERCICIO B

PROBLEMA 3. En el plano se tiene la curva y = x° + 2 x — 1. Encontrar razonadamente las ecuaciones de las rectas que
pasan por el punto (2, 3) y son tangentes a dicha curva (3,3 puntos).

Solucion:
La solucion grdfica del problema es: y

20
15

10

Las rectas que pasan por el punto (2, 3) tienen por ecuacion: y = m (x —2) + 3, siendo “m” la pendiente de la recta.
Para que estas rectas sean tangentes a la curva y = x> + 2 x— 1 deben tocarla en un iinico punto.

Estudiemos el corte entre la curva y la recta,

X+2x-I=m(xx-2)+3

C+2x—I=mx-2m+3
CH+2x—-mx —1+2m-3=0

C+2-mx+(2m-4)=0
Para que esta ecuacion de 2° grado tenga una iinica solucion, su discriminante debe ser cero, es decir:
2-mf-4.1.2m-4)=0

4-4dm+m -8m+16=0
m —12m+20=0

12+8
o —(-12)+4/(-12)° —4.1.20  12++/144-80 12464 1248 | 2 =10
2.1 2 2 2 12-8_,
2

Hay dos rectas tangentes:
para m=10, y=10(x-2)+3; y=10x-17

para m=2, y=2x-2)+3, y=2x-1
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EJERCICIO B

PROBLEMA 4.1. El trazado de dos canales navegables en un mapa discurre segun las rectas y=x e y=-x. Dos lanchas
motoras, A y B, salen al mismo tiempo de puntos situados sobre cada uno de los canales a distancias de 20 y 15 km,
respectivamente, del punto P de confluencia de ambos. La lancha A se dirige a P con una velocidad de 30 km/h y la
lancha B se dirige a ese mismo punto con velocidad 60 km/h. Se considera despreciable la anchura de los canales y la
longitud de las lanchas y se pide calcular:

a) La distancia entre las lanchas en funcién del tiempo desde que inician su recorrido (2,3 puntos).
b) La distancia minima a la que pueden estar las lanchas (I punto).
Solucion:

La representacion grdfica del problema es:
20
¥

15

B 10

=20

El punto A puede estar en el primer o tercer cuadrante; el B en el segundo o cuarto. Como los canales son
perpendiculares, independientemente del cuadrante en que estén la solucion se obtiene a partir de los mismos cdlculos.

Como las rectas y =x e y = —x son perpendiculares los segmentos PA y PB son perpendiculares, por lo tanto

d(A,B)=PA" +PB"

Como la lancha A se dirige al punto P a 30 km/h PA(t) = 20 - 30t
Como la lancha B se dirige al punto P a 60 km/h PB(t) = 1560t

a)
d(A,B)(t) =\/(20—30t)2 +(15-60¢) =\/400—1200t+900t2 +225-18007 +3600 > =

= /4500 £ =3000 £ + 625

Por construccion el dominio de esta funcion debe ser R* . Vamos a comprobarlo,
4500 1> —3000 ¢ +625 >0

Re solvemos,
4500 1> —3000¢ +625=0

. 3000+ \/ 9000000—-4.4500.625 3000+ 79000000 — 11250000 _ 3000+ +/-2250000

9000 9000 , 9000
La ecuacion no tiene soluciones reales, como el coeficiente de t° es positivo el polinomio de 2° grado siempre es

positivo.

b) Busquemos el minimo de la funcion anterior,
90007 —3000
2,/450072 - 30007 + 625

Estudiemos el signo de la derivada. Ya sabemos que el denominador es positivo, solo necesitamos estudiar el signo del
denominador,

d’(A,B)(¢) =

3000 1

9000 3
Para t< 1/3 d"<0; parat> 1/3 d”>0. Ent = 1/3 hay un minimo relativo.

Como la funcion pasa de decreciente (d’<0) a creciente (d>0), el minimo relativo es el absoluto.

90007 —3000=0 — 90007 = 3000 — ¢



2
d(A,B)(%) = \/4500(%] - 3000%+ 625 =+/500—1000 + 625 =+/125 =545 = 11180

La distancia minima a la que pueden estar las lanchas es de V5 Km. que aproximadamente son 117180 Km.
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EJERCICIO A

PROBLEMA 3. Dadas las funciones f (x) = X¥-3x+8 vy g(x) = — 3 x, se pide:

a) Calcular el maximo absoluto de la funcién f (x) en el intervalo [ -3 ,0 ] (1 punto).

b) Calcular el punto de corte de la curva y = f{x) y larectay = g(x) (1 punto).

¢) Obtener el drea del recinto limitado por la curvay = f{x) y las rectas y = g(x), x=—3 y x =0 (1,3 puntos).

Solucion:

a) Mdximo absoluto de f(x) en el intervalo [ -3, 0 ]
Como f{(x) es una funcion polinémica, es una funcion continua. El mdximo absoluto de una funcion continua en un
intervalo cerrado se alcanza e un extremo local de la funcion o en los extremos del intervalo.

Calculemos los extremos locales de la funcion,

flx)=3x-3
3¥%-3=0; 3x¥=3; ¥=1; x=4=I
fx)=6x
f(-1)=-6<0 luego enx = — I hay un mdximo local.

f(1)=6>0 luegoenx = 1 hay un minimo local.
Como — I pertenece al intervalo [ — 3, 0] f(x) alcanza un mdximo local en este intervalo.
fi-l)=(-1-3.(-1)+8=-1+3+8=12

f-3)=(-3"-3.(-3)+8=-27+9+8=-10
f0)=0°-3.0+8= 8

Luego f(x) alcanza su mdximo absoluto en el intervalo [ —3, 0 ] en el punto (—1,12)

b) Corte entre f(x)y g(x)

¥©-3x+8=-3x
©+8=0
x¥=-8
x=3-8=-2

Para x=-2, g(-2)=-3(-2)=6
El punto de corte entre fix)y g(x)es (—2,6).

¢) Area limitada pory=flx),y=g(x),x=-3,x=0
De los cdlculos de los apartados anteriores podemos realizar una representacion grdfica de las funciones que limitan
el drea a calcular,

10

y=9(x) y=F(x)

= =1

x=-3 =0

-5

Calculamos este drea de la siguiente forma,



A= J30 - -3x+g)lic+ [ [ -3x+8)— (Bl = -3x—x 4 3x—8li+ [ v ~3x+8-+ 3xax =

[l sk [ [ +s]dx{‘x4 -er *{Tg} i

4 -3

(-2 o ) [ o* (D )
_( R 2)J ( TR 3))+(4+8.Oj ( L 2))

(16 1 ) (78, 0y )0 (16| _T16+64 —BI+96 16-64 48 15 —d48
e 2 4 4 4 4 4 4 4

_48-15+48 81,
4 4

El drea pedida mide 20725 u. a.
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EJERCICIO B

PROBLEMA 3.
a) Obtener la derivada de la funcién f{x) = ax + b + sen x (0,5 puntos). Calcular a y b si O = (0, 0) es un
punto de la curva y = ax + b + sen x , cuya recta tangente en O = (0, 0) es el eje OX (1,8 puntos).

b) Justificar que la funcién  g(x) = —2 x+sen x se anula en dos puntos del intervalo [0,x] (0,5 puntos).
T

¢) Calcular esos dos puntos (0,5 puntos).

Solucion:
a) f(x)=a+cosx

Calculo de a y b con las condiciones dadas

(0,0 )espuntodelacurva — O0=a.0+b+sen0 — 0=b+0 — b=0

la recta tangente a la curvaen (0,0 )eseleje OX — f(0)=0 — a+cos0=0 — a+1=0 — a=-1
Porlotanto,a=-1 y b=20

b)
2 . . .
g(x)=—=x+sen x Intentaremos aplicar el Teorema de Bolzano. Debemos buscar intervalos en que la funcion
T
g(x) tome valores de distinto signo en los extremos.

g(0)= —20+ sen0=0
T

g z =—££+sen£=—l+1=0
2 T2 2

Ya hemos encontrado dos puntos del intervalo [ 0, & | en los que se anula g(x).

c) Los puntos del intervalo [ 0, r | en los que se anula g(x) son  (0,0) y (%, Oj
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EJERCICIO B

PROBLEMA 4.

Dos postes de 3m y 4 m se hallan clavados verticalmente en el suelo. Sus bases distan 5 m y, en el segmento que las une,
hay un punto P que dista x metros de la base del poste mas bajo. El extremo superior de cada poste se une con P mediante
un segmento rectilineo de cable. Se pide:

a) Obtener la expresion f{x) de la longitud total de cable utilizado en ambos segmentos (1,8 puntos).

b) Demostrar que esa longitud total de cable es minima cuando son iguales los valores absolutos de las pendientes de los
dos segmentos considerados (1 punto). Calcular esa longitud minima (0,5 puntos).

Solucion:
Grdficamente el problema es,

a) f(x) = longitud el cable.

=3+ =9+

I, =4 +(5-x7 =16+(5-x)

En el tridngulo rectdngulo PAB,

En el tridangulo rectdngulo PCD,

— 2 2
La longitud del cable serd: fx)= \/9 X+ \/16 +(-x)

b) Llamamos m; a la pendiente del cable [; y m; a la pendiente del cable 1,

|m1|= —|=—  yaque x>0
-Xx| x
4 4

m,| = =—— vyaque 5S—x>0
| 2| 5-x| 5-x yad
Veamos cuando son iguales estos valores absolutos de las pendientes,
é 4
x S5—x
15-3x=4x
15=4x+3x
15=7x

15
xX=—

7
Calculemos el minimo de f{(x)

, 2x -2(5—x X 5—x

Norx 2J16+G-x° ot JI6+G-»°



x G —-x)
NO+x7 (16 +(5-x)
x 5—-x)
Vorx®  J16+(5-x)?
elevando al cuadrado,
X _ (5-x)*
9+x> 16+(5-x)
26+ G-x2]=0+ 2 )5-x
16X +x°(5—x)> =9(5-x)" + x*(5—x)°
16x* =9(5 - x)*
16x> =9(25-10x + )
16x% =225 -90x +9x°
7x* +90x—225=0

=0 — =0

(*)

—-90+120 _30 _15
x—_90i*/902_4'7'(_225) _ —90%,/14400 —-90+120 _ 14 14 7
2.7 14 14 -90-120 -210 _

14 14

-15

debemos comprobar si son soluciones de la ecuacion inicial (*)
x=-15
-15 _ 5—(-15)
JO+(=157  16+(5-(-15)
=15 _ 20
V234 164202
-5 _ 20

V234 416

evidentemente un niimero negativo no puede ser igual a uno positivo, luego x = — 15 no es solucion

15 s 15
7 _ 7

J:(ff el

35-15
_ 7

225 35-15Y
9+——
\/ 49 \/]64_( 7 j

15 20

7 7

225 20 2
9+ — <Y
\/ 49 \/]6+[7j




7 7 7 7 15 _ 2 Is _ 20 5 S
666 [1184 Jo66 1184 J666 1184 ENZRNZ V74 74
49\ 49 7 7

luego x= - es solucion

. . 15 .. . . . . . s
Para determinar si x=-—= es minimo o mdximo relativo, estudiamos el signo de f(x) alrededor de él

v X (5-x)
/e Vo+x® |16+ (5-x)

x| f@) N P

0 G5-0) 5 :
0 - =— <0 5
Vo+0* 16+(5-07°  16+25 5
5 (5-5) 5
5 — = >0
V9+5°  J164+(5-5)7 ~9+25

15 L. .
Porlo tantoen x=-= hay un minimo relativo.

Hemos demostrado que longitud total de cable es minima cuando son iguales los valores absolutos de las pendientes
de los dos segmentos considerados
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PROBLEMA A.3. Dadas las funciones f(x)=x y g(x)=2x"—x, se pide:
a) Obtener razonadamente los puntos de interseccion A y B de las curvas y = f(x) e
y = g(x). (3 puntos)
b) Demostrar que f(x)>g(x) cuando x >0. (3 puntos)
c) Calcular razonadamente el area de la superficie limitada por las dos curvas entre los
puntos A y B. (4 puntos)

Solucion:
a) Puntos de interseccion entre y = f(x) e y = g(x)
Debemos resolver la siguiente ecuacion:
X =2x—x
X -2 +x=0
x=0
x’-2x+41=0 — (x-1)=0 = x-1=0 — x=1
Parax=0, fil0)=0°=0 — (0,0)
Parax=1, fll)=1"=1 — (1,1)

x(x*-2x+1)=0 <

Los puntos de interseccion buscados son: A=(0,0) v B=(1,1)

b) fix) = g(x)
Veamos cuando se cumple esta desigualdad.
X >2x—x
X = 2x+x>0
Segtin hemos obtenido en el apartado anterior: X -2 +x=x(x-1)
Como (x—1)* es siempre positivo, por estar elevado al cuadrado, el signo del primer miembro de la
desigualdad depende del de x.
Luego parax >0 se cumple que X’ — 2x* +x>0 y porlo tanto f(x)> g(x). c.q.d.

c) Representemos grdficamente las dos curvas.
Por lo resuelto en el apartado a) conocemos los puntos de corte entre ambas, A =(0,0) y B=(1,1).

2
y=2x"—-x
Es una pardbola. Buscamos sus puntos de corte con los ejes coordenados y su vértice.
x=0 — y=20"-0=0 — (0,0)
x=0 (0,0)

y=0 — 2x’-x=0 — x(2x-D=0 — 1
2x—1=0 — 2x=1 — x=5 —,0

2
Vértice xz;bzﬂzé N yzz(ij _izzi_i:i_i:__] (1 __]j

2a 2.2 4 4 16 4 8§ 4 8 4’8
y=x
La representamos a partir de una tabla de valores,
x |y=x
-1 | -1
0|0
1 |1




La representacion grdfica serd:

0.5

El cdlculo del drea pedida serd mediante la siguiente integral definida:

_E(x3 — (2)62 — x))dx = ﬂ()ﬁ —2xr + x)dx — [XT: _2x +

3

-1

X

2

El drea de la superficie limitada por las dos curvas mide i u.d.
12

El drea a calcular es:

0.5
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PROBLEMA B.3. Dos elementos de un escudo son una circunferencia y un tridngulo. La
circunferencia tiene centro (0,0) y radio 5. Uno de los vértices del tridngulo es el punto
A=(-5,0). Los otros dos vértices del tridngulo son los puntos de la circunferencia B=(X,y) y
C=(x,—y). Se pide obtener razonadamente:

a) El area del tridngulo en funcidn de x. (3 puntos)

b) Los vértices B y C para los que es maxima el drea del tridngulo. (5 puntos)

c) El valor maximo del area del tridngulo. (2 puntos)

Solucion:
Grdficamente el problema es:

C(x,~y)

a) Area del tridngulo
Por construccion es un tridangulo isosceles, por lo que podemos calcular su drea fdacilmente.

Akl

2
siendo b=2y, h=5+x (siendo —5<x<J5; six= —5 seria un puntoy si x =5 una recta)
Debemos encontrar el valor de y en funcion de x. By C son puntos de la circunferencia, obtengamos su
ecuacion.
Es una circunferencia de centro (0,0 ) y radio5 — (x—-0 )2 +(y-0 )2 =5
Despejemos y:

y2 =25-x°

y=1425-x"
Luego b=2y=225-x"

El drea del triangulo serd  A(x) =

o X +y' =25

2
WEZLOHD 54y o5
siendo —5<x<25.
b) Mdximo de A(x)
AX)=(G+x)V25-x>  y DomA=[-5,5]

A =25 — a2 4+ (542X o5z 2O
2425 -x° 25—x°

A(x)=0



25— 2 —M:O
N25-x2

25—x?=5x—x*=0
25-2x*=5x=0

~5+.52—4.2.(-25) —5+25+200 -5+25+200

2x° +5x=-25=0 — «x=

2.2 - 4 - 4
~5+15 10 5
544225 —5+15 | 4 T4 2
4 4 \=5-15_-20
4 4

Estudiemos el signo de A’ para determinar mdximos y minimos. Considerando el dominio de A(x) y las
soluciones de A (x) =0, hay que estudiar A~ en los siguientes intervalos,

-b 5/2 5

x| A
0 \/25—02—%=5>0
25-0

4| 254 20D _ ———3—3—36—3 12=-9<0

Jos—42 A9

Es decir que,

-5 5/2 5

Luego la funcion A(x) alcanza su mdximo relativo en x = 5/2, como ademds A(x) es creciente a la
izquierda de 5/2 'y decreciente a la derecha, el mdximo relativo es absoluto.
Por lo que el drea del tridngulo es mdxima para x = 5/2.

Obtengamos los vértices B 'y C. Como estos vértices son simétricos respecto del eje OY, solo obtendremos
el valor positivo de y.

Para x—— — y=,25- \/5——: 100_25: E:ﬂ
4 4 2

Luego el drea del triangulo es mdxima cuando los vértices B 'y C son:
5 5V3 5 -5V3
=|—,— y C=|= ,—
22 2 2

c) El valor mdximo del drea del tridngulo, segiin lo calculado en el apartado anterior, serd:

2
Ao 3 s3] 5387 s

2 2 2
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PROBLEMA B.3. Un coche recorre el arco de parabola I' de ecuacion 2y = 36 —x°, variando la x
de —6 a 6. Se representa por f{x) a la distancia del punto (0,9 ) al punto (x,y ) del arco I’
donde esta situado el coche. Se pide obtener razonadamente:

a) Laexpresionde f(x) . (2 puntos)

b) Los puntos del arco I' donde la distancia f(x) tiene minimos relativos. (2 puntos)

c) Los valores méximo y minimo de la distancia f(x). (2 puntos)

d) El area de la superficie limitada por el arco de parabola I y el segmento rectilineo que une los
puntos (—6,0) y (6,0). (4 puntos)

Solucion:
Veamos la representacion grdfica del problema.
Representemos la pardbola 2y = 36 — x°

_36-x’

-2

x=0 — y=18
36-x"
o=
36-x"=0
36 =x°
x=1J36 =46

Como los puntos de corte con el eje OX
son simétricos respecto del (0,0),
el vértice de la parabola esta en x =

y

y=0 — 0

Elpunto Aesel (0,9) y el B uno
cualquiera de la pardbola.

36 —x’
2

d((0,9),(x,36;x2n=\/(O—x)2+(9—36;x2f :\/x2+(18—326+x2f _

_\/x2+(x2—18]2 \/x2+x4—36x2+324 _\/4x2+x4—36x2+324 _\/x4—32x2+324 Wx' =325 4324
4 1 1 2

a) fix) =d ((0,9), (xy)) siendo (x,y) un punto del arco de pardbola 1", luego y =

f(x)=d((0,9).(x, 7))

4 _ 2
Luego f(x)=\/x 32; 324 xe[—6,6]

Veamos como es el radicando, x* —32x +324=(x’)—=2.16. X’ + 16>+ 68 = (X’ - 16 ) + 68
Por lo tanto x* —32x7 + 324 es Siempre positivo.



b) Para buscar los minimos relativos de f(x) estudiemos la monotonia de f(x). Debemos estudiar el digno de f"(x).

, 1 4x° —64x 4x3 —64x x*—16x
f(x):_ 4 2 - 4 2 - 4 2
2 200x"—32x2 4324 4lx'=32x7+324 x'—32x2+324
- x=0
f(x)=0 — Y IOy v i6x=0 - x(x’—16)=0 ) ;
Vx' —32x7 + 324 x’=16=0; x’=16; x=14

Debemos estudiar el signo de f’(x) en los siguientes intervalos,

-6 -4 0 4 6

En  f'(x) el denominador es la raiz cuadrada de una expresion que siempre es positiva (visto en el apartado
anterior), luego no aporta signo a f'(x); por lo tanto el signo de f(x) sélo depende del numerador, x> — 16 x,
polinomio de tercer grado con tres raices reales (0, — 4 y 4 ), esto quiere decir que en los intervalos indicados el
signo del polinomio va alternando.

Veamos su signo, por ejemplo, para x = 1

x=1 — I'-16.1=1-16=-15<0

luego:

- + — +

s -4 0 4 &

v la monotonia sera:

N SN )/

[I} 4 6

Es decir que f{(x) tiene dos minimos relativosen x =—4 y en x = 4.
Y los puntos del arco T correspondientes son:

_36-(-4) 36-16 _
YT T T
_36-4° 36-16 _
==,

10

x=—4 -

10

x=4 -

Finalmente, los puntos del arco 1 donde la distancia f{x) tiene minimos relativos son (—4,10) y (4, 10)

¢) Valores maximo y minimo de f{(x).
Segun lo estudiado en el apartado anterior f(x) cumple, en relacion a su crecimiento y decrecimiento,

N N

Ademas, f(x) es una funcion continua definida en un intervalo cerrado. Luego sus extremos absolutos se alcanzardn
en los extremos relativos o en los extremos del intervalo. Veamoslo:

—4) =32.(-4)° +32
V4 -3 2( 4y +324 _ Jgs _ 2\2/_17 ST~ 41231

x=—4 = f(-4)=
Minimos relativos de f(x):

V4 -32.4° 4324 _Jes 2417
=4 > f(4)= = = =17 ~ 41231
x S4) > > 5
0°-32.0°+324

Maximo relativo de f(x): x=—0 — f(0)= \/ 5 = 5’224 = g =9

(b o )= V(=6)' =32.(=6)' +324 _J468 _2\117 _JTT7 = 108167
Extremos el intervalo: 2 2 2

s f(4):\/6"—32.62+324 468 _2N1T _ oo

2 2 2

Y finalmente, el valor maximo de f(x) es N'117 y el minimo es 17 .



d) El area a calcular es:

Este area la calculamos mediante la siguiente integral definida:

6
j‘£36_ledx=i6.(36—x2)dx=i{36x—x—3} =
2 31,

SU2 2%

i 3 A3
U 36.6-5|=] 36.(-6)- || =

2| 3 3
1516216 4 516 20| 1 435 #32]
20 3 3] 2 3
_11296-432_ 1864 _,

2 3 2 3

El drea pedida mide 144 1.
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PROBLEMA A.3. Se definen las funciones f y g por fix)=—x"+2x y g(x)=x".
Obtener razonadamente:

a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de cada una de esas dos funciones.

(2 puntos).

b) El maximo relativo de la funcién f{x) = — X +2x y el minimo relativo de g(x) = X
(2 puntos).

c) Los puntos de interseccion de las curvas y = — X 4+2x e y = . (2 puntos).

d) El area encerrada entre las curvas y = — L+2x e y = x°, donde en ambas curvas la

x varfaentre 0 y 1. (4 puntos).

Solucion:

fix) y g(x) son funciones polinomicas, por lo que su dominio es R.
a)fix) = — X +2x
fx)=-2x+2
-2x+2>0;, -2x>-2; x<|1
Por lo tanto: f(x) es creciente en (—, 1 ) ydecrecienteen (1, + )

g(x)=x’

g(x)=2x

2x>0; x>0

Por lo tanto g(x) es creciente en (0, + o ) ydecreciente en (— o, (0 )

b) De lo obtenido en el apartado anterior:

De f(x) sabemos: / \\

! luego f(x) tiene un mdximo relativo en x = 1
I
1

Parax=1, flI)=-1"+2.1=-1+2=1

f(x) tiene un maximo relativoen (1,1 )

De g(x) sabemos: \ /

Para x=0, g(0)=0°=0

luego g(x) tiene un minimo relativo en x = 0

g(x) tiene un minimo relativoen (0,0 )

¢) Resolvemos la ecuacion: X +2x=x; -2xX+2x=0; 2x(—-x+1)=0;
2x=0 — x=0
<—x+1=0 - x=1
Para x=0, g(0)=0°=0
x=1gl)=1=1

Los puntos de corte entre las dos curvas indicadas son: (0,0) y (1,1)



d) Para calcular el drea pedida representamos las dos curvas indicadas.
De lo estudiado en los apartados anteriores de las curvas y = f(x) e y = g(x) conocemos: los puntos de
corte entre ambas y sus extremos relativos, grdficamente:

yufix)

f ¥
Del enunciado del problema, de la representacion grdfica anterior sélo debemos considerar las funciones
para valores de x entre 0y 1. El drea a calcular es la sombreada. Y el cdlculo de esta drea es:

[(re-g)de=[ (- +20-x)dx = (-2 +2x)dx{—27x3+x2} _

3 3
(2.8 p) (200 )2, 1
3 3 3 3

El drea pedida mide é u.a.
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Problema 3.2. Sea la funcién con dominio los niimeros reales no nulos  f(x) = i
X

a) Calcular la ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 2.
(1.8 puntos).

b) Determinar los puntos M y N de la grafica de f(x) para los que las rectas tangentes a la grafica en M y N se cortan en el
punto (4 ,-8). (1.5 puntos).

Solucion:
a) Recta tangente a f{x) en x = 2

x=2 - f(2):%:2 —  punto (2,2)
-4 -4

FW="3 = m=f@="r=-1

la ecuacion de la recta tangente pedida serd: y—2=-1(x—-2)
y-2=—-x+2

y=-x+4

Recta normal a fix) en x =2

punto (2,2)

pendiente m’, siendo m’=-1/m; luegom” =—1/(-1)=1

la ecuacion de la recta normal pedida serd: y—-2=1(x-2); y=x

b) Buscamos dos rectas tangentes a f(x) que pasan por el punto (4, — 8 ), de ellas conocemos:
punto: (4,-8)

—4

pendiente: m= f’(x)=—-
X

La ecuacion de las rectas buscadas serd:
-4

y+8=—(x-4)
X

como las rectas pasan por puntos de la funcion f(x), pasan por un punto de coordenadas
4
X,—
X

luego i+8 =_—:l(x—4)
x x

4+8x —4x+16

2
X X

4x* +8x° = —4x* +16x
8x* +8x*—16x=0
8x=0 — x=0

8x(x2+x—2)=0

_—1+41+48 143 _<x=1

X’ +x-2=0 — x=
2 2

la solucion x = 0 no es vdlida ya que el dominio de f(x) son los niimeros reales no nulos.
Por lo que M y N son puntos de la funcion f(x) con abcisas —2 y 1, es decir,

x=-2

4
x==2 - y=—=-2
i

x=1 - y=%=4

Los puntos pedidos seran M(-2,-2) y N(1,4).
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Problema 4.2. El borde de un estanque estd formado por el arco de curvay = 4 —x” de extremos (— 2, 0) y (2,0) y el
segmento rectilineo que une estos dos puntos. Un surtidor estd situado en el punto de coordenadas (0,2) . Se pide:

a) Determinar, razonadamente, el punto del segmento rectilineo del borde del estanque que estd mas préximo del surtidor.
(0,8 puntos).

b) Determinar, razonadamente, los puntos del arco de curva del borde del estanque que estdn mds proximos del surtidor.
(1,6 puntos).

c) ;Cuales son los puntos del borde del estanque mas préximos al surtidor? (0,9 puntos).

Solucion:

La representacion grdfica del estanque es:

-2 2

a)
El punto del segmento rectilineo mds cercano al surtidor, punto S(0,2), es el (0,0) ya que la distancia del surtidor a
este punto es 2 'y a cualquier otro punto del segmento rectilineo seria:
d(S.(d.0)=+/(d—0)> +(0-2) =Jd* +4 ,de[-22]yd 20
como & > 0, entonces 4 + d* > 4
como tanto 4 + d* como 4 son positivos se cumple que

Va+d> >4 — a+d>>2

es decir, d( S,(d,0) ) > d( S, (0,0) ).

b)

Las coordenadas de cualquier punto del arco de curva son ( x, 4 — X ) 0.2

-2

d(S.P)=[(x=0)* +(4—x> —2)> =[x’ +(2—x*)’
d(S,P) serd minima cuando d = xX* + (2 — X’ )’ sea minima, calculemos el minimo de esta iiltima funcion.
d=2x+22-x)(-2x)=2x-8x+4x3=4x-6x

2x=0 - x=0

2x*=3=0 > x2=E - )czi\/E
2 2

Para ver para cudles de los anteriores valores la funcion d es minima calculemos su segunda derivada,
. 2
d"=12x -6
. 2 )
parax=0, d”"=12.0 -6 = -6 <0, mdximo

4x —6x=0; 2x(2x*-3)=0



2
pamxz\/E al”=12\/E —6=12§—6=18—6=12>0 minimo
2 2 2
2
3 . 3 3 ..
para x =— 5 d’=12| - 5 —6:125—6:18—6=12>O minimo

Tenemos las abcisas de los puntos buscados, calculemos sus ordenadas,

2
":F poa | ] 24 325
2 2 2 2
3 3) 35
2 2 2 2

Por lo tanto los puntos del arco de curva del borde el estanque que estdn mds proximos al surtidor son:
3 5 3 5
—_— . p— y —_— p— . —_—
2 2 2 2
c)

En los apartados anteriores hemos obtenido los puntos mds cercanos al surtidor del borde rectilineo y del curvo, estos
puntos son

3 5 3 5
(O’O)’(\E’Ej ! ( z’zj

El surtidor estd en el punto (0,2), calculemos la distancia del surtidor a cada uno de los puntos anteriores.

Segiin obtuvimos en el apartado a), d; = d(S, (0,0) ) =2
Segiin obtuvimos en el apartado b), los puntos del arco de curva distan del surtidor

d(S,P) =X +(2—x°)

R S SRR RS
2°2 2 2 2 2 2 \2 2 4 N4 2

s BT - - -
2°2 2 2 2 2 2 4 V4 2

3 5 3 5
Por lo que los puntos del borde del estanque mds proximos al surtidor son: (\/; E] y [ E , EJ
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Problema 4.1. Un moévil se mueve con velocidad constante de 2m/s, en el primer cuadrante, sobre la recta x = 1,
partiendo del punto M = (1,0) situado a 1 m del origen. Se pide obtener razonadamente:
a) Las coordenadas del punto M(t) donde estd situado el mévil después de t segundos. (I punto).

b) La funcién m(t) igual a la pendiente de la recta que pasa por el punto O = (0,0) y por el punto M(t). (1,3 puntos).
c¢) Laderivada de la funcién m(t). (/ punto).

Solucion:
a)
M(t) es el punto en que estd situado el movil al cabo de t segundos.
Como el movil se mueve a una velocidad constante de 2m/s, al cabo de
t segundos habrd recorrido 2 t m;
2t -+ +(1,21) e=vt
e=2t
LuegoM(t)=(1,21)
v=2mls
Im
M
b)
{ 1 21 ) La pendiente de la recta que pasa por los puntos (0,0) y (1,2t) es
t
2t
m=—=2t
1
2t Luegom(t) =2t
1

c) Comom(t) =21t entonces m7t) =2
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Problema 4.2. En un terreno con forma de semicirculo de radio \/% metros, se dibuja un rectingulo que tiene dos
vértices sobre la semicircunferencia del perimetro del terreno. Los otros dos vértices del rectingulo estdn sobre el
segmento rectilineo de dicho perimetro y distan x metros. Obtener razonadamente:

a) El area del rectangulo en funcién de x. (1,3 puntos).

b) El valorde x para el que es maxima el drea del rectangulo. (2 puntos).

Solucion:
a) Del enunciado del problema obtenemos que la representacion grdfica de este es:

[F=! \J‘50 m

Situando este grdfico en unos ejes cuyo origen de coordenadas sea el centro desde el que se traza el semicirculo:

_b r:\@m a

Vamos a comprobar que los vértices del rectdngulo tienen por abcisa -x/2 y x/2.

Sean a y b dos niimeros positivos y los vértices del rectdangulo situados sobre el segmento rectilineo que tengan de

coordenadas ( —b,0) vy (a,0).
Calculemos las coordenadas de los vértices que estdn sobre la semicircunferencia.

La ecuacion de una circunferencia es ¢ + 132 =2

En este caso particular,
o+ =(50f = o*+p=50
Las ordenadas de los vértices del rectdngulo sobre la semicircunferencia serdn,
Para a=a a*+ > =50
B> =50-a’
p=%I50-a*
Ahora bien, como el vértice que estamos calculando estd sobre el eje X, [ > 0, luego
B=V50-a"
Para oa=-b (-b) + B*=50
b*>+ B> =50

B=50-b

Pero los vértices del rectdngulo sobre la semicircunferencia deben tener la misma ordenada, por lo que:



V50— a2 =+/50-b?
50—a® =50—b>
_a2 :_bZ

a’=b" — a=1b

Por la eleccion que hemos hecho de a y b (ambos positivos), obtenemos que a = b.

Tendiendo en cuenta que q+b=x — a+a=x — 2a=x — al:z
2

Por lo que la ordenada de los vértices que estdn sobre la semicircunferencia serd:

2 2 2 2
e 50_&) =\/50—x—=\/200 X _200-x

4 4 2

La situacion final del grdfico es,

( V200-% )

| =
N

r=\50 m %
El drea del rectdngulo serd
V200—x7  xy/200— x°
2 2

Veamos los valores que puede tomar x. Por definicion x es una distancia entre dos puntos, luego x > 0. Ademds,
puesto que el rectdangulo estd construido dentro de una semicircunferencia, se cumplird que

%s\/% s x<2J50.  Luego 0<x<2J50 (= 0<x<1414)

Ax)=x

b) ;x/ drea es mdxima?

200—x*—x*=0
2 2 2 200 2
200-2x =0 — 200=2x" — «x =7 - x'=100 — x==%£10

Como los valores de x deben ser mayores o iguales que cero, solo sirve la solucion x = 10.
Veamos ahora si para este valor de x A(x) tiene un mdximo, para ello estudiamos el signo de A’ en los siguientes
intervalos,



1 2 1 4 1
2 [ =[4200-22 -——=— |=—| V196 ——— :—(14——j:6’85...>0
2( \/200—22j 2( 6) 2 14

1 12°
12 | =| ¥200-122 _—J:
2[ N200-122

Marcando estos resultados en el intervalo anterior, | | |
| |

|
0 10 250

Luego en x = 10 hay un mdximo relativo que es el absoluto de la funcién A(x) ya que, en su dominio de definicion, a
la izquierda de 10 A(x) es creciente y a la derecha decreciente.

Finalmente, el drea del rectdngulo es mdxima para x = 10 m.
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Problema 3.2. Dada la funcidn real f(x) =

el se pide calcular razonadamente:
+ X

a) Las derivadas primera y segunda de la funcion f (x). (0,8 puntos).
b) Los puntos de inflexion de la curvay = f (x). (I punto).
c) La pendiente mixima de las rectas tangentes a la curvay =f (x) . (1,5 puntos).

Solucion:
a)fix) y f(x)
fly=r—n =20
(1+x )2 (Z+x )2

=10 (1+x°) —(=16x) 2 (1+ x*) 2x _(Simplificando entreJ =16 (1+x°)-(-16x)2 2x _
(7+x*) (I+x%) (7+x2)
—16-16X +64x> _48x° —16  16(3x° - 1)

- (]+x2)] - (]+x2)3 - (]+x2)]

b) Puntos de inflexion de y = f(x).
y= 8
1+x°
Veamos el dominio de esta funcion, 1 + = 0; x°=-—1; sin soluciones reales, luego Domy = R
Para calcular los puntos de inflexion estudiemos el signo de y””

2

,  16(3x* -1
Del apartado anterior sabemos que y = M
(1 +x° )3
Busquemos las raices del numerador y denominador,
16(3X°-1)=0; 3x°-1=0; 3x°=1; ¥*=1/3; x=+ 1 :J_rizi_3
3 3 3

(1+ X )3 =0; 1+x° =0; sinsoluciones reales (visto anteriormente)

| |

Representando las soluciones obtenidas en la recta real: l l
B B

3 3

En y” el denominador es (1 + ), pero 1 + X siempre es positivo, luego ( 1 + x* ) también, por lo que

el signo de y”~ solo depende del numerador.

El numerador es 16 ( 3 x* — 1 ), como 16 es positivo solo debemos estudiar el signo de 3 X -1, que

grdficamente es una pardbola con coeficiente de x° positivo.

El signode y~~ es:

B3
3

43
E)

Para los valores de x en que cambia de signo la segunda derivada hay punto de inflexion. Por lo que hay
dos puntos de inflexion,



-3 8 8§ 8 7
Para XxX=— —> y: 2: 3:E:—:
(—ﬁ} 140 2 12

1+ —— ) 9

3

V3 8 8§ 8 7
Para x=— — y= > = 3:E:_=6

3 [\/5 1+ 2 12

Iy 9 9

Los puntos de inflexion son (% , 6) y (? , 6)

c) La pendiente mdxima de las rectas tangentes a y = f(x).
La pendiente de las rectas tangentes a y = f(x) es [f(x), buscamos el mdximo de f1(x).
Para ello debemos estudiar el signo de f”(x), realizado en el apartado anterior

SN\ N-

45 5

3 3

El mdximo relativo se alcanza en

_ 16[—;5} 1683 1643 1643

3 3 __ 3

2)? 3\ 12y 144
1+(_;/§J (1 +9j (9) 81
81.16 3 4733
144.3 4733

Veamos si este mdximo relativo es el absoluto. Para ello vamos a representar grdficamente la funcion

g = () =(_1—6x

1+x2)2

3 3

)

Dom g(x) =R
(1+ ¥ )2 =0;, [+ ¥ = 0; sin soluciones reales
Puntos de corte con los ejes coordenados
x=0 — y=0
—l6x _ 0 — —16x=0 — x=0f (00) unico puntode corte
(1 +x’ )2

y=0

Asintotas
Asintota vertical, como el domino de la funcion es R, no hay

Asintota horizontal,
lim ——0%_ :[sz lim ~28% = 1w 10—

Y—=-e ] 4 2 ) x——oo )C4 X ——oo )C3
( x ) Luego y = 0 es la asintota horizontal
3 —16x oo . —16x . —16
lim ————=|—|= lim ——= lim —-=0
X —>+oo (1+x2) [o%e) x>+ x X >ty

Asintota oblicua,



Como g(x) es un cociente de dos polinomios, para que tenga asintota oblicua debe cumplirse que
grd(niim) — grd(deno) = 1, pero lo que ocurre es que 1 —4 = -3 # 1
No hay asintota oblicua

Monotonia

Debemos estudiar el signo de g (x) = f"(x). Este estudio ya lo hemos realizado en el apartado anterior
y el resultado fue

+/\ \ = /+ g(x) es creciente en [—oo,_—;/gJU(gﬁ_ooJ

i 5 NE) ﬁJ

3 3 g(x) es decreciente en (T , ?

Luegoen x= T\/g hay un mdximo [_—f .33 J

yen x=?3 hay un minimo (%,—3&}

La representacion serd

Por lo que el mdximo relativo es el absoluto.

Finalmente, la pendiente mdxima es 3 \/g
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Problema 4.1. A las 7 de la manana, una lancha A esta situada a 150 km al este de otra lancha
B. La lancha A navega hacia el oeste a una velocidad constante de 40 km/h y la lancha B se
dirige hacia el norte a 30 km/h. Si se mantienen estos rumbos, averiguar razonadamente a qué
hora estaran ambas lanchas a distancia minima. (3,3 puntos).

Solucion:
Grdficamente, el problema podemos resumirlo en,
30 Km/h 40 Km/h
T o
B 150 Km A

Llamamos x = tiempo transcurrido
Situamos el origen de coordenadas en el punto B, de forma que inicialmente —a las 7 de la mafiana- la
lancha B estd en (0,0) y la A en (150,0).
Al cabo de x horas,
la lancha B habrd recorrido 30 x km Yy estard en el punto (0, 30 x )
la lancha A habrd recorrido 40 x km y estard en el punto ( 150 -40x, 0 )
La distancia entre ellas serd:

d(AB)=d((0,30x),(150-40x,0)) =" [[0—(150-402)F + (30x—0)> =/(40x—150)" + (30x)" =
= 1600x% — 12000 + 22500 + 900x° =+/2500x" — 12000x + 22500 =+/100(25x> — 120x+ 225) =

= JO25x —120x+225
50x—120 s S0x-120

225x7 —120x+225  25x° —120x+225
Buscamos el minimo de d, estudiemos el signo de d".
Primero obtengamos el dominio de la funcion d.

25x* —120x+225=0

re —(—]20)i\/(—]20)2 -4.25.225 120 ++/14400 — 22500 _
2.25 50

_120+~/-8100
50
Como el coeficiente de x* es 25>0, 25 x* — 120 x + 225 > 0 para todos los reales.

Y teniendo en cuenta la definicion de la funcion d, mide la distancia entre dos puntos,
Domd=[0, + )

d =10

No tiene soluciones reales

Veamos, ahora, el signo de d’,

En d’ el denominador, segiin lo obtenido anteriormente, es siempre positivo, por lo tanto el signo de d” solo
depende del numerador. Vedmoslo
50x—-120=0; 50x=120; x=120/50=274

\I y=50x-120 /
—— / .
0] /z 4

Por lo tanto en x = 24 hay un minimo relativo que ademds es el absoluto puesto que la funcion a la
izquierda de 2°4 es decreciente y a la derecha creciente.

24h=2h 24 min

Por tanto: ambas lanchas estardn a distancia minima a las 9h 24min.
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Problema 4.2. Una lamina metdlica rectangular se dilata uniformemente por calentamiento,
aumentando su base y su altura 0,2 mm por minuto. Averiguar la velocidad de crecimiento de la
diagonal de dicha ldmina cuando la base y la altura de la ldmina miden, respectivamente,

8y 6 cm. (3,3 puntos).

Solucion:
Grdficamente, el problema podemos resumirlo en,
6 cm
' i d(t)
60+0°2+¢t
| Al cabo de t minutos
60 mm
8 cm = 80 mm
80+0°2+t

d(1) = (60+072t) +(80+0°2t)* =+/3600 + 24t +0°041* + 6400 + 32t + 004> =

10000+ 561 +008> >0
56 +0°16¢

2310000 + 561 + 0087
La velocidad de crecimiento de la diagonal es v(t) = d(t)
Como la dilatacion es uniforme, v no varia con el tiempo; por lo tanto calculamos el valor de v

calculando, por ejemplo, v(0) = d(0). Es decir
56+016.0 56 56
2,/10000+56.0+008.0>  2v10000 2.100

Finalmente, la velocidad de crecimiento de la diagonal es de 028 mm/min.

d' ()=

0728

v=d'(0)=
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