Matematicas II Julio 2016

donde x es un numero

PROBLEMA A 3. Se da la funcién f definidapor f(x)=x’+ ‘ X

real cualquiera y | x| representa el valor absoluto de x. Obtener razonadamente,
escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

9

a) El punto o puntos donde la gréfica de la funcién f corta a los ejes de coordenadas. (2 puntos)
b) La justificacion de que la curva y = f{x) es simétrica respecto al eje de ordenadas. (1 punto)
¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f, (2 puntos)
y el extremo relativo de la funcion f, justificando si es maximo o minimo. (/ punto)
d) La representacion grafica de dicha curva y = f{x). (1 punto)
e) Las integrales definidas IO f(x)dx vy .[2 f(x) dx. (1,5 + 1,5 puntos)
-1 0
Solucion:

a) Puntos de corte con ejes coordenados.
x=0 — flo)=0+|ol=0 — (0,0)
fix)=0 — X+ |x =0

Para x<0 - X-x=0 - x(x-1)=0 < soluciones no

vdlidas porque x debe ser negativo.

Para x2=0 - X4+x=0 — x(x+1)=0 < (x= -1 no

vdlida porque x debe mayor o igual que cero).
Solucion: x =0

El tinico punto de corte con los ejes coordenados es (0,0 ).

b) Para que la curva y = f(x) sea simétrica respecto al ejes de ordenadas debe cumplir f(x) = f(— x).
f(x)=x"+ |x|
- x)= f(—x
Fon) = x4l 4| F@)=f(x)
Luego, la curva 'y = f(x) es simétrica respecto al eje de ordenadas.

c) Monotonia y extremos de f{x)

Para resolver este apartado es conveniente expresar f(x) como funcion definida a trozos.
2

x=x , x<O0
2

X +x , x20

f(x)=x2+|x|={

Obtengamos f(x),

£ = 2x—=1 , x<0
YV 0x+1 . x>0

2x—1 , x<0
2x+1 , x>0

’ _ {f’(O_): _] . ’
fO=4" . —  No existe f(0)
Flor)=1

Luego, f'(x)= {

Estudiemos el signo de f(x),
Para x<0,
2x-1=0 — 2x=1 —= x=17
2 x — 1 es una recta de pendiente positiva que pasa por el punto ( %2, 0), por tanto:



-

1
/0 1/2
Es decir, f(x) es decreciente en el intervalo ( — oo, 0 ). Y, considerando que la funcion es simétrica

respecto del eje de ordenadas, deducimos que la funcion es creciente en el intervalo (0, + o).

Como f(x) es decreciente a la izquierda de x = 0 y creciente a la derecha, en x = 0 hay un minimo

relativo, que ademads es el absoluto por lo dicho anteriormente.

Luego, f(x) es decreciente en (— o0, 0) y crecienteen (0, + o). Y en el punto (0,0 ) hay un minimo

relativo.

d) Representacion grdfica de f(x).
Como f(x) es simétrica respecto del eje de ordenadas, representamos la funcion para valores de x < 0 y

para x > 0 la representamos por simetria.
x<0

2
X =x

Anteriormente obtuvimos  f(x) = 5
x+x , x=20
Para x <0, f(x) = X’ — x. Esta funcion es una pardbola de la que obtuvimos, en el apartado a), sus puntos

de corte con el eje de abcisas: (0,0) y (1,0), ysuformaes U (por ser el coeficiente de X positivo)

1
!
i
1
!
I

Luego para x < 0 la representacion de f(x) es:

Completando la representacion de f(x) por simetria obtendriamos:

La representacion de y = f(x) es:
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PROBLEMA A.3. Se consideran las curvas y = x’, y=ax y lafuncién fix) =x" —ax,
siendo a un pardmetro real y a > 0. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos
del razonamiento utilizado:
a) Los puntos de corte de la curva y = f{x) con los ejes coordenados y los intervalos de
crecimiento y de decrecimiento de la funcién f. (I + 2 puntos)
b) La gréfica de la funcién f cuando a=9. (3 puntos)
c) Calcular en funcion del parametro a, el area de la region acotada del primer cuadrante
encerrada entre las curvas y=x" e y=ax, cuando a> 1. (2 puntos)
d) El valor del parametro a para el que el drea obtenida en el apartado c¢) coincide con el
area de la regién acotada comprendida entre la curva y = x°, el eje OX 'y las rectas
x=0y x=2. (2 puntos)

Solucion:
a) Puntos de corte de y = f(x) con los ejes coordenados.
x=0 > y=f0)=0-a.0=0 — (0,0)
3 5 x=0
y=0 — x -ax=0 — x(x'-a)=0 —
X—-a=0 = xX=a — xzi\/z

(como a>0 — EI\/;)

Los puntos de corte con los ejes coordenados son (0, 0 ), (\/Z , 0) y (— \/Z , 0).

Monotonia.
y:x3—ax, a>0
y = 3x¥-a

3¥%-a=0
3¥=a
x’ =2 - xzi'\/g, comoa>0 — EI\/E
3 3 3
Hay que estudiar el signo de y~ en los intervalos: Ia \/;
Vs 3

Por tanto, la funcion f es creciente en (—oo ,— %j U {\/% , +ooj y decreciente en (—\/% , \/%J

b) Grdficade [ para a=9.
Hay que representar la funcion y = X -9x
Domy = 9, porque es una funcion polinomica.
Del estudio anterior sabemos:
Puntos de corte con los ejes coordenados: (0,0 ), (3,0) y (-3,0).

Monotonia: creciente en (—oo , —\/§)U (\/5, +oo) y decreciente en (—\/g, \/E)
Extremos: x=—J3 — y:(—\/g);—9.(—\/§)=—3\/§+9\/§=6\/§
x=v3 = y=(3)-9.(3)=3v3-9V3 =63



luego, en (— NE] , 63 )z (— 173,1 0’39) hay un mdximo relativo 'y en
(\/§ , —6\/§)z (]73 ,— ]0’39) hay un minimo relativo.
Con esta informacion, la representacion grdfica serd:

84

@

IS

¢) Areaentre y=x", y=ax (a>1), en 1 cuadrante.
Calculemos los puntos de corte entre las dos curvas:

X’ = ax, resuelta en el apartado a) “x’ —ax =07, las soluciones: x= —~Ja, x=0 y X = Ja
Como el drea a calcular es en el 1°" cuadrante, las soluciones que nos interesan sonx =0 y x = Ja.
Los puntos de corte serdn: x=0 — y= =0 - (0,0)

x=Va - y=Wa) =ava —a,ava)

=

La representacion grdfica es:

Va

El drea pedida la obtenemos mediante la siguiente integral definida,

Lﬁ(ax_x3)dx=[ax2 x;T: Naf Vo)) ) ja o o o

2 4 2 4 2 4 2 4

0
aZ
Finalmente, el drea de la region pedida es . u.a.



d) Area entre y = X, ejeOX, x=0y x=2.

La representacion grdfica del drea a calcular es:

0 1 2

El drea pedida la obtenemos mediante la siguiente integral definida,

472 4 4
27 0

J2x3d S (L (R S
0 4 4 4

0
2

Portanto,a7=4 — a’=16 — (comoa>0) a=4

Finalmente, el valor del parametro a buscado es a = 4.
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2
PROBLEMA 3. Se da la funcién real f definida por f(x)= 2x(_+1) .
x" (x—
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio y las asintotas de la funcion f. (3 puntos)

b) La integral J f(x)dx, asicomo laprimitiva de f(x) cuya grafica pasa por el punto

(2,0). (3+1 puntos)
c¢) El 4rea de la region limitada por la curva y = f(x) ylasrectas y =0, x =2, x=4.

(3 puntos)
Solucion:
2
x +1
a X)=————
) FO= 500
Dom f{(x),
2
=0—->x=0
2 (x=1)=0(" x 5 Dom f(x)=%R-1{0, 1}
x—1=0—>x=1
Asintotas,
verticales,
.o X+ 1 ) .
im————=—=0c0 — x=0es asintota vertical.
=0 x"(x=1) 0
2
Ll’mzx——” = 2 =oc0 — x=1es asintota vertical.
=l x"(x=1) 0
horizontales,

. X +1 . X +1 oo
oo 7 (x=1) o= x0T —x?
2

1
2 2
Lim X1 Ll/mmz(j:m SN B

ot X2 (x—]) ot x0 —x?

—  y =0 es la asintota horizontal.

oblicua, como la funcion es un cociente de dos polinomios al tener a. horizontal no tiene a. oblicua.

Por lo tanto, Dom f(x) =R —10, 1}, las asintotas verticales son x =0 y x =1 y la asintota horizontal es
y=0.

X2 +1
b) j—x2 (x_])dx

Es una integral racional,

¥+1 A B C Ax(x-D+Bx-D+Cx’°

7 ——+—2+ = >

X (x—]) x x° x-=1 X (x—])

x=0—-0"+1=A-00-1)+BO-DH+C-0° — [I=-B — B=-I

x=1-2=C —» C=2

x=2-2"4+1=A-2Q2-D+BQR2-D+C-2° — 5=2A+B+4C — 5=2A-1+4-2
5=2A+7; —-2=2A;, A=-1

Entonces,

X +I1=Ax(x-1)+B((x-1)+Cx°




2 — — — —
et (e St o [ s [ 2

_] ., x—2+1 x—] I
j—zdx:j—x dx = — = - =—
X -2+1 -1 x

(*) = —Ln|x|+ L, 2Ln|x -1+ C
X
2
Luego , -[)CZ)CT-l_—]I) dx = —Ln|x| + §+ 2Ln|x - ]|+ C
La primitiva de f(x) cuya grdfica pase por (2, 0) serd,

Para x =2, —Ln|2|+§+2Ln|2—]|+C=0; —Ln2+§+2Ln]+C:0; —Ln2+é+2-0+C:0

—Ln2+i+C:0; C:—1+Ln2
2 2

1 1
Finalmente, la primitiva de f(x) cuya grdfica pase por (2, 0) es F(x)= —Ln|x| +—+ 2Ln|x - ]| 3 +ILn?2
X

c) El drea de la region limitada por la curva y = f(x) y las rectas y =0, x =2, x = 4.
El drea a calcular la dibujamos considerando las asintotas de la funcion obtenidas en el apartado a) y que

para x 22, tanto el numerado como el denominador de f{(x) son positivos, f(x) es positiva.
El drea a calcular es la zona coloreada,

x=1

Esta drea la calculamos mediante la siguiente integral:
2 4
[t e [_ L+ L4 2L - 1@ _ [_ L]+ L4 2Ll - z|j - (_ Lil2|+ L4 202 - 1|j _
2x% (x—1) X 5 4 2

=—Ln4+§+2Ln3+Ln2—§+2Ln]:—Ln4+§+2Ln3+Ln2—i+2-0:—Ln4+§+2Ln3+Ln2—£=

=2Ln3+Ln2—Ln4+i—i:Ln32+Ln2—Ln4—i=Lng—izLn2—151’25407739u.a.
4 2 4 4 4 2 4

El drea de la region pedida es 125407739 u.a.
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PROBLEMA 3. Se considera la funcion £ (y) = x e, calculad:

a) El dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos. (4
puntos)

b) Las asintotas y la graficade f. (3 puntos)
c) Laintegral J f(x)dx. (3 puntos)

Solucion:

a) f(x)=x e
Dom f(x) = R.

Monotonia.
=™ +xe™ (2x)=e™ (] - 2x2)
Estudiemos el signo de f(x),

e’ =0 sin solucion
=0 — e (1-2x*)=0

(1-2x*)=0— 24 :I—>x2=§—>x:i72

Debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos:

v5 4
N

Enfx) el factor .- es siempre positivo y el factor (1 —2x? ) es un polinomio de 2° grado con
coeficiente de x° negativo y raices las obtenidas, por tanto:

)

2

Luego, f(x) es creciente en (_\E \EJ y decreciente en (_oo -2 ]U(\E Ooj_
2 72 ;

Del estudio de la monotonia de f(x) deducimos que hay un mdximo relativo en x =—— y un minimo

| 2
relativo en x =——
2
ﬁz
HY L2 J2

xzﬁ - f ﬁ =£e (2] =£e2= ¢ —  Mdximo relativo Q,—e =(07071, 1'1658)

2 2 2 2 2 2 2

Y

— — — H— — L _J2 — —4/2

fo BN f(f}zfe s = fezzze > Minimo relativo (;ﬁ 5 EJE(—0’7071,—1’1658)



b) Asintotas y grdfica de y = f(x)
Dom f(x) = R, por tanto no tiene asintotas verticales.

Asintota horizontal.

Lim (x e ): (oo : 0) = Lim ( )2c - ) = (ij = (aplicando L’Hopital) = Lim [#j = L =0
xe

X—>+o0 X—>+oo R [e%) X—>+oo

e

Lim (x e’ )= (c0-0)= Lim ( )2c - ) = (ij = (aplicando L Hopital )= Lim (#J 1 0
X—>—o0 X—>—00 x= oo xX—— xe-" -

e

Por lo que la asintota horizontal es y = 0.

Asintota oblicua.

, X e , -2 o
Lim = Lim (e x)ze =0
X—> +oo X X—>+oo
1-x
, X e , 1-? oo
Lim = Lim (e x)ze =0
X—> —oo X X—>—o0

Por lo que no tiene asintota oblicua.
Representacion grdfica.
Obtengamos sus puntos de corte con los ejes coordenados,
x=0 - y=0'ej_02 =0
x=0 pto. corte  (0,0)

_2
y=0 — x-¢™ =0 — a2 _
e =0 sin solucion

Y considerando lo obtenido anteriormente (monotonia, mdximos, minimos, asintotas) la representacion es:
1.54

054

0.5




c)
t=1-x"
> dt -1
f(x)dx=|xe " dx= =|le—=—|édt=
‘[ ‘[ dt=—2xa’x%£=xdx j 2 2-[

:_—]e’+C:_—]el_x2 +C
2 2

- ] I-x?

Luego J‘f(x)deTe +C
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—2x* 4+ x+1
2x2 +5x+2

Problema 5. Consideramos la funcion £ (x) =

a) Comprobar que x = —é es una discontinuidad evitable. (2 puntos)

b) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (4 puntos)
¢) Obtener I f(x)dx. (4 puntos)

Solucion:
a)
we 1[3)
a) No existe f|—| y
x=—— esdiscontinuidad evitable de f(x) si 2
2 b) Existe ll’my f(x)
xX—" g)

=— 52 :% - Noexistef(_%)

. . . o —1 , .
El cdlculo realizado anteriormente indica que 5 es raiz del numerador y denominador, por lo que

podremos simplificar la expresion de f(x).

B _—1+3 -1
—1+P—4-(=2)-1 -1+ T4 T 2
22X +x+1=0—>x= (=2) = ! 3: 4 2 —>—2x2+x+1=—2(x+ij(x—1)
2:(=2) -4 —-1-3 2
X, :_—4=I
B _=5+3 -1
_5++/52_4.2. _5+ 1= Y
2xX° +5x42=0—>x= SV —4-2:2 = 5_3: 4 —-2x"+x+1=-2 x—f-i (x+2)
2:-2 4 -5-3 2
X, =——=-2
4
-2 x+l (x=1)
—2x 4+ x+1 2 —(x=1) —x+1
Entonces  f(x)=— = = =
2x°+5x+2 x+2 x+2

—2(x+;j(x+2)

B} L —x+]__(_%)+]_%_ . ,
0l 0= iy SR o et g

Hemos comprobado las dos condiciones por tanto f(x) tiene una discontinuidad evitable en x = ~ %

b) Monotonia de f{(x).
En el apartado anterior hemos obtenido las raices del denominador de f(x). Por tanto sabemos que

Dom f(x) = 9?—{—2, _7]}

También hemos simplificado la expresion de f(x) que serd la que utilicemos para obtener f"(x).



—x+1 . -3
X)= , xX)= = =
fo="r7 W (x+27 G2 (r2y
Como el denominador de f(x) estd elevado al cuadrado es positivo, por tanto el signo de f(x) solo depende

del numerador que es un niimero negativo. Por tanto f(x) es negativa en su dominio.

—1(x+2)—(~x+1)1 —x-2+x—1_

f(x) es decreciente en R — {— 2, _7]} .

c) .[ f(x)dx
Para el cdculo de la integral utilizamos la expresién simplificada de  f (x) =— al +2]
X+

Como los dos polinomios son del mismo grado efectuamos la division,

—x+]_—x—2+2+1_—x—2+ 3 3

x+2 x+2 x+2 x+2:_ x+2
3
2

Luego, I_xx++2] dx:j[—]+ xizjdx:j(—]) dx+jx+

dx=—x+3 Ln|x+2|+C

Finalmente, '[f(X) dx=—x+3 Ln‘x + 2‘ +C
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Problema 5. Se considera la funcién h(x) = a x + x* donde a es un pardmetro real. Se pide:
a) El valor de a que hace que la grafica de la funciéon y = A(x) tenga un minimo relativo

en la abcisa «x :_73. (3 puntos)

b) Para el valor de a del apartado anterior, dibuja las curvas y = h(x) e y = h'(x).
(2 puntos)
c) Calcula el area del plano comprendida entre ambas curvas. (5 puntos)

Solucion:

a) ja? /' y=h(x) tenga un minimo relativo en x = R

hx)=a+2x a+2x=0; 2x=—a; x=—2.

W(x)=2 — h'(_?aj =2>0 — en x :__Za hay un minimo relativo.

—-a -3 -6 6
Por tanto, —=— — —a=—— — a=—=
2 4 4 4

N | w

Solucion: a= g

3
b) Para a = 5 dibujar las curvas y = h(x) e y=h7x).

3 , 3
y:h(x)=x2+5x y=h(x)=2x+5

Polinomio de 2° grado, grdficamente una pardbola. Polinomio de 1° grado, grdficamente

-3
Corte con ejes coordenados (0,0 ) y (T’OJ una recta.
x=0 — y=0 x=0—>y=2-0+§:§
x=0
3 3 - —
y=0 — X +=x=0; x(x+—)=0 3 -3 y=0—>2x+£=0;2x=—3;x=—3
2 2 x+—=0—>x:7 2 2 4

Por lo estudiado en el apartado a), esta funcion tiene un minimo

. -3 (—3)2 3-3 9 9 -9
relativoen x=— — y=|—| +——=——-—=—
4 4 24 16 8 16

-3 -
Minimo relativo (7 , —QJ

Yy =2z +




c) ;drea del plano comprendida entre ambas curvas?
Dibujemos las dos grdficas juntas:

El drea comprendida entre las dos curvas es la zona coloreada.
Obtengamos los puntos de corte entre las dos curvas,

x2+§x=2x+§; 2x° +3x=4x+3; 2x'-x-3=0

y=3c+>
1+5 3
x:—(—l)i\/(—])2—4'2~(—3):]i5: NETLTS
y=otsla 2:2 L P i B,
2 I 2 4

1

El drea pedida la obtendremos a calculando la siguiente integral definida,

3 3 3 2 % 3 2 %
A=J.A 2x+i—x2 —ix dx=J.A —x2+ix+i dx = _x_+ix_+ix = _x_+x_+ix
- 2 2 -l 2 2 2

3722 L3427
SANGARE ~1) (~1¢ 3 9 9 9y (1 1 3

|22 ‘[_(T+( J *5“”}(‘5*%*2}‘(}*2‘5}2

_27 125 040

16 12 48

Solucion: el drea pedida mide 12% u.a.=26042 u.a.
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EJERCICIO A
PROBLEMA 3.
a) Dibujar razonadamente la gréifica de la funcién g(x) = x*—4, cuando -1 <x <4 (1,1 puntos).
b) Obtener razonadamente los valores mdximo y minimo absolutos de la funcién f(x) = | x> — 4| en el
intervalo [-1, 4] (1,1 puntos).
c) Calcular el area del recinto limitado por la curva de ecuacién y =f(x) ylasrectas x=-1, x=4 e y=0

(1,1 puntos).

Solucion:
a)
Como la funcion g(x) esta definida como un trozo de pardbola, haremos los cdlculos (puntos de corte con los ejes,
vértice) para representar la pardbola y calcularemos los puntos de inicio y fin de g(x).
y=x'-4 La representacion de g(x) serd:
12
Puntos de corte con los ejes coordenados:
eje0Y, x=0, y=0'-4= -4, (0,-4)

€jeOX,y=0 ¥ -4=0; ¥=4; x=%2,(2,0) y (=2,0) Lo

Vértice x=_—b=9=0 , (0,-4)
2a 2

Calculemos el inicio y fin de g(x)
inicio x=—1, y=(-1F-4=1-4=-3;(-1,-3) 4
fin x=4 |, y=4#-4=16-4=12; (4,12)

b)

La representacion de f(x) serd:

fix)= | X —4| en el intervalo [-1, 4] 121
Por su definicion f(x) = | g(x) |

Por lo que podemos dibujar la funcion f(x) a partir de la representacion de g(x)

trazando la parte negativa de g(x) simétrica respecto del eje OX. 10t

Los valores mdximo y minimo absoluto de f(x) podemos obtenerlos directamente de
la grdfica,

el mdximo absoluto se alcanza en el punto (4, 12 )

el minimo absoluto se alcanza en el punto (2, 0 )




c)

—-x?+4 , -1<x<2
La definicion de fix) es  f(x)=
x*—-4 , 2<x<4
121

El drea a calcular serd

La obtendremos mediante el siguiente cdlculo integral,

3

2 4
2 4 - 3
A=I (—x2+4)dx+J (x2—4 x={—x+4x} +{x——4x} =
-1 2 3 L3

R ACRA S

St S /R SO . S S /Y . L
3 3 3 3 3 3 3

El drea del recinto pedido mide 5—39 u. a.
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PROBLEMA A.3. Sea f la funcion definida por
X
f(x)=

x® =3x+2
Obtener razonadamente:
a) El dominio y las asintotas de la funcién f(x). (3 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x). (4 puntos)

c) La integral J. f(x) dx = jﬁ dx (3 puntos)

Solucion:
a) Dominio y asintotas.
Calculo del dominio,

—(B)E(3)P-4.1.2 3£9-8 3+l 3%]

x2=3x4+42=0 —> x= = = = —
2.1 2 2 2 3-1

Porlo que Dom f(x)=R-{1,2}

Calculo de las asintotas,
Asintotas verticales, las posibles asintotas verticales son x=1 y x=2.

x=1
1 1
Lim > al =— =—=00 = x=lesa.v.
=1 x =3x+2 1°=-3.1+2 O
x=2
2 2
Lim > al =— =— =00 — x=2esa.v.
x=2x°=3x+2 2°-3.2+2 0

Asintota horizontal,

, — o0 , X o1 1
Lim > = =Lzm—2= Lim —=——2=0
xo-ox"=3x+2 \4oo) xo-=x’ xo-e)y —oo

, b + o0 , X 1 1
Lim 5 = = Lim — = Lim —=——=0
x40 x° =3x+2 \4oo) xotex’  xodex  4oo

Luego y =0 es la asintota horizontal.

Asintota oblicua,
Es una funcion racional con asintota horizontal, por lo que no tiene asintota oblicua. Comprobémoslo,

La asintota oblicua sera la recta de ecuacion y = m x + n; calculando los coeficientes m y n

X
. ﬁ , X [o%) , X , 1 1
m=Lim*X-=3X*2 _ 1 5 5 =| —|=Lim— =Lim—=—=0
X =00 X xoe x? —3x +2x ) x> x x> x )

Como m = 0, no hay asintota oblicua.



b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x),
Estudiemos el signo de y’,

s (@ =3x+2)-x(2x=3) ¥ -3x+2-2x+3x _  —x’+2
(x2 —3x+2)2 (x2 —3x+2)2 (x2 —3x+2)2
Obtengamos las raices del numerador y del denominador,
—xXP42=0 - ¥ =2 — x=12

()c2 —3x+ 2)2 =0 — x*-3x+2=0 — (resuelta enel apartado a)) x=1,2
Representamos en la recta real las cuatro soluciones obtenidas y tenemos en cuenta el dominio de la funcion,

_ 1 2 2

Como el denominador de y’ esta elevado al cuadrado, el signo de y’ solo depende del numerador que es un

. . . 2 . , .
polinomio de segundo grado con coeficiente de x" negativo y raices t2, es decir:

/l Y
—ﬁ 1 2 2
/ N\

Por lo que el signo de y’ sera:

- + + - -
| l 1
I |

0 1 N 2
Finalmente f(x) es creciente en (—\/5,1 )U(l,\/a) v decreciente en (—oo,—\/g )U(\/E,Z )U(2,+oo ).

¢) Calculo de la integral,
El denominador tiene dos raices simples, x =1 y x =2, luego

X B X 4 N B A(x-2)+B(x-1)
X2=3x+2 (x=D)(x-2) (x=1) (x=2) (x=D(x-2)

Luego, x=A(x—-2)+B(x—1), calculemos los valores de Ay B:
para x=1 — [I=—-4+0 — A=-1
para x=2 — 2=0+B.1 — B=2

Entonces:

X —1 2 -1 2
jf(x)dx_j—xz S dx—f(x_l+x_2jdx—j;dx+fx_2dx—
=—Ln ‘x—l‘+2Ln ‘x—2‘+C
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PROBLEMA A.3. Dada la funcién f(x)=

se pide obtener, razonadamente,
X" —x
escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado

a) El dominio y las asintotas de la funcién f(x). (2 puntos)

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x), (4 puntos)
c) El area limitada por la curva y = f(x), el eje de abcisas y lasrectas x =2 y x=3

(4 puntos)

Solucion:
a) Dominio de f{(x)

)
P-x=0 — x(x-1)=0 — <x } > Dom f(x)=R-{0, 1}
x—1=0 — x=1

Asintota vertical,
Posibles A.V. x=0 y x=1

> =i=oo — x=0 esAV.
=0 x"—x 0

) 1 1
Lim—; =—=00 — x=] esAV.

=l xt—=x 0

Asintota horizontal,

3 1 1 3 )
Lim—; =—=0 — y=0 eslaasintota horizontal.
x—=0 X7 —x (%)

Asintota oblicua,

Como la funcion es un cociente de polinomios y

grad (numerador) — grad (denominador) = 1 -2 =—1 #1
la funcion no tiene asintota oblicua

Finalmente, Dom f(x) = & ~{0,1} y

sus asintotas son x =0, x =1 (asintotas verticales) e y =0 (asintota horizontal)

b) Monotonia de f(x).

Estudiemos el signo de f(x), sabemos que Dom f(x) = H~{ 0, 1}
12x—-1) —2x+1
="t =
-xf (2 =af

Obtengamos las raices del numerador y denominador.

-2x+1=0 — 1=2x — x=i

=0
(xz—x)2=0 — x’—x=0 (resueltaen a)) <x 7
xX=

f(x) es un cociente y su denominador estd elevado al cuadrado, por tanto positivo, luego el signo de f(x)
solo depende del numerador. El numerador es un polinomio de primer grado con coeficiente de x negativo y
raiz 1/2, por tanto:

>P

Por tanto, f(x) es crecienteen ( — o0, 0) U(0,%) y
1/ \1'," decrecienteen (2,1) U(1, + o).



c) El drea limitada por la curva y = f(x), el eje de abcisas y las rectas x =2 y x =3
De lo estudiado en los apartados anteriores podemos intentar representar la funcion f{(x),

Conocemos sus asintotas 'y su | Como el drea a calcular estd limitada
monotonia, por las rectas x =2 'y x =3, la

funcion es decreciente para x > 1 para

representar el drea basta con calcular la

un par de valores de la funcion, por

ejemplo:

4

Por tanto la region plana de la que debemos calcular su drea es:

El drea de esta region la obtenemos mediante la siguiente integral
definida: .[ ’ 2] dx
= 2xT—x
Calculemos la integral indefinida,
1
dx
-[ x’—x
o NN Es una integral racional,
11 —é+ B A(x-I)+Bx A(x-1)+Bx
X*=x x(x=1) x x-1 x(x—=1) X —x
- 2 ; Luego 1 =A(x—1)+Bx
para x=0 — I=A0-1)+B.0 —- I=-A — A=-1
parax=1 — I=A(l-1)+B.1 — I=B — B=1

Como la integral indefinida es para calcular la integral definida, no usamos la constante de integracion,
1 -1 1
I e _xdx=j7dx+jx_ldx=—Ln |x|+Ln|x—]|
Luego,
[ —de=Ln|+ Lnfx— 1] = (- L3+ Ln 3= 1)~ (- Ln 2]+ Ln |2~ 1) =
2x"—x
=(-Ln3+Ln2)—(~Ln2+Lnl)=—Ln3+Ln2+Ln2—-Lnl=2Ln2—-Ln3-0=
=2Ln2-Ln3=02877

Solucion: el valor del drea pedida es (2 Ln2—-1Ln3 ) u’ = 02877 u’.
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PROBLEMA A.3. Se considera la funcion f(x)=x e-x2

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las asintotas, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los maximos y
minimos relativos de la funcién f{x). (3 puntos)
b) La representacion gréfica de la curva de la curva y = f(x), (2 puntos)
c) El valor del pardmetro a para que se pueda aplicar el teorema de Rolle en el intervalo
[0,1]ala funcién g(x) =f(x) + ax. (4 puntos)

d) El valor de las integrales indefinidas I f(x) dx, Ix e “dx. (I punto)

Solucion:

_XZ

a) f()=xe
Dom f(x) = SK por tanto no tiene asintotas verticales.
Asintota horizontal.

Lim (x e ): (c0-0)=Lim ( x j = (oo) = (aplicando L Hopital) = Lim (2 1 j _1_ 0

X—>+oo X—>+oo e X—>+oo

Lim (x e )= (eo- 0)= Lim ( > j = (oo) = (aplicando L Hopital )= Lim (2 ! j 1oy
X—>—oc0 X—>—oc0 e oo s oo )

Por lo que la asintota horizontal es y = 0.

Monotonia.

f()=e* +xe (2x)=e™ (1-2x%)

Estudiemos el signo de f(x),
e =0 sin solucion
(=0 — e (1-2x")=0

[

(1—2x2)=0—>2x2=1—>x2=;—>x=i

Debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos:

1B V2
= 2

Enf(x) elfactor ¢ es siempre positivo y el factor (1 —2x? ) es un polinomio de 2° grado con
coeficiente de x° negativo y raices las obtenidas, por tanto:

Luego, f(x) es creciente en [



Del estudio de la monotonia de f(x) deducimos que hay un mdximo relativo en y = 72 Yy un minimo

—2
2
=2 (ﬁj V2 52
2 2 2\/e

2 _

relativo en x =

Mdximo relativo (\g (071, 043)

_)
-2

—  Minimo relativo
~2/e

- f 27[

2
B, =)
: i

2 e

i)
SiE

]z (-071,-0743)

b) Representacion grdfica de y = f(x)
Obtengamos sus puntos de corte con los ejes coordenados,
x=0 = y=0-¢" =0
=0 pto. corte (0,0)

. X
y=0 —= x-e" =0 —>{ | . »
e’ =0 sin solucion

Y considerando lo obtenido en el apartado anterior, la representacion de y = f(x) es:

-25 = -15 = -05 055 1 15 2 25

c)¢a?/ g(x) =f(x) + a x cumpla el teorema de Rolle en el intervalo [0, 1]

gx)=x e +ax
El teorema de Rolle dice:
Si f{x) es continua en [a, b], f(x) derivable en (a, b) y fla) = f(b) entonces Fc € (a, b)/f(c)=0
Por definicion, g(x)es continuay derivable en R, entonces:
g(x) es continua en [0, 1]
g(x) es derivable en (0, 1)
hay que comprobar que g(0) = g(1)

g(0)=0
1 -1
- 0=—4+a —» a=—
g(h)= —+a e e
e

1

Para que g(x) cumpla el teorema de Rolle en el intervalo [0, 1] debe ser g=_——.
e



d)

P=—x dr -1
1 X)de=[xe dx= =[e = =—[e'dt=
)If() I dt=—2xdxedt2:xdx j -2 2'[

=_—1€’+C=_—1€‘*2+C
2 2

Luego ff(x) dx = _21 e +C

u=x—du=dx
dv=e’dx —>v=—e"

2) jx e 'dx ={ }= -xe” —I—e”‘dx =—xe —e +C=—"(x+1)+C

Luego fx edx=—e"(x+1)+C
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Problema 3. Consideremos la funcién f(x) = T . Obtened:
X (x + 2)

a) El dominio y las asintotas de la funcion. (2 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x). (4 puntos)

c) Laintegral J f(x)dx. (4 puntos)

Solucion:
x—1
a) f(X)=——=
x(x+2)
Dom f(x),
x=0
x(x+2)=0 —  Dom f(x)=R-{-2,0}
x+2=0—>x=-2
Asintotas,
verticales,
= | — j .
Lim———=——=0 — x=-2es asintota vertical.
-2 x (x + 2) 0
x—1 -1 .
Lim———=—=0 — x=0 es asintota vertical.
=0 x(x+2) 0
horizontales,
-1 oo 1
Lim a = f :[ :leiz:le7:7:0
X——o0 X (x + 2) x—— X¥° 42X oo X—>—o0 X X—>—0 X o) . .
; ; —  y =0 es la asintota horizontal.
Lim a = f_ . e =Lzmi2=le—=—=0
Xt ) (x+ 2) ot x4+ 2x oo x>0 ) x>t X o

oblicua, como la funcion es un cociente de dos polinomios al tener a. horizontal no tiene a. oblicua.

Por lo tanto, Dom f(x)=%R—{-2,0}, las asintotas verticales son x =-2 y x =0 y la asintota
horizontal es y = 0.

b) ;Monotonia de f(x)?
Para estudiar la monotonia de esta funcion, usaremos la siguiente expresion de ella:
Flx) = x—1 S y= x—1 _ x—1
x(x+2) x(x+2) x*+2x
Debemos estudiar el signo de y” en su dominio.

LI H2x)-(=1)(2x+2) X +2x—(2x7+2x-2x-2) X +2x-2X+2 —x+2x+2
- (x2 + ZX)Z - (xz +2x)2 - (xz +2x)2 - (x2 +2x)2
Como el denominador estd elevado al cuadrado serd positivo, luego el signo de y” sélo depende del

numerador. Obtengamos las raices del numerador:

2 —7_ ~ ()
_2+./2 —4.(—]).2:—Zim:—ZiZﬁ:]i\/}:<x]—] J3~-07321

2-(=D -2 -2 x,=1+~/3=27321

—xX*+2x+2=0 — «x=

Como — x>+ 2 x + 2 es un polinomio de segundo grado con las raices obtenidas y coeficiente de x°

negativo, su signo grdficamente es:

N
e I




Afiadiendo los valores que no son del dominio de f(x):

I

|
=+
D
+

Fan}
74

—2 13 1%

Por tanto, f(x) es creciente en (I —4/3, O)U (0, 1++/3 ) y
decreciente en (—oo, —2) U (— 2,1 —\/§)u (] +4/3,+ oo)

°

x—1
C) Imdx

Es una integral racional,
x—1 A B A(x+2)+Bx
=—+4 =
x(x+2) x x+2 x(x+2)

x—I1=A(x+2)+Bx
x=—2—> -2-1=A-2+2)+B(-2) » -3=-2B — BZ%

x=0—> 0-1=A0+2+B-0 —> —1=24 — A=_7]

I ET 1 PSP

Entonces,

J- x+2

=_—]Ln|x|+£Ln|x+2|+ C
2 2

Solucion: J.x(xx;-l-IZ) dx = %]LH‘X‘ + %Ln‘x + 2‘ +C
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x’+3
x’ —4
a) El dominio y los puntos de corte con los ejes. (I punto)

b) Las asintotas de la funcion. (2 puntos)

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos. (3 puntos)
d) La integral de la funcion f(x). (4 puntos)

Problema 5. Consideremos la funcién £ (x) = . Obtener:

Solucion:
X +3
a) f(x) - x2 _4
Dom f(x),

X’ —4=0; x¥*=4; x=tJ4=%2 > Dom f(x)=R-{-2,2}

Puntos de corte con

0°+3 -3 -3
eje Y, x=0 — 0)= =—= 5 |0,—
/ TO=0 4= ( 1 j
X +3
X2

eje OX, f(x=0 — =0; x*+3=0; x’=-3, sin solucion. f(x) no corta al eje OX.

Eldominio de f(x) es R—1{-2,2} y solo corta al eje OY en el punto (0, _73j

b) Asintotas.

Verticales. Las posibles asintotas verticales son x =—2 y x=2,
2 2
Lim x2 +3 _( 2)2+3 :Z:m
=2 x* =4 (=2)"—=4 0

. xX*+3 2243 7 , :
Lim—; =— =—=o0 — x=2 esasintota vertical.
=2 x" =4  2°—=4 0

—  x=-2 es asintota vertical.

Horizontales,
2 2
. X +3 o0 . X .
Lim —; Z()ZLH’HZ:LH’HJZI
x—>—oo X — (o) X—>—o0 X xX——o0
) ) — y=1es la asintota horizontal.
. X +3 ) . X .
Lim —; =|—|=Lim—=LimI=1
T e co x40 X X—>+oo

Oblicua, como la funcion es un cociente de dos polinomios al tener a. horizontal no tiene a. oblicua.

Por lo tanto, las asintotas verticales son x=—2 y x =2 y la asintota horizontal es y = 1.

c) Monotonia y extremos.
X’ +3 , 2x(x2—4)—(x2+3)2x 2x7 —8x—2x" —6x —14x
=" = 2 = : =
x°—4 (x —4)2 (x —4)2 (x —4)
Estudiemos el signo de f(x). Obtengamos las raices del numerador y denominador de f(x).
—14x=0; x=0

(v —4f =0, ¥-4=0, =4, x=+J1=12




Considerando el dominio de f(x) = 9?—{— 2, 2}, debemos estudiar el signo de f1(x) en los siguientes
intervalos,

| TR
T /
2

0

Como el denominador de f(x) estd elevado al cuadrado es positivo, por tanto el signo de f(x) solo depende
del numerador que es un polinomio de primera grado (una linea recta) con coeficiente de x negativo que
pasa por el 0:

+\m-'-\ — ) —
0\2\

Luego, f(x) es crecienteen (— o0,—2) U (—2,0) y esdecreciente en (0,2) U(2, + o).

o O

'
N

El tinico extremo de la funcion estd en x = 0 y como la funcion pasa de creciente a decreciente es un
mdximo relativo.

La funcion f(x) sélo tiene un mdximo relativo en (0 73j

X’ +3
d)jx2_4 dx

Como los dos polinomios son del mismo grado efectuamos la division,

¥’ +3 x*—4+4+3 x'—4 7 7
2 = 2 =72 +— =1+—
x —4 x —4 x -4 x -4 x —4
x’+3 7
Luego,j 74 dx:j 1+ Ry dx:_[]dx+_[ 7 dx:x+_[ o dx

La integral pendiente es una integral racional,
7 7 A B AXx+2)+B((x-2)

x*—4 :(x—Z)(x+2):x—2+x+2_ (x—2)(x+2) 7=Ax+ )+ B(x-2)

x=—2 — 7=A(2+2)+B(-2-2) —» 7=-4B — B=_77

x=2 — 7=AQ+2)+B(2-2) — 7=4A — A:S

Entonces,
J'x27_4 J { x—+/2 dx = J/ dx+J_/ dx == Ln‘x 2‘——Ln‘x+2‘
Finalmente, j X +3 dx=x+— Ln‘x 2‘——Ln‘x+2‘+C



Matematicas II Junio 2023

Problema 5. Considerar la funcion f(x) = i + ln( x+1 ) . Obtener:
X

a) El dominio y las asintotas de f(x). (2 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus maximos y minimos.
(4 puntos)
c) El area comprendida entre la curva y=f(x) y las rectas y=0, x=1 y x=2. (4 puntos)
Solucion:
a) f(x)=i+ln(x+])
X
Dom f{(x),
z - x#0
X

—  Dom f(x)=(~10)U(0,+)
In(x+1) —» x+I1>0 —> x>-1

Asintotas,
Verticales. Las posibles asintotas verticales son x =—1 y x =0,

Lz’n}(i +In(x + ])j = i] +In(0)=—14+o00 =0 — x=-1 es asintota vertical.
x—-I\ x —

Ll’ry(i + ln(x + ])j = é +In(/)=0+0=0 — x=0 es asintota vertical.
X X

Horizontales,

Lz’m(l +1n(x+1 )) = 1 +1In(+0) =0+ (+e0) =40 —  no hay asintota horizontal.
X—too\ X + oo

Oblicua,
y=mx+n
1 P I
Z+In(x+1) Lim— =-—=0
m=Ll’mM=Ll’mx7=Lt’m %+M T * - m=0
x>t Y X—>+oo X x—teo\ x x . ln(x+]) 400 )*
Lim————==| — |=0
X—>+o0 X + oo

*{como x es un infinito de orden superior a In(x+1)}
No hay asintota oblicua por ser m = 0.

El dominio de f(x) es (— ],0) U (0,+00) y sus asintotas son x=—1y x=0.



b) Monotonia y extremos.

1 —x—1+x* x*—x-1

x+1 - X(x+1) x(x+1)
Estudiemos el signo de f(x). Obtengamos las raices del numerador y denominador de f(x).

1-+5

= — =—-0618<€ Dom f(x)

f(x)=i+ln(x+]), f’(x)z_—21+
X X

- —(=DED =41 (=) 125 [

2.1 2
x, =1 +2*/§ = 1618 Dom f(x)

X —x-1=0 —

2-0 =0
xz(x+]):0 - o -
x+I1=0 = x=-1

Considerando el dominio de f(x) = (— 1 ,O)U (0,+°<>), debemos estudiar el signo de f(x) en los siguientes
intervalos,
| | | |
I [ | N
-1 1—+5 0 1+

V5
2 2
0618 1618
. 1 1

X X)=—+——

) =— +I
g -+ L _129.50 | Esdecir:

(=07)" =-07+1
-0’5 _12+ L _ 50 o+ | - , - | +

=057 -05+1 | | | \

-] Ji -1 1-v5 0 1+v5
] _2 + —_— = _0/5 < 0 —l)%l& 1'(?18

I I1+1
2 _—2] 1 —0083..50

2 +
f(x) es creciente en (— 1, ! _2£j U (1 +2\/§ ,+ ooj y es decreciente en (] _2\/5 , OJ U (0 , ! +2£j .
En x= 1= como la funcion pasa de creciente a decreciente hay un mdximo relativo 'y

++/5 . . . - .

X = p como la funcion pasa de decreciente a creciente hay un minimo relativo.
x:l_*/g, f 1=45 -1 i ]_*/EH -2 _4m 3=45 = -2°5805
2 2 1-+5 2 1-+5 2

2

x:1+\/§, p LESVER TR S S RN (= EVE R PRoe
2 2 ) 1+45 2 1445 2
2

s +
1-+/5

D = (1618, 15805) .

La funcion f(x) tiene un mdaximo relativo en {] _2\/5 2 ln[3 _2\5]} =(-0618,-275805) y

un minimo relativo en , +1n
2 1445

1+45 2 [3+\/§
2



c)Area entre f(x),y=0, x=1 y x=2
Nos interesa la funcion a ambos lado del minimo relativo. El drea a calcular grdficamente es:

y = f(x)

25

El drea la obtendremos mediante la siguiente integral definida f (i +In(x+ 1 )jdx.
X

Los valores de x estin comprendidos entre 1

y 2, por tanto podemos emplear indistintamente
In(x) o 1n|x|.

Calculamos la integral de cada uno de los sumandos,

J-idx =1In(x)
X

=In(x+1) — du= d. i
[inGe+ 1y dx=1" n(x+1) T = xIn(x+ 1) [x ! dx=xIn(e+ 1) - [ d=
x+1 x+1
dv=dx — v=x
X :x+]—]:x+]_ 1 _ 1 N _[ X dx:j]dx—j
x+1 x+1 x+1 x+1 x+1 x+1

! dx=x—1n(x+])}
x+1

*

=xIn(x+D)—(x—In(x+)=xIn(x+ D) —x+In(x+ )= (x+ DIn(x+ ) — x

Entonces | G +In(x+ I)de =1In(x) + (x+ DIn(x+1) - x,

j 2(1 +1n(x + ])jdx = [In(x) + (x+ DIn(x+ 1) — x| =
I\ x
=[n2)+ 2+ D2+ -2]-[In()+UI+DIn(d+ D) —1]=In2+3n3-2—-(0+2In2-1)=

:1n2+31n3—2—21n2+]:3ln3—ln2—]:ln27—ln2—]:ln(£j—lz1’6027

27 )
Solucion: el drea pedida es de 1n|:(7j -1 } ua. = 16027 u.a.
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Problema 5. Sea la funciéon f(x) = % donde k es un parametro real . Se pide:
e

a) Obtener el dominio y las asintotas de f(x). (3 puntos)
b) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) y sus maximos y minimos.

(5 puntos)
c) Justificar que la funcién siempre se anula en algin punto del intervalo [- 1, 1].

(2 puntos)

Solucion:
Como k es un pardmetro real, si k =0 f(x) = 0 y las respuestas a los tres apartados son inmediatas:

a) Dom f(x) = 9, f(x) no tiene asintotas.
b) f(x) es una funcion constante por tanto no es ni creciente ni decreciente y no tiene ni mdximos ni minimos.

c) fix) es nula para cualquier valor de x por tanto f(x) se anula en cualquier punto del intervalo [- 1, 1].

A continuacion resolvemos el ejercicio considerando k #0.

a) f(x)=
e
20 VxeR — Domfix)= K

k x
2x

Asintotas.
Como Domf(x)= R — f(x) no tiene asintotas verticales.

Asintota horizontal:

kx (oo e .
Lim——= (—j ={como €** es un infinito de orden superior a kx} = 0

oo

La asintota horizontal es y =0 en +oo

Asintota oblicua: (y =mx + n)

.k k

L * Lim——=—=o00

X
, e . r=—e e 0 . .
m= Lim=— = Lim—_= —  No hay asintota oblicua.

Xm0 x x—o0 @°¥ . k k

Lim——=—=0
X—>+oo e x [o'e)

Luego f(x) solo tiene asintota horizontal y =0 en +co

b) Monotonia y mdximos y minimos de y = f(x)

Fx) = ke —k xe’ 2 _ ke (i—Zx)
&)

e
Estudiemos el signo de f(x),
VxeR "y >0 — elsignodef(x)depende de la expresion k(1 -2 x)

1 -2 x es un polinomio de primer grado (una linea recta) de pendiente negativa y raiz: 1 —2 x = 0;

o | —

1
1=2x x =E. Grdficamente +

En consecuencia:



si k>0 f(x)es creciente en (— m’éj y decreciente en (é, +ooj y tiene un mdximo en (5 , 2—]
e

si k<0 f(x)es decreciente en (— = éj y creciente en (é, + ooj y tiene un minimo en (5 , 2—]
e

c) Justificar que f(x) se anula en algitin punto del intervalo [- 1, 1]
Como Domf(x) = — f(x) escontinuaen K — f(x) es continuaen [-1, 1]

k(-1) -k ,
fen=tCD k. k

ke] k ’ - f(_])'f(]):_kez—zz{ez¢0}:_k2<0
fih= o2 :? e

Se cumplen las condiciones del teorema de Bolzano:
fix) escontinuaen [-1,1] y fi-1).f(1)<0 — Fce(=-1,1)/ flc)=0
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Problema 3.1. Se consideran las funciones reales f (x) = 12x - 8x* + 9x—5 y g(x) =6 x’—7x + 2. Se pide:
(x)
g(x)

a) Determinar las ecuaciones de las asintotas a la gréafica de la funcién (1,6 puntos).

b) Calcular la funcién H(x) = j% dx que cumple H(1) = 1. (1,7 puntos).
g(x

Solucion:
a)
_12x° —8x*+9x-5

Asintotas de

6x*—Tx+2

Asintota horizontal.

3 2 3
Lim 12x 28x +9x-5 _ + = Lim 12x2 = Lim 2x = 4o
X —> oo 6Xx —Tx+2 + oo x>+ Ox X = +o0

3 2 3
Lim 12x 28x +9x-5 _ — Lim 12x2 — Lim 2x = —co
¥ Ox"=Tx+2 +o0 ) oo Ox°  xo-w

Por lo tanto no tiene asintota horizontal.

Asintota vertical.
Buscamos las posibles asintotas verticales,
6xX-7x+2=0

7+1 8 2
x_7iw/(—7)2—4.6.2_7i«/49—48_7ix/7_7i]_ 2 12 3
2.6 12 12 12 7-1_6 1

2 12 2

2
Posibles av. x=— y x=—
2 3

1y (1Y 1 _ _
s 2] =g 2| +9i-s gl gl 9 5 12716+36-40
Lz’m12x —8x"+9x-5 _ 2 2 2 8 4 8

T 6 —7x+2 0 B 0 B 0
2

48-56
8

0

= — =0

-8
8 -1
0

1 . .
luego x = 5 es asintota vertical.

2Y (2) 2 _
5 _ g2 2] =g 2 4955 128 sfysos P
Ll’m12x —8x"+9x-5 _ 3 27 9

]
26X —Tx+2 0 - 0 0 0
3

2 , .
luego x = E es asintota vertical.



Asintota oblicua.
La asintota oblicua es la recta de ecuacion y=mx + n siendo,

f(x)
3 _ 2 _
m= Lim g(x) — Lim 12x : 8x :—9x 5:2
Xote X xote Ox =T7x"+2x

3_qg.2 _ 3 g2 e ; -
n= Lim &—Zx - Lim 12x 28)( +9x 5—2x — Lim 12x” —8x +9x2 5—12x" +14x 4x:
6x —Tx+2 X = +oo 6x2—Tx+2

X —>+oo

; 6x>+5x-5 _
xote Ox2 —Tx+2

Por lo tanto la asintota oblicua es: y=2x+ 1

b)
S (x)
H(x)=|—=d
) jg(X) )
fx) 12x° —=8x* +9x—5
g(x) et —Tx+2

efectuemos la division polinomica

2 - 8* + 9x - 5 6x>—Tx+2

— 12X + 14x* - 4x 2x+1

6x> + S5x - 5
- 6xr + Tx - 2

12x — 7
lueco f(x)_12x3—8x2+9x—5_(2x+l)+ 12x-7
& g(x) 6x> —Tx+2 6x> —Tx+2

6x°—Tx+2
Como debe ser H(1)=1

1= +1+Ln|6.1=7.1+2/+C
1=1+1+Ln|6-7+2/+C
1=2+Lnfl|+C

1=24+0+C — 1=2+C — C=-1

H(x)=j{(2x+1)+6 12x-7 }dx=x2+x+Ln 6x*—T7x+2|+C

Porlotanto Hx)=x"+x—1+Ln|6x* —Tx+2
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Problema 3.2. Se considera la funcién real f (x) = x> — 4. Obtener, explicando el proceso de célculo:

a) La grafica de la curva y = f{x). (2 puntos).

b) Los valores de x para los que estd definida la funcién real g(x) = In f{x). (1,3 puntos).

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién g(x), razonando si tiene, 0 no, maximo absoluto.
(1,3 puntos).

Solucion:
a) Podemos obtener la grdfica de esta curva de dos formas diferentes.

al) Comoy =x*—4 es una funcion polindémica de 2° grado, grdficamente es una pardbola.
Efectuemos los cdlculos para representar esta pardbola.
Puntos de corte con los ejes coordenados,
x=0, y=0"-4=-4
y=0, 0= - 4, X = 4; dos soluciones: x; =2 y x,=-2
Los puntos de corte son (0, -4 ),(2,0)y(-2,0)
Vértice de la pardbola,

=20 _,
2a 2.1
Elvérticees (0, -4 )

- y=-4

La grdficade y=x"-4 es

-6 —4 - 4 6

=4

a2)y = x’ — 4 tratada como funcion.
Dom 'y = R, por ser una funcion polindmica.
Puntos de corte con los ejes coordenados,
x=0, y=0'-4=-4
y=0, 0= x> —4; x* = 4; dos soluciones: x1=2y x=-2
Los puntos de corte son (0,—-4),(2,0)y(-2,0)
Monotonia, signo de y”*
y'=2x
2x=0; x=0
\ / Decreciente (—oo,0)
_ | b Creciente (0, +o0)
0 Minimo relativo (0,—4)

La grdficade y=x"-4 es

-6 -4 - 4 6

=4



b) g(x) = Ln ( x* — 4 ) . Buscamos el dominio de g(x)
X’ — 4 > 0, considerando la representacion grdfica realizada en el apartado anterior obtenemos inmediatamente la
solucion de esta inecuacion que es el dominio de g(x),

Dom g(x)=(=o0,=2)U (2, + o)

c) Monotonia de g(x)
g(x)=Ln(x*-4)
, 2x
XxX) =
g’ (%) -2

estudiemos el signo de g (x), para ello buscamos las raices del numerador y del denominador,
2x=0;, x=0

x° —4 = 0; dos soluciones: xX;=2y xp=-2
Representando estas raices en la recta real y teniendo en cuenta el dominio de g(x), obtenemos
numerador — +
sign — NAAAAN
denominador + -2 0 2 +
signo funcién = N . +
-2 0 2

Decreciente (— oo, — 2)
Por lo tanto g(x) es
Creciente (2, + oo)

Y g(x) no tiene ni mdximos ni minimos relativos. Para comprobar si g(x) tiene mdximo absoluto representémosla
grdficamente. Ya conocemos su dominio y su monotonia.
Dom g(x)=(=o00,=2)U(2, + )

Puntos de corte con eje OX,
y=0 — Ln(x¥’-4)=0 — ¥ -4=1 - =5 — x=1J5=1223¢ Dom g(x) —

no hay corte con el eje OY porque x = 0 no es del dominio de g(x)
Asintota vertical,
Lim Ln(x2 - 4): In0=-c0 — x=-2 es aw.

x—>-2"

Lian(x2—4)=Ln0=—oo - x=2 es awv.

x—2*

La representacion grdfica serd,

-1

-3

Luego g(x) no tiene mdximo absoluto.
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PROBLEMA A.3. Dada la funcion f definida por

f(x)=x" e
Obtener razonadamente:
a) El dominio y el recorrido de la funcion f. (2 puntos)

w2 =X
b) Los valores de x donde la funcién fx)=x"e alcanza el méaximo relativo y el minimo

relativo. (2 puntos)
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de dicha funcion f. (2 puntos)

w2
d) Los valores de x donde la funcién f(x)=x"e tiene los puntos de inflexion. (2 puntos)

2 —x
e) La grafica de la curva Y =X € | explicando con detalle la obtencién de su asintota
horizontal. (2 puntos)

Solucion:

a) Dominio:
Tanto X° como ¢~ se pueden calcular para cualquier numero real x, por lo que Dom f(x)=R
Recorrido:
VxeR, xX*20 y e >0 = x’e*20.Porloque Im f(x)=[0,+0c )

b) Calculemos f’(x),

f(x)=2xe " +x’e (-])=2xe " —x’ e =(2x—x")e"

Igualamos la primera derivada a cero para buscar los posibles extremos de f(x)

2x—-x")e " =0

B x=0
como e*#0 VxeR — 2x-x'=0 — x(2—x)=0<
2-x=0 — x=2

Calculemos la segunda derivada para determinar si para estos valores de x f(x) alcanza un extremo relativo.
[ (xX)=C2-2x)e +(2x—-x")e (=) =(2-2x) e " —(2x—x")e " =(2-2x-2x+x") e =(x’ —4x+2) "

x=0, f(0)=2e"=2>0 — minimo relativo

x=2, f(2)=(4-8+2)2e’°=-2e7<0 — maximo relativo
Por lo tanto, la funcion f(x) alcanza el maximo relativo en x =2 y el minimo relativo en x = 0.

Calculemos los puntos correspondientes para usarlos en el apartado e):
para x=0, fl0)=0.¢" =0 — en (0, 0) minimo relativo
para x =2, f(2)= 2. el =4e¢? o en (2,4¢7)=(2,0'5413 ) maximo relativo

¢) Monotonia.

Debemos estudiar el signo de f"(x).
x=0
x=2

Como Y xeR, e*>0,elsignode f(x) dependede (2x—x’) que esun polinomio de 2° grado cuyas raices
son 0y 2 ycon coeficiente de x° negativo, luego el signo de f(x) es:

S
S

o b Y Por lo tanto:
S— F - Y, — f(x) es crecienteen (0,2 ) y
L f(x) es decreciente en (=0, 0 )U(2, +o0)

Por lo calculado en el apartado anterior sabemos que f'(x)=2x—x")e™ y f(x)=0 <




d) Puntos de inflexion.
Debemos estudiar el signo de la segunda derivada.
Del apartado b) sabemos que: f”(x)=(x"—4x+2)e ™"
En f"'(x) el factor e es siempre positivo, luego el signo de f"'(x) depende del otro factor que es un polinomio de
2°grado con coeficiente de x° positivo y cuyas raices son:

_4+16-8 _4%48 4+2J__2 %= 2+4/2
2 2 x,=2-+2

¥ —4x+4+2=0 —

El signo de f'(x) sera: ) %
Luegoen x=2 -2 y x=2+ V2 hay puntos de inflexion porque en ellos la segunda derivada cambia de signo.

e) Por los cdlculos realizados en los apartados anteriores, de la curva y=x’ e conocemos: dominio, imagen,
monotonia y extremos relativos. Para completar su representacion obtengamos sus puntos de corte con los ejes
coordenados y su asintotas.

Puntos de corte:
Para x =0 (calculado en el apartadob)) y=0 — (0,0)
. =0 > x=0
Para y=0 — 0=x"e¢" — — (0,0)
e =0, sin solucion pues e # 0
Asintotas:
Como el dominio de la funcion es R no tiene asintotas verticales.

Asintota horizontal:

2
, 2 - , X + o0 . . X . . . 2
i Y= — = — . i
Lim\x~ e Lim — indeterminado). Como e es infinito de orden superior a x° entonces
X —> oo X—>+e0 o + oo

Lim (xz e_x)= 0

X—>+oo

Lim (x2 e_x)= (—e0)” €™ = (+o0) (400) = (+0)

X—>—o00
Luego y = 0 es asintota horizontal en +oo. Como f(x) >0 (visto en apartado a)) la posicion de la curva
respecto de la asintota sera:

Con la informacion que tenemos de la curva, su representacion grafica serd:
]

-1 1 2 3 4 5 6 7

-1
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PROBLEMA 3. Dada la funcién f(x) = ;
x° =1
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio de definicion y las asintotas de la funcién f. (3 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como la representacion grafica de la
funcién. (3 + 1 puntos)

c) El valor de Jj f(x) dx. (3 puntos)

Solucion:
X

a) f(x) :ﬁ
X2 =
Dom f(x),
x'=1>0

X —1=0; =1 x=tJI=4#I
x> — 1 es un polinomio de 2° grado con coeficiente de x° positivo y raices — 1 y 1, luego

v : Por tanto, Dom f(x) = (= oo, —1) U (1, + o).

Asintotas,
verticales,
x =—1 por la izquierda
. X —1 , . o
Lim ———==——=00 — x=-—]es asintota vertical por la izquierda.

xo-1" [y2 ] 0

— =00 — x=1es asintota vertical por la derecha.
-1t 21 0

horizontales,
X oo X X
Lim ﬁ = (j =Lim 72 = Lim W = {COmO X <0}= -1
X—>—o0 x° - ] foe) xX—>—c0 X Xx——c | X
-

. X oo X X
Lim ———=| — |= Lim —=— = Lim —— ={como x >0}=1
X—>+4oo 2 _] fore) X—>+o0 /x2 X—>+o0 ‘ X ‘
tiene dos asintotas horizontales: y=—-1 en —oc0 e y=1 en + oo

oblicua, como la funcion tiene a. horizontal en ambos lados, no tiene a. oblicua.

Por lo tanto, las asintotas de la funcion f son:
asintotas verticales: x =-1 por laizquierda y x =1 por la derecha
asintotas horizontales: y= -1 en —o e y=1 en + oo



b) Monotonia y representacion grdfica.
Para la monotonia calculamos f(x) y estudiamos su signo.

2 2 7.2
1- xz—l—x#Zx X’ =1 X X —l-x

Py = 2Nx’ =1 Vxi—1 _ X -1 _ -1
NEi -1 e N N
En el estudio del dominio de f(x) hemos obtenido que x¥*—1>0 ¥V xe Dom f(x), ademds,

V xe Dom f(x), Nx’—1>0; portanto f(x) <0 ¥V xe Dom f(x).
Luego, f(x) es decreciente en su dominio.

Representacion grdfica de f(x).
De la funcion conocemos: dominio, asintotas y monotonia.
Puntos de corte:

Corte eje OX, y =0, =0; x=0 ¢& Dom f(x)- No corta al eje OX

X
VX' =1

Corte eje OY, x=0 ¢& Dom f(x)- No corta al eje OY

Como f(x)=——2

x° =1
si x> 1, {numerador y denominador positivos}, f(x) > 0.

entonces si x < — 1, {numerador negativo y denominador positivo}, f(x) < 0;

Considerando todo lo anterior, la representacion grdfica de f(x) serd:

14 e s e T r——

1 0

I
I
I
I
}
[
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
____________ - — 14
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

o [ fx) dx.
dt

Calculemos: J-\/%dx:{t:xz—]; dt =2x dx; xdx:%}:.[% :j%:\/}:\/xz—]

Finalmente, [ f (x) dx = Ve =i =WF—1)- W27 —1)=v8 -3

Solucién: Jj f(x)dx= \/g - \/§
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Problema 3.1. Se consideran las funciones reales f (x) = 4 X +2x+10 y g(x)= X+ +5x+5.Se pide:
(%)
g(x)

a) Determinar las ecuaciones de las asintotas a la gréafica de la funcién (1,6 puntos).

b) Calcular la funcion H(x) = J-fé—x; dx que cumple H(0) = 0. (1,7 puntos).
g(x

Solucion:
a)
_4x7+2x+10
Y X +x*+5x+5

Asintotas verticales:
X+ +5x+5=0

1 1 5 5
-1 -1 0 -5

10 5 0
X+5=0 - x’=-5 sin raices reales.
Veamos six =—1 es a.v.
Lim 4x* +2x+10 _4(—1)2+2(—1)+10_4—2+10_2_
x>l x7 + x> +5x+5 0 0 0
Por lo tanto x = — 1 es asintota vertical.

Asintota horizontal:

L 4xP+2x+10  (+e _4xt 4
Lim 3 > = =Lim——=Lim—=0
xote X7+ X7 +5x+5  (4+oo) xote xT aodey
andlogamente,

A +2x+10  (+oo _ 4xt 4
Lim 3 > = =Lim——=Lim—=0
1o X"+ X" +5x+5 \—oo ) amme x7 xomey

Por lo tanto y = 0 es la asintota horizontal.

Asintota oblicua:

4x* +2x+10
L x4 il , 4x* +2x+10 + o0 , 4x? .4
m= Lim X *X +5)H'S:le 7 3 > = = Lim 7 :le—2:0
X—eo X xote x4 x7 +5x7 +5x + oo Xt X Xteo X

Por lo tanto no hay asintota oblicua.

b)

4x’ +2x+10
H(x) = dx
) J-)c3+xz +5x+5

47 +2x+10 47 +2x+10 A +Bx+C_A(x2+5)+(Bx+C)(x+1)
XX +5x+5 (4D +5) x4+l X +5 (x+D(x* +5)

47 +2x+10= Alx* +5)+ (Bx+CO)(x+1)



x=—1 = 4-2+10=A(+5)+(=B+C)=0
12=6A — A=2

x=0 — 10=5A+C
10=5.2+C
10=10+C — C=0
x=1 — 16=6A+(B+C)2
16=6.2+(B+0)2
16=12+2B — 4=2B — B=2

2x
X +5

2
fx +22x+]0 dx=J- 2 dx+.[
X +x +5x+5 x+1
como x*+5>0 VxeR

= Ln(x+])2 + Ln(x2 +5)+ C

H(x)=J- dx=2Ln|x+]|+Ln‘x2+5‘+C=

Debe ser H(0) =0
0=Ln(0+ 1 +Ln(0*+5)+C
O=Lnl+Ln5+C
0=0+Ln5+C

C=-1Ln5

Por lo que,

H(x)}=Ln(x+1)* + Ln(x2 + 5)— LnS= an
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Problema 3.1. Se consideran las funciones reales f(x)=2x"+12x-6 y
gx)=(x-2)( x*+9). Se pide obtener razonadamente:

f(x)
g(x)

a) Las ecuaciones de las asintotas a la gréfica de la funcion (1,6 puntos).

b) Lafuncion H(x)= I Sx ; dx que cumple H(3)= z (1,7 puntos).
3

Solucion:

f(x)

a) Las ecuaciones de las asintotas a la grdfica de la funcion

g(x)
_f(x) _ 27 +12x-6 2x> +12x-6
g(x) (-2 +9) X -2 +9x—18
Asintota horizontal,
2 _ oo 2
Iim 32x +212x 6 :(+ j: Iim 2%: i 2_0
xo-e x” —2x"4+9x—18 — oo x> - x x> =y ) )
) , — y=0 esla asintota horizontal
) 2x"+12x—-6 + oo . 2x L2
lim = = lim —-= lim —=0
xore P =2x7 +9x—18 \+o0) xowe x7  woweyx

Asintotas verticales,
Calculemos las raices del denominador,
5 x=2=0 — x=2
x-2>+9)=0 (°, , o
X +9=0 —> x"=-9 sinraices reales
Por lo que la posible asintota vertical serd la recta x = 2, comprobemos si lo es calculando el limite
siguiente,

2x*+12x-6 2.2°+12.2-6 26

m = = — =0
=2 (x=-2)*+9)  2-2)R*+9) 0
Por lo tanto x =2 es la asintota vertical.
Asintota oblicua,
2x* +12x -6
2 2
lim X =2x +9x=18 _ 5, 2 +12x=6 :(—j=lim2i4=lfm%=o
Xy X some xt = 2% +9x7 —18x  \oo) o x X x
y obtendriamos el mismo resultado al calcular el limite cuando x — +oo; por lo tanto no hay asintota
oblicua.
b)
T
H(x)= jf( ® e/ HQ3)==.
3
2x° +12
H(x)=| ¥ #1266
(x=2)(x* +9)

Descomponemos el mtegmndo,



2 +12x-6 A +Bx+C_A(x2+9)+(Bx+C)(x—2)
(x—2)(x2+9) x—=2 x*49 (x—2)(x2+9)
luego, 2x*+12x—-6= A(x2 +9)+ (Bx+C)(x-2)

Calculamos los valores de A, By C dando valores a x:

x=2 — 26=13A — A=2
x=0 —- -6=2.9+C(-2) —- -6=18-2C — 2C=18+6 — 2C=24 —» C=12

x=1 — 8=10A- B - C, sustituyendo los valores obtenidos de A y C,
8§=10.2-B-12 - 8=8-B — B=0

Por lo tanto,

2x* +12x—-6 2 Ox+12 2 12
2 = + 2 = + 2
(x—Z)(x +9) x=2 x*+9 x-2 x°+9
12 :

2x° +12x— 6 2
= dx = dx + dx=
y H= j(x 2)x +9 J(x 2 X +9j g J‘x—2 § jx2+9 gy

calculamos cada integral por separado

j 2 dx = 2Ln|x—2|
2

.
1 1 1

[2-a _zzj pdv=12[~ 2 Sde=12] S dx=12[——
x°+9 9+ x? X X
1+ L

5 9 (3

1
=12 J%dx=4arctg§

;2Ln‘x — 2‘ +4arctg g +C

Calculemos el valor de C para que se cumpla la condicion exigida,

T
HQB3) ==
3) 3

HQ3)=2Ln]3-2+ 4arczg@j +C
-2

§=2Ln1+4arctg1+C BN z=2.0+4%+c BN gzmc BN czg—sz

Finalmente, la funcion pedida es:
27
H(x)= 2Ln‘x — 2‘ +4 arctg (%) — 3
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