Matematicas I1 Julio 2013

OPCION A

PROBLEMA A.3. Se dan las funciones  f(x) = 1 ln(] + xj y gx)=In I-x . Obtener
2\ 1+ x

razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Las derivadasde f(x) y g(x). (4 puntos).
b) Los dominios de definicion de las funciones f(x) y g(x). (3 puntos).
c) La expresion simplificada de la funcion f(x) + g(x), (175 puntos), y el recorrido de esta
funcién f(x) + g(x). (175 puntos).

Solucion:

a) f(x) =éln(j+xj

—X

Antes de derivar apliquemos propiedades de los logaritmos, f(x)= é[ In(7+ x)—1In(1 - x)]

, 1| 1 —1 1| 1 1 1| I-x+1+x 1 2 1
S e E ENDE D B I
201+x 1-x] 2{1+x I1-x] 2|U+x)(U—-x) 2| U+x)(I—x) 1—x

g(x)=1In [—x , apliquemos propiedades de los logaritmos,
X
VS _
g(x)=In Tmx )= _ 1y 1= =i[ln(1—x)—ln(]+x)]
1+x 2 U+x) 2

'(x)—i[ -1 1 }_i —I-x—I+x|_1 -2 _ -1
E T Tvx) 2| U=nd+n | 2|U-nU+x)]| 1-%

Solucion: f’(x)=

) =
1-x° y 8 1—x’

b) Dominio de  f(x)= é ln(H—x)

1—-x
. . .. 1+ x
El argumento del logaritmo neperiano debe ser positivo, luego >0
- X
Estudiemos el signo del cociente,
l+x=0;, x=-1; [—x=0;, x=1
l |
Debemos estudiar el signo del cociente en los intervalos: } }'
x==2 - M — __] <0
1-(-2) 3
140 = + _ Por tanto,
x=0 —> —==>0 Luego: ] I Dom f(x)=(-1,1)
1-0 -1 1 (intervalo abierto)
o, 1+2 3,



Dominio de  g(x)=1In I-x

+Xx
]—x>0 N 1—x
1+x 1+x

Estudiemos el signo del cociente,
Los intervalos a considerar son los mismos que en el estudio del dominio de f(x),

Como en la funcion anterior,

>0

P ]+(—2):i<
1+(=2) -1
1-0 1 - + - Por tanto
=0 —=->0 Luego: | | )
* RANETRY ¢ 1 1 Dom g(x)=(-1,1)
=2 = 1-2 _-1 0
1+2 3

c)
- RV _
[ I (e et ki SR KAt S Y (et WO (E ) R DY (et [ Y g
2 \U-x I+x 2 \U-x I+x 2 \U-x) 2 \U+x

:é{ln(1+xj+ln(]_xﬂ :é [ln(]+x)—ln(]—x)+ln(]—x)—ln(]+x)]zéO =0

1—x 1+x

Es decir, f(x) +g(x) =0, por lo tanto el recorrido de f(x) +g(x) es {0}
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OPCION B

Problema B.3. Un club deportivo alquila un avién de 80 plazas para realizar un viaje a la
empresa VR. Hay 60 miembros del club que han reservado su billete. En el contrato de alquiler
se indica que el precio de un billete sera 800 euros si s6lo viajan 60 personas, pero que el precio
por billete disminuye en 10 euros por cada viajero adicional a partir de esos 60 viajeros que ya
han reservado el billete.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El total que cobra la empresa VR si viajan 61, 70 y 80 pasajeros. (1 punto).
b) El total que cobra la empresa VR si viajan 60 +x pasajeros, siendo 0 <x <20 .
(4 puntos).
¢) El namero de pasajeros entre 60 y 80 que maximiza lo que cobra en total la empresa VR.
(5 puntos)

Solucion:

a) Llamando P al precio del billete y T al total que cobra la empresa VR.
Viajan 61 pasajeros — P =800-10(61—-60)=790 y T=790.61 =48190
Viajan 70 pasajeros — P =800-10(70-60)=700 y T =700.70 = 49000
Viajan 80 pasajeros — P =800-10(80-60)=600 y T =0600.80 = 48000

Solucion: si viajan 61 pasajeros la empresa cobra 48190€, si viajan 70 pasajeros cobra 49000€y si
viajan 80 pasajeros cobra 48000€.

b) Viajan 60 + x pasajeros, 0 <x < 20.
P=800-10(60+ x—-60)=3800-10x
T=(60+x)(800—-10x)=48000 + 200x—10x’ =—10x" + 200 x + 48000

Solucién: si viajan 60 + x pasajeros, VR cobra — 10 x° + 200 x + 48000, siendo 0 <x < 20.
¢) Buscamos el mdximo de T =— 10 x* + 200 x + 48000, 0 < x < 20.

T =-20x+ 200
T=0, -20x+200=0;, —20x=-200; x=10

l l l
I 1 |
10 20

Como T’ es un polinomio de primer grado con coeficiente de x negativo y raiz x = 10, a la derecha de 10
T’es positivo y a la izquierda negativo:

N =
0 IIN 20

Por tanto, en x = 10 hay un mdximo relativo de la funcion T, ademds como a la izquierda de 10 T es
creciente y a la derecha decreciente es el mdximo absoluto de T para 0 <x <20.

Debemos estudiar el signo de T~ en los siguientes intervalos:

Solucion: el numero de pasajeros que maximiza lo que cobra en total la empresa VR es 70 (60 + 10).
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PROBLEMA A 3. Se da la funcién f definida por f(x)= G+ J:C e

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio y las asintotas de la funcién f. (3 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f. (4 puntos)

) X
¢) La integral Imdx- (3 puntos)

Solucion:
a) Dominio y asintotas de f.
Dominio,
(x+1Y=0 - x+1=0 — x=-1I
Luego, Dom f(x)= R—{-1}.

Asintotas,
Asintotas verticales:
Posible x = -1,
, X -1

im S=—— =0 — x=—1 es awv.
x=-1(x+1) 0

Asintota horizontal

. X — >
Lim 7 = ( j = {como el denominador es un polinomio de 2° grado y el numerador de 1" grado} = 0

xo- (x+1) + o0

. X + oo L. .
Lim > = ={como en el limite anterior} = 0
¥+ (x+1) + o0

La asintota horizontal es: 'y = Q.

Por ser la funcion f un cociente de funciones polinomicas con el denominador de mayor grado que el
numerador, no tiene asintota oblicua.

Solucion: Dom f(x) = R—{-1}, asintota vertical: x=-1 y asintota horizontal: y = 0.

b) Para obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion tenemos que estudiar el signo de

Fx).
_ X
A

Dom f(x) = R—{-1}

(x4 =x2.(x+ D) X H2x+1-2x"-2x _ —x*+1
e+ 1)) (x+1)* (x+1)*

Calculamos las raices del numerador y denominador:

~X+1=0 X=1; x=+1I

(x+1)=0; x+1=0; x=-1

Fra =1

Debemos estudiar el signo de f(x) en los siguientes intervalos:

E 1
En f(x) el denominador estd elevado a la cuarta, serd positivo; luego el signo de f1(x) depende del
numerador que es un polinomio de 2° grado con coeficiente de X negativo y raices — 1 y I. Por tanto, el
signo de f(x) serd:




— ]
1
= 1
Por tanto, f(x) es creciente en (-1, 1) ydecrecienteen ( —oo,—1) U (1, + o0).

X
c) Cdlculo de | —— dx.
) oo
Es una integral racional, descomponemos el integrando:
X A B Au+lny Ax+A+B
> = + 2
(x+1) x+1 (x+1Y (x+1) (x+1)

Por tanto, comparando los polinomios de los numeradores inicial y final, debe ser:

A=1
— A=1 y B=-1
A+B=0

1
J-(x+]) = J-x+1dx+~[ (x+1)° 7 dr =

Calculemos cada integral por separado:

.[ ! dx=Ln|x+]|

x+1
— ] —2+1 -1
I —! dx = I(X+U”dv:t . :j—f%hz—t =—i—=£: !
(x+1)° dt = dx —2+1 -1 t x+1
X
Luego: j(x_'_—])de:Ln |.X+]|+ P +C
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PROBLEMA B.3. Se va a construir un depésito de 1500 m® de capacidad, con forma de caja
abierta por la parte superior. Su base es un cuadrado y las paredes laterales son cuatro
rectangulos iguales perpendiculares a la base. El precio de cada m* de la base es de 15€ y el
precio de cada m” de pared lateral es de 5€.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El coste total del depésito en funcion de la longitud x de un lado de la base. (3 puntos)
b) Las longitudes del lado de la base y de la altura del depdsito para que dicho coste total
sea minimo. (5 puntos)
c) El valor del minimo coste total del depésito. (2 puntos)

Solucion:

El deposito es un paralelepipedo de base cuadrada y sin tapa superior. Los datos del problema podemos
resumirlos en:

V = 1500 m’

base a 15 €/m’
y caras laterales a 5 €/m’

VR e e

a) Coste del deposito en funcionde x ( C).
Base cuadrada de drea x°, el coste de la base es: 15 x°
Area lateral, cuatro rectdngulos, mide 4 x y, el coste del drea lateral es: 5.4xy=20xy
Por tanto, C = 15 © + 20xy

Falta expresar y en funcion de x. Lo hacemos a partir del dato V = 1500

El volumen de la cajaes: V=x"y — x’y=1500 — y=15(2)0
X
Luego, C215x2+20x]5?0:15x2+30000
X X

Como x es la longitud del lado de la base, x > 0

Solucién: C =15 x* + 30000 , xeR"
X

b) ;x y / coste total minimo?
Busquemos el minimo de la funcion C anteriormente obtenida.

C=15x"+ 30000, xeR*
X
30000

2
X

30000

2
X

Para determinar si es mdximo o minimo, estudiamos el signo de C°~ en los intervalos:

C=30x-

30x — 0 — 30x'-30000=0 — 30x’=30000 — x’=1000 — x=31000=10

1 |
I 1
0 10




x | C

1 30.]—30]0200=30—30000=—29970<0
11 30.]1—300200=%>0
11 121
e \\ e /’
Luego: | |
0 10

En x = 10 C tiene un minimo relativo que, ademads, es el absoluto porque la funcion a la izquierda es

decreciente y a la derecha creciente.

Para x =10, y=%=15
10

En conclusion, el coste del depdsito es minimo cuando el lado de la base mide 10m y la altura del depdsito
es de 15m.

c) ; Minimo coste?

x=10 — C:]5.]02+30000

= 1500+ 3000 = 4500

Solucion: el coste minimo es de 4500€.
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PROBLEMA B.3. La diferencia de potencial x entre dos puntos de un circuito eléctrico
provoca el paso de una corriente eléctrica de intensidad y, que estd relacionada con la
diferencia de potencial x por la ecuacién y =—x"—x + 6, siendo 0<x<?2.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La grafica de la funcién f(x) = - X=x+6 (3 puntos)
y deducir, gréifica o analiticamente, el valor de la intensidad y cuando la diferencia de
potencial x es 0O y el valor de la diferencia de potencial x al que corresponde una

intensidad y igual a 0, siendo 0 <x < 2. (1 punto)
b) El valor de la diferencia de potencial x para el que es maximo el producto y - x de la
intensidad y por la diferencia de potencial x, cuando 0 <x <2, (2 puntos)
y obtener el valor mdximo de dicho producto y -x, cuando 0 <x <2, (1 punto)
c) El éarea de la superficie situada en el primer cuadrante limitada por la curva y = f{x), el
eje de abscisas y el eje de ordenadas. (2 puntos)
Solucion:

a) Grdficade f(x) =- X =-x+6.
f(x) es una pardbola.
Puntos de corte con los ejes coordenados:
x=0 — fl0)=6 — (0,6)

—(=DED =416 _ 121424 _1+425 _

f(x)=0 — -X-x+6=0 — x=

2-(=1) -2 -2
I+5 6
s |22 === - (-3.,0)
2 IS =4, L (2.0
-2 -2
Vértice: xz_—b:ﬂzi___]
2a 2= -2 2 (_1 25)
- >

2
A2 =21} [ =Ly L6 =2 65
2 2 2 472707y

Por tanto la grdfica de f(x) = - X¥—x+6 es:

o

Cuando la diferencia de potencial es 0 ( x = 0 ), seguin cdlculos anteriores, la intensidad es de 6.
Para una intensidad 0 (y = 0 ), seguin cdlculos anteriores, la diferencia de potencial (x/0 <x <2 ) es 2.



b);x? /y.x esmdximo (0<x<2)

P=y.x:(—x2—x+6).x: X=X +6x
Busquemos extremos relativos.
P=-3xX-2x+6

—3xX=2x+6=0

3 +2x-6=0

—]+\/E
_—2£422—4.3.(—6) -2+~4+72

. ~ 24476 —24219 —1+419 3 =M
2.3 6 6 6 3 T

=—17863

Signode P’:
Considerando que P’ es, grdficamente, una pardbola con coeficiente de x° negativo y corta al eje OX
parax=-17...y x=1"1...,

) j \'j _
|
ﬁ7 4 0 1 \ 2

P es una funcion que estd definida en el intervalo [ 0, 2 ].

—1+\/E
3

A la izquierda de

x_—]+\/ﬁ

3

= I'1196 la funcion es creciente y a la derecha es decreciente, luego para

la funcion P alcanza su mdximo absoluto.

—]+\/E
3

Por tanto, para una diferencia de potencial de = ['1196 el producto y.x es mdximo.

Y para
3 2
—1+19 —1+A19 —1+A19 —1++19 —=56+38+19
X=—— — y-x=P=- - +6- = = 40607
3 3 3 3 27
c)
~
La calculamos mediante la siguiente integral:
2( s ) X ’ 2 2
i 1 S — X" —x+6)dx=|-——-"—+6x| =|-—-—+6-2|-0=
El drea pedida es: J.o X —X X [ 375 xl} ( 375 J
] 8 =8 =8 0= 2733330
3 2 3 3 3
0 1 }\
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PROBLEMA B.3. Dentro de una cartulina rectangular se desea hacer un dibujo que ocupe un
rectangulo R de 600 cm’ de drea de manera que:
Por encima y por debajo de R deben quedar unos margenes de 3 cm de altura cada uno. Los
margenes a izquierda y derecha de R deben tener una anchura de 2 cm cada uno.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El édrea de la cartulina en funcién de la base x del rectangulo R. (3 puntos)

b) El valor de x para el cual el drea de la cartulina es minima. (5 puntos)
¢) Las dimensiones de dicha cartulina de drea minima. (3 puntos)
Solucion:

La representacion grdfica del ejercicio es:

3 cm

2 cm 600 sz 2 cm

3 cm

a) Area de la cartulina en funcion de x (base de R).

Ar=600cm’* — x.h=600 — h =@ (como x es la longitud de la base, x > 0)
X

Entonces, las medidas de la cartulina son: base =x+ 4 y altura = @ +6

X
El drea de la cartulina serd: (x+4) (@ + 6) =600+6x + 2400 +24=624+6x+ 2400
X X X
2400
Solucion: A, ., =024 +6x+ , x>0
X
b) ZX?/AcarIulina sea minima.
2400
Por el apartado (a) sabemos que A, uina =024 +6x + , x>0
X
Obtengamos el minimo de esta funcion,
, 2400
Acartulina = 6 - 2
X
, 2400 , 5 ,
Aring=0 — 6———5—=0 — 6x°-2400=0 — 6x"=2400 — x" =400
X

x=%,400 =%20

Como x > 0, entonces x = 20
Para determinar si para este valor de x el drea es minima, estudiemos la monotonia de A aruiina
Hay que estudiar el signo de A cqpuiina en los intervalos (0,20 ) y (20, +)



x | A
16222 - _5304<0 X\ /

I’ Por tanto: I I

2400 |
21|16 — 2]2 =055..>0 0 20

Luego, en x = 20 se alcanza el minimo relativo que, ademds, es el minimo absoluto ya que la funcion A. es

decreciente a la izquierda y creciente a la derecha.

Solucion: el drea de la cartulina es minima para x = 20 cm.

c) Dimensiones de dicha cartulina.
Para x = 20, (segiin calculamos en el apartado (a)) las dimensiones de la cartulina son:

base =20+ 4 =24cm y altura = %+6=36cm

Solucion: las dimensiones de la cartulina de drea minima pedida son 24 cm de ancho y 36 cm de alto.
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3, .2
PROBLEMA A.3. Se da la funcion real £ definida por j(x) = X X" +5x—3

X +2x+5
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El dominio de la funcién h. Los limites  lim h(x) 'y ll’ng h(x). (I + 2 puntos)

X—>+oo

b) La asintota de la curva y = h(x). (4 puntos)
¢) La primitiva de la funciéon i (es decir, I h(x) dx) 'y elareade la superficie encerrada
entre lasrectas y=0, x=1, x=5 y lacurva y= h(x). (4 puntos)

Solucion:
a) Dominio de h(x)

—24+2°—4-1.5 —-2++-16

X 4+2x+5=0 > x= = Sin solucion
2-1 2

Por tanto, Dom h(x) = %

Calculemos los limites,

x3+x2+5x—3_(ooj X
- 2

= lim = [im x =+oo
X0 X X—>+o0

lim h(x)= lim

xorien e x242x+5 (oo

T+ x’+5x-3 -3
limh(x) = lim~——— >~ "=
x>0 =0 xT+2x+5 5

b) Asintota de y = h(x).
Como Dom h(x) = % y=h(x) no tiene asintota vertical.
Como lim h(x)=+cc y lim h(x)=-—co, y=h(x) no tiene asintota horizontal

X—>+o0 X—>—0o
Obtengamos la asintota oblicua, (puede ser de dos formas)
1. La funcion h(x) es un cociente de dos polinomios tales que grad(num) — grad(den) = 3 —2 = 1,
luego tiene asintota oblicua. Cdlculo de la asintota (efectuamos la division polinomica),
Y+ P+5x-3 [P +2x+5
—xX-2xX-5x x—1
—x -3 Por tanto, la asintota oblicuaes y=x-1
+ X +2x +5
2x+2

2. La asintota oblicuaes y=mx + n, siendo
X +x’+5x-3
h(x 2 X +x?+5x-3 X’
() XAIXES =(ij:lz’m—= lim 1=1

m=Ilim——==Ilim 5

X—oo  x X—>o0 X X—po0 x3 —+ 2x2 + 5x oo X—oo X X—>+oo

3+ 2+5 _3 3+ 2+5 _3_ 3_22_5
n= lfm[h(x)—m x]: l[m|:x X X _x:| — Iim X TX X X X X _

xoel X7+ 2x+5 x>0 x’+2x+5
2 2
— _3 [oe) -_—
= lim—— =(—j = lim—— = lim (~1)=—1
x=eo x“ +2x+5 oo x—o0  x X—>+oo

Por tanto, la asintota oblicuaes y=x-1



o) _[ X +x +5x-3
X +2x+5
Considerando la division polinomica realizada en el apartado anterior,

dx=

2x+2 ?
I x—]+2x— dx="—x+1In ‘xz +2x+5‘+C
X +2x+5 2
Calculemos el drea de la superficie.
Debemos realizar una representacion grdfica del drea a calcular.

El segundo limite calculado en el apartado a) nos informa que h(x) pasa por (0,_ %)

De la funcion h(x) conocemos su asintota oblicua y = x— 1.
Calculemos,
x | h(x) | x—1
3 2
]-l;] +5-]—3=£=0,5 I_1=0
I'+2-1+5 8
5°45°+5-5-3 172

542.5+5 40

=473 5—-1=4

La representacion grdficade y = h(x), y=0, x=1 y x=5 es

5

4

El cdlculo del drea es mediante la integral definida,
5

fh(x)dx: x—z—x+Ln‘x2+2x+5‘ = 5—2—5+Ln\52+2~5+5\ - Z—1+Ln 12+2-1+5\ -
! 2 2 2

1

:§+Ln40+é—Ln8:8+Ln%:8+Ln5

El drea pedida esde (8 + Ln 5 ) u.a. ( aproximadamente 96094 u.a.)
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PROBLEMA B.3. un proyectil estd unido al punto (0, 2) por una cuerda eléstica y tensa. El
proyectil recorre la curva y = 4— x> de extremos (-2, 0)y (2, 0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La funcién de la variable x que expresa la distancia entre un punto cualquiera (x, 4 — x°)

delacurva y=4- X’ y el punto (0, 2). (2 puntos)

b) Los puntos de la curva y = 4 — x° a mayor distancia absoluta del punto (0, 2)
para— 2 <x <2. (2 puntos)

c¢) Los puntos de la curva y = 4 — x° a menor distancia absoluta del punto (0, 2)
para—2 <x <2. (2 puntos)

d) El drea de la superficie por la que se ha movido la cuerda eldstica, es decir, el area
comprendida entre las curvas y=4-x" e y=2- /x/ cuando — 2 <x <2.
(4 puntos)

Solucion:

La representacion grdfica del problema es:
y=4-x" esuna pardbola, calculemos puntos de corte con ejes coordenados y vértice,
x=0, y=4 (0,4)

(=2,0)

=0, 4—-x"=0, 4=x>, x=HJ4=%2
g <(2,0)
Veértice x=—2=_9 _y 0.4)

2a 2(=1)

@) d((0.2),(x,4-2*) )= (=07 +{t—x*—2] =P +2=x] =V 1442 1 =x' — 32 +4
La funcion pedida es  f(x)=vx*-3x"+4 —-2<x<2

b) Debemos buscar el mdximo absoluto de la funcion anterior.

f(x)=Ax*-3x"+4 -2<x<2

Teniendo en cuenta que en el cdlculo inicial de f(x) el radicando es la suma de dos términos al cuadrado,
este radicando es siempre positivo.
Para encontrar el mdximo absoluto de f(x) necesitamos obtener sus extremos relativos.

Considerando que si  h(x)=+g(x) siendo g(x)>0  entonces como Hh'(x) =&, entonces el
24/8(x)

signo de h'(x) coincide con el signo de g’(x). Es decir, para calcular los extremos relativos de h(x) basta
con obtener los de g(x)
Luego, los extremos relativos de f(x) sonlode y =x" -3 x* +4. Calculémoslos,

y=x"-3x"+4, y =4x’ —6x
x=0
4x’ —6x=0, x(4x2—6)=0 6 6
4x°-6=0, 4x’ =6, xzzz, x=1% Zzi—zi‘]’2247

Estudiemos el signo de y” en los siguientes intervalos



|

N

\

o

S
N Six

NoX

x Yy =4x—6x
—I'5|4(=I'5)° -6 (-I'5)=—45

-1 |4(=D’-6((-D=2 +
1 4-P'-6-1=-2 —
I5 |4.15-6-15=45 +

X

Luego, _\ /r 5 _\ /+/
—iD V6

.\)‘
S§
S S
NoX

El mdximo relativo de y estd en x = 0, por tanto el mdximo relativo de f(x) estd en x =0. Pero como f{(x)

estd definida en un intervalo debemos obtener el valor de f(x) en los extremos para determinar el mdximo
absoluto,

X |f(x)=\/x4—3x2+4

—2 [ J(=2)* —3(=2)* +4 =/8 = 28284
0 |NO'—3-0°+4=+4=2

2 | V2P =322 +4=+/8=28284

El madximo absoluto de f(x) se alcanza en x=—-2y x=2.

Por lo que, los puntos de la curva a mayor distancia absoluta del punto (0, 2 ) son los puntos (-2, 0)
y (2, 0) {paralos valores de x obtenidos, los puntos los calculamos en el apartado a)).

c) Obtengamos el minimo absoluto de f(x).

. . .. . . 6
De lo estudiado en el apartado anterior sabemos que los minimos relativos estdn en x = iT. Como a la

izquierda de ellos la funcion es decreciente y a la derecha creciente, el minimo absoluto serd alguno de
ellos. Calculemos f(x) para estos valores de x,

X f(x)=x"=3x" +4
e pE:

2 2 2

s
2 2 2 2

El minimo absoluto se alcanza en los dos valores.

2
V6| 3
. 2 2 2
Calculemos los puntos de la curva correspondientes,
¥ |, _(




Finalmente, los puntos de la curva 'y = 4 — x> a menor distancia absoluta del punto

-6 5 V6 s
2 2] Y202

d) Representemos la superficie de la que debemos calcular su drea. {sabemos que — 2 <x <2}
y=4—-x" larepresentamos en el apartado a)

x|2-x x| 2+x
2—-x, x>0
y=2-|x= 0| 2 0| 2
24+x, x<0
2| 0 -2 0

La representacion es,

-2 -1 0 1 2

Esta figura es simétrica respecto del eje OY ya que,
gx)=4-x

g(—x)=4—(-x)’ =4-x - g =g(x

h(x)=2—|A

Wen=2-fo=2-y "I

Calculamos:

Jj((4—x2)—(2—x) )dx=j02(4—x2—2+x )dx:I;(Z—x2+x )dx:{zx_%_F%T —

3 2 3 2
= 22_2_+2_ — 20_0_+0_ :Q
3 2 3 2 3

Y A =2-%:2—30u.a.

El drea de la superficie pedida es 20 u.a.

En caso de no observar la simetria de la figura, el cdlculo seria,

A=l (-2)-c-n)ax y a=[(lt-x)-2-» )i

Y Ag=A; + Ay

(0,2) son
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PROBLEMA 6. En un tridngulo is6sceles, los dos lados iguales miden 10 centimetros cada
uno.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La expresion del area A(x) del tridngulo, en funcion de la longitud x del tercer lado.
(4 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién A(x), 0 < x <20. (4
puntos)
¢) Lalongitud x del tercer lado para que el area del tridangulo sea maxima y el valor de este
area. (2 puntos)

Solucion:
a) El triangulo isosceles del problema es:

El drea de este tridngulo serd: A = XTh
° hooL Obtenemos el valor de h en funcion de x, teniendo en cuenta que en un tridngulo
isosceles la altura sobre el lado desigual divide a este en dos partes iguales y forma
con la base un dngulo recto.
Es decir:
Aplicando el teorema de Pitdgoras,
2 2 2 _ 42
107 =r+[ 2] 100=n+%; =100 =20,
2 4 4 4
10 h_\/400—x2 _N400- ¥
N = =
4 2

N400 - x°
x _x V400 — x°

z 2
- A:
2 2 4

Por construccion el valor de x puede variar entre 0y 20 (para x = 0 o x = 20 no habria tridngulo)

x V400 — x*

Por tanto, A(x)zf xe (0,20)

b) Monotonia de A(x).

Ax) = V00— é(x V400 - x° )

2 2 2
A'(x)zi \/400—x2+x-—2x _1 N I _1400—x"—x" _
4 2N400-x> | 4 V400-x* | 4 400- 2
400-2x  200-x

Ca00-  2J400-x

_ 2
AX)=0 — 202X 200-x2=0; ¥ =200 x=+200 = +I10\2 = +14°14
2+/400 — x*

Como el dominio de A(x) es el intervalo (0,20), estudiaremos el signo de A‘(x) en los intervalos:

0 10v2 20




X A'(x)
200 - 10°

S —2886... +

10 | 24/400 - 107 | + | — |
0 10V2 20
200 —15°

15| ———— _=—0944... —

2+/400 — 15°

Finalmente, A(x) es crecienteen (0, ]0\/5 ) y decreciente en ( ]0\/5 , 20 ).

c) ¢Longitud del lado x para que el drea sea mdxima?

Del estudio de la monotonia de A(x) deducimos que para x = 1032 hay un mdximo relativo. Y este
mdximo relativo es el absoluto porque la funcion a su izquierda es creciente y a su derecha decreciente.

Para x=]0\/§, A()c)zIO\/E “403_(]0\5)2 =50

Finalmente, el drea del triangulo es mdxima cuando el lado desigual del triangulo isosceles mide
1032 em y el valor de esta drea es de 50 cm’.
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PROBLEMA 6. Queremos disefiar un campo de juego de modo que la parte central sea
rectangular, y las partes laterales sean semicircunferencias hacia fuera. La superficie del campo

mide ( 4 + ™ ) metros cuadrados. Se quieren pintar todas las rayas de dicho campo tal y como se
observa en la figura. Se pide:

a) Escribid la longitud total de las rayas del campo en funcién de la altura y del rectdngulo.
(5 puntos)

b) Calculad las dimensiones del campo para que la pintura usada sea minima. (5 puntos)

Solucion:

SIS

un rectangulo de dimensiones x e y
El campo es: 4 v dos semicircunferencias de radio y/2.
Su superficie es de (4 + 7 ) m’.

a) La longitud de las rayas a pintar serd:
Perimetro del rectangulo: 2x+ 2y
Perimetro de una semicircunferencia: © y/2
Las dos semicircunferencias: 2w y/2=m Yy

Portanto: L=2x+2y+ my

Para poder expresar L en funcion de y, hay que buscar la relacion entre x e Y.

La relacion la obtendremos a partir del valor de la superficie del campo.

El campo estd formado por un rectdngulo y dos semicirculos,

- rectangulo de lados x e y — Agp=xYy

- dos semicirculos de radio y/2 — Asc=(1/2)x (y/2)2 =(12)x (y2/4) = 7ry2/8
el drea de los dos semicirculos serd: 2 w y*/8 = & y*/4

V4 V4
Superficie del campozxy+zy2. Luego xy+zy2=4+7[ despejemos x
. 4+7-"
xy=4+r-=y" — x=
4 y
4+1-"y 8+21r-2 S r 1«
Luego, L=2| ——F— +2y+71'y=—2+2y+ﬂ'y=—+——5y+2y+ﬂ'y=
y y
8+27x V4 8+2rx V4
= +2y+|m——|y= +2y+—y
y 2 2
8+2rx V4
Solucion: L= +2y+—y

y 2



b) ; Dimensiones del campo para que la pintura usada sea minima?
Debemos minimizar L. Como y es la longitud de un lado, por definicion, y =0.

L=8+2ﬂ+2y+£y
y 2
L’=—_(8+227[)+2+z
y 2
I'=0 —(LZZ”)+2+£:0; 2+£:8+227£; 4+7£:8+227z; polo+er.
Y 2y 2 y 4+
4+

Como y 20, la solucion obtenida es y = 2. Ahora podemos estudiar el signo de L en los intervalos (0,2) y
(2,+e0) o calcular L. Calculemos L.

Reescribimos la expresion de L,

L’=_(8;227[)+2+£=—(8+27r)y‘2 +2+2
y 2
L =—~(8+27)(-2)y" = (16 +47)y~ =1 +34”
y
Paray=2, L' = 16 +347[ >0
2

Por tanto en y = 2 hay un minimo relativo (el tinico extremo obtenido). Este minimo relativo es el absoluto
de L porque alaizquierda de 2 L es decreciente y a la derecha creciente.

T 52
4+7Z'—22 _4+7Z'_7Z'_

2 2

2

y=2 — x=

Solucion: para que la pintura usada sea minima las dimensiones del campo son la parte central un
cuadrado de lado2m (x=y=2) y las semicircunferencias laterales de radio 1 m.
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Problema 6. Considerar la funcién £ (y) = ¢~* para los valores positivos de x. Por cada

punto M = ( x, f(x) ) de la grafica de f se trazan dos rectas paralelas a los ejes coordenados, OX
y OY. Estas dos rectas, junto con los ejes de coordenadas, definen un rectangulo.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Determinar el drea del rectdngulo en funcién de x. (3 puntos)

b) Encontrar el punto M que proporciona mayor drea y calcular esta area. (7 puntos)

Solucion:
Grdficamente el problema es:

2

1 f(z)=e""

Mz, f(z))

1

a) Area del rectdngulo en funcion de x
El rectangulo definido tiene de base x y de altura f(x) = e

.2
Su dreaes: Ag(x)=xe* x>0

b) ;M?/Ag sea mdxima
A (x)=x e
A ()=e +xe” (=2x)=e " (1-2x)

e =0 sin solucion
A, (=0 — e (1-2x")=0

1 2
(1-2x")=0>2x" =15 % AN )
2 2
., 2 7

Como x>0, solucion x= 7 = 07071 ...
Debemos estudiar el signo de Ay (x) en los intervalos:

+ + x| AL

0 vz 05 | e (1-2-052)=038..>0

2 2
1 |e”(1-2-1)=-0367..<0
+ + + — El mdximo relativo se alcanza en x = 72 que es el
0
g absoluto porque a su izquierda la funcion es

creciente y a su derecha decreciente.



Calculemos el punto M,

Ne|_N2, =X2e2 =2 04289 ua.

V2o J2

Solucion: el punto M que proporciona mayor drea es s esta drea mide —_— u.d.
p que prop y ( 2 \/z ] y 2 \/z
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Problema 6. Una ventana rectangular estd coronada por un semicirculo tal y como se indica en
la siguiente figura.

Sabiendo que el perimetro de la ventana es de 20 metros:
a) Calcular el drea de la ventana en funcién de su anchura x. (3 puntos)

b) Calcular las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la maxima entrada
de luz. (5 puntos)

c) Calcular el valor de dicha area maxima. (2 puntos)
Solucion:

La anchura de la ventana es x, la altura de la parte rectangular vy, el radio del semicirculo superior es x/2.
El perimetro de la ventana es de 20m.

. ., X
La longitud del semicirculo es: 7—.

. T
El perimetro de la ventana es: x+2y+—x

Como hay que obtener el drea de la ventana en funcion de x, despejemos y:

x+2y+§x:20; 2y=20—x—§x; 2y=20—(1+%)x

z 20-(1+F 1 20-2FF s
2 2 2+
y= - —10-217
2 2 4

a) Area de la ventana,

Area de la ventana = Area del rectdngulo (xy) + Area del semicirculo,

X g ¥
2+ 7[5 2+ T 247 T 2+ T«
A(x) = x| 10— x |+ =10x— Pr—t —jox-ET 2 D oo 2 2 2 =
4 2 4 2 4 8 8

2
X

:Jox—(m%)ﬁ _ox_t7

. . 2+
Como x e y son longitudes, x,y > 0 (si alguna es 0 no hay ventana), por tanto 10— x>0,

]0>2+7z

x, 40>2+m)x, x<

=77797
2+

Finalmente, el drea de la ventana en funcion de su anchura, x, es

A(x) :IOx—4;7[x2 xe (0, 40

X en metros.
2+



b) Dimensiones de la ventana que permita la mdxima entrada de luz.
Buscamos el drea mdxima.

Ay =10-2E7 55927

A =0 — 10-2% 0 & j0=2F%F, o =2 55'600096(0, 40)
4+ 2+

Como A’(x) es un polinomio de primer grado con coeficiente de x negativo, es una recta de pendiente
negativa, entonces a la izquierda de su raiz es positiva y a la derecha negativa.

Enx = hay un mdximo local y como A(x) a la izquierda es creciente y a la derecha decreciente, este

4+
mdximo local es el absoluto.

Para x= 20 o9 2¥7 40 _ 9 10@+7)_ ) 204107 _40+10m-20-107 _ 20

4+ 4 4+71 4+ 4+ 4+ 4+

Por tanto, las dimensiones de la ventana que permite la mdxima entrada de luz son:

40
base m.
. 4+ . . .
parte rectangular y semicirculo superior de radio y m.
+7
altura m.
4+

c) Valor del drea mdxima.

A =10x- 227 2
40 40 40 4+7x( 40\ 400 4+7x 1600 400 200
para Xx= - A =10 - = - 5= — =
4+7 4+ 4+7 8 \4+x) 4+x 8 (d+zx) 4+m 4+=x
= 200 = 28005
4+

0 m’ =287005 m’.
4+

El drea maxima mide:
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Problema 6. Se construye una caja de cartdn sin tapa a partir de una hoja rectangular de 16 cm
por 10 cm. Esto se hace recortando un cuadrado de longitud x en cada esquina, doblando la
hoja y levantando los cuatro laterales de la caja. Calcular:

a) Las dimensiones de la caja para que tenga el
mayor volumen posible. (8 puntos)
b) Dicho volumen. (2 puntos)

Solucion:
Completando las dimensiones de la hoja:
16 cm Las dimensiones, en cm, de la caja de carton a
; 5 CONSITuir Son:
1(;_2L ””” largo 16 -2 X,
: ancho 10-2x y
‘ alto x
: ! 10cm
10 — 2z, . ~
1 ' Por lo tanto el volumen de la caja serd
‘ Vix)=(16-2x)(10-2x)x
A Y SR
T
x>0
Y para que haya caja deberd cumplirse: {16 -2x>0 — 16>2x — 8>x = x<8, luego 0<x<5

x<5

10-2x>0 — 10>2x — 5>x
V(x)=(160-32x-20x+4x" )x=(4x-52x+160)x=4x -52x° + 160 x
Debemos obtener el mdximo de la funcion V(x) =4 X —52x*+160x siendo 0<x<35

Vix)=12x-104x + 160

L 104456 _20
12x* —104x +160 = 0 x—_(_]04)i\/(—104)2—4'12-160_]04i56_ 24 T3
’ 2-12 24 _104-56

X = 22 =2e(03)

Obtengamos el signo de V'(x) a la izquierda y derecha de x = 2.
Vix)=12x" - 104 x + 160
x=15 — VI5)=12(I'5 =104 (1'5)+160=31>0 creciente
x=25 — V(25 =12(25)-104(275)+160=-25<0 decreciente
Por tanto, como V(x) es creciente a la izquierda de 2 'y decreciente a su derecha el mdximo relativo es

absoluto.
Para x=2, largo 16-2.2 =12, ancho 10-2.2=6; V(2)=4.2"-52.2°+160.2 = 144

Solucion:
a) Las dimensiones de la caja para que tenga el mayor volumen posible son: 12 cm de largo, 6 cm de

ancho y 2 cm de altura.

b) El volumen mdximo es de 144 cm’.
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EJERCICIO A

PROBLEMA 4.1. Probar que el volumen de cualquier cono recto inscrito en una esfera es menor que el 30% del
volumen de la misma (3,3 puntos).

Solucion:
Al inscribir un cono en una esfera, los voliimenes de ambos cuerpos son, llamando R al radio de la esfera,

esfera
|
V / Vconozgﬂx (Y"‘R)
x siendo x2+y2=R2, x,y>0

. 2 .. 2 2 2
despejando x°, expresamos el volumen del cono en funcion de y, x” = R” —y~, luego

v AR
3

V

cono

1 1
ZSJZ'(RZ—yZ) (y+R)=§7r(R3+R2y—R yz—y3)

Busquemos el mayor cono recto que podemos inscribir en la esfera de radio R,

V'=%7Z(R2 -2R y—3y2)

V=0 - %H(RZ—ZRy—SyZ):O — R*-2Ry-3y*=0

2R R
) ) _—2R+QR?-4.3(-R>) —2R+V4R*+12R> -2R+4R |V "6 3
3y"+2Ry-R" =0 — y= o = o = . = C6R
yzzT:—R

Puesto que los valores de y deben ser positivos, estudiamos el signo de V'en R,
como V” es un polinomio de 2° grado con coeficiente de y* negativo, obtenemos
I
R

N

Para y = R/3 V alcanza un mdximo relativo; por ser V creciente en el intervalo (0, R/3) y decreciente en (R/3,+x) este
mdximo es absoluto. Es decir que el mayor cono recto que podemos inscribir en una esfera de radio R es aquel cuyo
volumen es:

2 2 2 2 2
v =lp R [B) (B g| oLl gr o RO|[AR) Ly ORT R \AR) 1, 8R% AR 32 s
3 3) 3 3 9 L3 ) 3 9 3) 379 3 8l

Comprobemos que con el mayor cono recto inscrito en la esfera se cumple la condicion del problema,

=i7r R}

-R 0

V

esfera

(;VC()I‘I() < &
100

2 304 2<% — 0395<04 St

Ve

sfera *

— >
81 1003 81

Como el volumen del mayor cono recto que podemos inscribir en la esfera cumple la condicion del problema, cualquier
cono recto inscrito en una esfera la cumple.
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EJERCICIO A

PROBLEMA 4. Una persona camina a la velocidad constante de 3m/s alejdndose horizontalmente en linea recta desde la
base de un farol cuyo foco luminoso estd a 10 m de altura. Sabiendo que la persona mide 1,70 m, calcular:

a) La longitud de la sombra cuando la persona estd a 5 m de la base del farol (2 puntos).
b) La velocidad de crecimiento de la sombra a los t segundos de comenzar a caminar (1,3 puntos).
Solucion:

a) El grdfico correspondiente al problema es (los segmentos CD y AB representan, respectivamente, al farol y a la
persona):
Podemos resolver este problema de dos formas:
D Al) Por tridngulos semejantes.
Los tridngulos SAB y SCD son tridngulos rectdngulos con dngulo
agudo comiin en el vértice S, por lo que son semejantes.
Podemos aplicar el teorema de Thales,
Y T ox=17x485
x+5 10

85
83x=85 — x=—7=1024
La longitud de la sombra es de 17024 m.
10m
A2) Por geometria analitica.
Consideramos C el origen de coordenadas.
Obtengamos la ecuacion de la recta r, pasa por Dy B.
Esta recta pasa por los puntos D(0,10) y B(5,1°7); su vector director
B serd v(-5, 873). La ecuacion serd:
-0 -10 -873
il - - y= X410
5m -5 873 5
5 Calculamos la longitud de la sombra buscando el punto de corte de
C A la recta r con el eje de abcisas, S.

—83x

+10 —» 0=-83x+50

y=0 - 0=

50

x__
873

El punto S es E,O
873

Como el punto A tiene de coordenadas (5,0), la longitud de la
sombra, x, serd:

50 _50-415 _85

=1024 m.
83 873 873

b)
Calculando la longitud de la sombra en funcion del tiempo, la derivada de esta longitud nos dard la velocidad de
crecimiento de la sombra.
Al cabo de t segundos la persona, como camina a una velocidad de 3 m/s, habrd recorrido 3t m. Grdficamente
tendremos la siguiente situacion,



10m

1'7m

3t

Calcularemos la longitud de la sombra al cabo de t segundos, L,
obteniendo la ecuacion de la recta que pasa por los puntos F y P, r.
Sus coordenadas son:
F(0,10) y P(3t,17)
el vector director de la recta buscada: ( 3t, — 873 ).

La ecuacion serd:

X O: y—10 S y= 83x+10

3t —-873 3t
Calculamos la longitud de la sombra buscando el punto de corte de
la recta r con el eje de abcisas, S.

y=0 — 0=_i3x+10 s 0=-83x+30r
t
30¢
X =
83

El punto S es &,O
873

La longitud de la sombra serd:

300, _ 3002491 _ 5l

83 83 83

La velocidad de crecimiento de la sombra serd:

L=

- -

L =—/1 es decir ﬂ mls=0614m/s
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PROBLEMA B.3. Dada la funcién polinémica f(x) =4 - X%, se pide obtener razonadamente:
a) La gréaficadelacurva y=4— x*. (2 puntos)
b) El punto P de esa curva cuya tangente es perpendicular a la recta de ecuacién x +y =0.
(3 puntos)
c¢) Las rectas que pasan por el punto ( — 2, 1) y son tangentes a la curva y = 4 — x°,
obteniendo los puntos de tangencia. (5 puntos)

Solucion:
a) Grdficade y =4 —x°
Esta funcion es un polinomio de segundo grado, grdficamente es una pardbola. Para representarla basta
con calcular sus puntos de corte con los ejes coordenados y su vértice.
Corte con el eje OX — x =0, y:4—02:4 — (0,4)
Corte conelejeOY — y=0, 0=4-x — xX=4 — x=+2 — (2,0)y(-2,0)
Vértice x=_—b=L=O - (0,4)
2a  2(-1)
La representacion grdfica de esta curva serd:

6
y

5

Otra forma de obtener la grdfica de esta curva seria mediante su estudio. Vedamoslo,

y=4- X

Es una funcion polinomica por lo tanto su dominio es el conjunto de los niimeros reales y no tiene

asintotas. Las ramas las estudiaremos si es necesario.

Domy =R

Puntos de corte,
Corte coneleje OX — x=0, y
Corte conel eje OY — y=0, 0=

X = xX=4 - x=%x2 —> (2,0)y(-2,0)
Monotonia,
y'=—-2x
—-2x=0; x=0

+\ = Crecienteen (-, 0) y

(') decreciente en (0, + o)

Madximos-Minimos
Del estudio anterior obtenemos que,

7N

0

Luego en el punto (0, 4 ) hay un mdximo

La representacion grdfica de esta curva serd la realizada anteriormente.



b) Buscamos un punto P ¢ { y =4—x2}/{recta tangente a yenP}-L{x +y=0/}
Sea P (a, b ) larectatangente a la curva en este punto tiene por pendiente y -,
y'==2x — Yiu=-2a
La pendiente de larecta x+y=0 {y=-x} es —1
Como las dos rectas deben ser perpendiculares, el producto de sus pendientes serd — 1, luego
(-2a).(-1)=-1; 2a=-1; a=-1/2
Calculemos la ordenada del punto P,

2
2 2 4 4

Por lo tanto el punto P buscado serd el (_71 , %]

¢) Rectas tangentes a la curva { y = 4 — x° } que pasan por (-2, 1)

Sea(a,4 —d’)el punto de tangencia entre la recta y la pardabola.

Como la recta debe pasar por los puntos (—=2,1)y (a,4—d), la pendiente de esta recta serd:
oAy 4-a*-1_3-a’

Ax a—(-2) a+2

Como la recta debe ser tangente a la pardbola en el punto (a, 4 —a* ), la pendiente de esta recta debe ser:
Yiea, cOMmo y ' ==2x — yia=-2a

Por lo tanto:

2
374 _ hy 5 3—a’=—2d’—4a — a’+4a+3=0
a+?2
Resolviendo esta ecuacion,
—4+2__1
LoTAEYA =413 —4x16-12 _-4V4_-42 [ 2
2.1 2 2 2 —4—2__3
2
Los puntos de tangencia, (a , 4 — a’ ), serdn:
para a= -1 — (-1,4-(-1f)=(-1,3)
para a= -3 — (-1,4-(-3)=(-3,-5)
Las rectas, que pasan por el punto (-2, 1 ), serdn:
para a= -1 — m=-2(-1)=2 para a= -3 — m=-2(-3)=6
y=1=2(x-(=-2)) y-1=6(x-(-2))
y=1=2(x+2) y=1=6(x+2)
y—-1=2x+4 y—1=6x+12
y=2x+45 y=6x+13

Solucion:
recta y=2x+5 y puntodetangencia (—1,3)
recta y=6x+ 13 y punto de tangencia (—-3,-5)



Matematicas I1 Junio 2013

OPCION B

PROBLEMA B.3. Dada la funcién f definida por f{x) = sen x, para cualquier valor real, se
pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razona-miento utilizado:

a) La ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de abcisa x = m/6.
(4 puntos)

b)  La ecuacion de la recta normal a la curva y = f{x) en el punto de abcisa x = n/3. Se
recuerda que la recta normal a una curva en un punto P es la recta que pasa por ese
punto y es perpendicular a la recta tangente a la curva en el punto P. (3 puntos)

c) El dngulo formado por las rectas determinadas en los apartados a) y b). (3 puntos)

Solucion:
a) Recta tangente a y = senx en x=m/6

6 b

T T 1 7 1
X=— — y=sen—=— — puntodelarecta |—,—
6 2 6 2

, , T 3
y=cosx — m=Yy _=C05S—=——
X=—

z 6 2

La ecuacion de la recta tangente pedida serd: y— 1 = ﬁ(x —zj

2 2 6
V3 T\ 1
y=—o/\x-=|+=
2 6) 2
b) Recta normal a y =senx en x=71/3
T T \/§ T \/§
X=— — y=sen—=—— — puntodelarecta |—,—
3 3 2 2
. , , T 1
Pendiente de la recta tangente, y =cosx — m,, =y . =c0S 3 = >
3
Como la recta tangente y la recta normal son perpendiculares, se cumple m_, m_, =—1, luego
imrn =1 = m, A6 =-2
5 M .

La ecuacion de la recta normal pedida serd: y— g = —Z(X —%)

V4 3
:—2 _x__ +_
g [ 3) 2

c) En el apartado a) hemos obtenido la recta r:y= g(x —%) +§ - 1: = [1 , ﬁ]

En el apartado b) hemos obtenido la recta s:y = —Z(X —%) +§ - ;: =(-2,1
Llamando o al dngulo que forman las rectas r y s,



s I
o b

Y, finalmente o =756717°

‘V * Vs
TR

Py

como 3>I)= -1

=0,247478...

NI
v
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PROBLEMA B.3. Un pueblo esta situado en el punto A (0, 4) de un sistema de referencia

cartesiano. El tramo de un rio situado en el término municipal del pueblo describe la curva
2
y=—, siendo —-6=<x<6.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La distancia entre un punto P (X, y) del rio y el pueblo en funcién de la abcisa x de P.
(2 puntos)
b) El punto o puntos del tramo del rio situados a distancia minima del pueblo. (4 puntos)
c¢) El punto o puntos del tramo del rio situados a distancia maxima del pueblo. (4 puntos)

Solucion:
Representemos grdficamente los datos del problema,

P(x,y)

YT

-6 9

_4 4
19 A(0,4)

0 0

4 4

6 9

a) ¢Distancia entre P y A?

2 2 2
dzd(P,A)z\/(x—0)2+(y—4)2 =[como P es de la curva y=x7, /= \/x2+(x7—4j =

4

4
Solucién: d(P,A)zw/;—6—x2 +16  xe[-6.,6]

b) Debemos buscar el minimo de la funcion d del apartado anterior.

3 3
4i—2x x——Zx
4

- 4 4
2\/x—x2+16 2\/x—x2+]6
16 16
Estudiemos el signo de d’. En d” el radicando del denominador lo obtuvimos como suma de dos términos al
cuadrado, por tanto es positivo. Luego el denominador es positivo y el signo de d” depende del numerador.

Estudiamos el signo del numerador,

3
X

7—2x:0 - X =-8x=0 — x(x2—8)=0<

4 2 4 4
=\/x2+x——8x—+16 =\/x—+x2—2x2 +16 =\/x——x2 +16
16 16 16

x=0
=8=0 — =8 — x=tJ8§=122



1 | 1 1 ]
! I I I I
Tenemos que estudiar el signo de d’ en los intervalos: -6 23 0 23 6

=B =28
Como el numerador es un polinomio de tercer grado con tres raices reales, el signo del polinomio alterna
en los cuatro intervalos; solo necesitamos calcular el signo de d” en uno de los intervalos.

3 —
Ly 1 -2 =7
x=1 —» d'=—12
]4
2\/ -I’+16 \/+15 \/+15
16
l _ | i ] _ ] + |
! I I [ |
Por tanto: -6 ~2./2 0 22 6
minimo meaximo minimo

relativo relativo relativo

Como a la izquierda de los minimos la funcion es decreciente y a la derecha creciente, uno de ellos o ambos
serdn los minimos absolutos.

Calculemos el valor de d en los dos minimos relativos obtenidos:

x=-242 > d=\/( 22 —(-2v2f +16 \/ﬂ—4 2416 =J4-8+16 =12

x=242 - dz\/@—(zx/?)zué :\/%—4.2+]6 =J4-8+16 =12

Como en los dos minimos relativos la funcion vale lo mismo, ambos son los absolutos.

4

4 4
Solucion: los puntos del rio situados a distancia minima del pueblo son (— 22,2 ) y (2\/5 , 2).

Obtengamos los puntos del rio,

c) Del estudio realizado en el apartado anterior, el mdximo relativo de la distancia se alcanza en x = 0. Pero
como estamos trabajando con una funcion definida en un intervalo, el mdximo absoluto se puede alcanzar
en los extremos del intervalo o en el mdximo relativo.

Veamos,
04
x=0 — d=]——0"+16 =.J16 =4
16
x=—6 — d:\/(l? - +16 _\/@—36 16 =~/61=7"8102

4
x=6 — d—W/?—6—62 +16 = @—36“6 =/61=7"8102

Es decir, los puntos del rio situados a distancia mdxima del pueblo son (-6,9) y (6,9).
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PROBLEMA B.3. Cada dia, una planta productora de acero vende x toneladas de acero de

baja calidad e y toneladas de acero de alta calidad. Por restricciones del sistema de produccion
23-5x . 23
debe suceder que y= 10—x" siendo 0<x< =
El precio de una tonelada de acero de alta calidad es de 900 euros y el precio de una tonelada de
acero de baja calidad es de 300 euros.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los ingresos obtenidos en un dia en funcién de x. (3 puntos)
b) Cudntas toneladas de cada tipo de acero se deben vender en un dia para que los ingresos
obtenidos ese dia sean maximos. (5 puntos)

¢) El ingreso maximo que se puede obtener por las ventas de acero en un dia. (2 puntos)

Solucion:
Datos: x toneladas de acero de baja calidad a 300€/T.
y toneladas de acero de alta calidad a 900€/T.
y= 23_5x,0<x<£=4’6.
10—-x 5

a) ;Ingresos en funcion de x?

100=300x+900 22" pex<®
10—x 5
b) ;Ingresos mdximo?
Tenemos que estudiar 17(x)
I'(x) =300 + 900 ~2U0 =0 =23 230D _ 350 ggg TV HIXH 2T X _ 555 g9 —27
(10 —x) (10 —x) (10 —x)

_ 24300

(10x)*
Estudiemos el signo de I,

00—%20 - 3002% - (]0—x)2:M (10-x)" =81 —
(10—-x) (10— x) 300

10—-x=9 — x=1

10-x=+J81 — 10-x=19 23
10—-x=-9 — x=19, ]9>? 19¢ Dom I(x)

Luego, debemos estudiar el signo de 1~ en los siguientes intervalos: (') } 23'/5
Para x=075 11075) = 300——2-P% __, N
(10-05) , . . — |
entonces: | ] |
Para x=2 112)= 300~ 2% __ 0 1 23/5
(10-2)

Luego, I(x) es crecienteen (0, 1) y decreciente en (] , 2—;) En x =1 hay un mdximo relativo. Ahora

bien, a la izquierda de x = 1 la funcion es creciente y a la derecha decreciente entonces en x = 1 hay un
mdximo absoluto.



Para x=1, y=—23_5'] =§:2
10-1 9
Finalmente, para que los ingresos de ese dia sean mdximos se debe vender 1 tonelada de acero de baja
calidad y 2 toneladas de acero de alta calidad.
c) ;Ingreso mdximo?
Del apartado anterior, el ingreso mdximo se obtiene para x=1 e y =2, por tanto
I(1)=300.1+900.2=2100

Solucion: el ingreso mdaximo que se puede obtener por las ventas de acero en un dia es de 2100€.
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PROBLEMA A.3. Se desea unir un punto M situado en un lado de una calle, de 6 m. de
anchura, con el punto N situado en el otro lado de la calle, 18 m. mas abajo, mediante dos
cables rectos, uno desde M hasta un punto P, situado al otro lado de la calle, y otro desde el
punto P hasta el punto N. Se representd la calle en un sistema cartesiano y resultdé que
M=(0,6), P=(x,0)y N=(18, 0) . El cable MP tiene que ser mas grueso debido a que cruza
la calle sin apoyos intermedios, siendo su precio de 10 €/m. El precio del cable PN es de 5 €/m.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El costo total C de los dos cables en funcion de la abcisa x del punto P,

cuando 0 < x < 18. (3 puntos)
b) El valorde x,con 0<x <18, para el que el costo total C es minimo. (4 puntos)
¢) El valor de dicho costo total minimo. (3 puntos)

Solucion:
La representacion grdfica de los datos del problema es:

M(03,6) j
2

P(x,0)  (18,0)N
e ——————+—+——%

a) Coste de los dos cables en funcion del valor x del punto P.
Sabemos que 0 <x <18,

d(M,P)=+(x=0) +(0-6) =~/x*+36
d(P,N)=18—x
Por lo que el coste C de los cables serd: C=10+x>+36 +5(18—x) 0<x<18

b) Minimo de C.
C,:]O 2.x ]OX

—5= _
24x*+36 VX2 +36
10X 5_0 5 10x-5Vx136=0 — 10x=5Jx*+36

Vx’+36
(]0x)2=(5\/x2+36)z — 100 %" =25(x*+36) — 100 x* =25 x> +900

2:% =12 — x=+J/I2

5

C’'=0 -

100 X° =25x"=900 — 75x*=900 — «x

Pero como 0 < x <18, entonces x = \/E = 34641
Para determinar si es minimo calculemos los valores de C~ a la izquierda y derecha de 12



10.1 10

x=1, ('=————-5=—"—-5=-33560<0
NI +36 V37
x=5 =292 5290 5401850

Jsi 136 el

Hemos obtenido que a la izquierda de 12 C~ es negativa y a la derecha positiva, por lo que para
x = 12 la funcion C tiene un minimo relativo que ademads es el absoluto porque C es decreciente a la
izquierda de \N'12 'y creciente a la derecha.

Por tanto, el coste total C es minimo para x = N I12m =3°4641 m.

c) El valor del coste total minimo serd.:

c=10(V12) +36 +5(18-12)=10J12+36 +5(18-+/12)= 1419615

Por lo que, el coste total minimo es de 141796 €.
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PROBLEMA B.3. Se divide un alambre de longitud 100 cm en dos partes. Con una de ellas, de
longitud x, se construye un tridngulo equilatero y con la otra, de longitud 100 — x, se construye
un cuadrado. Se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:
a) La funcion de la variable x que expresa la suma de las 4reas del tridngulo equilétero y
del cuadrado, siendo 0 <x < 100. (4 puntos)
b) El valor de la variable x en el intervalo [0,100] para el cual dicha funcién (suma de las
areas en funcion de x obtenida en el apartado a)) alcanza su minimo valor. (3 puntos)
c) El valor de la variable x en el intervalo [0,100] para el cual dicha funcién alcanza su
maximo valor. Interpretar el resultado obtenido. (3 puntos)

Solucion:

Se divide un alambre de longitud 100 cm en dos partes.

Con una de ellas, de longitud x, se construye un tridangulo equildtero [ de lado x/ 3 ]
y con la otra, de longitud 100 — x, se construye un cuadrado [ de lado ( 100 —x)/4 ]

a) Area del tridngulo equildtero,

Aplicando el teorema de Pitdgoras:
xY (xY XX X’ X
=24 5 =Tl 5 =
x 3 6 9 36 9 36
L 3 2 2 2
R e NP SN '
36 36 6
« (como h es una longitud, h > 0)
6
X x\/§ x’\3
T - 2
Luego, AT — 3 26 — ]28 _ X3f

Area del cuadrado,

2 2
A, _(100 —xJ _ (100 - x)

4 16
2
Finalmente, la suma de las dreas es f(x)=3—\/§x2+% 0<x<100
b) Minimo de f{(x).
f'(x):ﬁ'2x+i-2(]00—x)-(—])zﬁx—i(JOO—x)zﬁx—]00+£:4\/§x_900+9x:
36 16 18" 8 80 8 8 72
_ (13 +9)x—900
72
, (443 +9) x— 900
F(x)=0 - =0 = W53+9)x-900=0 — (4J3+9)x=900
900
x= = 56’5035 (e o, 100
4349 (€lo. 100

Como f1(x) es un polinomio de primer grado con coeficiente de x positivo, es una recta de pendiente
positiva, entonces a la izquierda de su raiz es negativa y a la derecha positiva.

En x = 56°5035 hay un minimo local y como f{(x) a la izquierda es decreciente y a la derecha creciente, este
minimo local es el absoluto.



La funcion f(x) alcanza su minimo para x = j_()O cm = 565035 cm
+

c) Mdximo de f(x):

Como f(x) estd definida en un intervalo cerrado, la funcion alcanza su mdximo en el interior del intervalo o
en los extremos. En el interior, como hemos obtenido en el apartado anterior, alcanza el minimo.
Calculemos el valor de f(x) en los extremos del intervalo ( para x =0 y x=100)

f(0)23_€ . 02+(100—0) _ 100

=625
16 16
2
f(]00):£ . 100? +M:£ . 100? = 481
36 16 36

El mdximo de f(x) se alcanza para x = 0, en este caso todo el alambre se usa para construir un cuadrado
de 25 cm de lado.
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PROBLEMA B.3. Las coordenadas iniciales de los méviles A y B son (0,0) y (250,0),
respectivamente, siendo 1 km la distancia del origen de coordenadas a cada uno de los puntos

(1,0)y (0,D).
El mévil A se desplaza sobre el eje OY desde su posicion inicial hasta el punto (0%) con

velocidad de 30 km/h y, simultdneamente, el movil B se desplaza sobre el eje OX desde su
posicion inicial hasta el origen de coordenadas con velocidad de 40 km/h.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La distancia f(t) entre los mdviles A y B durante el desplazamiento, en funcion del
tiempo ¢ en horas desde que comenzaron a desplazarse. (2 puntos)

b) El tiempo T que tardan los moviles en desplazarse desde su posicion inicial a su
posicion final, y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f a lo largo
del trayecto. (4 puntos)

c) Los valores de ¢ para los que la distancia de los mdviles es mdxima y minima durante su
desplazamiento y dichas distancias maxima y minima. (4 puntos)

Solucion:
La representacion grdfica del problema es:

200 375
A (Oa T)

La indicacion “siendo 1 km la distancia
del origen de coordenadas a cada uno de
i los puntos (1,0) y (0,1)” significa que en
ambos ejes la unidad es 1 km.

La distancia que debe recorrer el movil A
es de 187°5 km, y el movil B 250 km.

187°5/km

50

A0 km/h 40kmh 5_ 55 g

) 0 50 100 150 200 250

>
»

250 km

a) Distancia entre los moviles en funcion del tiempo t.
Al cabo de t horas el movil A habrd recorrido 30t Km 'y su posicion serd el punto (0, 30t )
Al cabo de t horas el mévil B habrd recorrido 40 t Km 'y su posicion serd el punto ( 250 -40t¢, 0 )

Por tanto, f(t)=d(A,B) = \/ (250 — 40t - 0) +(0 =30t =62500 — 20000 + 1600¢> + 900¢* =
= /62500 — 20000  + 2500 °

Luego  f(t) =4/62500— 20000 t + 2500 £* .

b) Allega a su posicion final cuando 30t = % — 60t=375 — t= % =625
e 250 .
B llega a su posicion final cuando 40t =250 — t= 20 =625

Luego, ambos moviles tardan 625 h en desplazarse desde su posicion inicial a la final.

Para obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(t) a lo largo del trayecto, estudiamos la
monotonia de f{t).
De lo calculado en el apartado a) y lo obtenido en este apartado, sabemos que:



t)= - t+ t <t< t horas vy t) Km
(1) =+/62500 — 20000 t + 2500 t* 0 6725 h (1) K

Estudiemos el signo de f(t)
, — 20000 + 5000 t
;=

262500 — 20000 ¢ + 2500 £
— 20000 + 5000 ¢
2,/62500 — 20000 t + 2500 1°

20000 _

5000

Debemos estudiar el signo de f(t) en los intervalos:

=0 — -=20000+5000t=0 — 5000 t=20000

0 4 625
t 1@
20000 + 5000 - 1 .
1| 246250020000 -1+ 2500 - I* , _ | + |
L zlt 6|’25
— 20000 + 5000 - 5
5 —.
2,/62500— 20000 - 5 + 2500 - 5°

Finalmente, f(t) es decrecienteen (0,4 ) y crecienteen (4,6725).

c) Mdximos y minimos de f{t)

Del estudio de la monotonia de f(t) deducimos que para t = 4 hay un minimo relativo. Y este minimo

relativo es el absoluto porque la funcion a su izquierda es decreciente y a su derecha creciente.
El mdximo de f(t) se alcanzard en alguno de los extremos del intervalo [ 0, 6 25].
Calculemos el valor de f{(t) en estos extremos,

t=0, f()= \/62500—20000 :0+2500-0° =250

t=5, f(@)= \/62500 —20000-5+2500-5° =187°5
Luego, el mdximo se alcanza en t =0.
Para terminar nos falta calcular f(4), t =4, f(t)= \/62500 —20000 -4 + 2500 -4° =150

Finalmente, la distancia mdaxima entre los moviles A 'y B se alcanza en el momento inicial (t=0h)y es

de 250 km. La minima parat=4h y es de 150 km.
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Problema 6. Un espejo plano, cuadrado, de 80 cm de lado, se ha roto por una esquina
siguiendo una linea recta. El trozo desprendido tiene forma de tridngulo rectangulo de catetos
32 cm y 40 cm respectivamente. En el espejo roto recortamos una pieza rectingulo R, uno de
cuyos vértices es el punto (x, y) (véase la figura).

a) Hallad el 4rea de la pieza rectangular obtenida como funcién de x, cuando 0 < x <32.

(4 puntos)
b) Calculad las dimensiones que tendrd R para que su drea sea maxima. (4 puntos)
¢) Calculad el valor de dicha drea maxima. (2 puntos)

ol

Solucion:
La representacion grdfica del problema es:
WL (x,80) D (80,80)
G
70
60
50
A
40
30
20
(x,y)
5 F(80,y)
10 B
\, :
0 10 20 30 40 50 0 70 80 90

a) Area del rectdngulo R de vértices PFDG
Ellado PF mide (80 —x )cm, ellado PG mide ( 80—y ) cm. El drea del rectdngulo R quedaria en

funcion de x e y. Para expresar el drea de R en funcion de x, consideramos que el punto P (x,y ) € AB.

Calculamos la ecuacion de la recta que pasa por A y B para expresar y en funcion de x.
{A = (0,40) {Punto (0,40)
->r

B=(32,0) v.director (32,—40) = (4,-5)
luego r: x;O =y_—:0—>—5x:4y—]60—> 4y =-5x+160 — y:w=§x+40

El drea de rectdngulo R serd:

AR:(80—x)(80—y):(80—x)(40+£xj 5
4 Solucion: A = (80 - x) (40 +ij cm’ 0<x<32

80—y:80—[_75x+40):80+§x—40:40+§x



b) Valor de x /Ag es mdxima.
AR=(80—x)(40+§xJ 0<x<32

A, =— 40+2x +(80—x)£=—40—ix+]00—£x:60—ix
4 4 4 4 2

60—§x:0; 120-5x=0; 120=5x; x=%=24e(0,32)

, 5

Al =-=

o2

Para x =24, A, =—§<0 —  en x =24 A, tiene un mdximo relativo

Estudiemos el signo de Ar” a la izquierda y derecha de 24.

Como AR~ es una recta de pendiente negativa cuya raiz es 24: | ! |
2:1\

0 32

Luego en x =24 Apg tiene un mdximo relativo que es el absoluto en [ 0, 32 | ya que a la izquierda de 24
Ag es creciente y ala derecha es decreciente.

Las dimensiones de R son:

80-x=80-24=56 'y 40+%x:40+§'24::70

Solucion: las dimensiones que tendrd R para que su drea sea mdaxima son 56 cm x 70 cm.

c) El drea mdxima serd, Ag = 56 . 70 =3920

Solucion: el drea mdxima del rectdngulo R mide 3920 cn’.

(Este ejercicio es similar al B3 de Junio de 2014)
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Problema 6. Se desea construir un cuadrado y un tridngulo equildtero cortando en dos partes un
cable de acero de 240 m. de longitud.
a) Calcular la suma de las édreas del tridngulo y del cuadrado en funcion del valor x que
corresponde con los metros que mide un lado del tridngulo. (3 puntos)
b) Calcular la longitud de cable necesaria para construir el tridngulo de modo que la suma
de las dreas del tridngulo y del cuadrado sea minima y calcular el drea minima.
(7 puntos)

Solucion:

Se divide un alambre de longitud 240 m en dos partes.

Con una de ellas se construye un tridngulo equildtero de lado x [la longitud de esta parte serd 3 x |
y con la otra, de longitud 240 — 3 x, se construye un cuadrado [ de lado (240-3x)/4 ]

a) Area del tridngulo equildtero,
Aplicando el teorema de Pitdgoras:

2 2 2
P ) Ry N Y Ny S AN
2 4 4

h podrox e 3 pe N3
(como h es una longitud, h > 0) ’
:
W3 W3
Luego, A, = 22 = ]28 = xzf

Area del cuadrado,

A= (240 - 3sz _(240-3x)
4 16

La parte del cable usada para construir el cuadrado mide 240 — 3 x que deber ser positivo, luego
240-3x>0; 240>3x; 3x <240; x<80. Luego x € [ 0, 80]

Finalmente, la suma de las dreas en funcion de la longitud del lado del tridngulo, x, es

J3 . (240 - 3xY

Sx)=—x" 0< x<80, x en metros.
4 16

b) ;x?/ S(x) sea minima.

S’(x):ﬁ-2x+i-2(240—3x)-(—3)=£x—5(240—3x)=£x—90+3x:m—%:
4 16 27 8 2 8 8
:(4\/§+9)x_90
8
S(x)=0 @—90:0 N @:90 5 (43+9)x=720
720
= =452028 (€0, 80
ENERT) (€ [o. 0

Como S(x) es un polinomio de primer grado con coeficiente de x positivo, es una recta de pendiente
positiva, entonces a la izquierda de su raiz es negativa y a la derecha positiva.



En x = 4572028 hay un minimo local y como f{(x) a la izquierda es decreciente y a la derecha creciente, este
minimo local es el absoluto.

La funcion S(x) alcanza su minimo para x = 720 m=452028 m
43 +9

Por tanto, para que la suma de las dreas del triangulo y del cuadrado sea minima el lado del triangulo

debe ser de 720

4349

m= 1356085 m.

m 'y la longitud del cable para construir el tridngulo serd de

720

4\/§+9

3

720

240-3—F—
L o N3 720 Y ( PNERY:
El drea minima serd: S =— +

4 \4J3+9 16

2
j = 1565'8710 m’
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Problema 6. El corte vertical de la entrada a la plaza amurallada de
cierto pueblo tiene forma de pardbola con ecuacién y = —x” + 12, donde
x e y se miden en metros e y = 0 representa el suelo. Se desea poner una
puerta rectangular de modo que las dos esquinas superiores estén en la
parabola y las inferiores en el suelo. El resto de la entrada va cerrado con
piedra. Calcular:
a) Calcular las dimensiones de la puerta para que tenga la mayor ™
superficie posible. (6 puntos)
b) Utilizando la puerta del apartado anterior, obtener el drea de la
parte frontal de la puerta y el drea de la parte frontal de la entrada
recubierta de piedra. (4 puntos)

Solucion:
Representemos grdficamente el problema:
Pardbola y = —xX*+ 12

x=0 — y=1I2

y=0 — —xX'+12=0 — ¥ =12 — x=1+J12=42/3=+3464]

La puerta rectangular a /

8

poner es este corte de la
muralla  tiene sus dos
esquinas superiores en la
pardbola.

-4

Fijadas las esquinas superiores, con'y € [0,12], las esquinas inferiores de la puerta serdn:
Vyelog2] - y=—x"+12 - x*=12-y — x=%JI2—y

Las esquinas inferiores quedan simétricas respecto del origen de coordenadas.

Para que los cdlculos sean mas sencillos utilizaremos los siguientes valores para las esquinas.

3 4

Esquinas inferiores —x y x con 0<x< 243. Esquinas superiores 12 —x Grdficamente:

12 — 2?2
El drea de la puerta es:
A(x)=2x (12— x*)=24x - 2%°
A(x)=24x-2x" 0<x<243
— -

a) Dimensiones de la puerta para que tenga la mayor superficie posible.
A(x)=24-6x°
24-6x>=0. 6x°=24: ¥’ =4: x=+Jd=42 como 0 < x< 23, entonces x = 2.

A'(x)=—12x; A"(2)=-12-2=-24<0, por tanto en x =2 hay un mdximo relativo.



Obtengamos el signo de A(x) a la derecha e izquierda de x = 2.
A(x)=24-6x"
x=15 — AU5=24-6-I'5"=11'5>0 creciente
x=25 — AQ5)=24-6-25"=-135<0 decreciente
Por tanto, como A(x) es creciente a la izquierda de 2 'y decreciente a su derecha el mdximo relativo es

absoluto.
Para x =2, y=12—22=8

Solucion: para que la puerta tenga la mayor superficie posible sus dimensiones son de 4 m de basey 8 m
de altura.

b) Utilizando la puerta del apartado anterior.
El drea de la puerta del apartado anterior es: 8 x 4 = 32 m°.
Calculemos el drea del corte vertical, que es el drea encerrada por la pardbola.

A T

-2v3

—24\/§—£—(—24\/_— 24[) 2443 - 24*/_ 24\/§—£—48\/§—ﬂ—32\/_

Solucion: el drea de la parte frontal de la puerta es 32 m’° y el drea de la parte frontal de la entrada
recubierta de piedra es (32\/§ - 32)m2 =234256 m’.
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Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

Problema 6. Sea el rectdngulo R definido por los puntos del plano (- 1,0), (1,0), (1,1) y (- 1, 1).
Se consideran las graficas de las funciones f{x) = x* y g(x) = a, 0 < a < I, contenidas dentro
de R. Obtener el valor de a que cumple que el drea comprendida entre dichas graficas es igual
a un tercio del d&rea de R. (10 puntos)

Solucion:
La representacion grdfica del problema es:
f(x) es una pardbola F(z) = 22
(-1,1) (1.1)
f(x)=x’
x | f(x)
-1 1
0 0
1 1 g(x) =a
(—1.0) (1.0)

El drea del rectangulo R es {la base mide 2 yla altura 1} Agr=2.1=2

Para calcular el drea entre las funciones f(x) y g(x) necesitamos obtener sus puntos de corte:
*=a — x=tJa {c0m00<a<] EI\/;}

) e 2 El drea comprendida entre las grdficas de las funciones f(x)
T y g(x) dentro de R son las zonas coloreadas del dibujo.

(—1,1)f

Como las dos funciones son simétricas respecto del eje OY,
el cdlculo de esta drea lo obtenemos como sigue:

a=2|[“la-x)avs [ (¢ -a)ax| -

x3 Y x3 !
=2 |:ax—_} +|:——ax:| =
3 0 3 Ja

=2(aﬁ—@}—(0—0)+(§—a~]j—(@—aﬁ}]:2(5—€+é—a—\€+\/;J:
=22 3—2\/;+i—aJ=2{4\/;+i—a]=8\/;+2—2a
3 3 3 3 3

Debe cumplirse que el drea comprendida entre dichas grdficas es igual a un tercio del drea de R —
3 3 3 3

a=ly o a2 L, SNa 5, 2 20 8N,y SV,

3 3 3 3 3 3 3 3 3

8
2

3
C _3a aa =3a; U@ ) =Gaf: 164 =9a" 164 -9a’=0; a’ (16a—-9)=0



a’=0; a=0

9 comoO<a<l — a=—
= 16
16

Como en el proceso de resolucion de la ecuacion hemos elevado al cuadrado, comprobemos que la solucion
verifica la ecuacion inicial:

3
4\/;:30; 4 (ij :31; Z:Z a:iessolucio’n.
1 16 16 16 16

16a—9=0; 16a=9; a=

Solucion: el valor de a buscado es %
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Problema 3.2. Se considera la funcién real f (x) = x> — 4. Obtener, explicando el proceso de célculo:

a) La grafica de la curva y = f{x). (2 puntos).

b) Los valores de x para los que estd definida la funcién real g(x) = In f{x). (1,3 puntos).

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién g(x), razonando si tiene, 0 no, maximo absoluto.
(1,3 puntos).

Solucion:
a) Podemos obtener la grdfica de esta curva de dos formas diferentes.

al) Comoy =x*—4 es una funcion polindémica de 2° grado, grdficamente es una pardbola.
Efectuemos los cdlculos para representar esta pardbola.
Puntos de corte con los ejes coordenados,
x=0, y=0"-4=-4
y=0, 0= - 4, X = 4; dos soluciones: x; =2 y x,=-2
Los puntos de corte son (0, -4 ),(2,0)y(-2,0)
Vértice de la pardbola,

=20 _,
2a 2.1
Elvérticees (0, -4 )

- y=-4

La grdficade y=x"-4 es

-6 —4 - 4 6

=4

a2)y = x’ — 4 tratada como funcion.
Dom 'y = R, por ser una funcion polindmica.
Puntos de corte con los ejes coordenados,
x=0, y=0'-4=-4
y=0, 0= x> —4; x* = 4; dos soluciones: x1=2y x=-2
Los puntos de corte son (0,—-4),(2,0)y(-2,0)
Monotonia, signo de y”*
y'=2x
2x=0; x=0
\ / Decreciente (—oo,0)
_ | b Creciente (0, +o0)
0 Minimo relativo (0,—4)

La grdficade y=x"-4 es

-6 -4 - 4 6

=4



b) g(x) = Ln ( x* — 4 ) . Buscamos el dominio de g(x)
X’ — 4 > 0, considerando la representacion grdfica realizada en el apartado anterior obtenemos inmediatamente la
solucion de esta inecuacion que es el dominio de g(x),

Dom g(x)=(=o0,=2)U (2, + o)

c) Monotonia de g(x)
g(x)=Ln(x*-4)
, 2x
XxX) =
g’ (%) -2

estudiemos el signo de g (x), para ello buscamos las raices del numerador y del denominador,
2x=0;, x=0

x° —4 = 0; dos soluciones: xX;=2y xp=-2
Representando estas raices en la recta real y teniendo en cuenta el dominio de g(x), obtenemos
numerador — +
sign — NAAAAN
denominador + -2 0 2 +
signo funcién = N . +
-2 0 2

Decreciente (— oo, — 2)
Por lo tanto g(x) es
Creciente (2, + oo)

Y g(x) no tiene ni mdximos ni minimos relativos. Para comprobar si g(x) tiene mdximo absoluto representémosla
grdficamente. Ya conocemos su dominio y su monotonia.
Dom g(x)=(=o00,=2)U(2, + )

Puntos de corte con eje OX,
y=0 — Ln(x¥’-4)=0 — ¥ -4=1 - =5 — x=1J5=1223¢ Dom g(x) —

no hay corte con el eje OY porque x = 0 no es del dominio de g(x)
Asintota vertical,
Lim Ln(x2 - 4): In0=-c0 — x=-2 es aw.

x—>-2"

Lian(x2—4)=Ln0=—oo - x=2 es awv.

x—2*

La representacion grdfica serd,

-1

-3

Luego g(x) no tiene mdximo absoluto.
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EJERCICIO A

PROBLEMA 4. Un incendio se extiende en forma circular uniformemente. El radio del circulo quemado crece a la
velocidad constante de 1,8 m/min.

a) Obtener el drea quemada en funcién del tiempo ¢ transcurrido desde el comienzo del incendio (1,3 puntos).

b) Calcular la velocidad de crecimiento del drea del circulo quemado en el instante en que el radio alcance 45 m

(2 puntos).

Solucion:
a) Area quemada en funcion del tiempo.
Como el radio crece a 1° 8 m/min, r = 1°8t (t en minutos)
El drea del circulo quemado serd: A =mn (18 1 =3247F (Aenm’ y ten minutos)

b) El radio alcanza un valor de 45 m
45=18t — t=45 =25
18

al cabo de 25 min.

La velocidad de crecimiento del drea viene dad porA” =2 .324nt=648nt

Luego para t =25 A=648 725 =162 7= 508938

Por lo que la velocidad de crecimiento en el instante en que el radio alcance 45 m serd de 162 m m’/min,

aproximadamente, 509 m*/min.
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EJERCICIO B

PROBLEMA 3.
a) Obtener la derivada de la funcién f{x) = ax + b + sen x (0,5 puntos). Calcular a y b si O = (0, 0) es un
punto de la curva y = ax + b + sen x , cuya recta tangente en O = (0, 0) es el eje OX (1,8 puntos).

b) Justificar que la funcién  g(x) = —2 x+sen x se anula en dos puntos del intervalo [0,x] (0,5 puntos).
T

¢) Calcular esos dos puntos (0,5 puntos).

Solucion:
a) f(x)=a+cosx

Calculo de a y b con las condiciones dadas

(0,0 )espuntodelacurva — O0=a.0+b+sen0 — 0=b+0 — b=0

la recta tangente a la curvaen (0,0 )eseleje OX — f(0)=0 — a+cos0=0 — a+1=0 — a=-1
Porlotanto,a=-1 y b=20

b)
2 . . .
g(x)=—=x+sen x Intentaremos aplicar el Teorema de Bolzano. Debemos buscar intervalos en que la funcion
T
g(x) tome valores de distinto signo en los extremos.

g(0)= —20+ sen0=0
T

g z =—££+sen£=—l+1=0
2 T2 2

Ya hemos encontrado dos puntos del intervalo [ 0, & | en los que se anula g(x).

c) Los puntos del intervalo [ 0, r | en los que se anula g(x) son  (0,0) y (%, Oj
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PROBLEMA A.3. Dadas las funciones f(x)=x y g(x)=2x"—x, se pide:
a) Obtener razonadamente los puntos de interseccion A y B de las curvas y = f(x) e
y = g(x). (3 puntos)
b) Demostrar que f(x)>g(x) cuando x >0. (3 puntos)
c) Calcular razonadamente el area de la superficie limitada por las dos curvas entre los
puntos A y B. (4 puntos)

Solucion:
a) Puntos de interseccion entre y = f(x) e y = g(x)
Debemos resolver la siguiente ecuacion:
X =2x—x
X -2 +x=0
x=0
x’-2x+41=0 — (x-1)=0 = x-1=0 — x=1
Parax=0, fil0)=0°=0 — (0,0)
Parax=1, fll)=1"=1 — (1,1)

x(x*-2x+1)=0 <

Los puntos de interseccion buscados son: A=(0,0) v B=(1,1)

b) fix) = g(x)
Veamos cuando se cumple esta desigualdad.
X >2x—x
X = 2x+x>0
Segtin hemos obtenido en el apartado anterior: X -2 +x=x(x-1)
Como (x—1)* es siempre positivo, por estar elevado al cuadrado, el signo del primer miembro de la
desigualdad depende del de x.
Luego parax >0 se cumple que X’ — 2x* +x>0 y porlo tanto f(x)> g(x). c.q.d.

c) Representemos grdficamente las dos curvas.
Por lo resuelto en el apartado a) conocemos los puntos de corte entre ambas, A =(0,0) y B=(1,1).

2
y=2x"—-x
Es una pardbola. Buscamos sus puntos de corte con los ejes coordenados y su vértice.
x=0 — y=20"-0=0 — (0,0)
x=0 (0,0)

y=0 — 2x’-x=0 — x(2x-D=0 — 1
2x—1=0 — 2x=1 — x=5 —,0

2
Vértice xz;bzﬂzé N yzz(ij _izzi_i:i_i:__] (1 __]j

2a 2.2 4 4 16 4 8§ 4 8 4’8
y=x
La representamos a partir de una tabla de valores,
x |y=x
-1 | -1
0|0
1 |1




La representacion grdfica serd:

0.5

El cdlculo del drea pedida serd mediante la siguiente integral definida:

_E(x3 — (2)62 — x))dx = ﬂ()ﬁ —2xr + x)dx — [XT: _2x +

3

-1

X

2

El drea de la superficie limitada por las dos curvas mide i u.d.
12

El drea a calcular es:

0.5
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PROBLEMA B.3. Se desea construir un depésito cilindrico de 100 m® de capacidad, abierto
por la parte superior. Su base es un circulo en posicion horizontal de radio x y la pared vertical
del depdsito es una superficie cilindrica perpendicular a su base.
El precio del material de la base del depésito es 4 euros/m’.
El precio del material de la pared vertical es 2 euros/m”.
Obtener razonadamente:

a) El drea de la base en funcién de su radio x. (I punto).

b) El area de la pared vertical del cilindro en funcién de x . (2 puntos).

c) La funciéon f{x) que da el coste del depdsito. (2 puntos).

d) El valor x del radio de la base para que el coste del depdsito es minimo y el valor de

dicho coste minimo. (5 puntos).

Solucion:

/-———'—‘—-\
Ne—

- -

. , . . 2
a) Como la base del cilindro es un circulo, su drea serd A, = w X

b) El drea de la pared vertical del cilindro es el drea lateral del cilindro: Aj =2t x h
Para expresar este drea en funcion de x, utilizamos la condicion de que el volumen del depdésito debe ser
100 nt’.

El volumen del cilindro es: V. = X h, por lo tanto 7xX°h=100 — h= ]002
T X

Y finalmente, A =27xxh=27xx ]002 _200

T X X
c) El coste del deposito serd
f()c)=4.7t'xz+2@:47£x2 +@
X X
Por definicion x es la longitud del radio de la base, luego x>0

La funcion que da el coste del depésito es:  f(x)=4 7 x° + 400 , x>0
x

d) Minimo de f{x)
f’(x)=87£x—4020
X
(=0 — 87Z'x—4x020=0
8 x’—400=0
87 x’ =400 x3:@=5—0 - x=31/5—0»-2'5154
St =« T



Estudiemos el signo de f'(x) a la izquierda y derecha de 3 /5—0
T

o 50

V7
x=1, f(I)=8n— 4]020= 8 w400 = — 3974535

x=3, f(3)=8n3- 43020 = 3079538
Es decir,

. % | P .

I i1

g 50

V

o 50 . . L.
Como a la izquierda de 3|— f(x) es decreciente y a la derecha creciente, en 3|— f(x) alcanza su minimo
4 T

absoluto.
2
Para x = 13/5—0 - fl3 5—0 =47l 3 5—0 +ﬂ=238’5308z238’53
T T T 3,&
T

/ 50
Para que el coste del depdsito sea minimo, el radio de la base debe medir ;|— m =2°5154 m y el coste
/4

serd de 238753 €.
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PROBLEMA 6. Los vértices de un tridngulo son A (0,12),B(-5,0) y C(5,0).Se
desea construir un rectangulo inscrito en el tridngulo anterior, de lados paralelos a los ejes
coordenados y dos de cuyos vértices tienen coordenadas (—x,0) y (x,0)siendo 0 <x <5.
Los otros dos vértices estdn situados en los segmentos AB y AC.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Laexpresion f{x) del area del rectangulo anterior. (4 puntos)

b) El valor de x para el cual dicha area es maxima y las dimensiones del rectangulo

obtenido. (3 puntos)
¢) La proporcion entre el drea del rectangulo anterior y el drea del tridngulo. (3 puntos)

Solucion:
La representacion grdfica del tridngulo del problema es:

A(0,12) El triangulo ABC, por construccion, es isosceles de
lado desigual BC.
Podemos comprobarlo calculando,

d(A,B)=+(-5-0F +(0-12) =13
d(A,C)=(5-0F +(0-12F =13

Del rectdangulo inscrito conocemos su base que mide
2 x. Calculemos su altura. Debemos obtener el

vértice D.
Recta que pasa por Ay C,
: D AC=(5,-12)
x=5 y-=0 —-12(x-95)
Py == 5 y=—"
TS T g 5

Por tanto las coordenadas de D son:

( —12(x—5)j
X, —
5

N N

B (-5,0) (-x,0) (x,0) C (5,0)

a) Area del rectdngulo inscrito

—-12(x-5
De lo calculado anteriormente sabemos que la base del rectdngulo es 2 x 'y la altura L

—12(x-)5) _ —24x(x-5)

A, =2x-
5
Por construccion el valor de x puede variar entre 0y 5.
—24x(x-5
Por tanto, f(x)= +OC) Xe [0,5]

b) ;x?/drea del rectdngulo es mdxima.
~24x (x=5) —24x" +120x
f =TI 2

Busquemos el mdximo.

xe [0,5]



—48x+120

= 5

f(=0 — Mzo; —48x+120=0; 48x=120; =%:§

Como el dominio de f(x) es el intervalo (0,5), estudiaremos el signo de f(x) en los intervalos:

0 5 5
2
x | f'(x)
] —48';+120:]4,4 N + —_—
0 5 5
3 M:_4'8 — 2

5

5
Luego en x=3 hay un mdximo local de f(x) que es el absoluto porque a su izquierda la funcion es

creciente y a su derecha decreciente.

s s —24-5(5—5j
= f(—j: 252 =30

Solucion: el drea del rectangulo es mdxima para x = 5 y las dimensiones del rectangulo son, base 5 u.l

yaltura 6 u.l. (el drea del rectangulo es 30 u.a.).

c) ; Proporcion entre el drea del rectangulo y la del triangulo?
En el apartado anterior hemos obtenido el drea del rectdngulo, A, = 30

Como T es un tridngulo isosceles de base 10 y altura 12, A, = % =60.
A 30 1

Por tanto, —=—=—.
A 60 2

1
Finalmente, la proporcion entre el drea del rectdangulo y la del triangulo es >
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