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—_— UNIBERTSITATERA EVALUACION PARA EL ACCESO A LA
SARTZEKO EBALUAZIOA UNIVERSIDAD
gol paversidad - Euskal Hortlko 2024ko OHIKOA ORDINARIA 2024
MATEMATIKA II MATEMATICAS II

Este examen tiene cinco partes, de 2,5 puntos cada una. Debes responder a CUATRO de
ellas. En cada parte debes responder a una Unica pregunta.

En caso de responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregiran en
orden hasta llegar al nUmero necesario.

No olvides incluir el codigo en cada una de las hojas de examen.

No se podran usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes prestaciones:
pantalla gréfica, posibilidad de transmitir datos, programable,

resolucidn de ecuaciones, operaciones con matrices,

calculo de determinantes,

calculo de derivadas e integrales,

almacenamiento de datos alfanuméricos.
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—_— UNIBERTSITATERA EVALUACION PARA EL ACCESO A LA
SARTZEKO EBALUAZIOA UNIVERSIDAD
gol paversidad - Euskal Hortlko 2024ko OHIKOA ORDINARIA 2024

MATEMATIKA 11 MATEMATICAS II

1 N(0,1) kurbak —oc-tik z-raino mugatutako azalerak
1\ Areas limitadas por la curva N(0, 1) desde —oc hasta =

-3

oo oo 0oz 0o3 0'o4 005 ros oor 0os 0'oa
0o 05000 0'5040 05080 075120 0°5160 03199 05239 05279 05319 075359
01 05398 0'5438 05478 03517 0°555F 0'3596 05636 0°5673 05714 0°5733
02 0°5793 0'5832 05871 05910 0°5848 0'5359587 06026 0'6064 06103 0'6141
03 0179 06217 06255 06233 [0'6331 06368 06406 06443 08480 06517
04 065534 06591 06626 06664 06700 06736 06772 06808 06344 06879
0's 06915 06950 06985 07019 07054 07088 07123 07157 07190 07224
06 07257 07291 07324 07357 07389 07422 07454 07486 07517 07549
o7 07580 O7F8s11 07642 O7673 07704 07734 077684 07794 07323 07852
08 07ag1 07910 07938 07967 07995 08023 08051 08078 08106 08133
09 0’8159 08186 08212 08238 08264 08238 08315 08340 08365 08389
1'0 0’8413 0'8438 0'8481 08435 0’8508 08531 08554 08577 08599 08621
1™ 0’8643 0'8665 08686 08708 08729 08748 08770 0'8790 08310 08830
12 0’8349 0’8869 08888 08907 08925 08544 08962 08380 08997 09015
13 09032 09045 09066 09082 09099 09115 09131 0947 0162 0977
1'4 09192 09207 09222 079236 09231 09265 09279 09292 09306 09319
15 079332 09345 09357 09370 09382 09394 09406 0'9418 09429 09441
1'6 09452 0'9463 09474 09484 09455 08505 09513 0'9525 09535 0'9545
17 09554 0'9564 09573 089582 095591 09598 09608 09616 09625 0'9633
1'8 09641 09649 09636 09664 0F9671 09678 0°9686 09693 09659 0°9706
19 09713 08719 09726 089732 09738 09744 09750 09756 09761 09767
20 09772 09778 09783 09788 09793 09798 09803 09808 09312 09817
21 09821 09826 09830 09834 09838 0'9842 0'9846 0'9850 09354 0'9857
22 09861 09864 09868 09871 09875 09878 0'9881 0'9884 09387 09890
2'3 09893 09896 09858 09901 0'9904 09908 09909 09911 09913 09916
2'4 09918 09920 09922 09925 0F9927 09929 09931 09932 09934 09936
2'5 09938 09940 09941 09943 [0F9945 09946 0'9948 09949 09951 09932
2'6 09933 09955 09956 09957 09939 09560 09961 09962 09963 09964
27 09965 0'9966 09967 09968 09969 09570 09971 09972 09973 09574
2'8 09974 09975 09%76 09977 09977 09578 09973 0'9579 09980 09951
29 09981 0'9982 09582 09983 09984 0'9534 09985 0'9985 09986 0'95986
3'0 0°9987 0'99487 09587 09988 09988 0'9539 09989 0'9589 09990 0'95990
M 09950 09991 09991 09931 09952 09592 09992 09992 09993 09993
32 09993 09993 09994 09934 09934 09594 09994 09995 09995 09995
33 09995 09995 09995 09996 09936 095996 09996 09996 09996 09997
34 09997 09997 09997 099397 09997 095997 09997 09997 099597 0°95998
35 09998 09998 09998 09938 [0F9998 09998 09998 09998 09998 09998
36 09998 09998 09999 09939 [0F9999 09999 09999 09999 09999 09999
7 09999 09999 09999 09939 [0F9999 09999 09999 09999 09999 09999
'8 09999 09999 09999 09939 [0F9999 09999 09999 09999 09999 09999
39 10000 1'0000 1'0000 970000 1°0000 4'00O00 1°'0000 1'0000 170000 1°0000
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PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde s6lo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio Al
(2 p) Discute la existencia de solucién del siguiente sistema en funcién de los valores del
parametro « :

ax+y+z=2

X+2y+(a-1)z=-1

2x+y+(a—-2)z=1
(0,5 p) Resuelve el sistema, si es posible, en el caso a =1.

Ejercicio B1
Se sabe que
a b c
p q rj=2.
X y z
Calcula, explicando las propiedades aplicadas,
3a 3b 3c a x 2p
(8 (15p) ja-=p b-q c-r b)Ap b y 2q
2x—a 2y-b 2z-c c z 2r

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde s6lo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A2
Se consideran las siguientes rectas:
X =24,
2x—-y =1,
r=qy=-1+44, S= :
z=3.
2=2-1;

(a) (1 p) Calcula la posicion relativa de las rectas r y s.
(b) (0,75 p) Calcula la ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.
(c) (0,75 p) Dado el punto P(=8,—8, 0), calcula el punto Q de la recta r de modo que el

vector PQ sea perpendicular a la rectar.

Ejercicio B2

Dados los puntos P1(1, 4, 5), P2(1, 2,-1), P3(0,-2, 3) y P4(-2, 0, 1), calcula:
(@) (1 p) la ecuacidén del plano T que contiene a los puntos Pz, Pz y Pa.

(b) (1,5 p) el punto simétrico de P1 respecto del plano .

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A3

Sea f(x)= X

X2 —2x+1

(a) (0,5 p) Encuentra las asintotas de f.

(b) (1 p) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

(c) (0,5 p) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
x=0.
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(d) (0,5 p) Haz una representacion aproximada de la gréfica de la funcion f.

Ejercicio B3

Se sabe que la funcion f (x)=Ax*+Bx*+C tiene un extremo relativo cuando x = 1/2 y la

ecuacion de la recta tangente a su gréafica en el punto de abscisa x =1 esy = 6x — 2.

(@) (1,5 p) Encuentra los valores de los parametros A, By C.

(b) (1 p) Encuentra todos los extremos relativos de la funcion f y razona si son maximos o
minimos.

CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A4
Calcula las dos integrales siguientes:

2-3x+x° 2-3X
a) (1,25 X b) (1,25 dx
@ )j +2x+1 O P) J +2x+1
Ejercicio B4

X2
Se consideran las curvas de ecuaciones y=x> e y = 3 y la recta de ecuacion y =x.

(@) (1,25 p) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por esas tres curvas.
(b) (1,25 p) Calcula el area de ese recinto.

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A5

Tenemos dos urnas con bolas de colores, La urna A contiene 3 bolas verdes, 5 bolas rojas y 4

bolas azules. La urna B contiene 2 bolas verdes, 2 bolas rojas y 3 bolas azules. Se saca, al

azar, una bola de la urna A y se mete en la urna B. Posteriormente se saca una bola de la urna

B.

(a) (0,5 p) Realiza el correspondiente diagrama de arbol.

(b) (0,75 p) Calcula la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea verde.

(c) (0,5 p) Calcula la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea verde sabiendo
que la bola extraida de la urna A ha sido roja.

(d) (0.75 p) Sabiendo que la bola extraida de la urna B es verde, calcula la probabilidad de
que la bola extraida de la urna A haya sido roja.

Ejercicio B5

Tras la realizacion de un estudio, se ha llegado a la conclusidn de que el tiempo medio que
un adulto aguanta bajo el agua sin respirar es de 45 segundos, con una desviacion tipica de
7,3 segundos, ajustandose los datos a una distribucion normal.

(a) (1 p) Calcula el porcentaje de adultos que aguanta méas de 57 segundos.

(b) (1,5 p) Calcula el porcentaje de adultos que aguanta entre 39 y 57 segundos.
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Soluciones

PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde s6lo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio Al
(2 p) Discute la existencia de solucion del siguiente sistema en funcion de los valores del
parametro « :

ax+y+z1=2

X+2y+(a-1)z=-1

2x+y+(a—-2)z=1
(0,5 p) Resuelve el sistema, si es posible, en el caso « =1.

a 1 1
La matriz de coeficienteses A=| 1 2 «a-1 |y lamatrizampliada es
2 1 a-2
a 1l 1 2
A/IB=|1 2 a-1 -1|.
2 1 a-2 1

Averiguamos cuando se anula el determinante de A.
a 1 1

|A=]1 2 a-l=2a(a-2)+2(a-1)+1-4—(a-2)-a(a-1)=
2 1 -2

=20° —4a+20—-+1-4- g4 + -’ + 4 =a* 22 -3

2+4

2+(-2)" -4(1)(-3 =—=[3=a
|Al=0=> a0’ -20¢-3=0=a= \/( ) —4(1)( ):2i4: 2
2 2 2-4

T«

Nos planteamos tres situaciones diferentes que analizamos por separado.

CASOL1.Sia#3y a=+-1.
En este caso el determinante de A es no nulo y el rango de A es 3, al igual que el rango
de A/B y el numero de incognitas (3). El sistema es compatible determinado (una
Unica solucién).

CASO 2.Si a=-1
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A no es 3.
Transformamos la matriz ampliada A/B en otra equivalente mas facil de estudiar.
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11 1 o Fila22+ Filal?
A/B _1 2 2 1 122l
= Tl 1 2

2 1 -3 1

0 3 -1 1 — Nuevafila2?

Fila3?+2-Filal?

> 1 a1 11 12
29 2 4 =0 3 -11|=>
0 3 1 5. Nuevafilaze| 9 3 719
Fila32— Fila 22 — AE
0 3 1 s 11 12
0 3 1 4 —l0 3 -11
0 0 0 4 — Nuevafila3? LQ_O,A'

A

La matriz A tiene rango 2 y la matriz ampliada A/B tiene rango 3. Las matrices tienen
rangos distintos. El sistema es incompatible (sin solucion).

CASO 3.Si a=3
En este caso el determinante de A es nulo y el rango de A no es 3.
Transformamos la matriz ampliada A/B en otra equivalente mas facil de estudiar.

D1 d 2.Fila 22— Fila3®

A/B=|1 2 2 -1 2 44 =

= T2 o1 -1 a1
21 1 1

0 3 3 -3— Nuevafila3?

3-Fila22-Fila1?

3 6 6 -3 3 12
3 1 1 -2 =10 5 5=
0 5 5 -5-Nuevafila22 333
3-Fila2¢-5-Fila3® — M
0 15 15 -15 3112
0 -15 -15 15 =0 555
0 0 0 0 — Nueva fila 32 LQ—(J) 0

La matriz A tiene rango 2, al igual que la matriz A/B, pero es menor que el namero de
incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).
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Resumiendo: Si ¢ #3 y a #—1 el sistema es compatible determinado, si oz =-1 el
sistema es incompatible y si « =3 el sistema es compatible indeterminado.

Para « =1 el sistema es compatible determinado (caso 1). Resolvemos el sistema.
X+y+z=2 X+y+z2=2

-1-2y+y+z2=2
X+2y=-1 ={x=-1-2y = =
2(-1-2y)+y-z=1
2x+y—-z=1 2X+y—-z=1

-y+z=3 Z2=3+Yy
= = =-3y-3-y=3=>-4y=6=
—2-4y+y-z=1 —3y-z=3

3
2

3
2
3

X=-1-2—=2

2

La soluciones x =2; y:_—3; Z:E.
2 2

7 de 23 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EAU 2024 Ordinaria Matemdticas Il en el Pais vasco Juan Antonio Martinez Garcia

Ejercicio B1
Se sabe que
a b c
p gq r|=2
X y 2
Calcula, explicando las propiedades aplicadas,
3a 3b 3c a x 2p
(@ (15p) ja-=p b-q c-r b)Ap b y 29
2x—a 2y-b 2z-c c z 2r

a) Si se multiplican todos los elementos de una fila por una misma contante, el determinante
también queda multiplicado por esa constante.

3a 3b 3c a b C
a-p b-q c¢-r|=3la-p b-q c-r
2x—a 2y-b 2z-c 2Xx—a 2y-b 2z-c

Sia una fila se le suma un multiplo de otra fila, el valor del determinante no cambia.
Sumamos a la fila 32 la fila 1% y a la fila 22 le restamos la fila 12,

a b C a b ¢
3la—p b-q c-r|=3-p —-q -r
2x—a 2y-b 2z-c 2xX 2y 2z
Por la primera propiedad utilizada podemos extraer (—1) de la fila 22 y 2 de la fila 32,

a b ¢ a b c a b c
3-p -q -r|=3(-1)2p q r|=-6|p q r|=-6(2)=|-12]
2X 2y 2z X Yy z X y z

b) El determinante de una matriz y el de su traspuesta valen lo mismo.

a b c a p x
P g r=2=|b q y=2
X y z cC r z

Si intercambiamos la columna 22 y 32 el determinante cambia de signo.

a p Xx a x p
b g y|l=2=|b y q|=-2
c r z cC z r

Y por la primera propiedad enunciada en el ejercicio podemos multiplicar la columna
3% por 2 y multiplicar por 2 el determinante.

a x 2p
b y 2q|=-2(2)=|-4
c z 2r
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SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A2
Se consideran las siguientes rectas:
X =24,
2x—y =1,
r=qy=-1+41, S= ,
z=3.
z2=2-1;

(@) (1 p) Calcula la posicion relativa de las rectas r y s.
(b) (0,75 p) Calcula la ecuacién del plano que contiene a ambas rectas.
(c) (0,75 p) Dado el punto P(—8,—8, 0), calcula el punto Q de la recta r de modo que el

vector PQ sea perpendicular a la rectar.

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta.

X =24, —
=(2,4,-1
r=-5y {Ur ( )
zZ

=-1+44,=
=2-1; I:)r (0,—1,2)

{Zx—yzl, {y:—1+2x,
—> S = =
z=3.

- {vt - (1.2,0)

X
S=qy=-1+2a,=

23 Q.(0.-13)
Comprobamos si los vectores directores tienen coordenadas proporcionales.

(2,4,-1) 2
-

(1,2,0)

4 -1
_i_
270

u, ~

VS
No tienen coordenadas proporcionales y las rectas no son ni paralelas ni coincidentes.

Las rectas se cortan o cruzan.
Hallamos el valor del producto mixto [Jr\z RQSJ .

PQ, =(0,-1,3)-(0,-1,2)=(0,0,1)

ur

=(2.4,-1) 2 4 —
v, =(120) t=[uv,PQ =]l 2 0|=4-4=0
PQ, =(0,0,2) 00 1

Como el producto mixto es nulo las rectas se cortan. Estan en un mismo plano y
coinciden en un Unico punto.

b) El plano que contiene ambas rectas tiene como vectores directores los vectores directores
de las rectas y pasa por el punto P, (0,-1,2).
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GZE:(2'4'_1) X y+1 z-2
v=v,=(120) ;=72 4 -1|=0=
P(0,-12)ex 12 0

=>-y-1+42-8-472+8+2x=0=|r:2x-y-1=0

¢) Nos piden hallar el punto Q del dibujo.

P

0

Hallamos el plano perpendicular a la recta que pasa por el punto P. Luego hallamos el
punto de corte del plano y la recta que sera el punto Q.

El plano " perpendicular a la recta tiene como vector normal el vector director de la
recta.

P(-8,-8,0)e 7 } P(-8,-8,0)er
=

- }:—16—32+D:0:>
n"=u, =(2,4,-1)

7 :2X+4y—z+D=0

=>D=48=7":2x+4y-2+48=0
Hallamos el punto Q de corte de la recta r y el plano .

X =24,
r=<y=-1+44,

2=2-1,
72X+4y—-2+48=0

:>4/1+4(—1+4/1)—2+/1+48:0:>

=44 -4+161-2+A+48=0=211=-42=> 1=-2=

X:2(—2):—4
=1y=-1+4(-2)=-9=|Q(-4,-9,4)
71=2+2=4

El punto buscado es Q(—4,—-9,4).
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Ejercicio B2

Dados los puntos P1(1, 4, 5), P2(1, 2,-1), P3(0,—2, 3) y P4(-2, 0, 1), calcula:
(@) (1 p) la ecuacion del plano T que contiene a los puntos P2, P3y Pa.

(b) (1,5 p) el punto simétrico de P1 respecto del plano .

a) Hallamos la ecuacion del plano .

ﬁ=ﬁ=(0,—2,3)—(1,2,—1)=(—1,—4,4) X+2 'y 1-
V=PP,=(-2,01)-(12,-1)=(-3,-22) = x:| -1 -4 4|=0=
P,(-2,01)ex -3 2 2

:>—M—12y+2(2—1)—12(2—1)+2y+8 =0=>

:>—12y+22—2—122+12+2y:0:—10y—102+10:0:>|7r: y+z-1=0

b) Nos piden hallar el punto B del dibujo.

Hallamos la recta perpendicular al plano que pasa por P1, después hallamos el punto Q de
corte de recta y plano. El punto Q es el punto medio del segmento BP".
La recta perpendicular al plano tiene como vector director el vector normal del plano.

7:y+2-1=0=n=(0,11)

Hallamos el punto Q de corte de recta y plano.

7:y+2-1=0
x=1
=4+0+5+a-1=0=>20=-8=
r<y=4+a
71=5+«

11de 23 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EAU 2024 Ordinaria Matemdticas Il en el Pais vasco Juan Antonio Martinez Garcia

x=1
S>ag=-4= y:4—4:0:>Q(1,0,1)
z=5-4=1

Para obtener el punto B, simétrico de P, respecto del plano m le sumamos al punto Q el
vector PQ.

PQ=(10,1)-(14,5)=(0,~4,-4)

R'=Q+PQ=(101)+(0,~4,-4)=(1,-4,-3)

El punto simétrico de B, respecto del plano m tiene coordenadas Pl'(l, —4, —3).
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TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde s6lo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A3
X

Sea f(X):m

(@) (0,5 p) Encuentra las asintotas de f.

(b) (1 p) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

(c) (0,5 p) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x =0
(d) (0,5 p) Haz una representacion aproximada de la gréfica de la funcion f.

a) Hallamos el dominio de la funcién.

X2 —2Xx+1=0=>x = i\/(_2)2_4(1)(1) _2
2 2

El dominio de la funcion es R—{1} .

Asintota vertical. x=a.

¢ x=1 es asintota vertical?
limf (x)=lim———— =+ _1_o
X1 -1 x°—-2x+1 1°-2+1 O

x =1 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b.

X 1 1
) ) X ) 2 ) Y - 0
lim f (x) = lim =lim X =lim X - 0 _Z_
X—>0 ( ) X”°°X2—2X+1 xaooxiz_zl i xawl_zé i 1_2£ i 1 @
X2 x> X2 X X2 0 00°

Larecta y =0 es una asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx+n.
Al existir asintota horizontal no puede existir asintota oblicua.

b) Hallamos la derivada de la funcion y la igualamos a cero en busca de sus puntos criticos.

1:,(X):l(x2—2x+1)—(2x—2)x -2 1-2¢ 128 x4l
(x2 —2x+1)2 (x2 —2x+1)2 (x2 —2x+l)2
f'(x):O:le=O:>—x2+l=O:> x2=1=|x=+1=%1
(x2 —2x+1)

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y después de estos dos valores obtenidos.

e Enelintervalo (—oo,—1) tomamos x = -2y la derivada vale
—(-2)"+1

((—2)2 ~2(-2) +1)2

f(-2)= _3 <0. La funcién decrece en (—o0,—1).
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e Enelintervalo (—1,1) tomamos x = 0y la derivada vale

, —0%+1 -
f’(0)=—————=1>0. Lafuncién crece en (-1,1).
(0*-2-0+1)
e Enelintervalo (1,+) tomamos x = 2y la derivada vale
2
f'(2)= _2—+12 =-3<0. Lafuncién decrece en (1,+x).
(22 -2-2+1)

La funcidn sigue el esquema siguiente:

: O I ®
) -1 1

La funcion decrece en (—o0,—1)U(1,+o0) ycrece en (-1,1).

c) Laecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0 tiene ecuacion
y—f(0)=f"(0)(x-0).

X 0
f = = =
(x) x> —2x+1 (0) 02-2.0+1
2 2
f’(x):_x—+12:> f7(0 :_()—+12:1 = y-0=1(x-0)=|y=x
(x* —2x+1) (0°-2-0+1)
y—f(0)=17(0)(x-0)

flx)=
x

Asinfota horizental y =0

=2 -1

Asintota vertical x=1
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Ejercicio B3

Se sabe que la funcién f (x)=Ax*+Bx*+C tiene un extremo relativo cuando x = 1/2 y la

ecuacion de la recta tangente a su gréafica en el punto de abscisa x =1 esy = 6x — 2.

(@) (1,5 p) Encuentra los valores de los parametros A, By C.

(b) (1 p) Encuentra todos los extremos relativos de la funcion f y razona si son maximos o
minimos.

a) Si la funcion tiene un extremo relativo cuando x = 1/2 entonces la derivada se anula para

este valor > f 6) =0.

f(x)=4AX’ +2Bx

3
f’(lj 0 :>4A(%j +ZB%:0:>§+B:O:>A+ZB:O:>

Si la ecuacion de la recta tangente a su gréafica en el punto de abscisa x =1 esy = 6x — 2
significa que recta tangente y la funcion coinciden en x = 1 y que la derivada de la
funcion para x = 1 vale 6 (pendiente de la recta tangente).

f = Ax'+Bx*+C
(x)= A+ B + }:4=A-14+B-12+C:

Tangente > x=1->y=6-2=4

f7(x)=4A% +2Bx
f'(1)=6

}:4A-13+28:6:>4A+28:6:> 2A+B=3

Juntamos las tres ecuaciones obtenidas en un sistema y lo resolvemos.

A=-2B

4 ALBAC 4=-2B+B+C 4=-B+C
=A+B+C;=> = =
2(-2B)+B=3| ~-4B+B=3—>-3B=3->[B=-1
2A+B=3
C=3
=4=1+C =
A=-2(-1)=2

Los valores buscados sonA=2,B=-1yC=3.

b) La funcién queda f (x) =2x* —x® +3. Buscamos el resto de puntos criticos de la
funcion.

f7(x)=8x>-2x

f’(x)=0

}:8x3—2x:0:>2x(4x2—1)=0:>
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x=0

=
4x2—1:0—>4x2:1—>x2:%—> x=|t-+l

Estudiamos el signo de la segunda derivada en estos tres puntos criticos.

f(~1/2)=16(-1/2)" —2=2>0— Minimo
f(x)=16x* —2=1 f *(0)=16-0? 2 = -2 < 0 — Méaximo
f(1/2)=16(1/2)" =2=2>0—> Minimo

. . . 1
La funcion tiene dos minimos relativos: en x = > yen x= 3"

La funcién tiene un maximo relativo en x = 0.
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CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde sdlo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A4
Calcula las dos integrales siguientes:
2-3x+x° 2-3X
a) (1,25 X b) (1,25 dx
@1 )J +2x+1 0)( P) J +2x+1
a) Resolvemos la primera integral.
J2—3x+x3
2—dX:...
X +2x+1
X -3x+2 [xX*+2x+1
—x*=2x* -x X—2
—2X° —4X+2 .
2X* +4x+2 :w:x_mz—
- X +2x+1 X“+2x+1
4
2
:Jx—2+#dx:x——2x+J2—dx:
X +2x+1 2 X +2x+1
2 2
:X——2x+J 4 de:x——2x+4j(x+1)_2dx:
2 (x+1) 2
2 X+1)" 2
-2 +4( ) —X——2x—i+K
-1 2 X+1
b) Resolvemos la segunda integral
Jzz_idx:..
X +2x+1
Descomposicionen fracciones simples
2-3x 2-3x A B 2-3x  A(x+1) B
2 = 2= + 7= 2 2 T 2
X“+2x+1 (x+1)° x+1 (x+1)°  (x+1)°  (x+1)" (x+1)

Xx=-1->2+3=B—>B=5
2-3x=A(x+1)+B=

2—3X -3 5
2 - + 2
X +2x+1 x+1 (x+1)

X=0—>2=A+B—>2=A+5>A=-3
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.= _—3+ > S dx = _—de+J > 2dx=—3jidx+5 (x+1)_2dx=
X+1 (x+1) X+1 (x+1) X+1

-1
1 X+1
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Ejercicio B4
. . ) X2 .
Se consideran las curvas de ecuaciones y =x" e y = 3 y la recta de ecuacion y =x.

(@) (1,25 p) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por esas tres curvas.
(b) (1,25 p) Calcula el &rea de ese recinto.

Averiguamos donde se cortan sus graficas.

_X 2
y=3 :%:x2:x2:3x2:>2x2=0:>
y=x
X2 )
y 3 :X—:x:xz:3x:>x2—3x:0:>x(x—3):0:>
Y= x 3 X=3
— y2 x=0
y X}:>x2:x:>x2—x:0:>x(x—1)=0:>
y=X x=1

Hacemos una tabla de valores y representamos las gréaficas y el recinto limitado por ellas.

y=x y=X y =X
3

X | y=x X |y=x*/3 X |y=x
1| 1 1| 13 1] 1
0 0 0 0 0 0

1 1 1 1/3 1 1

2 4 2 4/3 2 2

3 9 3 3 3 3
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ALy

/

£

[3%)

RZ/
\

R1

El recinto limitado por las curvas lo dividimos en dos partes para hallar su area.

Hallamos el valor del area de R1.

} 1
Areal= J
0

Hallamos el valor del area de R2.

3

3 2

AreaZ:J x— 2 dx=| X
1 3 2
| r v

2 9 2 9 2

, , . 2
El area total es la suma de las areas obtenidas > —+

2 1 2
xz—x—dx:J 2de
0o 3

2

2
X _1x
3

2 3

3

X

3

3-Z4+>=

9

5

1

2l o] [2,
=—|=—-—|=|=u
o313 3] |9
NG XST
2 9|
E:1.111u2
10_12_4_ 133
9 9 3
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QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde sélo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A5

Tenemos dos urnas con bolas de colores, La urna A contiene 3 bolas verdes, 5 bolas rojas y 4

bolas azules. La urna B contiene 2 bolas verdes, 2 bolas rojas y 3 bolas azules. Se saca, al

azar, una bola de la urna A y se mete en la urna B. Posteriormente se saca una bola de la urna

B.

(@) (0,5 p) Realiza el correspondiente diagrama de arbol.

(b) (0,75 p) Calcula la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea verde.

(c) (0,5 p) Calcula la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea verde sabiendo
que la bola extraida de la urna A ha sido roja.

(d) (0.75 p) Sabiendo que la bola extraida de la urna B es verde, calcula la probabilidad de
que la bola extraida de la urna A haya sido roja.

a) Llamamos Al y A2 al suceso “sacar bola azul de la urna A o B respectivamente”, V2 'y
V2 al suceso “sacar bola verde de la urna A o B respectivamente” y R1 y R2 al suceso
“sacar bola roja de la urna A o B respectivamente”.

Bola verde de B
(3V, 2R,3A)
P(V2/V1)=3/8

Bola verde de A Bolarojade B
(3V, 5R,4A) (3V, 2R,3A)

P(V1) = 3/12 P(R2/V1) = 2/8

Bola azul de B
(3V, 2R,3A)
P(A2/V1) =3/8

Bola verde de B
(2V, 3R,3A)
P(V2/R1) = 2/8

Dos urnasy

sus bolitas de
colores

Bolarojade A
(3V, 5R,4A)
P(R1)=5/12

Bolarojade B
(2V, 3R,3A)
P(R2/R1)=3/8

Bola azul de B
(2Vv, 3R,3A)
P(A2/R1)=3/8

Bola verde de B
(2V, 2R,4A)
P(V2/A1) = 2/8

Bola azulde A
(3V, 5R,4A)
P(A1) = 4/12

Bolarojade B
(2V, 2R,4A)
P(R2/A1) = 2/8

Bola azul de B
(2V, 2R,4A)
P(A2/A1) =4/8
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a) Nos piden calcular P(V2). Utilizamos el teorema de la probabilidad total.

P(V2)=P(V1)P(V2/V1)+P(R)P(V2/RL)+P(AL)P(V2/Al)=

3
12

27

6

5 9
+_-

1

= + =

0| w
0| N
'_\

M|4>
0| N

— =0.28125
32

b) Nos piden calcular P(V2/ Rl) . Esta probabilidad aparece reflejada en el diagrama de

arbol y vale g

tenemos 2 bolas verdes, 3 rojas y 3 azules, por lo que aplicando la regla de Laplace la
probabilidad de sacar una bola verde (2 bolas verdes) de la urna B (un total de 8 bolas)

vale 2/8.

c) Nos piden calcular P(Rl/V 2) . Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema

% =0.25.Como se ha pasado una bola roja de la urna A a la urna B

de Bayes.
52
P(Rl/VZ): P(leVZ) _ P(Rl)P(VZ/Rl) _128_ EzO.B?
P(V 2) P(V 2) g 27
32
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Ejercicio B5

Tras la realizacion de un estudio, se ha llegado a la conclusién de que el tiempo medio que
un adulto aguanta bajo el agua sin respirar es de 45 segundos, con una desviacion tipica de
7,3 segundos, ajustandose los datos a una distribucién normal.

(@) (1 p) Calcula el porcentaje de adultos que aguanta mas de 57 segundos.

(b) (1,5 p) Calcula el porcentaje de adultos que aguanta entre 39 y 57 segundos.

X = segundos que un adulto aguanta bajo el agua sin respirar.
X = N(45, 7.3)

a) Nos piden calcular P(X >57).

57-45
7.3

P(X >57) = {Tipificamos} - P(z > j: P(Z >164)=1-P(Z <1.64) -

Miramos en
:{ }:1—0.9495= 0.0505

la tabla N(0,1)

El porcentaje de adultos que aguantan debajo del agua sin respirar mas de 57 segundos es
de 5.05 %.

b) Nos piden calcular P(39< X <57).

<Z<
7.3 7.3

P(39< X <57) = {Tipificamos} = P(39_45 57_45] =

—P(-0.82<Z <1.64)=P(Z <1.64)-P(Z <-0.82) =
=P(Z <1.64)-P(Z>0.82)=P(Z <1.64)-[1-P(Z <0.82)]=

{Miramos en

=0.9495-[1—0.7939] = |0.7434
la tabla N(O,l)} [ ]

El porcentaje de adultos que aguanta entre 39 y 57 segundos es del 74.34 %.

0’00 001 0'02 0'03

0'0 " 0'S080 05120
01 05398 0'5438 05478 05517
02 05793 05832 0'S871 05910
03 06179 06217 06255 06293

| ooo o001
. 1 " cha . 0'4 | 06554 06591 0'6628 06664
0o 0’5000 0°5040 0°5p8 - 0'S | 06915 06950 0'6985 07019

01 0’5398 05438 06 | 07257 07291 07324 07357 e

02 0’5793 0'5832 0:7 017580 0:7611 0:7642 0:7673 :
0'3 06179 06217 0'8 07881 07910 07939 07967 ’

0'9 0'8159 08186 0'8212 (08238
04 0'6554 0'6591 10 | 08413 0'8438 0'8461 0'8485
0's 0’6915 0'6950 1" 0’8643 0'866S 08686 08708
06 07257 07291

12 | 08849 0'8869 08888 (8907 0%
13 | 09032 0'9049 0'9066 0'9062 0
& 07580 07611
roTcoT—OTHE
09 | 08159 08186

14 09192 0'9207 0'9222 0'9236

. 0'9332 0'9345 09357 0'9370 O
1'6 h! — D '9495
1 09554 09564 09573 0'9582 ™9
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