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UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
W EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS
oo UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO

s Curso 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera
a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberdn estar debidamente
justificadas.

CALIFICACION: Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.
TIEMPO: 90 minutos.

A.1. Calificacion méxima: 2.5 puntos.
Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro A,

0 1 1)x 0
A-1 1 1|yl=|0
1 A-1 1){z 0
se pide:
a) (1.5 puntos) Discutir el sistema en funcién de los valores de A.

b) (1 punto) Resolver el sistema en el caso A = 1y encontrar, si es posible, una solucién con
X=5.

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
a) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcién polinémica de grado 2 cuya gréafica sea tangente
a larecta y=x enel punto (0, 0).
b) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcion polindmica de grado 2 que tenga un maximo
relativo en el punto (1, 1).
¢) (0.5 puntos) Justifique si una funcion polinémica de grado 2 puede tener dos extremos
relativosen R.

A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sean los puntos P(1,-1, 3) y Q(2, 1,-1):
a) (1 punto) Determine una ecuacion del plano respecto del cual ambos puntos son
simétricos.
b) (1.5 puntos) El segmento PQ es uno de los tres lados del triangulo cuya suma de los
cuadrados de las longitudes de sus lados es 34 y el tercer vértice se encuentra en la recta
r=x—-2=y=z. Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo que ninguna de sus

coordenadas es nula.

A.4. Calificacidbn maxima: 2.5 puntos.
En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, A1 y Az, de igual probabilidad 0.4

y se considera A, = m (por tanto, la probabilidad de Az es 0.2). De cierto suceso B se sabe
que P(B|A)=P(B|A) y P(B|A)=2P(B|A) .Y deunsuceso C independiente de A; se sabe
que P(C|A)=0.3y P(C|A)=0.6. Con estos datos se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de B si P(B| A) =0.25.

b) (1.5 puntos) Calcular la probabilidad de C y determinar si C es independiente de As.
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B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Como es bien sabido, la siguiente igualdad de determinantes
det(A+ B) = detA +detB

no es cierta en general.
a) (0.75 puntos) Si A 'y B son dos matrices para las que det(A+ B) =detA+detB, pruebe

gue entonces
det((A+B)’) = det(A®)+det(B”) +2det (AB)

b) (1 punto) Dadas las matrices

1 0 -1 1 01
C=|la 1 0|, D=2 1 2|,
2 -1 « -1 21

determine el Gnico valor de a con el que si se cumple la igualdad det(C + D) = detC + detD

c) (0.75 puntos) Para el valor a = —1, resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones lineales
que tiene a C como matriz de coeficientes.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dada la funcién f (x)=x°—3x, se pide:
a) (0.75 puntos) Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y de

decrecimiento.
b) (1.75 puntos) Calcular el area de la region acotada delimitada por las graficas de f(x) y de

g(x)=x(x-3).

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dado el punto P(5,—1,2) y las rectas:

— — X—y=5
. X 2=y+1=z O’ SE{ y

3 -1 1 X+2=3
se pide:
a) (1 punto) Estudiar la posicidn relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.
b) (1.5 puntos) Determinar una ecuacion de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente
alarectar.

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Antonio y Benito, comparieros de piso, lanzan alternadamente un dardo cinco veces a una diana
para decidir quién friega. Friega quien menos veces acierte el centro de la diana. En caso de
empate, friegan juntos. Si Antonio acierta el centro de la diana en el 25% de sus lanzamientos y
Benito en el 30%, se pide:
a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para
decidir quién friega.
b) (1.5 puntos) Aproximando por una normal, calcular la probabilidad de que Antonio falle
el centro de la diana en al menos dos terceras partes de 60 lanzamientos.
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DisTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: si ¥ tiene distribucién N(0,1), P(Z < 045) = 0,6736.

z 000 001 002 003 004 005 006 007 008 0,00
0.0 | 05000 05040 05080 05120 05160 05100 05230 05270 05310 0,5350
0, | 05308 05438 05478 05517 05557 05506 05636 05675 05714 0,5753
0,2 | 05793 05832 05871 05010 05048 05087 06026 06064 06103 06141
0,3 | 06170 06217 0,6255 06203 06331 06368 06406 06443 06480 06517
0.4 | 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 06808 06844 0,6870
0,5 | 06015 06950 06085 07019 07054 O0,7088 0,7123 07157 07190 0,7224

0,6 | 07257 07201 0,7324 07357 0,7380 0,7422 0,7454 0,748 0,7517 0,7549
0,7 | 0,7580 07611 0,7642 07673 0,7704 0,7734 0,7764 07794 0,7823 0,7852
0,8 | 07881 07010 0,7030 07067 07005 08023 08051 08078 08106 0,8133
00| 08150 08186 08212 08238 08264 0,8280 08315 08340 02365 0,8380

£l

1,0 | 0,2413 08438 08461 02485 08508 08531 08554 08577 02500 08621

02643 08665 085686 02708 048720 08740 08770 08700 02810 0.8830
02840 08860 08888 02007 08925 085044 08962 02020 02007 09015
09049 09066 09052 0595099 09115 09131 09147 09162 09177
09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 09319
09345 09357 09370 09382 09394 09406 09418 09420 09441

—
T e e he =
= =
L3 L3
[ [

1,6 | 0,0452 09463 09474 09484 00495 09505 009515 09525 09535 09545
1,7 | 0,0554 009564 09573 09582 00501 00500 009608 00616 09625 00633
1,8 | 00641 009640 09656 09664 00671 00678 00686 00693 00609 0,9706

1,0 | 00713 09719 09726 09732 00738 00744 09750 00756 09761 09767
20| 00772 09778 00783 00788 00703 09708 00803 00808 09812 00817

21 |1 09821 00826 09330 09834 009838 00342 009846 09850 09854 09857
22109861 009864 09368 09871 009875 09378 098281 09884 09837 0.9200
23109893 00806 09308 09001 095904 09906 09909 09911 09913 09916
24 | 09918 09920 09922 09925 09927 09920 09931 09932 09934 0.9936
25 | 09938 09940 09941 09943 09945 09946 09948 09949 09951 09952

2,6 | 00053 09955 00056 00057 009050 09960 00961 00962 09963 00964
2,7 | 00065 00066 00067 00068 00060 09070 00971 00072 00973 00074
2.8 | 00074 00975 09076 09077 00077 00078 00970 00070 00080 0,0081
2.0 | 00081 00082 00082 00083 00084 00084 00085 00085 00986 0,0086
3.0 | 00087 00087 00087 00082 00088 00080 00080 00080 09900 0,0000
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SOLUCIONES

A.1. Calificacion méaxima: 2.5 puntos.
Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro A,

0 1 1)x 1 0
A-1 1 1|y|-|4A]|=|0
1 A-1 1)\z 0 0
se pide:
a) (1.5 puntos) Discutir el sistema en funcion de los valores de A.

b) (1 punto) Resolver el sistema en el caso A = 1y encontrar, si es posible, una solucién con
x=5.

a) El sistema queda

0 1 1)(x 1 0 0 1 1)(x 1
A-1 1 1|ly|-|A|=|0|=|4A-1 1 1|y|=|4
1 A-1 1)\z 0 0 1 A-1 1)\z 0
0 1 1
Este sistema tiene la matriz de coeficientes A= A-1 1 1| yla matriz ampliada
1 2-11
0 1 1
A/IB=|2-1 1 4
1 2-1 0

Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes.

o 1 1 o 1 1
A=[2-1 1 1|=|A=[2-1 1 1=0+1+(A1-1)"-2-2+1+0=
1 i-11 1 i-11

=A% +1-20—-A+1=2*-32+2

3+1

3+ /(=3 —4-(1)(2 —=2=1
|A=0=27-32+2=0= A= JE3 -4)2) 321 |
i 2|31

2

=11=2
Estudiamos tres casos diferentes.
CASO1l A#2y A#1

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la

matriz ampliada y el nimero de incognitas. El sistema es compatible determinado (una
Unica solucién).

CASO 2. 1=2
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En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.

0111 Fila 32 — Fila 22
| ) 1 1 1 0
0 0O O -2— NuevaFila3®?
A/B
/—J%
01 1 1 111 2
=111 2 :>{Fi|a2a<—>FiIala}:> 011 1
0 00 -2 0 00 -2
—

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Los rangos son distintos y el
sistema es incompatible (sin solucion).

CASO 3. 1=1
En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3.
Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss.

Fila 2% — Fila 18
0111 0 1 1 1
A/B=|0 1 1 1|= 0 -1 -1 -1 =
1010 0 0 O O —NuevaFila22
0111 0111
=|0 0 0 O :>{Fi|a23<—>FiIa3a}:> 1 010|=
1 010 0 00O
A/B
1 010
:>{Fi|a2a<—> Filala}:> 0111
0 00O

A

El rango de la matriz A es 2 al igual que el de la matriz A/B, menor que el nimero de
incdgnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Resumiendo: Para A =2 y A =1 el sistema es compatible determinado, para A1 =1 el
sistema es compatible indeterminado y para A =2 el sistema es incompatible.

b) Si A =1 el sistema es compatible indeterminado.
Buscamos las soluciones a partir del sistema equivalente obtenido en el apartado anterior.
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1 010 X=-1
X+z=0 X=-Z

0111= = =>py=1-4,1eR
y+z=1 y=1-z2

0 00O =21

Las soluciones del sistema son x=—-A4; y=1-1; z= A4, siendo 1 eR.
Buscamos una posible solucion con x=5.
X=-1A=5—>1=-5

=6
y=1-41 :>{y
=41 2=

La solucion del sistemaes x =5;y =6; z=-5.
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A.2. Calificacién méxima: 2.5 puntos.

a) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcién polindmica de grado 2 cuya gréfica sea tangente a
larecta y=x enel punto (0, 0).

b) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcién polindmica de grado 2 que tenga un maximo
relativo en el punto (1, 1).

c) (0.5 puntos) Justifique si una funcién polinémica de grado 2 puede tener dos extremos relativos
en R.

a) La funcion pedida tiene la expresion f (x)=ax’+bx+c.
Silarecta y=x estangente a la grafica de la funcion en el punto (0, 0) implica que la
funcién pasa por (0, 0), es decir, f (O) =0 y que la pendiente de la recta tangente vale 1, es
decir, f7(0)=1.

0
=0=a-0+b-0+c=[c=0]
f(x)=ax*+bx+c
f(x)=ax’+bx+c= f’(x)=2ax+b

:>1=2a-0+b:>-b:1
f7(0)=1 }

La funcion polinémica que cumple lo pedido tiene la expresion f (x)=ax”+x.
Tomamos a = 1y tenemos la funcion f (x) = x* +x como ejemplo de funcién polinémica
de grado 2 cuya grafica sea tangente a la recta y = x en el punto (0, 0).

b) La funcion pedida tiene la expresion f (x)=ax”+bx+c.

Si la funcion tiene un maximo relativo en (1, 1) implica que la funcion pasa por (1, 1), es
decir, f(1)=1, que la derivada se anula en x = 1, es decir, f"(1)=0.y que la segunda

derivada toma valor negativo en x = 1, es decir f (1) <O0.

f(1)=1

f(x)=ax*+bx+c

}:

f(x)=ax’+bx+c= f’(x)=2ax+b
f'(1)=0

}:m

f'(x)=2ax+b= f"(x)=2a= f"(1)=2a<0=[a<0]
Deben cumplirse las tres condiciones.

a+b+c=1 a+b+c=1
2a+b=0 ;}=>b=-2a —a-2a+c=1=-a+c=1=c=1+a
a<0 a<0
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La funcion queda f (x)= ax’ —2ax+1+a. Tomamos a = -1 < 0y tenemos a la funcion

f (x)=-x*+2x como ejemplo de funcién polindmica de grado 2 que tiene un méaximo
relativo en el punto (1, 1).

c) Una funcién polinémica de grado 2 tiene la expresion f (x)= ax® +bx+c. Su derivada es

f (x) =2ax+b que se anula para un Gnico valor de x. Solo puede tener un punto critico y
por tanto un Unico maximo o minimo relativo.
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A.3. Calificacién méxima: 2.5 puntos.

Sean los puntos P(1,-1, 3) y Q(2, 1,-1):

a) (1 punto) Determine una ecuacion del plano respecto del cual ambos puntos son simétricos.
b) (1.5 puntos) El segmento PQ es uno de los tres lados del triangulo cuya suma de los cuadrados
de las longitudes de sus lados es 34 y el tercer vértice se encuentraenlarecta r=x—-2=y=z.

Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo que ninguna de sus coordenadas es nula.

a) El plano debe pasar por el punto medio M del segmento PQ.

1

|
L7

0

y_(L-13)+(21-1)

=(3/2,0,2)

El vector normal del plano es el vector PQ = (21,-1)-(1-13)=(1,2,-4).
Hallamos la ecuacion del plano.

M(3/2,01)ex }: M (3/2,01)ex

N, :>§+0—4+D=0:>
n=PQ=(12-4) 2

T.X+2y—-4z+D=0

:>ng:wr:x+2y—4z+g=0:>|7r:2x+4y—82+5:0

La ecuacion del plano respecto del cual los puntos P y Q son simétricos es
m:2X+4y—-8z+5=0.

b) La situacion es la del dibujo.
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Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta r.

r= X2 Y 2 W m BRI
1 1

El punto R pertenece a la recta y tiene coordenadas R(2+4,4,4).
Hallamos las longitudes de los lados del tridngulo.

@:(1,2,—4):\@\:41%22 +(-4)" =21

QR =(2+4,4,4)~(21-1) =(4A-1,4+1) = |QR|= \//12 +(A-1) +(2+1) =

:\/12+/12—2//f+1+/12+2//f+1:\/312+2

P—R:(2+/1,1,/1)—(1,—1,3):(1+z,1+1,;t—3):>\ﬁ\:\/(lm)z +(1+2) +(1-3)" =

A2 42441422 +20+1+ A2 —6A+9 =342 —24+11

La suma de los cuadrados de las longitudes de sus lados es 34.

2

PQ| +[QR[ +[PR[ =34:(Jﬁ)2 +(«/3,12 +2)2 +( 312 —2,1+11) —34=
214312424322 -24+11=34 =642~ 24 =0=

A=0

=21(32-1)=0= 1
34-1=0= 2=

Tenemos dos puntos de la recta r que cumplen lo pedido.
i 1=0=R(200) ysi 1=Eor(2: L1 ) g(7 1 1)
3 333 333
Como el tercer vértice R no debe tener ninguna de sus coordenadas nula solo es valido el

punto R(lej
333
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A.4. Calificacién méxima: 2.5 puntos.
En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, A1 y A, de igual probabilidad 0.4

y se considera A, = m (por tanto, la probabilidad de As es 0.2). De cierto suceso B se sabe
que P(B|A)=P(B|A) y P(B|A)=2P(B|A) .Y deunsuceso C independiente de A; se sabe
que P(C|A,)=0.3y P(C|A)=0.6. Con estos datos se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de B si P(B| A) =0.25.

b) (1.5 puntos) Calcular la probabilidad de C y determinar si C es independiente de A.

Sabemos que P(A)=P(A,)=0.4.
Nos dicen que P(A;)= P(Alqu):O.Z.

P(AUA)=02=1-P(AUA,)=02=P(AUA)=08=

= P(A)+P(A)-P(ANA)=08=

=04+04-P(ANA)=08=[P(ANA,)=0

Los sucesos A1 y Az son incompatibles (A N A, =J).

Reflejamos en el diagrama de Venn que A UA, U A, =E y ademas las intersecciones entre
ellos son vacias (sucesos incompatibles).

E

a) Sabemos que P(B|A)=P(B|A)=0.25y P(B|A)=2P(B|A). Aplicamos el teorema de
Bayes.

P(B|A) =0.25:>M=0.25:>%=0.25:> P(BAA)=04.025=0.1

P(A)

P(B| A2)=o.25:>M:0.25:>W=0.25:> P(BmA2)=O.4-O.25=0.1

P(A)
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P(B|A3)=2P(B|A&)=2-0.25=0.5:>P(B—W=0.5:> P(BNA)=0502=0.1

P(A)

Como P(B)=P(BNA)+P(BNA)+P(BNA)=0.1+0.1+0.1=03.

b) Sabemos que C es independiente de A por lo que P(CnA)=P(C)P(A)=0.4P(C)
También sabemos que P(C|A,)=0.3y P(C|A)=0.6.

P(C|A2)=O.3:|D(C—W:O.3:ID(%—(P:O.3: P(CnA)=04.03=0.12

P(A)

_ P(CnA) _ P(CnA) _ C09.0A -
P(C|A)=06= P(A) =06=——— ~06=P(CNA)=02.0.6=0.12

Como sabemos que P(C)=P(CNA)+P(CnA,)+P(CnA,) tenemos que:

P(C)=04P(C)+0.12+0.12= P(C)-04P(C)=024=

= 0.6P(C)=024= P(C)=%=O.4

¢C es independiente de A>?
Para que lo sean debe cumplirse la igualdad P(A, nC)=P(A,)P(C).

P(A,NC)=0.12

P(AZ)P(C)=0.4'0.4=O.16}:> P(A,NC)=0.1220.16=P(A)P(C)

No se cumple la igualdad y los sucesos C y Az no son independientes.

12 de 20 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

EBAU 2024 Extraordinaria Matemadticas Il en Madrid Juan Antonio Martinez Garcia

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Como es bien sabido, la siguiente igualdad de determinantes
det(A+ B) = detA +detB

no es cierta en general.
a) (0.75 puntos) Si Ay B son dos matrices para las que det(A+ B) =detA+detB, pruebe que

entonces
det((A+ B)Z) = det(A2)+det(Bz)+2det(AB) .

b) (1 punto) Dadas las matrices

1 0 -1 1 01
C=|la 1 0|, D=2 1 2|,
2 -1 «o -1 21

determine el Unico valor de a con el que si se cumple la igualdad det(C + D) = detC +detD
c) (0.75 puntos) Para el valor a = —1, resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones lineales que
tiene a C como matriz de coeficientes.

a) Aplicamos las propiedades de los determinantes.

det((A+B)’) = det((A+B)(A+B))=det(A+B)det(A+B)=

~ {Sabemos que

det(A+B) = detA+ detB} = (detA +detB ) (detA+ detB) =

=det A-det A+det A-detB +detB-det A+detB-detB =

= (det A)® +2det A-det B+ (det B)® = det(A”)+2det( AB)+det(B?)

b) Hallamos la expresion de C + D y su determinante.

1 0 -1 1 01 2 0 O
C+D=lag 1 0|+l 2 1 2|=|a+2 2 2

2 -1 « -1 2 1 1 1 a+l
2 0 0
det(C+D)=|a+2 2 2 |=4(a+1)+0+0-0-0-4=4a+4-4=4a
1 1 a+]

Hallamos la expresion de detC +detD.

1 0 -1 |1 01
detC+detD=|a 1 O0|+|2 1 2:(a+0+a+2—O—O)+(l+0+/1/+1—0—,4/):
2 -1 af |11 2 1

=2a+2+2=2a+4
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Buscamos cuando det(C + D) = detC + detD .

det(C + D) =detC + detD = 4o =2a + 4= 2a =4 = [a = 2

La igualdad det(C + D) =detC +detD se cumple cuando a =2.

1 0 -1
c) Paraelvaloro=—-1lamatrizCqueda C=|-1 1 O
2 -1 -1
1 0 -1)\(x 0
Se nos pide resolver el sistema | -1 1 0 ||y |=|0].
2 -1 -1)\z 0
Obtenemos el sistema y lo resolvemos.
1 0 -1)\x 0 Xx—2=0 X=12

-1 1 0} y|=|0|=—x+y=0 = -x+y=0 =
2 -1 -1)\z 0 2X—-y—-2=0 2Xx—-y—-2=0

-z+y=0 }:—z+y:0

= } => {Ecuaciones proporcionales} = z-y=0=
21-y-7=0

z-y=0
X=A
=>z=y=>qy=4;1eR
z2=41

Las soluciones son x=A4, y=A1, z= A para cualquier valor 1 R.
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B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dada la funcién f (x)=x°—3x, se pide:
a) (0.75 puntos) Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y de

decrecimiento.
b) (1.75 puntos) Calcular el area de la region acotada delimitada por las gréficas de f(x) y de

g(x)=x(x-3).

a) Obtenemos la expresion de f (—x) y la comparamos con f(x).
f(—x) :(—x)3 —3(—x)=—x"+3x= —(x3 —3x) =—f(x)

La funcion es impar.
Hallamos la derivada de la funcién y buscamos cuando se anula.

f(x)=x>-3x= f’(x)=3x*-3

f (x)=0=3x*-3=0=>x*-1=0=>x*=1=>x=41=11
Estudiamos el signo de la derivada antes, entre y despues de estos dos valores.

e Enelintervalo (—oo,—l) tomamos x = -2y la derivada vale
f"(-2)=3(-2)" -3=12-3=9>0. La funci6n crece en (—oo,~1).
e Enelintervalo (—1,1) tomamos x = 0y la derivada vale f"(0)=3.0°-3=-3<0. La
funcion decrece en (-1,1).
e Enelintervalo (1, +oo) tomamos x = 2y la derivada vale
f’(2)=3-2-3=12-3=9>0. La funcion crece en (1,+x).

La funcion crece en (—o0,—1)U(1,+) y decrece en (-1,1).

b) Averiguamos los puntos de corte de ambas gréaficas.
f (x)=x°-3x
g(x)=x(x=3)=x"-3x;=>x*-3qx=x*-3K=x’-x"=0=

f(x)=9(x)

Xx=0

:xz(x—l):O:{
x-1=0—->x=1

El area de la region acotada delimitada por las graficas de f(x) y de g (x) =x(x —3) esel
valor de la integral definida entre O y 1 de la diferencia de las dos funciones.
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f (0.5)=0.5"~3-0.5=-1.375
9(0.5)=0.5(0.5-3)=-1.25

Como

}:> 9(0.5)> f(0.5)

Calculamos el valor del area.

Area:J.Olg(x)— f (x)dx:jolx2 —3x—(x3—3x)dx:_|.:—x3+x2dx:

4 3Tt 4 43 4 3
B RSP, S I AP O Y < T
43| | 43 43| 3 4 |12

El rea de la regién acotada delimitada por las gréficas de f(x) y de g(x)=x(x—3)tiene un

valor de % =0.0833 unidades cuadradas.

ot
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B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dado el punto P(5,—1,2) y las rectas:

x-2 y+1 z-0 o= X—y=5
3 -1 1’ Cx+z=3

r

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la posicion relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.
b) (1.5 puntos) Determinar una ecuacion de la recta que pasa por Py corta perpendicularmente

alarectar.

a) Hallamos un vector director y un punto de cada recta.

_ _ u =(3,-1,1
X 2=y+1=z O:{Ur ( )

r
3 -1 1 |p(2-10)

X=A1 —
X—y=5 [y=-5+x v, =(11,-1)
S= _3: PN =>y=-5+1A= 053
X+2= = 1232 Q,(0,-5,3)

Los vectores directores no tienen coordenadas proporcionales y las rectas no son paralelas ni
coincidentes.

VS

Iz(S,—l,l) :§¢_1 1
(L,-1)| 1

Las rectas se cortan o cruzan. Calculamos el producto mixto [ur,vs, P,QS] y vemos si es nulo

0 no.

PQ, =(0,-5,3)-(2,-1,0) =(-2,-4,3)

U, =(3-11) 3 -1 1
v, =(11,-1) :[I,\TS,FTQS}: 1 1 -1=9-2-4+2+3-12=-4%0
PO ~(-243) 2 s

Al ser el producto mixto no nulo las rectas se cruzan (distinta direccidn en planos paralelos).

[i:5.7]

Utilizamos la formula de la distancia d (r, s) =

U, XV,

Calculamos el producto vectorial u, x v, .

ur

(3,-11) L o
=>u xv,=3 -1 1|=i+j+3k+k+3j—i=4j+4k=(0,4,4)

v, =(L2-1) 11 -1
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Calculamos la distancia entre las rectas.

‘[E'\Z’ PrQs:| |—4| 4 ‘\/5
d(r,s)= — = = =—=0.7unidades
(r:s) U, XV, Jorrazigr 32 2

b) Seguimos los pasos indicados en el dibujo.

P

Hallamos el punto Q de la recta r tal que el vector PQ sea perpendicular al vector director
de la recta (producto escalar nulo).

T —(3-1) x=2+31
poX-2_y+l_z-0_ Ju=(a=LY) y=-1-1=Q(2+34,-1-1,1)
3 1 1 P (2,-1,0) 4

PQ=(2+32,-1-4,2)~(5,-1,2)=(-3+34,~4,1-2)
PQLu, = PQ-u, =0=(-3+34,-14,2-2)(3-11)=0=

Xx=2+3=5
= -9+91+1+1-2=0=>111=11=>1=1=:y=-1-1=-2=Q(5-2,1)
z=1

Hallamos la recta s que pasa por Py Q.

=>s=qy=-1-4;1€R
P(5-12)es

\75=@=(5,—2,1)—(5,—1,2):(0,_1,_1)} x=5
2=2-4

La recta s que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta r tiene ecuacion
X=5

s=qy=-1-1; 1€R.
1=2-1
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B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Antonio y Benito, compafieros de piso, lanzan alternadamente un dardo cinco veces a una diana
para decidir quién friega. Friega quien menos veces acierte el centro de la diana. En caso de
empate, friegan juntos. Si Antonio acierta el centro de la diana en el 25% de sus lanzamientos y
Benito en el 30%, se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para
decidir quién friega.

b) (1.5 puntos) Aproximando por una normal, calcular la probabilidad de que Antonio falle el
centro de la diana en al menos dos terceras partes de 60 lanzamientos.

Llamamos A a “Antonio acierta en un lanzamiento de dardo” y B a “Benito acierta en un
lanzamiento de dardo”.

a) Si hay 5 lanzamientos para que se decida quien friega antes del cuarto lanzamiento deben de
haber acertado uno de ellos 3 lanzamientos y el otro debe de fallar los tres lanzamientos.

Calculamos la probabilidad de que Antonio acierte 3 veces en 3 lanzamientos y Benito falle
los tres lanzamientos.

343

64000
Calculamos la probabilidad de que Benito acierte 3 veces en 3 lanzamientos y Antonio falle
en los tres lanzamientos.

P(AAABBB)=P(A)P(A)P(A)P(B)P(B)P(B)=025°-07° =

—— N\ (T (T 729
P(AAABBB)=P(A)P(A)P(A)P(B)P(B)P(B)=0.75°-0.3" = ——
( )=P(A)P(A)P(A)P(B)P(B)P(B) 54000

La probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para decidir quién friega es

la suma de las dos probabilidades anteriores: 343 + 729 = 67 =10.1675|.
64000 64000 4000

b) Llamamos X = “niimero de fallos de Antonio al lanzar 60 veces el dardo”.
Esta variable es una binomial de parametrosn =60y p = 0.75.
X =B(60, 0.75)
El nimero de lanzamientos es alto aproximamos esta variable binomial a una normal Y de

35

media 4 =np=60-0.75=45 y desviacion tipica o =/npg =/60-0.75-0.25 = 75 .

Y=N [45,£)
2

Fallar al menos las dos terceras partes de 60 lanzamientos es fallar al menos 40 lanzamientos.
Nos piden calcular P(X >40).

Tipificamos
X —45

35
2

P(X >40)={CorrecciéndeYates} = P(Y >39.5)=1Z =
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Miramos en la
tabla N(O, 1)

_p|zx32 8 P(Z>-1.64)=P(Z 31.64):{

_—ﬂ =
2

}: 0.9495

z 0,00 001 0,02 003
0,0 | 0,5000 05040 00,5080 0,5120
0,1 | 05398 05438 05478 05517 05
0,2 | 05793 0582 05871 05010 0508
0,3 | 06179 06217 06255 06203 0681
04 | 06554 06501 06628 06664 0640
0,5 | 06015 06050 06985 0,7019

[ e I e e I e

0.6 07257 07201 07324 0

.7 | 0,7580  0,7611 0,7642 0,76

0.8 | 07881 07910 07939 0,79
0
0

0.9 [ 0,8159 08186 08212
10 | 08413 08438 08461

cooo o

02643 08665 08626 02702 08
02840 08860 08888 02007
0,9066

A

e e e e e

1 =

La probabilidad de que Antonio falle el centro de la diana en al menos dos terceras partes de
60 lanzamientos es de 0.9495.
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