Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales II Julio 2014
OPCION B
Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

a
Problema 2. Sea la funciéon f(x)=<:x
X’ =3x-8 5<x<7

a) Calcula el valor de a parael que f{x) es continua en el intervalo [2,7 ].
b) Para a = 15, estudia el crecimiento y decrecimiento de f (x) en el intervalo [ 2,7 ].

2<x<$5

c) Calcula Jff(x)dx.

Solucion:
a) ;a?/f(x)sea continuaen [2,7]

Para 2<x<5, f(x) =ﬁ, como x #0, f(x) es continua.
X

Para 5<x<7, f(x)= x*—3x-8 como f(x) es un polinomio, f(x) es continua.
Veamos la continuidad en x = 5,
Dfi5)=5"-3.5-8=25-15-8=2, luego Ff(5)

Lim f(x)= Lim <=2
2) Lim f(x)=1""’ =X , para que exista el limite deben coincidir

Lim f(x)= Lim (¥’ ~3x—8)=52-3.5-8=2
x—5" x—5"

los dos limites laterales, es decir, % =2 — a=10.

Por tanto, para a = 10 se cumple: Lfi? f(x)=f(5), luego f(x) es continua en x = 5.

Solucion: f(x) es continuaen [2,7 ] para a = 10.

b)a =15, ;monotoniade fix)en [2,7]?.
D 2<x<5 , _—125 2<x<5
f)=4x - f(x)=4 x
¥’ =3x-8  5<x<7 2x-3 5<x<7

, 5 . .
Para 2 <x <5, f'(x)=—5, portanto, f(x)<0 — f(x)es decreciente.
X

Para 5<x<7, f(x)=2x-3,
2x—-3=0, 2x=3, x=3/2
Estudiemos el signode 2x—3 en [5,7]: 2x—3 esun polinomio de primer grado con
coeficiente de x positivo y raiz 3/2, grdficamente:

/ : Por tanto, entre 5y 7 2x—3 es positivo; luego f1(x)es
/I I I positiva.
3/2 5 7

Para 5 <x<7, f(x) escrciente.

Solucion: f(x) es decrecienteen (2,5) y creciente en (5,7 ).



6
¢)¢ [ fxdx 2
Entre 5 y 6, f(x) =xX’-3x-8 por tanto

3 2 d 3 2 3 2
[[ro) dr=[ (¢ -3x-8) dv=|%-3% ~8x| = 630 _g6|-[2 32 _g.5|=
5 5 3 T2 32 3 72

472—54—48)—(%—%—40)=—30—[M—40j—30—§+40=10—§=60;25 =§z5’8333

6 35
Solucion: L f(x) dx:?
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Problema 2. Sea la funcion:

x’=3x-20  x<3
f=y 2
a—x
a) Calcula el valor de a para el que f(x) es continua en x = 3.

b) Para a =0, estudia el crecimiento y decrecimiento de f (x).
c) Para a =0, calcula los mdximos y minimos locales de f (x).

x>3

Solucion:

a) ;a?/f(x) sea continua en x = 3.
Condiciones de continuidad

D) fi3)=3 —3.3-20=27-9-20=-2, existef(3)
Lim f(x)= Lim (¥’ =3x-20)=3"-3.3-20=-2
x—3" x—3"

2) Limf(x)=
e Lim f(x)= Lz’m( 2 j: 2
x—3* x—3* a— a— 3
Para que exista el limite, los limites laterales deben coincidir, —2 = 3
a —

—-2a-3)=2 - a—3=i - a—-3=-1 > a=-14+3 — a=2

Luego, para que f(x) sea continuaen x =3 debeser a=2.

b) Para a = 0, ;monotonia?.

x'=3x-20, x<3
Paraa=0, f(x)=4 2 -2

—= , x>3
-Xx X

Por ser funcion definida a trozos estudiemos la monotonia en cada trozo.
Para x<3

fix) = X' —3x-20, estudiemos el signo de f(x)
f(x)=3x -3

32320 = 37823 — 223 5 =] s xeil=4]

Hay que estudiar el signo de f(x) en los siguientes intervalos: p !

vy’ es una linea recta de pendiente negativa y que pasa por x =4°5:
f(x) es un polinomio de 2° grado con coeficiente de x° positivo yraices —1 y 1, por tanto:

En cada intervalo el signo de f(x) es:

=N
=



Y el crecimiento y decrecimiento serd /& _\ / x /

|
|
-\_/] "

Para x> 3
F="2
X
f,(x)zo-x—(z—z)-zzi2
X X

Estudiemos el signo de f(x), es una fraccion, numerador positivo 'y como el denominador estd elevado
al cuadrado (es positivo). Por tanto el signo de f(x) es positivo.
Para x > 3, la funcion es creciente.

Veamos si existe f1(3)

f(3)=3-3-3=24 5
=1, 245 = Noexiste f/(3)
re =51 9

Por tanto, f(x) es crecienteen (— oo ,—-1) U (1,3) U (3,+ ) y decrecienteen (-1,1).

c) Para a =0, ;jextremos?
De lo estudiado en el apartado anterior:

o N S A

| |
| 1
-1 1

Por tanto f(x) tiene un mdximo local en x = —1 'y un minimo local en x = 1.
x=—1 — fi-1)=(-1-3.(-1)-20=—1+3-20=-18
x=1 — fil)=1"-3.1-20=1-3-20=-22

Finalmente, f(x) tiene un maximo local en (-1,-18) y un minimo localen (1,-22).
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OPCION B

Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

Problema 2. Consideremos la funcion
x’=3x+3 si x<1

fx)= a x’ .
> si x> 1
x +1

a) Calcula el valor de a para que la funcion sea continua en todo su dominio. (2 puntos)
b) Para el valor de a obtenido, calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la

funcion. (3 puntos)
c) Para el valor de a obtenido, calcula las asintotas horizontales y verticales, si existen.

(2 puntos)

i
d) Calcula I f(x)dx. (3 puntos)
=2

Solucion:
En la definicion de la funcion f(x) hay dos ramas,
para x <1 f{x)= X-3x+3 y esta funcion se puede calcular para cualquier valor de x.

2
a x
para x >1  f(x) = 2—-|-] como x* + 1> 0 (para cualquier valor de x) el cociente se puede
X

calcular.
Por tanto Dom f(x) = I

a) ;Valorde a para que f(x) sea continua en su dominio?

Para x <1 f(x) es un polinomio luego es continua.
Para x >1 f{(x) es un cociente con el denominador distinto de cero luego es continua.

El problema para continuidad estd en el cambio de definicion, es decir, en x = 1.

Continuidad en x = 1,
a) fill)y=1*-3.1+3=1

Lim f(x) = Lim(x* = 3x+3)=1
x—>1" x—1"
Para que exista el limite 1 =% - a=2

Lim f(x)= Lim = =
J&) ‘xP+1 PP+1 2

x—=1t x—1

c) Para a=2 f(l)= Lz’n}f(x)

b) %Ln}f(x): ax’ a-I? _a

Solucion: para que f(x) sea continua en su dominio debe ser a =2.

b) Para a =2 ;monotonia de f(x)?
Como f(x) tiene dos ramas estudiamos la monotonia en cada una de ellas.

Primera rama, y = X¥-3x+3 x<1I
y’=2x-3, estudiemos el signo de y".
2x-3=0 - 2x=3 - x:§:1’5

y'= 2 x— 3 es una recta de pendiente positiva que pasa por x =175, luego



2x
X +1
,  4x (x2 +I)—2 X 2x  4Ax+4x—4x  4x
S ) P )
Como el denominador estd elevado al cuadrado, es positivo, el signo de y~ depende del numerador.

4x=0 — x=0
4 x es una recta de pendiente positiva que pasa por x = 0, luego

_I_

Segunda rama, y = x>1

Por tanto, f(x) es decreciente en ( —co, 1) y es creciente en (1, +oo).

c¢) Para a = 2, asintotas horizontales o verticales.
La rama polinomica de f(x) no aporta asintotas. Las posibles asintotas estardn en la rama para x > 1.
Calculémoslas,

Asintota vertical,
2 X2 2 . . .
et como X"+ 1> 0, el denominador no se anula, por lo que no hay asintotas verticales.
X"+

Asintota horizontal,

oo X—to X X—>Fo0

co2xt (e} o2x ) .
Lim =|—|=Lim ——= Lim (2)=2, entonces y =2 es una asintota horizontal.

Por tanto, f(x) no tiene asintota vertical y su asintota horizontal es y = 2.

d) ff(X) dx .
-2

En el intervalo [-2,1], f(x)= x* —3x+ 3. Entonces,
1 I 3 2 !

[Fydx=[(?=3x+3)dr=| =3 +3x| =
b 3 2 5

=2

3 2 3 2 _
B N O P20 =2 5 G VA YOO PR U S S S S A o0
3 2 3 2 3 2 3 2

1
Por tanto, _[f(x) dx=16"5 )
2
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Problema 4. El consumo de energia (en Mwh) en una empresa metaltrgica a las x horas de un

dia viene dado por la siguiente funcion:

2x+14 si xe [0,6]
f()={-x"+24x-82  sixe 18]
—x+34 si xe [18,24]

a) Estudia la continuidad de esta funcién en el intervalo [0,24]. (3 puntos)

b) Determina a qué horas del dia el consumo alcanza sus valores mdximo y minimo.

(Cudles son dichos valores? (4 puntos)
c) Planteando la integral adecuada, calcula el consumo que se realiza entre las 8 de la

mafiana y las 10 de la manana. (3 puntos)

Solucion:
a) Continuidad de esta funcion en el intervalo [0,24].
Como cada una de las definiciones de f(x) es un polinomio de ler o 2° grado, son continuas en sus

correspondientes intervalos. Los problemas para la continuidad de la funcion estin en los cambios de

definicion.
Continuidad en x = 6,
a) fi6)=2.6+14=26
Lim f(x)= Lim(2x+4)=26

x—=6" x—=6"
=26

b) Lim f(x)=
Lin s Lim f(x) = Lim(~ x> +24x—82)=-6" +24-6 82 =26
—6" x—6"

¢) f(6) = 26 = Lim f(x)

Por tanto f(x) es continua en x = 6.

Continuidad en x = 18,
d) f(18) =_ 18 +24.18-82=26

Lim f(x)= Lim (- x* +24x—82)=26

x—18" x—18"

e) Limf(x)= — noexiste Lim f(x)
Limt Lim f(x)= Lim(-x+34)=—18+34=16 Limt
x—18" x—I18"

Por tanto f(x) no es continua en x =18
Solucion: f(x) es continuaen [ 0,24 ] ~{18).

b) ;A qué horas del dia el consumo alcanza sus valores mdximo y minimo?
Representemos grdficamente la funcion (algunos cdlculos estdn realizados en el apartado a))

x| 2x+14  x |-x"+424x-82  x |-x+34
0|14 6 |26 18|16
6|26 18126 24| 10

Para completar la representacion de la pardbola necesitamos algiin punto mds. Como el polinomio de
2° grado tiene coeficiente de X negativo, la pardbola tiene la forma (), obtengamos el mdximo.

g(x)=—x"+24x-82

g (x)=—2x+24; —2x+24=0; —-2x=-24; «x :_—224 =12¢(6,18)
g(I2)=—12"+24-12-82=62 —  mdximo dela pardbola (12,62)



ol _— \

Solucion: el consumo maximo se alcanza a las 12h y es de 62 Mwh y el consumo minimo se alcanza a las
24h y es de 10 Mwh.

c¢) Planteando la integral adecuada, calcula el consumo que se realiza entre las 8 de la mafiana y las 10 de la
mariana.

Entre las 8 y las diez de la mafiana la definicion de f(x) es —x° + 24 x — 82.
El consumo que se realiza entre esas horas lo obtendremos mediante la siguiente integral definida,

10 3 2 10 3 10
[ x?+24x-82)dv=| - +24°—82x| =|-"-+12x" -82x| =
s 3 2 3

8 8

3 3
= —£+12-102—82-]0 - —8—+]2-82—82-8 :]40—(—]76j:316s]05’3333
3 3 3 3 3

316
El consumo que se realiza entre las 8 de la maiiana y las 10 de la maiiana es de —— Mwh.
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EJERCICIO B

PROBLEMA 3.

a) Estudia la continuidad en el intervalo [-3,3] de la funcién:

3x+10 -3<x<-2
fx)={ x* -2<x<1
x+3 1<x<3
2
b) Hallalaintegral entre 2 y 3 de la funcidn f(x) = 2 X—3x+2.
Solucion:
a)

En el intervalo [ — 3, 3 ] f(x) estd definida mediante tres trozos, estudiemos la continuidad de cada trozo y en los
puntos de cambio de definicion.

En el intervalo (- 3, — 2 ) f{x) estd definida como 3 x + 10, un polinomio, luego es continua.

En el intervalo ( — 2,1 ) f(x) estd definida como X%, un polinomio, luego es continua.

En el intervalo ( 1,3 ) f(x) estd definida como (x + 3)/2 , un polinomio, luego es continua.

Veamos la continuidad de f(x) en los puntos de cambio de definicion.

Parax=-2 |f-2)=(-2) =4
Lim f(x)= Lim 3x+10)=3(-2)+10=4

x—-=2" x—-2
Lim f(x)= ) ) =4
x—-2 Lim f(x)= Lim x~ =(-2)" =4
x—-2" x—-2"
f(=2)= Lim f(x)
x—>-2
Luego f(x) es continua en x = — 2
Parax=1 143

f(l)—— 2

Lim f(x)= Lim x> =1> =1

x—1 x—1

%l_)nilf(X)Z 43 143 1#2 No existe %l_)nilf(x)
Lsz(x)—Lm =—=2
x—1* 1t 2 2

Luego f(x) no es continua en x = 1.

En x =1 f(x) presenta una discontinuidad de salto finito ya que existen los limites laterales pero son
distintos.

b)

En conclusion f(x) es continuaen (—-3,3)~{1} vy en x =1 tiene una discontinuidad de salto finito.

Como f(x) estd definida en un intervalo cerrado, [ — 3, 3 ], en sentido estricto no podemos hablar de continuidad de
f(x) en los extremos de este intervalo, en sentido no estricto podemos considerar que f(x) es continua en x = — 3 por ser
continua a la derecha de este valor y que f(x) es continua en x = 3 por serlo a la izquierda de este valor. Con esta
consideracion de continuidad en los extremos del intervalo de definicion de una funcion, podemos concluir que f(x) es
continuaen|[—3,3]~{1} y en x=1 tiene una discontinuidad de salto finito.

3 3
3 4 2
I(2x3—3x+2 oo 203 ol 23 o (BT ) (e 12, )
) 4 2 2 2 L, 2 2 2 2

=5—24+6 8-6+4)=27+6-6=27
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EJERCICIO A

PROBLEMA 3. a) Estudia la continuidad de la funcién y = f(x) en el intervalo [ -4 , 2 ], siendo

2 x<-3
f(x)=4x" —=3<x<l
1 x2>1

b) Calcular el drea limitada por la grafica de la funcién y = f(x), las rectas x = — 3, x = 2 y el eje de abcisas.

Solucion:
a) Continuidad en [ —4 , 2 ],
Para —4 <x < -3, f(x) = 2, funcion constante, luego es continua.
Para — 3 < x < 1, f(x) = X°, funcidn polinémica, luego continua.
Para 1 <x <2, f{x) =1, funcion constante, luego es continua.
Debemos estudiar la continuidad en los cambios de definicion.

Parax=-3
a)fi=3)=2
lim f(x)= lim 2=2
x—>-=3" x—-3"
b) lim f(x)=
x >3 lim f(x)= lim x> =(-3)>=9
x—-3* x—-3*
lim f(x)
como los limites laterales son distintos no existe el *— -3
Luego, f(x) es discontinua en x = — 3, por existir los dos limites laterales es una discontinuidad de salto finito.
Parax =1
a)fil) =1
lim f(x)= lim x=17=1
b) ll,mf(x): x—1 x—1 :1
x>l lim f(x)=lim1=1
x—1" x—=1"
o) fM)=1=lim f(x)
Luego, f(x) es continua en x =1.
En resumen, f(x) es continua en [ —4 , 2 |~{ — 3} y en x = — 3 tiene una discontinuidad de salto finito.

b) La representacion grdfica de la funcion seria,

El drea a calcular es,



37 a3 _
Azj_:xzdﬁfldx:{%} +[x]12=%—( ? +2—1=%—%+1=%+9+1=%+10=%u.a.
’ -3
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EJERCICIO A
PROBLEMA 3.

a) Calcula los maximos y minimos absolutos de la funcién f(x) = X —6x+9x+ Ien elintervalo [ 1 ,4]. Justifica que
los puntos encontrados son maximos o minimos absolutos.

b) Estudia la continuidad en el intervalo [0,4] de la siguiente funcién:

2x+3 0<x<l1
fx)=

X —6x*+9x+1 1<x<4

Solucion:
a) fix)= X —6x* +9x+1
Calculemos, previamente, los extremos relativos de esta funcion polinomica.
flx)=3x—-12x+9
3X-12x+9=0

442
X, =—=3
T+416-— + + 1
¥-4x+3=0 — x:4_ 16 12:4—\/224_2: 2
2 2 2 4-2
x2=—=1
2

Estudiando el signo de [~ calcularemos los extremos relativos de f. Lo haremos grdficamente

Por lo que f(x) tiene un mdximo relativo en x =1 'y un minimo relativo en x = 3.

Para encontrar los mdximos y minimos absolutos de f(x) en [1 , 4] representaremos, de forma aproximada, f(x) en
este intervalo.

x| f(x)

1 [P=6.174+9.1+1=1-6+9+1=5 mdx. rel.
3(3-6.3°4+9.341=27-54+27+1=1 min.rel.
414°-6.4>+9.4+1=64-96+36+1=5

5 mdx (1,5) (4.5)

Representando los datos de que disponemos:

1 g
min (3,1)

2 3




La funcion f(x) en [1,4] serd:

Por lo tanto la funcion f(x) en el intervalo [1 , 4] tiene:
un minimo absoluto en el punto (3,1 ) y
dos mdximos absolutos en los puntos (1,5) y (4,5)

b) La funcion de la que debemos estudiar su continuidad estd definida “a trozos” por lo que estudiaremos su
continuidad en cada trozo y en los puntos de cambio de definicion.

Para 0<x <1, f{x) =2 x + 3, es un polinomio luego es continua
Para 1 <x<4, fix) = X —6x* + 9x+ 1, es un polinomio luego es continua
Para x = 1, en x = 1 hay un cambio de definicion, procedemos como sigue,
a) fill)=I"-6.1"+9.1+1=1-6+9+1=5
lim f(x)=Ilim(2x+3)=2.1+3=5
x—=1"

x—=1"

=5
lim f(x)= lim (x’ —6x> +9x+1)=5
x—1t x—1t

b) ll’mlf(x) =

¢) Funcion y limite coinciden
En consecuencia f(x) es continua en x = 1.

Luego hemos obtenido que f(x) es continua en el intervalo [ 1, 4 ]
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BLOQUE B
PROBLEMA B1. Dada la siguiente funcién:
—-X x<-1
f(x)= x—1 -1<x<4
x*=2x-6 4<x<6

a) Estudia la continuidad de la funcién f{x) en el intervalo ] -2, 6 [.
b) Calcula el drea de la regién del plano limitada por y = f{x) y por lasrectas y=0,x=1y x=5.

Solucion:
a) Continuidad de la funcion f{x) en el intervalo | -2, 6 [
Por ser f(x) una funcion definida a trozos estudiamos su continuidad en cada uno de los trozos y en los puntos de

cambio de definicion.

Parax € ] -2, -1/, flx) = — x, una funcion polinomica de primer grado, luego es continua.
Parax € ]—1,4][, f(x) = x— 1, una funcion polinomica de primer grado, luego es continua.
Parax €] 4,6/, fix) =x — 2 x— 6, una funcién polinémica de segundo grado, luego es continua.

Veamos que pasaen x=—-1 y en x=4.
x=-1
A-1)=—-1-1=-2 existef{—1).

Lim f(x)= Lim(-x)=—(-1) =1

. -1 -1
lef()C) — x%} x—)/
x—>-1 Lim f(x)= Lim(x—1)=—-1-1=-2
x—-1" x—-1"
como los resultados de los limites laterales no son iguales, no existe el limite de la funcion en x = — 1
Por lo tanto f(x) no es continua en x = — 1

Como existen los dos limites laterales la discontinuidad es de salto finito.

x=4
f(4)=4#-2.4-6=16-8—-6=2, existe f( 4 ).
Lim f(x)=Lim(x-1)=4-1=3
= x—4"

x—4

Lim f(x)=4" o, )
x4 Lim f(x)=Lim(x"—2x—6)=4"-2.4-6=16-8-6=2
x—4" x—4"

como los resultados de los limites laterales no son iguales, no existe el limite de la funcion en x = 4
Por lo tanto f(x) no es continua en x = 4
Como existen los dos limites laterales la discontinuidad es de salto finito.
Luego f(x) es continuaen |—-2,6[ ~{—1,4} vy en x=—-1 yen x =4 tiene una discontinuidad de salto finito.

b) Area de la region del plano limitada por y = f(x) y por las rectas y=0,x=1y x = 5.
Para calcular el drea pedida es conveniente representar la funcion f(x), aunque solo para valores de x desde 1

hasta 5.

Enelintervalo [ 1, 5 ] la funcion f(x) estd definida como se indica a continuacion,
| x- 1 | X-2x-8
| I |
1 4 >

En el primer trozo f(x) estd definida como x — 1, que grdficamente es una linea recta, la dibujamos a partir de una
tabla de valores,

X1y
10
413

En el segundo trozo f(x) estd definida como ¥ -2x-6, grdficamente es una pardbola, usamos tabla de valores para
conocer el principio y el final y el calculamos el vértice de la pardbola para dibujarla correctamente,



X | y Vértice (1,-7)

414>-2.4-6=2 x=_—b=ﬂ=1
) 2 2.1
5/5°-2.5-6=9 y=12=2 1-6=—7

La representacion grdfica de f(x) a partir de x = 1 serd,
18

0 A 2 3 4 5 [

Afiadiendo las rectas y = 0, x = 1, x = 5 que delimitan la region obtenemos,
10

0 1 2 3 4 5

El drea de la region indicada la obtendremos mediante el siguiente cdlculo integral,

2 4 3 5
A=£4(x—1) dx+J.:(x2 —2x-06) dx={%—x} —{%—xz—@c} =

1 4

2 2 3 3
S SR B Y U (PP e AC R RO S B P ST S L P
2 2 3 3 2 3 3 2 3

34122-66 59

=—u.ua.

6 6
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BLOQUE D

PROBLEMA D1. El rendimiento de cierto producto en funcién del tiempo de uso (medido en afios) viene dado por la expresion:

FO) =85+
1+ x

a) (Existen intervalos de tiempo en los que el rendimiento crece? ;Y en los que decrece? ;Cudles son?

b) (En qué punto se alcanza el rendimiento maximo? ;Cudnto vale éste?

¢) Por mucho que pase el tiempo, ;puede llegar a ser el rendimiento inferior al rendimiento que el producto tenia inicialmente?
(Por qué?

x20

Solucion:
En la definicion de la funcién hay un cociente cuyo denominador es 1 + x°, que siempre es distinto de cero. Por lo que el
dominio de f(x), teniendo en cuenta su definicion, serd [ 0, +o0 )
a) Crecimiento, decrecimiento.
Estudiemos el signo de f(x).
o 30+ x?)-2x3x 343x%—6x7 3-34
(1+x2) (1+x2) (1+x2)
Puesto que el denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, el signo de f(x) depende del numerador.
3-3x=0; 3=3x; 1=x; x=+#I
Considerando el dominio de definicion de la funcion, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos:

L
'n 1

Como hemos dicho anteriormente el signo de f(x) depende del numerador que es un polinomio de 2° grado de raices
— 1y 1. Por lo que podemos obtener el signo del numerador mediante la representacion grdfica de la correspondiente
pardbola,

-3

Luego el signo de f(x) en los intervalos a estudiar es,

+ —
|
'o 1

Por lo tanto, f(x) es creciente en el intervalo (0, 1) y decrecienteen (1, +x ).

b) Mdximo.
Segiin lo estudiado anteriormente como f(x) es creciente en el intervalo ( 0,1 ) y decreciente en ( 1,+ ), alcanza su
mdximo para x = 1.
f(l)—85+i—85+§—85+15—10
b 1 + 12 b 2 9 b

El valor mdximo es 10.

¢) Rendimiento.
Calculemos el rendimiento inicial, serd para x = 0,

3.0 0
0)=85+—==85+—-=85+0=85
1) 1+0° 1



El rendimiento a largo plazo lo calculamos mediante el siguiente limite,

3 3x (@
Lim f(x) = Lim| 8,5 +——— | =85+ Lim—— =
X—>+oo X—>+oo 1 + X X—>+oo 1 + X
Calculemos ahora el limite pendiente,

Lim—>% =[+—°°j: Lim> = Lm> =30

2 2

X—>+oo 1 —+ X + oo X+ X—>too x + oo
(a)
luego = 8,5+0=8>5
Respondamos a la pregunta del ejercicio,
para x >0 3x >0 |, luegof(x)>85 cuando x >0

I+x*

por lo que por mucho que pase el tiempo el rendimiento del producto se mantiene por encima del rendimiento inicial y
va acercdndose a este valor inicial.

Esto lo podemos observar en la grdfica de f(x),

14

12
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OPCION B

PROBLEMA 2. La siguiente funcion representa la valoracion de una empresa en millones de
euros en funcién del tiempo, t, a lo largo de los ultimos 13 afios:

5-0,1¢ 0<r<5
f(t)=<145+0,05(t-5) 5<t<10

4,75+ 0,1 (t —10)° 10<1<13
Estudia analiticamente en el intervalo [0, 13]:

a) Si la funcién f(t) es o no continua, indicando en caso negativo los puntos de
discontinuidad.

b) Instante t en el que la valoracion de la empresa es maxima y dicha valoracion maxima.
c) Instante t en el que la valoracion de la empresa es minima y dicha valoracion minima.

Solucion:
a) La funcion f(t) estd definida mediante tres ramas que son funciones polinomicas y, por tanto, funciones

continuas en sus correspondientes intervalos abiertos de definicion.

Estudiemos la continuidad en los puntos de cambio de definicion,

=5

fi5)=45+005(5-5)=4"5
Lim f(t) = Lim(5—01t) =5-01.5=4'5
. t—5 t—5 ,
Limf@)=4 ) ) ) ) . =475
15 Lim f(t) = Lim(454+005(t—-5))=45+005(5-5)=4,5
t—5* t—5*

Como los valores de la funcion y del limite coinciden, f{t) es continua en t =5

t=10
f10)=475+01(10-10) =475
Lim f(t)= Lim( 45+005(t=5) )=45+005(10-5) =475
t—10" t—10"
Lim f(t) = ) 5 =475
110 Lim f(t)= Lim ( 475+ 071(t —10) )= 475+0110-10)" =475
t—10* t—10*
Como los valores de la funcion y del limite coinciden, f{t) es continua en t = 10

La funcion estd definida en el intervalo cerrado [ 0, 13 ], entendemos que ent = 0 f{t) es continua por la
derechay en t= 13 lo es por la izquierda.
Finalmente, f{(t)es continuaen [0, 13 ].

Para resolver los apartados b) y c) representamos grdficamente la funcion.
Las dos primeras ramas de la funcion son polinomios de primer grado, grdficamente lineas rectas, utilizaremos
una tabla de valores para los valores inicial y final.

La tercera rama es un polinomio de segundo grado, grdficamente una pardbola, utilizaremos tabal de valores y
cdlculo de su vértice.

recta recta pardbola

t | 5-071 t | 45+005(t-5) t | 475+ 01(t —10)*

0|5 5 |45 10 | 4775

5145 10 | 4775 13 | 475+ 01(13-10)* =565

La mayoria de los cdlculos estdn escritos directamente porque estdn realizados en el apartado anterior.
Obtengamos el vértice de la pardbola,



47540 1(t—10 ) =475+01(F-20t+100)=475+01F-2:t+10=01F-2t+ 1475
b _—(-2)_ 2

=10 — (10,475)
2a 2.01 02

Y el vértice de la pardbola serd, t=

La representacion grdfica de f{(t) es,

b) La valoracion mdxima se alcanza a los 13 aiios y es de 5 65 millones de euros.

c¢) La valoracion minima se alcanza a los 5 afios y es de 4°5 millones de euros.
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PROBLEMA 2. Dada la funcion
—x’=2x+3 si 0<x<lI

f(x)={ x—1 si I<x<3

a) Estudia la continuidad de la funcion en el intervalo [0, 3 ].

b) Calcula los maximos y minimos absolutos de f(x).

c¢) Calcula el area de la region determinada por la grafica de la funcion y las rectas x =0, y=0 vy
x = 3.

Solucion:
a) f(x) es una funcion definida a trozos, cada trozo es un polinomio luego cada trozo es continuo; el problema de
continuidad esta en el punto de cambio de definicion, es decir, para x = 1. Estudiemos la continuidad en x = 1:

19  f(1)=1-1=0, luego 3 f(1).
Lim f(x) = Ll’iz@(—xz—2x+3)=—]2—2.]+3=—]—2+3:0

Lim f(x)= Lim(x—-1)=1-1=0
x—17" x—>17"

3 ()= Lim f(x)

Se cumplen las tres condiciones de continuidad, f(x) es continua en x = 1. Por lo tanto f(x) es continuaen [0, 3 ].

2% Lim f(x)= _0

b) Para calcular los maximos y minimos absolutos de f(x) representamos graficamente esta funcion.
Considerando que el primer trozo de f(x) es una parabola y el segundo una linea recta obtendremos una tabla de
valores de la funcion y calcularemos el vértice de a parabola.

x| f(x) Vértice de la pardbola y =-x"—2x+3
0|-0"-20+3=3 b _-=_ 2 __
] 0 2a¢  2(-1) -2

3 3_7=7 el vértice no es del dominio de la funcion f(x)

La representacion grafica serd:

3

1] 1 2 3

Por lo tanto, el maximo absoluto de f(x) es el punto (0, 3 ) y el minimo absoluto es el punto (1, 0).

c) El area a calcular es:

5 Este area podemos calcularla mediante las siguientes
integrales:
1 3
2 A=J.0(—x2—2x+3)dx+_‘;(x—])dx=

3 ! 2 3
l = - o 3x | | x| =
3 0 2 i




, . 11
Finalmente este area mide ? u’



Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 11 Junio 2013
OPCION B
Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

Problema 2. Dada la funcion

x+2 si —2<x<0
f(x)=4x"=2x+2 si 0<x<3
Ix—1 si 3<x<$5

a) Estudia la continuidad de la funcién en todos los puntos del intervalo [-2,5 ].
b) Calcula los maximos y minimos absolutos de f(x) en el intervalo [ -2, 5/2 ]

c¢) Calcula LZ f(x)dx.

Solucion:
a) f(x) estd definida en el intervalo [ —2,5 ] mediante tres trozos que son:

: x+2 ; x-2x+2 : gl |
-2 [} 3 5
En cada uno de los trozos la definicion de f(x) es un polinomio, por lo tanto en cada trozo la funcion es
continua. Tenemos que estudiar la continuidad en los cambios de definicion.
x=0
D0)=0°-2.0+2=2

Lim f(x)= Lim(x+2)=0+2=2
x—=0" x—=0"
2) Lim f(x)= =2
Lon s Lim f(x)= Lim(x> = 2x+2)=0>-2.0+2 =2
x—=0" x—0*

3) f(O)=2=Limf(x)

Luego f(x) es continua en x =0

x=3
1)fi3)=3.3-1=8
Lim f(x)= Lim(x* =2x+2)=3"-23+2=5
x—0"

x—=3"

Lim f(x)= Lim(3x—-1)=33-1=8
x—3* x—0"

2) Lz’ngz f(x)= 5#8 — No existe el limite

Luego f(x) no es continua en x = 3

Finalmente, f(x) es continuaen[—2,5]—{ 3} yen x =3 tiene una discontinuidad de salto finito.

b) Para obtener los mdximos y minimos absolutos de f(x) en [ — 2, 5/2 ], representemos f(x) en este
intervalo. Tengamos en cuenta que f(x) es continua en x = Q.
En[-2,0), flx)=x+ 2, grdficamente una linea recta, para representarla basta con calcular dos puntos:
x=-2, y==-2+4+2=0
x=0, y=0+2=2
En [0,5/2], fix)=x=2 x+ 2, grdficamente una pardbola.
— -(-2) 2
Calculemos su vértice, x =2—b =% =3 =] = y=I"-21+2=1-242=1 — Vértice(,])
a .
Comox=1¢€ [0, 5/2 ], obtengamos los puntos de la pardbola en los extremos del intervalo [ 0, 5/2 |
Para x =0, y =2 porque la funcion es continuaenx =0, (0, 2)

2
Para x=£, y= 2 —2.£+2=£—5+2=£—3=£=3’25, E,E =(25,325)
2 2 2 4 4 4 2 4



A partir de los cdlculos anteriores, la representacion grdfica de f(x) en el intervalo [ 0, 5/2 ] serd:

354

i La grdfica nos indica que en el intervalo [ 0, 5/2 ] la

funcion f{(x) tiene:

i un minimo absoluto en el punto (—2,0 )y

5 13
s un mdximo absoluto en | — ,—
2’ 4

2 2
J. f(x)dx :comoenelintervalo[I,Z] fix)=x"-2 x+2 :L (x2—2x+2)dx:

3 3
B A +2x Y| Ty (§—4+4j—(l—1+2j:§—(i+1j:§— 7)-
3 3 3 3 3 3 \3 3 \3

8_
3

WA

4
3

2 4
Por lo tanto L f(x)dx= E
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OPCION A
Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

Problema 2. En una sesion, el valor de cierta accion, en euros, vino dado por la funcién:

—x+15 0<x<3
f(x)={x"-8x+26 3<x<6
2x+2 6<x<8

Donde x representa el tiempo, en horas, transcurrido desde el inicio de la sesion. Se pide:
a) Estudiar la continuidad de f{x).
b) Calcular el valor maximo y el valor minimo que alcanzo6 la accion.
¢) (En qué momentos convino comprar y vender para maximizar el beneficio? ;Cual
hubiera sido este?

Solucion:
a) f(x) estd definida en el intervalo [ 0, 8 ] mediante tres trozos que son:

L —x+13 I x—8x+26 . 2x+2 .
| I | 1

3 8
0 6
En cada uno de los trozos la definicion de f(x) es un polinomio, por lo tanto en cada trozo la funcion es
continua. Tenemos que estudiar la continuidad en los cambios de definicion.

x=3
1)fi3)=-3+15=12
Lim f(x)= Lim(—x+15)=-3+15=12
x—3"

x—3"

2) Lim f (x)=
Lims Lim f(x)= Lim(x* —8x+26)=3"-83+26=11
x—3* x—3*

12 # 11, no existe Ll’njif(x)

Luego f(x) no es continua en x = 3, en x =3 f(x) tiene una discontinuidad de salto finito.

x=6
1)f(6)=6"—8.6+26=36-48+26= 14
Lim f(x)= Lim(x> —8x+26)=6"—8.6 +26 = 14
x—6"

2) Lim f(x)=4"" =14
x=6 Lim f(x)= Lim(2x+2)=2.6+2=14
x—6" x—6"

3) f(6)=Lim f(x)= 14
Luego f(x) es continuaen x =6

Finalmente, f(x) es continuaen[0,8]—-{3} yen x =3 tiene una discontinuidad de salto finito.

Para responder a los siguientes apartados, vamos a representar grdficamente la funcion.

Primer trozo, y = — x + 15, grdficamente es una linea recta. x | y=—x+15
Tabla de valores para obtener principio y final, VG
3112
Segundo trozo, y = ¥ -8 x+ 26 grdficamente es . | y=x'—8x+26 Vértice (4 , ]0)
una pardbola. Tabla de valores para obtener 3177 _-b 8 4
principio y final y ademds el vértice de la pardbola, ‘ r= 2a 2
6|18 y=4’-8.4+26=10



Tercer trozo, y = 2 x + 2, grdficamente es una linea recta. Tabla de valores para x| y=2x+2

obtener principio y final, 6 | 14
8118
Finalmente, la representacion grdfica serd,
(8, 18)
184
164
(0, 15)
14 4
124
e
u
104
' (4, 10)
o
S 5
54
44
2*
O T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 5 7 8
horas

Considerando los cdlculos realizados anteriormente y la representacion grdfica de la funcion f(x):
b) La accion alcanzo un valor mdximo de 18 euros y un valor minimo de 10 euros.
c) Para maximizar el beneficio habria que haber comprado a las 4 horas del inicio de la sesion (que la accion

estaba a 10 euros, minimo) y vender a las 8 horas del inicio de la sesion (que la accion estaba a 18 euros,
mdximo). En este caso el beneficio habria sido de 8 euros ( 18 — 10 = 8 ).
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Problema 2. Calcula:
2% +2x—1
x’ —9x
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién g(x) = 4 +44°-8.
¢) Los miaximos y minimos de la funciéon g(x) del apartado anterior.

a) Todas las asintotas verticales y horizontales de la funcion f(x) =

Solucion:

a) Asintotas verticales.

x=0

X¥=9=0 - =9 — x=1/9=4%3
Por tanto, hay tres posible asintotas verticales: x=-3, x=0 y x =3.

Veamos si lo son. El limite de la funcion para cada valor de x debe dar infinito.

Primero resolvemos: X’ —9x=0 — x (x2 - 9): 0<

x=-3
22X +2x-1  2(-3)Y+2(-3)-1 -54-6-1 -61
Lim 3 = 5 = = =oo, portanto x =—3 esa.v.
x==3  x’—=9x (=3 —9(-3) -27+27 0
x=0
L 2 42x—-1 2.00+2.0-1 -1
Lim 5 = 5 =——=o0, portanto x =0 es a.v.
=0 x7 —9x 0°-9.0 0
x=3
L 2 42x—-1  2.3+42.3-1 54+6-1 59
Lim 5 = 5 = =— =00, portanto x =3 es a.v.
=3 x’ —=9x 3-9.3 27 =27 0

Asintota horizontal
Debemos calcular los siguientes limites,

3 _ oo 3
Lz’mMz(—jz Lim 25 = Lim2=2
X—>—oo X —9_x (%} X—>— X xX—>—o0
2] 5 por tanto, y =2 es laa.h.
Lim =X P27 (2 i 22 = Lim2=2
X—>+oo _x3 —9x o0 X—>+oo _x3 X—>+oo

Luego, f(x) tiene tres asintotas verticales x=-3, x=0y x=3 y una asintota horizontal y =2.

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion g(x) = Y44 -8
En primer lugar, como g(x) es una funcion polinomica Dom g(x) = R
Debemos estudiar el signo de g (x)
g(x)=4x +12x" +8x
4x=0 — x=0

4 + 12X +8x=0; 4x(xX+3x+2)=0 —3+.3*-4.1.2
X +3x+2=0 — x=—>-= > =

LT3l =2,




Hay que estudiar el signo de g(x) en los siguientes intervalos

-2 -1 0
Como g(x) es un polinomio de tercer grado con tres raices reales, calculando el signo de g(x) en uno de
los intervalos los demds salen de forma alterna,
x=1 > g(1)=4.P+12.’P+8.1=4+12+8=24>0

= + = +
Por tanto: f | |

-2 -1 0

Luego g(x) es crecienteen (—2,—1)U(0,+o) y decreciente en (—oo,—2)U(~1,0).

c) Mdximos y minimos de g(x)
Del estudio realizado en el apartado anterior obtenemos:

NSNS

-2 -1
Mintmeo Mdxrimo Minimo
relative relativo relative

x==2 = g(-2)=(-2)"+4.(-=2)’+4.(-2)’-8=16-32+16-8=-8
x=-1 = g=D=D"+4.(-1’+4.(-1Y -8=1-4+4-8=-7
x=0 — g0)=0"+4.0"+4.0°-8=-8

Es decir, g(x) tiene un mdaximo relativoen (-1,-7) y minimos relativosen (-2,-8)y (0,-8).



Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 11 Junio 2016
OPCION A
Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

Problema 2. El departamento de andlisis financiero de una consultora determina que la
rentabilidad R(x), en miles de euros, de cierta inversion, en funcion de la cantidad invertida en
miles de euros, x, viene dada por la siguiente expresion:
Rx)= -001x+0,1x+1, x>0
a) ;Cuéntos euros conviene invertir para maximizar la rentabilidad? ;Cual serd dicha
rentabilidad maxima?
b) Determina la funcion que proporciona la rentabilidad media (es decir, el cociente entre la
rentabilidad y la cantidad invertida) de dicha inversion y estudia la evolucion de dicha
rentabilidad media en funcion de la cantidad invertida.

Solucion:
a) Busquemos el mdximo de R(x).
x y R(x) son miles de euros.

Por definicion, Dom R(x) = (0 ,+ 00) {intervalo abierto}
R(x)==-002x+0"]
-002x+01=0 - -002x=-0"1 — x:_—OI:
-002
Estudiemos el signo de R’(x). R(x), grdficamente, es una linea recta de pendiente negativa que pasa por

(5,0), luego:
i \
0 5\

+\_

Por tanto, el signo de R(x) es: |
] SI\\\

Y R(x) / \ \\ es creciente a la izquierda de 5 y decreciente a la derecha.
[
0 5\

Luego en x = 5 hay un mdximo relativo, pero como a la izquierda de x = 5 la funcion es creciente y a la
derecha decreciente este mdximo relativo es el absoluto de R(x).

Para x=15, R(5)= —=0,01.5+0,1.5+1=1725 {x=25milesde euros; R(5)= 1725 miles de euros)

Finalmente, para maximizar la rentabilidad conviene invertir 5000€ y la rentabilidad mdxima serd de
1250€

R(x) —001x+01x+1
X

Para estudiar la evolucion de RM(x) en funcion de x, estudiémosla para representarla grdficamente.

Por definicion, Dom RM(x) = (0 ,+ oo)

b) La funcion de rentabilidad media ( RM ) serd: RM (x) = =—00Ix+01+ i , x>0
X



Puntos de corte con ejes coordenados,

—01£,0T —4.(-001).1
y=0 — 001k 40T+ =0 5 0012 +0Ix+1=0 — x= \/ ( -1 _
X 2.(=001)

NG

01+
—O’Iiﬁ X, =— 10 — ¢ ¢ Dom RM (x)

- 10 _ —002 —  Punto de corte (1671803 ,0)
—0°02 J5
—01-Y"
x,=—10 - 1671803
-002

Monotonia,
RM (x)=-001— LZ, por lo tanto ¥ x€ Dom RM (x), RM’(x)<0
X
Luego RM(x) es decreciente en su dominio.

Asintotas,

Lim RM (x) = Lz’m(— 001x+01+ ij =0+01 +é =400 = x =0 esasintota vertical por la derecha.

x—0" x—0" X

Lim RM (x) = Lim (— 001x+071+ i) =—co+ 01+ nE =—0+(0=—w = No hay asintota horizontal

x—>+oo X —>+o0 X + oo

La representacion de RM(x) seria:

RM Por tanto, la rentabilidad media es
s decreciente y a partir de 161803 miles de
euros de inversion es negativa.

3

0 X (miles de euros)
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Problema 2. Un analista pronostica que el beneficio B(x) en miles de euros de cierto fondo de
inversion, donde x representa la cantidad invertida en miles de euros, viene dado por la
siguiente expresion:

—001x° +009 x+01 O0<x<8

B(x)=
= 26— X o0 x>8
x° =1
a) Estudia la continuidad de B(x).
b) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) (Qué capital, en euros, conviene invertir en este fondo para maximizar el beneficio?

(Cudl sera dicho beneficio maximo?
d) Si se invierte un capital muy elevado, ;cudl seria como minimo su beneficio? ;Por qué?

Solucion:

a) Continuidad de B(x).
B(x) es una funcion definida a trozos. Estudiemos la continuidad de la funcion en cada trozo y en el punto de
cambio de definicion.
Para 0<x<8 B(x)=—001x>+009x+ 0] que es un polinomio, por tanto continua.

X

2
X" -

Parax>8, B(x)=126 + 0702, los problemas para continuidad se presentan en las raices del

denominador, -1 , calculémoslas:
X—1=0 - xX’=1 — x=+JI1=4#I
Pero como esta definicion de B(x) es para x > 8, el denominador no se anula, por tanto B(x) es

continua.
Estudiemos la continuidad en x = 8,
1) B8 =-001. & +009. 8+0°1=018, existe B(8)
2) %Lng B(x) =(como a la izquierda y derecha de 8 B(x) tiene dos definiciones diferentes, calculamos

Lim B(x) = Lim (=001 X’ +009 x+01)=—-001 -8 +009-8+0°1 =018
x—8

x—8

limites laterales)= X 3 3
Lim B(x) = Lim | 1’26 —; +002 |=126—; +002=126—+002=018
x—8" x—8* x =1 8 - 63

como los limites laterales coinciden, LimB(x)=0'18, existe el limite.
x—8

3) LimB(x) =018 = B(8)

Se cumplen las tres condiciones, B(x) es continuaen x =38

Luego, B(x) es continua en su dominio de definicion, es decir, en (0, + o).

b) Monotonia. Por se funcion definida a trozos estudiemos la monotonia en cada trozo.
Para 0 <x< 8

y=—=001 x* + 009 x + 0’1, estudiemos el signo de y’
y=-0702 x+ 0709

g p . ., -009 .
002 x+009=0 = 002 x=-009 > x="_ =45

. . Lo . | | |
Hay que estudiar el signo en los siguientes intervalos: g 4L5 .




|
v’ es una linea recta de pendiente negativa y que pasa por x =475: 4 4’,§\ 3

El signo de y~es:

VAN
; N

Para x> 8
, X
=126 +002
Y x=1
2 _ . 2 1 2 2
y'=]’26](x ]) x2x=],26x 1-2x _ 126 - I _

(1) (1) (1)

Estudiemos el signo de y’. 1726 es positivo. Veamos la fraccion, como el denominador estd elevado al
cuadrado (es positivo) el signo de y~ solo depende del numerador, —x* —1=— ()c2 + ]); como x° + 1
siempre es positivo, — ()c2 + 1 ) es negativo, por tanto 'y~ es negativa.

Para x> 8, la funcion es decreciente.

Para x =38
Y(87)=-002-8+009=-007

’ 8 = Q2 _ - N it , 8
YO e =126 5L~ 0020634.. 0 existe  y(8)
(8 -1)

Finalmente, como B(x) es continua,
B(x) es crecienteen (0,4°5) y decrecienteen (4°5,8) U(8, + o).

c) Del estudio realizado en el apartado anterior se deduce que el mdximo relativo se alcanza para x = 4°5.
x=475 B(45)=-001. 45 +009. 45+ 0°1 =073025
Como a la derecha de 475 la funcion es creciente y a la derecha decreciente el mdximo relativo es el

absoluto.
Por tanto, hay que invertir 4°5 miles de euros se obtendria un beneficio de 03025 miles de euros.

Es decir, hay que invertir 4500 euros y obtendriamos un beneficio de 302°50 euros.

d) Cuando se invierte un capital muy elevado el beneficio lo podemos obtener calculando el siguiente limite:

*

Lim B(x)= Lim (1’26 X +0’02j _

X —> 400 X —> 400 x‘ =1
, X o X 1 1
calculemos  Lim — =|—|= Lim—-= Lim—=—=0
x—oteo x° — ] oo x>+ x x> 4o x 0o

=1'26 -0+002=002
Podemos afirmar que el minimo beneficio, cuando se invierte un capital muy elevado, es 0702 miles de
euros (20 euros) porque de lo estudiado en los apartados anteriores sabemos que a partir de x = 8 la

funcion es decreciente.

Luego, si se invierte un capital muy elevado el beneficio serd, como minimo, de 20 euros.
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Problema 4. Se considera la funcion:

X 4+ax?+24x si x<-—1

(0= 2 |
(x—]) +3 si x>—1
siendo a un namero real.
a) Determina el valor de a para que esta funcion sea continua. (2 puntos)

b) Supongamos que a = 9. Determina los maximos y minimo locales que tiene esta funcion

en el intervalo (_79 , %Sj (4 puntos)
¢) Supongamos que a = 0. Calcula el area de la region delimitada por esta funcidn, la recta
de ecuacion x = 2, larecta de ecuacion x = 3 y el eje OX. (2 puntos)
Solucion:

a) ;Valorde a para que f(x) sea continua?
Para x < -1 fix) = X +ax’+24x es independientemente del valor de a, un polinomio luego es
continua.
Parax>-1 f(x)=(x- 1P+ 3 esun polinomio luego es continua.
El problema para continuidad estd en el cambio de definicion, es decir, en x = — 1.
Continuidad en x = — 1,
a) fil)=(-1P +a(-1/+24(-1)=-1+a—-24=a-25
Lim f(x)= Lim (x’ +ax® +24x)= (=1’ +a(=1)> + 24(~I) = a - 25

L _ x—>—1" x—>—1"
b) - Lim f(x)= Lim|(x=1Y +3|=(=1-1 +3=7
x—-1* x—-1
Para que exista el limite a—-25=7 — a=7+25=32

c) Para 32=2 f(-1)= Ll’lzzf(x)

Solucion: para que f(x) sea continua debe ser a = 32.

b) Para a =9, mdximos y minimos locales de f(x) en (__9 , __3j =(-45,-15).
2 2
Como (—4°5,-15)c{xs-1} = filx)=xX+9x" +24x
f(x)=3x"+18x+ 24
estudiemos el signo de f(x)

L _oI8+6
3+ I8xs 20 s yo o I8ENIZ-4:-3-24 -18%6 [T 6
2.3 6 -18—-6
X, = p =—4

Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en:

| iy —2

f(x) es, grdficamente, un polinomio de 2° grado con coeficiente de x° positivo y raices —4 y — 2, luego,

 + — 3 Enx =—4 hay un mdximo local

| —4 —2 ‘ Y .
-9 =3  enx=-2 hayun minimo local
2 2




Para x=-4 — fl-4)= (=4 +9(-4) +24(-4) =16
Para x=-2 — f(=2)=(-2)"+9(-2) +24(-2)=-20

Solucion: para a =9 los mdximos y minimos locales de f(x) en (_79 , _73j son:

(-4,-16 ) mdximo local y (-2,-20) minimo local.

c) Si a=0 /;dreade laregion delimitada por f(x), x=2, x = 3 y eje OX?
X’ +24x si x<-1
(x—1Y+3 si x>—1

Sia=0 — f(x):{

Entre x=2y x=3 flx)= (x- ])2 + 3y, ademds, como f(x) es algo al cuadrado mds tres: f(x) > O.
Por tanto el drea pedida la obtenemos mediante el siguiente cdlculo:

A=j[(x—1)2+3]dx

t=x-1 3 _7y
Cdlculo auxiliar : I(x—])zdxz cambio de variable o Iz2dx:L: (x—1)

dt =dx 3 3
; , x-1° T (G-1y -1y 8 ~1 16
2 3 5 3 3 3 3 3

16

Por tanto, el drea de la region pedida es ? uda.
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EJERCICIO A

PROBLEMA 3. a) Determina el valor de a para que la funcién sea continua en x = — 1:

3x+a x<-1

f(x)=<ax+2 —1<x<l1
2x—11 >1
x=3

b) Estudia la continuidad de la funcién anterior para a =0.
c¢) Hallalaintegral entre —2 y 2 de la funcién f(x) = x> - 2.

Solucion:
a) ;ja? para que f sea continua en x = — 1
1) ;Existe f(—1)?
fi-=1)=a(-1)+ 2 =2-a, porlo tanto existe f(— 1).
2) ( Existe ll’ml f(x)?
lim f(x)= lim Bx+a)=-3+a
x—-1 x—=-1"

lim f(x)= lim (ax+2)=—a+2
x 1" x—-1"

ll’ml f(x)= para que exista ll’ml f(x) debe ser

—-34+a=—-a+2;, a+ta=2+3; 2a=>5; a:g
2

. L. 5

Para que exista el limite a = >

Para este valor de a se cumple:

5 -1
1 -)=2-=—=—
) f(=D D)
. -1 5 .
2) lmzlf(x) = B} luego para a = B f(x) es continua en x = —1.
3) f=D)= lim [()

b)a=0
3x x<-1
Para a =0 lafunciones: f(x)= 2 -1<x<1
2x—11 >1
x=3

Estudiemos la continuidad de esta funcion.
Para x <—1 f(x) = 3 x, funcion polinémica, luego continua.
Para — 1 <x <1 f{x) =2, funcion constante, luego continua.

2x—11

Veamos en los cambios de definicion de la funcion,

Parax>1 fx)=

, funcion racional, es continua excepto en x = 3 (valor que anula el denominador)

x=—1
Nfi-1)=2
lim f(x)= lim 3x=-3
x—=-1 x—=-1
2) I =
) I TO= i F o = lim 2=2
x—-1* x—-1*

como los limites laterales son distintos, no existe el limite.



f(x) no es continua en x =— 1. Por existir los limites laterales la discontinuidad es de salto finito.

x=1
2.1-11 -9 9
1 1 = = = —
) SO 13 2 >
lim f(x)=lim 2=2
x—=>1" x—-1"
2) lim f(x)= _ _
i tim f(x) = ln 2112719
x—1t x—1t _x—3 1—3 2

como los limites laterales son distintos, no existe el limite.
f(x) no es continua en x = 1. Por existir los limites laterales la discontinuidad es de salto finito.

Veamos el tipo de discontinuidad en x = 3,

2x—-11 2.3-11 -5
lim f(x)=1lim = =— =00
xl—>3f( ) xl—)3 _x—3 3_3 0

discontinuidad de salto infinito.

En resumen, para a = 0, f{x) es continua en R —{— 1,1, 3}
en x=—1 y x =1 presenta una discontinuidad de salto finito
yen x =23 presenta una discontinuidad de salto infinito.

c)
2‘ 3_ — x* 2 _ 2! (-2)*
_z(x Z)dx 2x _2—( 2.2] ( 2. ( 2)]_(4 4)—(4+4)=-8
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EJERCICIO A
PROBLEMA 3. Dada la funcion:
x+2 0<x<?2
f(x)=4x>—6x+12 2<x<4
-2x+a 4<x<8

a) Hallael valor de a para que la funcién y = f(x) sea continua en el intervalo [0,8].

b) Halla los mdximos y minimos absolutos de y = f(x) en el intervalo [0,4]. Justifica que los puntos encontrados son maximos y
minimos absolutos.

¢) Calcula el area de la regién del plano limitada por las rectas de ecuacién y =0, x =0, x =3 yla grificade y = f(x).

Solucion:

a) Estudiamos la funcion en cada trozo de definicion y en los puntos de cambio de definicion.
En[0,2) fix)=x+ 2 es un polinomio, luego es continua
En(2,4) fix) = X —6x+ 12 esun polinomio, luego es continua
En(4,8] fix) =-2x+ aes un polinomio, luego es continua

Veamos si es continua en x = 2,
i) f2)=2"-6.2+12=4
i)
lim f(x)=lim(x+2)=4
x—2 x—2"
lim f(x) = =4
o 1 lim f(x)= lim(x*—6x+12) =4
x—2" x—2"
iii)
@)= lim f (x)

Por lo que f(x) es continua en x = 2

Veamos si es continua en x = 4

i) f(4)=4-6.4+12=16-24+12=4

ii)

lim f(x)= lim (x> -6x+12)=4
ll,m f()C) — x—4 x—2
x—4 linz f(x)= lin21+(—2x+a) =-244+a=-8+a

Para que exista el limite debe ser 4 =—-8 +a; a= 12

f @)= lim £ (x)

Para a = 12 se cumple que , por lo que f(x) es continua en x = 4

En conclusion, para que f(x) sea continua en el intervalo [ 0, 8 | debe ser a = 12

b)
Para hallar los mdximos y minimos absolutos de la funcion en el intervalo [ 0, 4 ] podemos representar la funcion,
L4 g " En[0,2]flx)=x+ 2, es una funcion creciente, el minimo
e J// absoluto estd en su extremo inferior y el mdximo absoluto en
e -

——— SU extremo superior.
En[2,4]fix)=x"—6x+ 12 que por ser una pardbola con
coeficiente de x* positivo alcanza su minimo absoluto en el

_=(=6) _
=— 3 [2.4]

X
vértice,

y el mdximo absoluto en alguno de lo extremos del intervalo.
Calculemos el valor de la funcion en los puntos indicados.

&




x f(x)
0 2
2 4
3(3*-6.3+12=3
4 4

Por lo tanto el minimo absoluto estd en el punto ( 0, 2 ) y los mdximos absolutos en los puntos (2,4 )y (4, 4 ).

c)

El drea a calcular es la de la zona sombreada

El cdlculo del drea es:

2 3

3
+{%—3x2+12x} =

2

A:f(x+2)dx+i(x2 —6x+12)dx={x—22+2x}
0 2

0

=i+4+ 2—27+36 - §—12+24 :2+4+£+9—§—12:3+Q=§ u.a.
2 3 3 3 3 3 3
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EJERCICIO B

PROBLEMA 3. La cuenta de resultados (pérdidas o ganancias) en millones de euros, y , de una empresa vienen dadas por la
siguiente funcién de los afios de existencia de la misma:

_ 5x°+20x-25

X +7
a) (A partir de qué afio deja la empresa de tener pérdidas?

b) (En qué momento alcanza la empresa sus ganancias maximas? ;A cudnto ascienden éstas?
¢) Describe la evolucién de la cuenta de resultados de la empresa. ;Cudles serdn sus beneficios a muy largo plazo?
Solucion:

Por definicion de x, afios de existencia de la empresa, x >0

y como VxeR x*+7#0 — Dom y=[0,+co)

a) La empresa dejard de tener pérdidas cuando y > 0, luego debemos resolver la siguiente inecuacion,
5x% +20x—25
—>0

X +7

. 2 . . . . .

como para cualquier valor de x, x + 7 es positivo, sélo necesitamos estudiar el signo del numerador
2 . .

5x°+20x—25>0 Resolvamos esta inecuacion,

5x° + 20 x - 25 = 0, simplificando entre 5

¥ +4x-5=0
.= -4+6_2 _1
L TAEE-41.(5) 4216420 -44436 _—4x6 [T 2 2
2.1 2 2 2 -4-6 -10
X, = =——=-5
2 2
Representando grdficamente lo calculado, ‘
considerando el dominio de la funcion
- e — o0 1

Por lo tanto y >0 para x> 1. Es decir que la empresa dejard de tener perdidas a partir del primer afio de
existencia

b) Ganancias mdximas y a cudnto ascienden.
Busquemos los extremos de la funcion y

. (10x+20)(x* +7)- (5% +20x - 25)2x
y= 2
(x2 + 7)
_ =20x% +120x+ 140

- (xz + 7)2

_ 10x° +20x° +70x+ 140 — 10x° —40x* + 50x _

(xz + 7)2

_ 2
y=0 — =20 (42120))2( 10 ) 20x2+120x+140=0 simplificando entre 20
x +7




—6167—4(~1)7 _—6+/36+28 —6+J64 —6+8

- X’ +6x+7=0 — x=

2(~1) -2 -2 -2
~6+8_ 2
| -2 -2
—6-8 _-14_,
-2 -2

Estudiemos el signo de y’. Como el denominador de y” es (x* + 7)°, siempre es positivo; el signo de y~ depende del
numerador que grdficamente es una pardbola, por ser un polinomio de 2° grado, y como el coeficiente de x* es
negativo serd

e
V4 !

fom

Restringiéndonos al dominio de la funcion y

L] ]
crrry

Luego en x = 7 hay un mdximo relativo. Como la funcion y en el intervalo ( 0, 7 ) es creciente y en el intervalo
(7, +0 ) es decreciente, este mdximo relativo es el absoluto de la funcion.

Por lo tanto la empresa alcanza sus ganancias mdximas a los 7 afios de su creacion y estas ganancias son de

2 _ _
y= 5.7 220 .7-25 _360 _ 6428571 millones de euros
7 +7 6

es decir, unas ganancias de 6428 571 €

c) Para obtener los beneficios a muy largo plazo calculamos el siguiente limite,

2 _ o 2
tim 2%+ 20% 25:(+ jzlimSi:lz’mS:S
Kb x+7 + o0

2
Esto quiere decir que a muy argo plazo los beneficios se estabilizan e 5 millones de euros.

X—>+to ¥ X—>+oo

Podemos describir la evolucion de la cuenta de resultados de la empresa de la siguiente forma:

- Durante el primer aiio tiene pérdidas.

- A partir del segundo ario y hasta el séptimo los beneficios crecen hasta alcanzar un mdximo de 64 millones de
euros y a partir del séptimo aiio los beneficios desciende pero se mantienen por encima de los 5 millones de

euros.
6 /_\

Grdficamente:
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OPCION B
PROBLEMA 2. Sea la funcion:
— 1£xL2
f(x)=11 2<x<3
—x*+6x—8 3<x<4
0 4<x<5

definida en el intervalo [ 1, 5 ]. Se pide:
a) Estudia la continuidad en todos los puntos del intervalo [ 1,5 ].
b) Calcula el area de la region del plano limitada por el eje de abcisas, las rectas x =2 y
x =4 ylagraficade y = f(x).

Solucion:
a) Continuidad en [ 1,5 ]
En[1,2) flx)=2/x queescontinuayaque 2/x no se puede calcular iinicamente para x =0 Yy
0 no pertenece al intervalo [ 1, 2 ).
En(2,3) f(x)=1, funcion constante, luego continua.
En(3,4) fix)= X +6x-8 funcion polinomica, luego continua.

En(4,5], f(x)=0, funcion constante, luego continua.

Estudiemos la continuidad en los cambios de definicion.

En x=2
2
2)=—=1
f(2) 5
ll’mf(x)zll’mgzg:l
lim f(x) =42 =2 x 2 =1

=2 lim f(x)=lim1=1
x—2* x—2%

f@)=1=lim f (x)

Por lo tanto f(x) es continuaen x =2

En x=3
f3)==
lim f(x)=lim1=1
lim f(x)={""" 3 —1
IO 1 F()=lim(-x*+6x—8)=-3"+6.3-8=1
x—3" x—=3*

f@3)=1=lim f(x)

Por lo tanto f(x) es continuaen x =3



En x=4
f(4)=—42+6.4—8=0

lim f(x)= lim (- x> +6x—8)=—4>+6.4-8=0
x—4"

lim f(x)=4"*
H“f lim f(x)=1lim0=0
x—4" x—27"

=0

f@)=1=lim f(x)

Por lo tanto f(x) es continuaen x =4

En consecuencia, f(x) escontinuaen [1,5]

b) Para calcular el drea pedida debemos representar grdficamente la funcion en el intervalo [ 2,4 ]
En[2,3], flx)=1, recta horizontal.
En[3,4], fix)= —xX*+6x-8 una parabola.
Representemos la pardbola completamente y utilicemos el trozo correspondiente
y=- X +6x-8
x=0 — y=-8 — CorteejeOY (0,-8)

—6£6” —4(=)(-8) _-6+36-32 _—6%4 _

y=0 = —-x"+6x-8=0 — x=

2(<1) 2 2
—6+2_—_4_2
_—6x2 | -2 -2
—2 \-6-2_-8__
2 2
Corteeje OX (2,0) vy (4,0)
Vértice x=—2="9 _Z0_3 , |- 3463-8=1 > (3.1
2% 2l -2

-1

La representacion de la pardbola es:

Y la representacion de f(x) en [2,4]:




El drea pedida serd:

1 2 3 4

que la obtenemos a partir del siguiente cdlculo integral:

h h s | —x7 6x7 !
A:'!] dx+_£(—x2+6x—8)dx=[x]2+{7+7—8x} =

3
-4 2 -3 >
=(3-2)+ 3 +3.4°-8.4- E +3.3-8.3]|=

64 64

=1 4 48-32—(=9+27-24)=17 ————(=6) =23 —— =
3 3 3

El drea mide z u.a.

64 69—-64
3

_
3
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OPCION A

Problema 2. Se estima que el beneficio anual B(t), en %, que produce cierta inversion viene
determinado por el tiempo ¢ en meses que se mantiene dicha inversion a través de la siguiente
expresion:
By =—0L 11, t>0.
t°+324
a) Describe la evolucion del beneficio en funcion del tiempo durante los primeros 30 meses.
b) Calcula, razonadamente, cudnto tiempo debe mantenerse dicha inversion para que el
beneficio sea maximo. ;Cudl es el beneficio maximo?

c) (Cuadl seria el beneficio de dicha inversion si ésta se mantuviera en el tiempo de forma

indefinida?
Solucion:
. » 36t
Estudiemos la funcion B(t)=————+1, t20.
t°+324
B(0) —ﬂ+1—i+1—0+1—] la funcion B(t) pasa por el punto (0, 1)
0’1324 324 ’ pasaporetp ’

Estudiemos su monotonia
36 (P +324)-36.1.2t 361 +11664-721  —361 +11664

B/(t): = =
(¢ + 324 (> + 324 (¢ + 324
2
B(y=0 — 00064 64 11664=0
(¢ + 324
36 1 = 11664
o _ 11664 _
36

t=+y324 =+18

Como la funcion B(t) estd definida para t>0, t = 18.
Estudiemos el signo de B(t) a la izquierda y derecha de 18,

0 18
~36 .1’ +11664 _—36+11664 _ 11628 _
(]2 +324)Z 325° 3257
—36.20° + 11664 . =2376

B'(20) = - _
0 (20> + 3247 (20 + 324

Es decir: | i / - \

0 18
Por lo tanto, B(t) es creciente en (0, 18 ) y decreciente en (18, +0 ) y parat = 18 alcanza su
mdximo.

B'(I)=

36 .18
B(18)=———+1=2, el mdximo estd en el punto (18, 2)
18" +324

Para responder al apartado a) calculemos el valor de B(t) para t = 30, B(30) = 30326% +1=18824
+



La representacion grdfica, aproximada, de B(t) serd:

2

1.5

10 20 30

Respondamos a los apartados.
a) Durante los 30 primeros meses la evolucion del beneficio es: empieza proporcionando un beneficio del 1% y
va creciendo hasta los 18 meses en que alcanza su valor mdximo, un 2%. A partir de los 18 meses, a medida

que aumenta el tiempo que se mantiene la inversion el beneficio desciende y manteniéndola 30 meses
alcanza el valor de 18824 %.

b) Segiin hemos calculado anteriormente el beneficio mdximo se alcanza manteniendo la inversion durante 18
meses. Este beneficio mdximo es del 2%.

c) Para obtener el beneficio de esta inversion si se mantuviera de forma indefinida debemos calcular el
siguiente limite,

2 2
lim (fiuj: lim w:(—j: lim == 1im 1=1
t—>+oo\ t° 4 324 t— 400 t°+ 324 oo t—+o f t— 400

Si la inversion se mantuviera en el tiempo de forma indefinida, el beneficio seria del 1%.
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