Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales II Julio 2014

OPCION B
Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

x’—8x+16
X’ —8x+15"
a) Su dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Ecuacion de sus asintotas verticales y horizontales.

¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Méximos y minimos locales.

e) Representacion gréfica a partir de la informacion de los apartados anteriores.

Problema 2. Dada la funciéon f(x)= se pide:

Solucion:
a) Dom f(x)
x_8+2_5
—(=8)t(=8)° —4.1.15 8%,/64—-60 8+.4 + 1T, T
X =8x+15=0 — «x= =8) \/( ) _ _ \/_:8_2: 2
2.1 2 2 2 §-2
x22723

Por tanto, Dom f(x) = K ~{3,5}

Puntos de corte con los ejes coordenados.
Corte con el eje OX

‘- _(=8)+[(=8)Y —4.1.16
Fom0 - EI8XHIS o gii6m0 o x2 2D J=8) _
x =8x+15 2]
8+t J64—64 8+Jo 8+0 8

Corte con el eje OY
2_

v=0 > goR0TbOs 15 (, 16)

0°-8.0+15 15 15

Por tanto, los puntos de corte con los ejes coordenados son: (4,0) y (0 , %) .

b) Asintotas verticales
Las posibles a.v. las buscamos entre los valores de x que anulan el denominador de f(x), es decir, x =3 0 5,
seguin hemos obtenido en el apartado anterior.
x=3
X -8x+16 3 -83+16 1

Lim f(x)=Lim = =—=oc0 — x=3 esauv.
x—>3f() 3 x? —8x+15 3°=83+15 0

x=95

2 2
Ll’mf(x)le’mx2 8x+]6:52 8'5+16=£=oo — x=5 esawv.
x5 =5 x°=8x+15 5 -85+15 0




Asintotas horizontales,
2 2
x zoxr o 8x+16—( jzum—xzzumzzj

x——oo X X—>—co0

Lim f(x)= Lim =
Lim () xome x’ —8x+15

oo

5 — y=1 esa.h

2 _ =)
Lim f(x)= Lz’mw—(—jz Lim™ = Lim =1

X+ X >+ .\CZ —_ ég.X: .+. 1{:5 o) X—>+o X X—>+oo

Por tanto, las asintotas verticales de f(x) son x=3 y x =25,y su asintota horizontal y = I.

Para resolver los apartados c) y d) calculamos f(x) y estudiamos su signo,
2x-8) (¥ = 8x+15)-(x* = 8x+16)2x-8) _ 2x—8)[(x* =8x+15)- (x> —8x+ 16|

1= (x> —8x+15) (x> —8x+15f )
_@x-8) [ -8x+15-F +8x-16] _ 2x-8)(-D) _  8-2x
()c2—8)c+]5)2 ()c2—8)c+15)2 (x2—8x+15)2

Para estudiar el signo de f(x) obtengamos las raices del numerador y del denominador.

8§-2x=0;, 8=2x; x=4

(X -8x+15)=0; ¥*-8x+15=0; x=3,5(hechoena)).

En la recta real marcamos las raices obtenidas y los valores de x que no son del dominio de la funcion,

AR L 1
T 1 T
3 4 5

Hay que estudiar el signo de f(x) es estos cuatro intervalos. f'(x) es un cociente cuyo denominador estd
elevado al cuadrado, luego siempre es positivo; por tanto el signo de f(x) solo depende del numerador que es
un polinomio de primer grado con coeficiente de x negativo y raiz 4, luego:

% I \I i =
) 1 1
3 4\ 5

Resolvamos los apartados c) y d)
c)f(x) es crecienteen (—©,3) U(3,4) y f(x) esdecrecienteen (4,5) U(5, +x©)

d) f{x) solo tiene un mdximo local para x =4,
2 — —
=d f(4)=42 84+16 :]6 32+16 :iz
4°-84+15 16-32+15 -1
Por tanto, f(x) tiene un mdaximo local en (4, 0) y no tiene minimos locales.

d) De lo estudiado en los apartados anteriores, conocemos los puntos de corte de f(x) con los ejes coordenados,
su mdximo local y sus asintotas:

x=3 x=5

y=1 (0.1.07)

(4,0)




Considerando los

funcion serd:

(0,1.07)

intervalos de crecimiento y decrecimiento obtenidos, la representacion grdfica de la

4,0

Si con los datos obtenidos no se supiese dibujar la funcion, se puede completar calculando la posicion de la

curva respecto de las asintotas.

x=3
Lim f(x)=
x—3"

Lim f(x)=
x—=3"

x=95

Lim f(x)=

x—5"

Lim f(x)=

x—5"

y=1

x=-1000 — f(-1000)=

x=1000 — £(1000)=

Lo ST8xHI6 20 29829416+
=3 x? —8x+15 29°-8.29+15  +
L 5 8XHI6 <N I -8.31416 4+ -
=3yt =8x+15 3P -8.31+15 -
Lo X T8xXH16 049849416+
x5 x° —=8x+15 49°-849+15
[ m8xH16 TN ST -851416 4+ -
o5t x? = 8x+15 57 -8.51+15  + ;
_ (=1000)* —8.(-1000) + 16 _ 1008016 = 1000
(—1000)* —8.(-1000)+15 1008015 N

1000° —8.1000+16 _ 992016

1000° —8.1000+15 990215

= 1000...
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2
X

Problema 2. Dada la funcion fx)= , calcula:

X2 -

a) Su dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.

c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Los mdximos y minimos locales.

e) Representa graficamente la funcion a partir de la informacion de los apartados anteriores.

Solucion:
a) Dominio,
X—1=0 - x*=1 — x=+JI — x=+I — Dom f(x)=R-{-1,1}

Puntos de corte con los ejes coordenados,
0? 0
x=0 — O)=——=—=0 — (0,0
fO === (0.0)
2

f(x)=0 — =0 - x*=0 — x=0 — (0,0)

2

Sélo hay un punto de corte con los ejes coordenados, el (0, 0 ).

b) Asintota horizontal y asintota vertical.
Asintota horizontal,

2 2
. . X o0 L, X .
Lim f(x)= Lim —; =|—|=Lim—=Liml=1
X—>—oo X—>—e0 X7 — (%) X——oe x X—>—o0

Luego, y = 1 es la asintota horizontal

X—>+oo X—>+oo x2 —

x° oo x’
Lim f(x)= Lim Iz(—szz’m—le’mlzl

Asintotas verticales.
Del dominio de la funcion deducimos que hay dos posibles A.V. x=-1 y x=1

x=-1
Lim X = (_1)2 = ! —izoo — x=—-1 esAV.
w—-lx? =] (=D)°=1 1-1 0
x=1
2 2
Ll’mzx = 2] = ! =£:oo — x=1 esAV.
=1l x* =] =1 1-1 0

c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)

’ 2x-(x2—])—x2-2x 2%’ = 2x-2x -2x
f(x)= ; = ; =
(x —I)Z (x —I)Z (x —])2
El denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, siempre serd positivo. El signo de f(x) solo depende del

numerador que, grdficamente, es una linea recta de pendiente negativa ( como -2 x =0 — x =0 ) que
pasa por (0, 0). Es decir,

Por tanto,
f(x) es crecienteen (—co,—1)U(—-1,0) vy
f(x) es decrecienteen (0,1 ) (1, +o0)

+ + _

1o
)
-1

=P



d) Mdximos y minimos locales.
Del estudio anterior deducimos que para x = 0 hay un mdximo local. Y la funcion no tiene minimos
locales.
Mdximo local en el punto (0, 0 )

e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:
Corte con ejes coordenados ( 0, 0 ) que, ademads, es mdximo local; a.h. y=1y av. x=-1 y x=1.
Dibujando estos elementos:
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OPCION A

Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

2
Problema 2. Dada la funcién  #(x)= X —2x-3 , se pide:
X' +x-2
a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)
b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)
¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)
d) Los mdximos y minimos locales. (2 puntos)
e) La representacion grafica de la funcidon a partir de los resultados obtenidos en los
apartados anteriores. (2 puntos)
Solucion:
a) Dominio,
= 1+3 ;
]+ 0717 —4.7.(— 7+ 17 -
XH+x-2=0 —> x= ]_\/] 41 2)= ]_3= 2
2-1 2 -1-3
X,=——=-2
2

Luego Dom f(x)=R-{-2,1}

Puntos de corte con los ejes coordenados,

0°’-2-0-3 -3 3 3
R e I
f(x)=0 — %:0 o 2 2x—3=0 — x:—(—Z)i\/(—Zz?j_4.].(_3):
244 x1:¥:3 - (3.0)
I x2:¥=—1 - (-1,0)

Los puntos de corte de f(x) con los ejes coordenados son: (0 , %), (-1,0) y (3,0).

b) Asintota horizontal y asintota vertical.
Asintota horizontal,

?-2x-3 (oo :
Ll’mf(x)le’me—xz — =Lz’mx—2=Ll’m(])=]
x> ¥o—e x4+ x—2

eo) AmTEx e Luego la asintota horizontal de f{x)
2 2 -
—2x—-3 (o es y=1
Lim f(x)= Lim "= = (—j = Lim*>= Lim(I)=1
X—>+oo X4 x© 4 _x_2 () X—>+o0 X xX—+oo

Asintotas verticales.
Del dominio de la funcion deducimos que hay dos posibles A.V. x=-2 'y x= 1. Vedmoslo,
x=-2

- X’ =2x-3 (-2)’-2(-2)-3 _5

. = > =—=00 — x=-2 esAV.
x>2 x +x—-2 -2 +(-2)-2 0




2 2
Ll’mx2 2x 3: ! > 2-1 3=—4:<>o — x=1 esAV.
=l x 4+ x—2 I"+1-2 0

De la funcion su asintota horizontal es y =1 y sus asintotas verticales son x=-2 y x=1.

c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)

(2x-2) (¥ +x-2)-(* —2x-3) @x+1) _

1 (x2+x—2)2
Efectuemos las operaciones del numerador,
¥ 4+ x = 2 ¥ - 2x - 3

® 2x - 2 ® 2x + 1 2x° - 6x + 4

- 22X - 2x + 4 + XX - 2x - 3 -2 + 3x* + 8 + 3
2 + 2xX° - 4x 2x7 - 4x° - 6x X + 2x + 7
2x° - 6x + 4 2 - 3x* - 8 - 3
37+ 2x+7
_(xz-+-x—2)Z

El denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, es positivo, por tanto el signo de f(x) solo depende del
numerador. Busquemos las raices del numerador,
—2%+2°—4-3.7 -2%4-80

3xXP+2x+7=0 —> x= = no existe
2-3 6

El numerador es un polinomio de 2° grado sin raices y con coeficiente de x° positivo, por tanto el
numerador es positivo. Obtenemos que f(x) es positiva, por tanto f(x) es creciente en su dominio.

d) Mdximos y minimos locales.
Del estudio anterior, como f(x) es creciente en su dominio, f(x) no tiene ni mdaximos ni minimos locales.

e) Representacion grdfica.
Representemos los puntos de corte y asintotas obtenidos en los apartados anteriores.

x
1l
J
L
-
n
-\

Dibujando estos elementos: Y=

X
X

i
]
1
i
1
1
i
1
i
]
1
i
1
i
1
i
]
]
e e e e e T R

L o A o B B B e O e

Considerando que la funcion es creciente en su dominio, la representacion grdfica de f(x) es:



e

i - - - " o

N

| o " - oy . "

Si la representacion no se obtiene tan directamente, como hay que realizarla a partir de los resultados
obtenidos en los apartados anteriores, podemos completar los cdlculos obteniendo la posicion de la curva
respecto de las asintotas.
Que seria,
Posicion de la curva respecto de la asintota horizontal,
— 2 — . — —
_( 1000) : 2-(—1000) 3:],0030.“ B
(—=1000)" + (=1000) -2 — y=d
2 — . p—
= 1000 — y:]000 : 2-1000-3
1000 + 1000 - 2

x=-1000

=09970...

Posicion de la curva respecto de las asintotas verticales,

x=-2 ;
2 _ _ x==21 (_271N2 _2.(_27T\ _

Limw - (21)22(21) 3 __

2 x4 x—=2 (=2’ +(=2')-2
2 _ _ x==19 (_J’O\2 _ 92 .(_170) _

Lim X 72273 720 CIO) —2-C19) =3 /

x>=2" X 4+ x—-2 (19" +(-19)-2 x=-2

x=1 y

o xT=2x=3 =09 09’ -2.09-3

Lzmz— = — - 00 = +00

- xP+x=2 09> +09-2

Xt =2x=3 =11 1P-2.11-3

Lll’l’lz— = - - 00 = —o0 [

il X+ x—2 I'P+11-2 x=1

Afiadiendo la posicion de la curva respecto de las asintotas en la primera grdfica de este apartado, la
representacion de la funcion resulta inmediata.
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Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

2
Problema 2. Dada la funcién  #(x) = w , se pide:
x° =1
a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)
b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)
¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)
d) Los mdximos y minimos locales. (2 puntos)
e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados de los apartados
anteriores. (2 puntos)
Solucion:
a) Dominio,

X=1=0 - x*=1 — x=+JI=%1 — Dom f(x)=R-{-1,1}

Puntos de corte con los ejes coordenados,

2
=0 > j0=2C20 s (0,-5)
0 —1
“- —(=3)*++/(=3)? =4-2-5
F=0 - ZEIIH5 0 e 5ie5—0 5 x= DI _
x =1 5.2
3x+-31 . »
:T sin solucion

Solo hay un punto de corte con los ejes coordenados, el (0,-35 ).

b) Asintota horizontal y asintota vertical.
Asintota horizontal,

2x°=3x+5 (o 2x°
H’fif”):Eﬂ%:(gj:ﬂﬁx—ﬁzﬂy =2
2 3ras . , la asintota horizontal es y = 2.
— + oo
Lim f (x)= Lz’;quz—x:(—j: Lim=>—= Lim2=2
X—>+o0 X—>+o0 x‘ =1 IS x40y X—>+o0

Asintotas verticales.
Del dominio de la funcion deducimos que hay dos posibles A.V. x=-1y x=1

20" =3x+5 _2(=1Y =3(-D+5 _10 _

Lim 5 > — x=-1 esAV.
xo>-1 x*—] (=" -1 0
2— . 2— .
Lz’mzx 23x+5:2] 23]+5=£=oo — x=1 esAV.
x>l x =1 -1 0

La asintota horizontal es y =2 y las asintotas verticales son x= -1y x = 1.



c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)

PRCIaE NS —1)-(2x° =3x+5)-2x _4x’ —4x-3x*+3 -4 +6x° —10x _3x° —14x+3
(xZ—I)Z (xZ—I)Z (xZ—I)Z

Obtengamos las raices del numerador y denominador,

x_7+2m~4,4415

; — (1) (14 -4-3-3 14+410 7+2J10 [T 3 ©
3x°—14x+3=0 — x= 7.3 = 3 = 3 = Ji0

X, :# =072251...

(x2—1)2=0 — X’ —-1=0 — {resueltaena)} x==I

Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos: ({-1, 1}& Dom f(x) )

-1 7—2V10 7+2V10
3 3
El denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, siempre serd positivo. El signo de f'(x) solo depende del
742410
3

1

e . . . . 2 .. ~
numerador que, grdficamente, es un polinomio de 2° grado con coeficiente de x” positivo y raices

luego,
+ R + — ~ — +
-1 721 1 +2V10
3 3
Por tanto,
f(x) es creciente en (— oo, —I)U[—I, 7_23\/EJU(7+2;/E, +°°J y

f(x) es decreciente en (

7—23\/EJJU{]’7+23\/EJ

d) Mdximos y minimos locales.

Del estudio anterior deducimos que para x = —————  hay un mdximo local y en x = un

7-2J10 7+210
3 —3 hay

minimo local.

xX= @ — y=—4662277... Mdximo local

7-210
3

,— 46622 77...) =(0225,-4662)

x= @ S y=1662277... Minimo local

(7+2\/ﬁ
3

, ]’662277...} = (4441, 1662)

e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:
Corte con ejes coordenados ( 0, —5 ), mdximo local en ( 0225, — 47662 ), minimo local en ( 4°441, 17662 );
ah y=2,av. x=-1y x=1
Representando grdficamente esta informacion:



i
i
i
i
1 x=1
|
i
i
i
i

Maximo

Corte %

Para completar la representacion veamos la posicion de la curva respecto de sus asintotas.

AH y=2
—_— 2_ —_—
En—oo, x=-1000 — y=2C10000 23CI0000+5 _ 5405
(—1000)* — 1
2— .
Enteo, x=1000 — y=21000=3:1000%3 _,qq;
1000° — 1
—__T ___________________ y;Z______________‘________-______________________:
f AV. x=1,
AV. x=-1,
, ) L 2xX7=3x+ 509 4
2 3x+ 5T 4 Lim=™=—"—"—= = —oeo=—oo
lez—] = Ioo:+oo x—1 x° =1 —
oo , 2% —3x45 N 4
2 3x4 509 4 Lim==—"""= = —oco=+c
Lll’l’lz— = —o0o=-—00 I x—1 x° =1 +
x—-I" X —] —

Maximo

Corte
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Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

x’ =36 o
Problema 3. Dada la funcion /(0= — -sepide
a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)
b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)
d) Los mdximos y minimos locales. (2 puntos)
e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados de los apartados

anteriores. (2 puntos)

Solucion:
a) Dominio,
x—ﬁ—4
X -2x-8=0 — x__(_z)i\/(_2)2_4'2'(—8)_Zi\/4+32_2i6_ 1T, T
XZZT:—Z

— Dom f(x)=R-{-2,4}

Puntos de corte con los ejes coordenados,

2_ J—
x=0 - fO)=-2"0 _=36_9% (o,gj
F-2.0-8 -8 2 2
X2—36 2 2 (_6’0)
—0 X0 g 5 23620 — x*=36 — x=+36=146
S ©—2x-8 * * * 6.0)

Los puntos de corte con los ejes coordenados son: (0 , %), (-6,0) y (6,0).

b) Asintota horizontal y asintota vertical.
Asintota horizontal,

2 2
x° =36 oo X
Lim f(x)= Lim————=|— |=Lim—= LimI=1
x—)—oof( ) x—)—mx2_2x—8 [ooj x—)—ooxz X —>—00

5 , , la asintota horizontal es y = 1.

Lim f(x)= Lz’mx;%:[sz Lim™ = LimI=1

X—>+oo X—>+oo xZ _2x_8 [o’e) X —>+oo xZ X —>+oo

Asintotas verticales.
Del dominio de la funcion deducimos que hay dos posibles A.V. x=-2 y x=4

2_ _ 2_ _
Lim Zx 36 = (22) 36 = 32:00 — x=-2 esAV.
—=2x"=2x-8 (-2)"-2(-2)-8 0

2_ 2_ _
Lim X -36 _ 4-36 _ 20:00 — x=4 esAV.

ot —2x—-8 4°-2.4-8 0

La asintota horizontal es y =1 y las asintotas verticales son x= -2 y x=4.



c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)
2x- (2 —2x-8)—(x*=36)-(2x—2) 2%’ —4x” —16x—-2x + 2> +72x—72 _—2x* +56x—72

f(x)= = =
()c2—2x—8)2 ()c2—2x—8)2 (x2—2x—8)2
Obtengamos las raices del numerador y denominador,
_ 56 + 2_4.(=0). (= —_ 56+
56 +4/56° =4 (=2)(-72) _ 56_16\/1_0:]“4\/]—:
2-(=2) -4
[x,=14-410 = 13509
x, =14+ 410 = 266491

—2x*+56x-72=0 — x=

(x2 —2x—8)2 =0 — x*-2x-8=0 — {resueltaena)} x=-2y4
Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos: ({2, 4}¢ Dom f(x) )

—2 14 —4vV10 4 14 +4v10

El denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, siempre serd positivo. El signo de f'(x) solo depende del
numerador que, grdficamente, es un polinomio de 2° grado con coeficiente de x° negativo y raices

14+ 4@, luego,

D
~0

_2 14_4m 14 +XV10

Por tanto,
J(x) es creciente en (]4 —4:10,4 )U (4, 14 +4\/E) y

f(x) es decreciente en (-, —2)U (— 2,14 —4M)U (14 +4:410, + oo)

d) Mdximos y minimos locales.
Del estudio anterior deducimos que para x; = 14 —4~+10 hay un minimo local y en x, = 14 +4~/10 hay

un mdximo local.

Flx)= i 4\(;7_0_)24_*%5 - j f/ﬁ)_ =389 Minimo loca (14 - 4410, 38499)= (135, 3'85)
Flx,) = i 437_0}4_*%5 ; jj]_a)_ _=10380 > Masimo local (14+ 4470, 10380)= (26765, 104)

e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:

Corte con ejes coordenados (0 , %), (=6,0) y (6,0 ), minimo local en ( 1735, 3785 ), mdximo local en

(2665, 104 );ah. y=1,av. x=-2y x=4.
Representando grdficamente esta informacion:



; x=-2 ; x=4
! |
,,,,,,,,,, iy s
| |
! !
! -
| |
| |
| _— o)
I (0,4.5) : I
| K : |
i i i
i X i
| Minime: 1
| |
I : s
| : |
i : i
| : |
| : |
! : ! Maximo ~ :
y=1 ) i | r o A . ; 5
S0 : 6.0,
N N
=6 2 2 6 2 30

Si con esta informacion la representacion no queda definida, podemos obtener la posicion de la curva

respecto de sus asintotas.
AH y=1

— 2_
En—oco, x=-1000 — y= (12000) 56 =07997...
(—1000)” —2(-1000) -8
2_
En+oo, x=1000 — y= ]2000 36 =1001...
10007 —-2-1000 -8
y=1 s
_______________________
=2 | AV. x=4, | x=4
AV. x=-2, \ |
' L, 2xP=3x+507 4 |
| le— = —00=—00 |
i x’ =36 =21 — I P | — |
i = — 00 = —00
-2 x°=2x—-8 + : 22X =3x+5 1 4 :
5 B | Lim————— = —oo=+oc0 |
., X" =36 =1 — | st X0 =1 + |
Li 3 = —oo0 =+ | |
-2t x°—=2x—-8 - \I |
. i f

Considerando los intervalos de crecimiento y decrecimiento obtenidos, la representacion grdfica de f(x) es:



22 24 26 28 30 32 34

20

Maximo
AV3
- s

Maximo
>

Minimo

(-6, 0)

Si nos acercamos al mdximo local:
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Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

3x* —4x—4
Problema 3. Se considera la funcion /== 35— —~
a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)
b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)
d) Los mdximos y minimos locales, si existen. (2 puntos)

e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados anteriores. (2 puntos)

. Se pide:

Solucion:
a) Dominio,
MEVARE g
, (=D E(=1 —4-1- (=) 1+J1+4 1+45 e -
xX—x—-1=0 — x= oW, = 5 = 5 = i
X, 12V g
2
1—-~5 1++5
— Dom f(x)=R- \/_, V3
2 2
Puntos de corte con los ejes coordenados,
3-0°-4-0-4 —4
fO=— = (0.4)
7 _4x- — ()t (4 —4-3-(—4 +
F=0 — X TP 3¢ g g=0 =" V) (4 _4£8_
x —x—1 2-3 6
4+8
i x,=T=2 (2,0)
- 4-8 -2 -2
X, =——=— —0
6 3 3
Los puntos de corte con los ejes coordenados son: (0, 4 ), (_72 , 0) y(2,0)
b) Asintota horizontal y asintota vertical.
Asintota horizontal,
2 2
Lim f(x) = Lz’mwz[—j: Lim > = Lin3=3
X—>—o0 X—>— X —_x—] (e} X—>—oe X X——o0 . .
32 —dy—d 342 ,la asintota horizontal es y = 3.
Lim f(x) = Lz’mxz_—x_:[ijz Lim == Lim3=3
X400 x4 x T —x—1 oo Xt X X—>+o0

Asintotas verticales.

Del dominio de la funcion deducimos que hay dos posibles A.V. X =



3x’—4x—4 _

Lim >
I x —x—1
2 . s , .
: sustituir el valor de x en cada limite seria un cdlculo largo y engorroso.
. 3x"—4x—4
Lim ————=
X_)1+2x/§ X =x-1

Para estos valores de x sabemos que el denominador es cero (son las raices del polinomio del

. . , -2
denominador) y el numerador es distinto de cero (las raices del numerador son 2y —j . Por tanto

3T —4x—-4 %0 1-+/5
le - = =00 - XxX=— ¢
I X —x—1 0

2

s AV.

3x° —4x—4 _#0 _ 1+45

o — X=

Lim

> es AV.
X_)]+\/E X —X— I 0
2

La asintota horizontal es y =3 y las asintotas verticales son x=

c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)

e 6x—4) (¥ —x—1)-(3x* —4x—4)- (2x-1)
(xz —x—])2
66X —6x7 —6x—4x +4x+4— (65 3> —8x> +4x—8x+42) 6x° —10x" =2x+4—6x" +1Ix’ +4x—4 _

(xz—)c—l)2 B (xz—)c—l)2

X+ 2x

B (xz -x—1 )2
Obtengamos las raices del numerador y denominador,
x=0

X +2x=0 — x(x+2)=0
x+2=0; x=-2

(XZ—X—1)2=0 — x’—x—1=0 — {resuelta en a)} x:# y x=]+2\/§
Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos: [ { 1-5 1++/5 }e Dom £(x) ]
2 7 2
% 1-v5 0 145
2 2

El denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, siempre serd positivo. El signo de f(x) solo depende del
numerador que, grdficamente, es un polinomio de 2° grado con coeficiente de X positivo y raices — 2y 0,
luego,

+

-+

+ 0

S

[N

Por tanto,



f(x) es creciente en (— oo, —2)U(0, LH/E] U[1+\/§,+°°J

2 2
Jf(x) es decreciente en (— 2, # j U (] _2\/5 , 0]
d) Mdximos y minimos locales.
Del estudio anterior deducimos que para x = —2 hay un mdximo local y en x =0 hay un minimo local.
2
x=-2 f(-2)= 3 2)2 4:(-2)-4 =10 _ 35 - Maximo local (—z,ﬁj
(-2 - (-2)-1 5 5

x=0 f(0)=4 {calculado en el apartado a)} — Minimo local (0,4 )

e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:

Corte con ejes coordenados ( 0, 4 ), (_?Z,OJ y (2, 0 ), minimo local en ( 0, 4 ), mdximo local en

( ]6) 1-45 1++5
yah. y=3 av. x=

-2, —
5

y x=
2 2
Representando grdficamente esta informacion:

x=-0.62 |
x=1.62

(0. 4)

Minimo
Maximo

(2,0)
V2

Si con esta informacion la representacion no queda definida, podemos obtener la posicion de la curva
respecto de sus asintotas.
AH y=3
2
En—oo, x=—1000 — y=>" (_]000)2 —#:(21000)-4 300099...
(- 1000) —(-1000)-1

_3-1000° —4-1000 —4

En+oo, x=1000 > =2799S...
1000 - 1000 — 1

- o

y=3 —

Considerando los intervalos de crecimiento y decrecimiento obtenidos, la representacion grdfica de f(x) es:
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4x-5
Problema 3. Se considera la funcion f(x)= ﬂ;—_]) Se pide:

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)

d) Los maximos y minimos locales, si existen. (2 puntos)

e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados anteriores. (2 puntos)

Solucion:
a) Dominio,
2(>=1)=0 - x*-1=0 - x’=1 — x=+JI=+1 — Dom f(x)=R-{-1,1}

Puntos de corte con los ejes coordenados,
4-0-5 -5_5 ( 5)

x=0 = f(O):ﬂoz__l)z_72=5 0,=

2
X700, 4x-5=0, 4x=5, ng - (5,0)

f@=0 > S

Su dominio es Dom f(x)=R—-{-1,1} y sus puntos de corte con los ejes coordenados son:

03 (o)

b) Asintota horizontal y asintota vertical.
Asintota horizontal,

4x-5 o 4 4 4
, la asintota horizontal es y =0.

4x-5 S 4x 4 4
Lim f(x)= Lim =|—|=Lim——=Lim—=—2=0
x—)+oof( ) X —>+o0 Zixz —]) [ooj X—>+oo 2_x2 X—>+o0 2x + oo

Asintotas verticales.
Del dominio de la funcion deducimos que hay dos posibles a.v. x=—-1 y x=1.

4x-5 _ 4(-D-5 _-9

=0 — x=-—] esauwv.

L = =) ™ 2(C =1 0
, . 4x-5 _4-1-5 _—_]:oo _
%z_)nqu(x)—%l_)n]zz(xz_])—2(]2_1)— 0 — x=1 esav.

La asintota horizontal es y =0 'y las asintotas verticales son x=-1 y x=1.

c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)
4.2(F —1)-(4x-5)-2.2x _ 8x*—8—16x"+20x —8x° +20x—8 —2x>+5x—2

()= Gl —1) - 4(x>-1f - 42 -1y B (- 1f

Obtengamos las raices del numerador y denominador,



54052 —4.(=2).(— _ 54 _ _ 54+ _ 5+
i segep L TSENT —4(D)(2) 542516 _-5+49 _-5+3

2-(=2) —4 —4 —4
~5+43 -2 1
x]: [ —
_ —4 -4 2
~-5-3 -8
x2: ==
-4 -4

(x2 —1)2 =0 > x*-1=0 — {resueltaena)}l x=-1 y x=1
Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos: ({-1,1}¢ Dom f(x))

0 AV4 VY N/

7 N =4 oY

—1 1 1 2
2

El denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, siempre serd positivo. El signo de f(x) solo depende del

numerador que, grdficamente, es un polinomio de 2° grado con coeficiente de X negativo y raices 1/2y 2,
luego,

AN

| ~
~ (

Por tanto,
f(x) es creciente en (é , ]j U (], 2) y

f(x) es decreciente en (—oo,—1)U (— 1, éj U(2, + o).

d) Mdximos y minimos locales.

Del estudio anterior deducimos que en x=— hay un minimo local y en x =2 hay un mdximo local.

1
4—=5
:i f(i)z 22 = 5 = 5 = 3=2 —  Minimo local (i,Zj
2 2 ] 1 -3\ -3 2
2 —] 2| ——1 2| —
2 4 4 2
x=2 f(2)=422 5= 5 =i —  Mdximo local 2,i
2(22-1) 23 2 2



e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:

Corte con ejes coordenados (0,%) y (%,0), minimo local en(é,Zj, mdximo local en (2, éj ;

ah y=0 av. x=—-1 y x=1
Representando grdficamente esta informacion:

(0, 2.5)
K

Minimo
(0.5,2)
(2,0.5)
Maximo
X

N
(ol

(1.25, 0)

w
N

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
-4 -3 -2 41 0
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Si con esta informacion la representacion no queda definida, podemos obtener:
la posicion de la curva respecto de su asintota horizontal y =0
_ 4-(=1000)-5

En—oo, x=-1000 — 5 =—-0002...<0
2((-1000)* - 1)
4-1000-5
En+4oo, x=1000 — y= =00019...>0
Y= 201000° = 1)
y=20
_____________________________________ i —
La posicion de la curva respecto de su asintota vertical x = — 1

Lo AX=S T 4D =S -
o 2 =1) A -1  +
dx=5 =00 4-09-5 -

= —o0 = +4oo
vt 2x7 = 1 20972 -1) -



Considerando los intervalos de crecimiento y decrecimiento obtenidos, la representacion grdfica de f(x) es:

1 =1
(0, 2.5)
Minimo
(0.5, 2)
(2,0.5)
T fx
-6 -5 -4 -3 -2 2 3 4 5
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1
Problema 3. Se considera la funcién f(x) = ﬁ Se pide:
3x° =1

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)

d) Los maximos y minimos locales, si existen. (2 puntos)

e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados anteriores. (2 puntos)

Solucion:
a) Dominio,

Gx2-1f=0 - 3x7-1=0 — 3x’=1 - xzzé - xzi\/gzi—

—  Dom f(x)zﬁt—{%,g}

Puntos de corte con los ejes coordenados,

1 1
x=0 — f(0):m:;:1 - (0.,1)

f(x)=0 —> ;:0; 1=0 Falso, no cortaal eje OX

(3x2 = 1Y
J3 \/_

Dom f(x)=R- { 3

} y el tinico punto de corte con los ejes coordenados es: (0, 1).

b) Asintotas horizontales y verticales.
Asintota horizontal,

Lim f(X) = leﬁ=i=0
xX—>—o xo>—eo (3 yf (%)
; , la asintota horizontal es y = 0
Lim f(x)= Ll’l+n (3 5 ])2 =—=0
X —>+oo Yot |3y — S
Asintotas verticales.
Del dominio de la funcion deducimos que las posibles a.v. son x= ﬂ 0 x= g
Lzm f(x)— ! ! ; 2=é:oo - x=_3 esay
B (3x iy { (_\/g} }
3| — 1 -1
3
Lz’nfif(x) Lzm ! ]2 2=é:oo - x=?esa.v.
3 —
R 3 (3a? i NE
3| —| -1
3
. . . -3 3
La asintota horizontal es y =0 y las asintotas verticales x = —\/_ y x= £

3 3



c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)

PR —1:2(3x°-1)6x _—12x(3x* 1) _ -12x
) P S FYE) S )

Obtengamos las raices del numerador y denominador,
—-12x=0 — x=0

3x2=1f =0 — 3x2-1=0 — {resueltaena)} x:i§5i0’58

Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos: [ Dom f(x) =§){_{ V3 , ‘/5}}
3 3
3 3
Calculemos el signo de f(x) en cada uno de los intervalos,
, —12x
x J )=
(322 1)
-1 12D =£>0
Gen-1) 8 N
_03 —-12-(-073) _ 36 <0 o - y + o =
(3032 -1) -03890 = 0 I
. —12-(073) ~-36 ' !
0’3 =— >
(3 0°3)° _1)3 —073890
; —12-1 _-12 <0
3.2-1) 8
Por tanto,
Jf(x) es creciente en (— oo ,?j U (0 ,gj y f(x) es decreciente en (? , 0] U (g ,+ ooj

d) Mdximos y minimos locales.

Del estudio anterior deducimos que en x =0 f(x) tiene un minimo local y que no tiene mdximos locales.
Para x=0 f(0) =1 {calculado en el apartado a}

Solucion: f(x) solo tiene un minimo local en (0, 1 ).



e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:

Corte con ejes coordenados ( 0, 1 ), minimo localen (0,1 ); ah. y=0, av. x :T y x=

_J3 V3
o

Representando grdficamente esta informacion:

y=0

Considerando los intervalos de crecimiento y decrecimiento obtenidos, la representacion grdfica de f(x) es:

-
~ ]
w
S

I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
|
I
I
I
L
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I

S S

Si con la informacion anterior la representacion no nos queda definida, calculamos puntos de la curva,

o
i f(x)_(3x2—1)2
1 1
S| — =250
Gey-f s~
i i
1| — =250
Gr_if s
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EJERCICIO A
PROBLEMA 2. Dada la funcién y = x>+ x* = 5 x + 3, se pide:
a) Su dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.
b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Maiximos y minimos locales.
d) Representacion grafica a partir de la informacién de los apartados anteriores.
Solucion:
a)
y es una funcion polinémica, por lo tanto, su dominio es todos los niimeros reales. Domy = R

Puntos de corte de la funcion y con los ejes coordenados.
x =0; y=3; punto de corte con el eje OY (0, 3)
y=0; X +x—5x+ 3 =0, resolvemos esta ecuacién por Ruffini

1 1 =5 3 Laecuacion tiene dos soluciones

1 1 2 _3 X= 1, solucion doble
x=-3

b2=30 Puntos de corte con el eje OX
13 (1,0)y(=3,0)

1 3 0

-3 -3
1 0

b) Estudiar la monotonia de y. Debemos estudiar el signo de y’.
y=3x4+2x-5

Resolvemos 3x* +2x-5=0
—2442°-4.3.(-5 -2+/4+60 -2+64 -2+8

x: — — — —
2.3 6 6 6
—2+8 6
T\ _-2-8_-10_-5
6 6 3

Representamos en la recta real los dos valores de x obtenidos; dibujamos, de forma aproximada, la pardbola que
representa ay’.
La recta queda dividida en tres trozos y sobre cada uno de ellos indicamos el signo de y’,

-5/3 1

Por lo tanto la funcion y es creciente en (—oo,TS jU(1,+oo ) y decreciente en ( -5 ’lj

¢) Mdximos y minimos locales.
Resolvemos y’ =0, ya resuelto en el apartado anterior.
Calculamos y’’ =6 x + 2
para x= —=5/3; vy’ =6(-5/3)+2=-10+2=-8<0; hay un mdximo local
para x=1;y" =6.1+ 2 =8> 0; hay un minimo local.
Calculemos las ordenadas de los extremos,
para x = 1, segiin calculamos en el apartado a) y =0 ; Minimo localen (1, 0)



para

3 2
=22 y:[ij +(—_5) _5[—_5j+3:ﬂ+§+2_5+3: =5 256 _
3 3 3 3 27 9 3 Mdximo local en 3 © 027
_ —125+75+225+81 _ 256 ( 167 9‘48)
27 27 - ’

d) Representacion grdfica.
En los ejes coordenados marcamos los puntos de corte obtenidos en el apartado a), los extremos relativos del
apartado c) y teniendo en cuenta la monotonia estudiada en el apartado b), la representacion grdfica de la funcion y

serd,

112

110
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EJERCICIO B
2
PROBLEMA 2. Dada la funcién f( x) — , determina:
4-x°

a) Dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Ecuacioén de sus asintotas.

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Maiximos y minimos relativos.

e) Utiliza la informacidn anterior para representarla graficamente.
Solucion:

a) Dominio de la funcion,
4-X=0; 4=x; x==%2
Dom f =R-{-2,2}

Puntos de corte con los ejes coordenados: (0,0)

0
x=0 - y=——=0 — (00
Y=120 (0,0)
2

X

y:O - O: — 0:x2 — .x:() — (O’O)

4—x*

b) Asintotas.
Asintotas verticales
Veamos si x = 2 es una asintota vertical,

X 2? 4 4
Lim > = > = =—
io24—x>  4-2% 4-4 0

Para situar la curva respecto de la asintota estudiemos los limites laterales

—oco luegox=2esA.V.

) 1,9° +
Lim > = 500 =—00= )
xo2 4—x 4-19 +

X 2,17 +
Lim 5= 500 =—00=—00
x—=2"4—x 4-21
Veamos si x = — 2 es una asintota vertical,

¥ (=2 4 4

Lim > = > = =— =00 luegox=-2esA.V.
>24—x" 4—-(-2) 4-4 0

Para situar la curva respecto de la asintota estudiemos los limites laterales

2 2
Lim al 7= ( 2’1) 3 oo:ioo:—oo
iS4yt 4—(=2]) -

2 _10\2
Lim al = ( 1’9) 0o = ioo = 4o

o2 4-x> 4—(-19°  +

Asintota horizontal

— 00 x—)+oo—_x2 X —> +oo

2 2
Lim -~ =(+—j=Lz’m X Lim(-1)=-1

2 2
Lim —=~ :(Jr—j: Lim = = Lim(-1) =1

— 00 X =t — x X — +o0

Luego y=-1 eslaA.H.

Asintota oblicua
grd(num) — grd(den) = 2 —2 = 0, luego no hay asintota oblicua




c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Debemos estudiar el signo de la primera derivada.

2x(4—x?)-x*(=2x) _8x-2x'+2x° 8«

[ = =

(4—x"f -xf  (a-xf
Obtengamos las raices del numerador y del denominador,
8x=0;, x=0

(4-X")V=0; 4-xX=0; 4=x"; x==2
Representamos las raices obtenidas, junto con los valores que no son del dominio de la funcién, en la recta real.

Fa | T
i | V1A
2l 0 2
La primera derivada es un cociente cuyo denominador es un polinomio al cuadrado, por lo que el denominador es
positivo, es decir, el signo de la derivada depende del signo del numerador. Entonces tenemos:

Fany T
WL | v
S 0 2
Luego f(x) es creciente en (0 , Z)U (2 , +oo) y decreciente en (— oo — 2)U (— 2, 0)

d) Mdximos y minimos relativos.
De lo obtenido en el apartado anterior se deduce que f(x) tiene un minimo relativo en x = 0; teniendo en cuenta los

puntos obtenidos en el apartado a): f(x) tiene un minimo relativoen ( 0, 0 )

e) Reuniendo la informacion obtenida en los anteriores apartados, de la funcion f(x) conocemos:
| y® |

Marcamos:

El punto de corte (0,0)
El minimo relativo (0,0)
La posicion de la curva respecto de las asintotas 8 -6 -4
verticales

-6

-8R

Y la representacion grdfica de la funcion serd:



e

+ 6

—R
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BLOQUE B

PROBLEMA B2. Dada la funcién f(x) = x’ — 6 x, se pide
a) Sudominio y puntos de corte con los ejes coordenados.
b) Ecuacién de sus asintotas verticales y horizontales.
c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
d) Maiximos y minimos locales.
e) Representacion gréifica a partir de la informacién de los apartados anteriores.

Solucion:
a) Dominio y puntos de corte.
Como f(x) es una funcion polinémica, su dominio es todos los niimeros reales,
Dom f(x)=NR
Puntos de corte,
Corte coneleje OY, x=0, y=0'-6.0=0 — (0,0)
Corte con el eje OX,
x=0

y =0, ©-6x=0 — x(x2—6):0 -
<x2—6=0 - =6 - x=t/6=~124

Por lo tanto los puntos de corte con los ejes coordenados son: (0,0), (\/E,O) Yy (—\/E,O)

b) Ecuacion de sus asintotas.
Por ser una funcion polinémica no tiene asintotas, ni verticales ni horizontales.

c¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Debemos estudiar el signo de la primera derivada.

y=x —6x
y'=3x-6
3x¥-6=0; 3x=6; ¥ =2; x:iﬁ‘ Como y” es un polinomio de 2° grado el signo de y~ es,

+ _ +

-2 V2
Por lo que f(x) es creciente en (_oo , _\/E )U (\/E , 400 ) y decreciente en (_\/E , \/E )

d) Mdximos y minimos locales.
Del estudio realizado en el apartado anterior obtenemos que la funcion f(x) tiene un mdximo local en x = =2 y un

minimo local enx = V2 .
Los puntos de estos extremos locales serian,

x=2 = y=[A2) -6-v2)=-22+6V2 =42 — Maximolocal (-2 .,42)=(-14,5%6)
x=\/§ - y=(\/§)3—6(\/§)=2\/§—6\/_=—4\/§ —  Minimo local (\/E,—4\/§)z(1’4,—5’6)



e) Representacion grdfica.
Marcando en los ejes coordenados los datos obtenidos en los apartados anteriores

-3
¥

-8 -7 6 5 -4 3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

Y la representacion grdfica serd,
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OPCION A

PROBLEMA 2. Dada la funcién  f(x= X *L | se pide
9

X -

a) Su dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Ecuacion de las asintotas horizontales y verticales.

¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Méaximos y minimos locales.

e) Representacion gréfica a partir de la informacion de los apartados anteriores.

Solucion:

a) Dominio
X-9=0 — x’=9 > x=1J9 — x=13 — Dom f(x)=R-{-33}
Puntos de corte

x=0 — f(0)= g _ L (0—_1j Sélo hay un punto de
0°-9 -9 9 corte
x*+1 ) ) 0 -1
J=0 - = =0 —- x"+1=0 — x"=-1 sin soluciones reales 9

b) Asintota horizontal

2 2
lim x2+1:(+ ): lim == lim 1=1
x— - x° =9

+ oo X—>—c x X —> —o0
»=> y=1 esla asintota horizontal
2 2
. x +l [+ . X
lim — = = lim — = lim 1=1

X > 4o X7 — + oo X =40 x X —> +oo
J

Asintotas verticales. Las posibles asintotas verticales son las rectas x =—3 y x = 3 (corresponden a los

valores de x que no son del dominio de la funcion)

x=-3
X4l (B)P+1_9+1_10

im > = > = =—=o0 —  x=-3es una asintota vertical
->3x"=9 (=3)"-9 9-9 0
x=3

o x*+1 3+1 9+1 10 ) .
lim = = =— =00 —  x =3 es una asintota vertical

-3x2—9 32-9 9-9 0

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento
Para obtener estos intervalos estudiaremos el signo de la primera derivada,

Fx) = 2x(x2 _9)_()(2 +1)2x _ 253 —18x —2x° — 2y 20«

(x2 - 9)2 (x2 —9)2 - (x2 —9)2

Estudiamos el signo de este cociente de polinomios buscando las raices del numerador y denominador
-20x=0 — x=0

(xz_g)zz() -~ 2-9=0 — x=43 (vistoenelapartado a))




Ahora representamos en la recta real los tres valores de x obtenidos y, ademds, los que no son del dominio
de la funcion,

-3 0 3
Como el denominador de f"(x) estd elevado al cuadrado, serd positivo, luego el signo de f(x) solo depende
del signo del numerador que grdficamente es la recta y = — 20 x (de pendiente negativa y pasa por la raiz

0), esto significa que:

Y por lo tanto, f(x) es crecienteen (-, -3 )U(-3,0) y decrecienteen (0,3)U (3, +x)

d) Mdximos y minimos locales.
Estos puntos los obtenemos siguiendo con el estudio realizado en el apartado anterior.

De los tres valores de x marcados en la recta real, —3 y 3 no son del dominio de f(x) por lo que el
posible mdximo o minimo local serd x =

: /\_ ]

-3 O 3
En x=0 hay un mdaximo local. x =0, f(0) =— 1/9 ( calculado en el apartado a) )

Hay un mdximo local en el punto (O,%lj

e) La informacion de los apartados anteriores se resume en
¥

-6

Para completar la representacion, necesitamos situar la curva respecto de las asintotas
Asintotas verticales:

2 _21\2
lim x2+1=(parax=—3’l):L)z+loo:ioo:+oo
x=-3x" =9 (=31)" -9 +

2 2
lim x2+ =(para x = 3’1)—31 *l 00 =T o0 = 4o

x-3" x* =9 31° -9



Asintota horizontal
(—1000)> +1 _ 1000001 N
(-1000)> =9~ 999991
1000° +1 _ 1000001 -1
1000° -9 999991

en —oo, x=-1000 1...

en +oo, x=1000

Esto significa que la posicion de la curva respecto de la asintota horizontal serd

—-""'-'III e

Afiadiendo al grdfico anterior la nueva informacion:
J v]® h

5
av av

¢ P 5

Por lo tanto la representacion grdfica de f(x) serd:
6

5
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3

PROBLEMA 2. Sea la funcién  f(x)=—— . Calcula:
x° =1

a) Ecuacion de las asintotas verticales y horizontales, si las hay.
b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
¢) Maximos y minimos locales.

Solucion:
Previamente obtengamos el dominio de esta funcion,

X—1=0; ¥=1; x==x1=%I. Luego Domfx)=R—-{-1,1}

a) Del calculo del dominio deducimos que las posibles asintotas verticales son x=—1 o x =1,
Veamos si x =—1 es a. v.
N & N

Lim —— = = =—"=oo, luego x =—1 es una asintota vertical
yo-lx* =] (=I)y'—-1 1-1 0

Veamos si x =1 es a. v.
I r 1

Lim 2x =— =
x>l x =] I°—=1 1-1

=oo, luego x =1 es una asintota vertical

1
0

Calculemos la asintota horizontal:

2

3 3
, X — o , X ,
Lim =(—j= Lim — = Lim x = —o0

x—>—o x — ] 1) x> -0y X — —oo
3 3
, , X + o0 , X ,
Analogamente, Lim > =|——|= Lim — = Lim x = oo
X oo x —] + oo X > 4o x X —> oo

Por lo tanto esta funcion no tiene asintota horizontal.

b) Estudiemos el signo de y’,
o 3x2(x2 —1)—x3 2x  3x'-3x-2x" X' -3x7
()c2 —])2 (xz—])2 (xz —])2
Busquemos las raices del numerador y del denominador,

=0 —> x=0
X =3=0 - x’=3 — x=%3

(X=1)0=0; ¥-1=0; ¥=1; x==*1I
Representamos los raices obtenidas y los valores que no son del dominio en la recta real,

x4—3x2=0; xz(x2—3)=0; <

————5—
N E = 0 3

El denominador de y’ esta elevado al cuadrado, siempre serd positivo, por lo que el signo de y’ solo depende del
numerador. El numerador es un producto, x* (x° — 3 ). Su primer factor, x°, es positivo; por lo tanto el signo de y’

sélo depende de (x* — 3) que es un polinomio de 2° grado con coeficiente de x° positivo y raices * V3.
Grdficamente:

P \o

A 4

Finalmente:
f(x) es creciente en (—oo , —\/g)U (ﬁ ,+ oo)
f(x) es decreciente es (—\/§ , —])U (-1,0)U(0, U (] , \/g)




¢) Del estudio del apartado anterior y considerando el dominio de f{(x)

SN N N NS

| e S
—3511'5‘&{3

Luego f(x) tiene un maximo local en x = -3 v un minimo local en x = NE}
Calculemos las ordenadas de estos extremos:

_ I ) I ) I X
X—_\/E - f(_\/g)—(_\/g)z_]_ 3_7] 2
B W3] 33 33
x=+3 - f(ﬁ)_(ﬁ)2—1_3—1_ >
Finalmente, en (—\/} , ﬁ)

hay un maximo local y en [\/g , %) hay un minimo local.
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BLOQUE A

PROBLEMA 2. Dibuja la gréfica de la funcion y = f(x) sabiendo que:

a) Esté definida para todos los valores de x salvo para x =1, siendo la recta x = 1 la Unica asintota
vertical.

b) Larecta y =3 es la tnica asintota horizontal.

c¢) El tnico punto de corte con los ejeesel (0,0)

d) La derivada de la funciéon y = f(x) so6lo se anula en x = 3/2.
e) f'(x) <0 enel conjunto ] -0, 1| U 11,3/2].

f) f'(x)>0 enelintervalo ]3/2, +[.

g) f(3/2) = 13/2

Solucion:

Los apartados e y f nos indican que el signo de f(x) es:
Jal .
& T
1 3

Por lo que el crecimiento y decrecimiento de la funcion serd:

s

& :
4 h

Luego en x = 3/2 hay un minimo relativo de f(x). Segiin el apartado g, para x = 3/2 f(3/2) = 13/2, luego el minimo
estaenelpunto (3/2,13/2)=(15,675)

Dibujando en los ejes coordenados:

la asintota vertical x =1 (en rojo) E :
la asintota horizontal y = 3 (en rojo) i V
el punto de corte con los ejes coordenados ( 0, 0 ) (A

y el minimo visto anteriormente ( 15,675 ),

-l +




La representacion grdfica (en azul) de la funcion y = f(x) es:

-

o
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OPCION A
Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

2
Problema 2. Dada la funcién f(x)= _)§+—4x_4 , se pide
x°—4x+3
a) Su dominio y puntos de corte con os ejes coordenados.
b) Ecuacion de sus asintotas verticales y horizontales, si las hay.
c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
d) Méaximos y minimos locales.

e) Representacion grafica a partir de la informacion de los apartados anteriores.

Solucion:
a) Cdlculo del dominio,
Obtengamos los valores de x para los que el denominador es cero,

442

=— =3
o dii3e) s o mCDENCA 413 4x\16-12 44 _4x2_ [T
2.1 2 2 2 4-2

XZZT:I

Luego Dom f(x) = R—{1, 3}

Puntos de corte con los ejes coordenados,
x=0 — yz_?4 - (0,_—4j

3
— 2 —
y=0 — %:0 S P 4dx—4=0 — P —dx+4=0
X —4x+
— ()t (~4)Y —4.14 4+I16- +
) \/;]) _4 J126 16 _4 2\/5:%:2 S (2.0)

Los puntos de corte con los ejes coordenados son: (0, %4) y (2, 0)

b) Asintotas verticales
Segiin el estudio del dominio, las posibles asintotas verticales son x=1 y x=3
Veamos si x=1 es a.v.
X +dx—4 -I+41-4 —-1+4-4 -1
Lim—; =— = =—=00 — x=] esav.
=1l x" —4x+3 I'—4.1+3 1-4+3 0

Posicion de la curva respecto de la asintota,

X dx—4 0 09 + 4094 — \
Lim 3 = — — 00 = —00 = —00
Sr X —4x+3 09" —4.09+3  +

X adx—d T P4 T4 -
Lim > = > 00 = — 00 = 400 \
ol X —dx+3 I'P—411+3 -

Veamos si x=3 es a.v.

o —xP+4x—4 —-3*+43-4 —-9+12-4 —]
Lim—; =—; = =— =00 — x=3 esav.
x=3 x°—4x+3 3°—43+3 9-12+3 0

Posicion de la curva respecto de la asintota,




— X +4x—4 29 =29 44294 /

Lim— = 3 ==+
o xP—4x+3 29°—-429+3 -
=X H4dx—4 =T =3P+ 4314
Lim > = — - 00 =—00 = —00
vl xt—4x+3 31?P—431+3 + /

Asintotas horizontales,
2 2
Lim =% 4 4:[ j:Ll’m X Lim(=1)=-1

xo-e x* —4x+3 +oo) xo-w x x—oo
2 2
. —x"+4x—4 (—oo . =X ,
Lim —; = = Lim——= Lim (—])= -1
x>t x° —4x+3 + oo Xt x X—+oo
Por lo tanto y = — 1 es asintota horizontal.
Posicion de la curva respecto de la asintota,

—(=1000)* +4(—1000)—4 _ — 1004004

x=-—1000 > =-1000...
(—1000)° —4(—1000) + 3 1004003
— 2 —_— —_—
v=1000 — 10002 +4.1000 — 4 _ 996004 — _1000...
1000° —4.1000 + 3 996003
Luego = -yl

Para resolver los apartados c) y d) calculamos la derivada de la funcion,

—x’+4x—4
= X' —4x+3
f,(x):(—2x+4)(x2—4x+3)—(—x2+4x—4)(2x—4): 2x—4
(x2—4x+3)2 (x2—4x+3)2
xX —4x  +3
® -2x +4 -x’ +4x -4
4x° —16x +12 ® 2x -4
-2x7  +8x* —6x 4x° —16x +16
-2x +12x* -22x +12 -2x +8x° -8
2x7 —12x° +24x -16 -2x" +12x* -24x +16
2x -4

c) Monotonia.
Estudiamos el signo de f(x). Como es un cociente de polinomios, buscamos las raices del numerador y del
denominador,
2x-4=0 — 2x=4 — x=4/2 — x=2
(x2—4x+3)2:0 — X-4x+3=0 — ( visto en apartadoa)) x=1,3

Estudiamos el signo de f(x) en los intervalos

1 2 3
Sabemos que Dom f(x) = R—{1, 3}. f(x) es un cociente cuyo denominador es un polinomio al cuadrado,
por lo que el signo de f(x) solo depende del numerador que es un polinomio de 1° grado con coeficiente de x
positivo (grdficamente una linea recta de pendiente positiva). Por lo tanto:

= = |/+ P i f(x) es creciente en (2, 3)u(3,+oo)

/2 y decreciente en (—oo,1)U(1, 2)

~

A



d) Del apartado anterior obtenemos que hay un extremo local en x = 2. Como a la izquierda de 2 f(x) es
decreciente y a la derecha creciente, en x = 2 hay un minimo local.
De lo calculado en el apartado a), para x=2 y = 0. Por lo tanto f(x) tiene un minimo local en (2, 0 ).

e) La informacion de los apartados anteriores la podemos resumir en el grdfico:
Asintotas verticales y horizontales en |
rojo(x=1, x=3ey=-1)

Punto de corte (0, —4/3 ) b

Minimo local (2,0)

Y la grdfica de la funcion f(x) (en azul) serd:
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OPCION B

Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

2
X

Problema 2. Dada la funcién f(x)= , se pide:

4
a) Su dominio y sus puntos de corte con los ejes coordenados.
b) Las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
d) Los maximos y minimos locales.
e) La representacion grafica a partir de la informacion de los apartados anteriores.

Solucion:
a) Su dominio y sus puntos de corte con los ejes coordenados.
4-x=0 — x=4 — Domf(x)=R~{4)}
0
x=0 = y=——=0 — (0,0
V=120 ©.0)

2
X

Puntos de corte:

y=0 — 0= - X=0 = x=0 — (0,0)

4—-x

Dom f(x) = R ~{4} y el punto de corte con los ejes coordenados es: (0, 0 ).

b) Las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales.
Asintota horizontal.

2 2
B X o0 X B
Lim =|—|=Lim—= le(—x):+oo
X—>—°°4—_x [e%e) X—>—o0 — X X—> —oo

, = f(x) no tiene asintota horizontal

2
Lim = :(—j: Lim ~— = Lim(~x) = —oo

x>+ g — x oo x> Heo — X Xt

Asintota vertical.
La posible A.V. es x = 4, comprobémoslo:
X 4 16 ) .
Lim = =— =00, portanto x = 4 es asintota vertical
xodd—x 4—4 0
Posicion de la curva respecto de la asintota,

I
2 o
. X x—39+
Lim = —oo=+00
x4 4 —x +
5 =
. X x:4’1+
Lim = —o0o=—00
x—)4+4—_x —

x=4

La asintota vertical de f(x) es x =4 y no tiene asintota horizontal.

c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Debemos estudiar el signo de f(x). Calculemos f(x),

f,(x):2x(4—x)—)2c (—]):8x—2x -L-x _ 8x—x2
(4—x) 4-x) (4—x)

Calculamos las raices del numerador y denominador de f(x),



5 x=0
8x—x=0 — x(8—x)=0
8—x=0 — x=8
4-x"=0 — 4-x=0 — x=4
Representamos en la recta real los valores de x obtenidos y consideramos que x = 4 & Dom f(x)

1 1 [
T I\ T
0 4 8

En f(x) el denominador estd al cuadrado, siempre es positivo, luego el signo de f(x) solo depende del
numerador. El numerador es un polinomio de 2° grado con coeficiente de X negativo [N ] y raices 0y 8,
por tanto,

— + + —

La monotonia de f(x) es: \ . / : /’ . \
T

Finalmente, f(x) es crecienteen (0,4) U(4,8) y esdecrecienteen (—oco,0) U(8, +o).

d) Los mdximos y minimos locales.
De lo estudiado en el apartado anterior sabemos que hay extremos locales
en x =0 (minimo) yen x =8 (mdximo).

Para x=0 — y=0 (delapartado a) )
8 _ 64 _

= =16
4-8 —4

Parax=8 — y=

Por tanto, f(x) tiene un minimo local en (0, 0) y un mdximo localen (8, - 16 ).

e) La representacion grdfica a partir de la informacion de los apartados anteriores.
Marcando en el plano de coordenadas el punto de corte, la asintota y los extremos locales:
|

15

10

-30 |

Considerando los intervalos de crecimiento y decrecimiento la representacion grdfica de f(x) serd:
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Problema 2. Dada la funcién f{x) = X —2x +x,se pide:
a) Su dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.
b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
¢) Maximos y minimos locales.
d) Representacion grafica.
e) A partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores, razona en qué puntos la
funciéon g(x)=(x-2 )3 -2(x-2 )2 + x— 2 tiene un maximo y minimo local.

Solucion:
a) Dominio y puntos de corte.
f{x) es una funcion polinémica, por tanto Dom f(x) = .

Puntos de corte con los ejes coordenados:
x=0 = fl0)=0-2.0°+0=0 — punto(0,0)
fix)=0 - X¥-2x+x=0
x(xX*-2x+1)=0
x=0 — punto(0,0)

x:—eaidoaf—4jh1:21J5:
2

2.1

X' =2x+1=0 — %zl - punto(I,O)

Luego, los puntos de corte con los ejes coordenados son (0,0) y (1,0).

b) Monotonia.
Debemos estudiar el signo de f(x)
fx)=3x"-4x+1
3 -4x+1=0

4+2 6
:—:_:]
o mCDEJA 43,0 4xI6-12 _4V4 _4x2 |6 6
2.3 6 6 6 4-2 2 1
X, =——=—=—
6 6 3

3x°—4x+1=0 esun polinomio de segundo grado con coeficiente de X positivo y raices 1 y 1/3, por
tanto:

Luego f(x) es creciente en (—oo,éjU( 1,40 ) y decreciente en (é,]j.

c) Mdximos y minimos locales
Del estudio realizado en el apartado anterior obtenemos:

NN NS

1
3 minimo
maximo local

local




] )i 7Y IV 1 1 2 1 1-6+9 4

x== o flo]=[2] -2 ]3] 42—t 4 =2 0
3 3) (3 3) 3 27 9 3 27 27
]

x=1 = f()=I'-2.F+1=1-2+1=0

Es decir, f(x) tiene un mdximo local en (é , %) y un minimo localen (1,0).

d) Representacion grdfica de f(x)

Situando en los ejes coordenados los puntos de corte y los
extremos relativos obtenidos en los apartados anteriores,

; ¢ ——
. 1 0 1

Teniendo en cuenta la monotonia vista en el aparado c), la representacion grdfica serd:

e) fix) =xX-2x +x
gx)=(x=2)-2(x-2)f+x-2
Transformemos las expresiones de f(x) y g(x) para ver la relacion que hay entre ellas.
f(x)=x3—2x2+x=x(xz—2x+])=x(x—])2

gx)=(x=2) -2(x=2) +x-2=(x=2)-2(x=2)P+(x-2)=
=(x=2)[(x=2)f=2(x=2)+1]=(x=2)[(x=2)-1]=(x=2)(x=3)

Comparando las expresiones de f(x) y g(x) se verifica: g(x) = f{x—2)
Es decir, la grdfica de g(x) es la de f(x)desplazada 2 unidades a la derecha.



Por ello, como f(x) tiene un minimo local para x = 1, g(x) lo tiene para x =1 + 2 = 3 'y

como f(x) tiene un mdximo local para x = é g(x) lo tiene para x = §+ 2 =g.

Finalmente, g(x) tiene un mdximo local en (g , %) y un minimo localen (3,0 ).
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OPCION A
., x—1 :
Problema 2. Dada la funcién f(x) = W , se pide:
x [—

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)
b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)
(2 puntos)

d) Los mdximos y minimos locales.

e) La representacion grafica de la funcion. (2 puntos)

Solucion:
a) Dominio y puntos de corte.

Dominio:
(x-2f=0 — x-2=0 — x=2, portanto Domf(x)=F~{2)

Puntos de corte con los ejes coordenados:

0-1 -1 —1
=0 — = =— - |0,—
* YTo-2p 4 [ 4)

- x-1=0 - x=1 — (1,0)

x—1
=0 — 0=
g (=2

Luego, los puntos de corte con los ejes coordenados son (0 , %]j y(1,0).

b) Asintota horizontal:

X—>—oo (X-Z)Z X——oo _xz —4x+4 %) x—>—o0 X xo-w x  —o00
. ox—1 oo X L1 1

Lim = =[Z|= Lim % = Lim*=——=0

X—>+o0 (x—2) oo x>+ X x>+ ¥ 4 o0

Por tanto, y =0 es la asintota horizontal.

Para facilitar la representacion grdfica de la funcion, situemos la curva respecto de la asintota:

En —oo, x=-1000 — yzLo_Izz—O’OOOQQZ..
(- 1000 -2) gl
1000 - 1 ~ =

En 4o, x=1000 — y=———2=0001003..
(1000 -2)

Asintota vertical. La posible asintota vertical es x = 2, veamoslo:

x—1 2-1 1 , .
Lim = =—=00 — x=2 esasintota vertical.

=2 (x=2Y (2-2f 0

Para facilitar la representacion grdfica de la funcion, situemos la curva respecto de la asintota:
x—1 =1 [19-] + /N

o0 = —o0 = +4oo
w2 (x=2  (r9-2F  +
x—1 =21 2] +

= 00 = — 00 = 400

=2 (k=2 (21-2F o+




c) Monotonia.
Debemos estudiar el signo de f(x)
f,(x):1.(x—2)2—(x—])2(x—2):1.(x—2)—(x—])2 _X-2-2x+2 _ -x
(X—2)4 (x_2)3 (x_2)3 (x_2)3

Para estudiar el signo de f(x) calculemos las raices del numerador y denominador:
O0-x=0 — x=0
(x=2)=0 — x-2=0 — x=2(g Dom f(x))
Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en los siguientes intervalos:

x | f®)
- (=)
.y -
(-1-2)
| ¢ ~1
1 =+
0 2 (] _ 2)3
-3
3 =—
(3-2)
Luego, el signo de f(x) es: — f —
0

Es decir: f(x) es crecienteen (0,2 ) y decreciente en ( —o0,0) U(2, +o0).

d) Mdximos y minimos locales
Del estudio realizado en el apartado anterior obtenemos:
Hay un minimo local en x = 0, (en x = 2 no hay nada porque no es del dominio de la funcion)

Como calculamos en el apartado a) para x =0 f(0) = _7]

Es decir, f(x) tiene un minimo local en (0 , _Tjj

e) Representacion grdfica de f(x)

Situando en los ejes coordenados los puntos
de corte, las asintotas y el minimo relativo
obtenidos en los apartados anteriores,

Teniendo en cuenta la monotonia vista en el aparado c), la representacion grdfica serd:



~0.5 4
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OPCION A

Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

2

Problema 2. Dada la funcién f(x)= * , se pide:
—X
a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)
b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)
¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)
d) Los mdximos y minimos locales. (2 puntos)
e) La representacion grafica de la funcidon a partir de los resultados obtenidos en los
apartados anteriores. (2 puntos)
Solucion:
a) Dominio,

2-x=0 — x=2 — Domf(x)=R-{2}

Puntos de corte con los ejes coordenados,
2
O 0.y 5 ©,0)
2-0 2

x=0 - f(0)=

x2

=0 - x*=0 — x=0 — (0,0)

f(0=0 —
- X

Solo hay un punto de corte con los ejes coordenados, el (0, 0 ).

b) Asintota horizontal y asintota vertical.

Asintota horizontal,
2

2
Lim f(x)= Lim—— = (—j = Lim > = Lim (—x) = +oo

x——oo xo-w D — x oo x—y—e0 — x  x——o0
, , Luego f(x) no tiene asintota horizontal
. P X o X .
Lim f(x)= Lim =| — |= Lim—= Lim(—x) =—o0
x> +oo x>t D — x oo XDt — ¥ x>+t

Asintotas verticales.
Del dominio de la funcion deducimos que hay una posible A.V. x =2
2 2
Lim—>— = 2 =£:oo — x=2 esAV.
w=22—x 2-2 0
Posicion de la curva respecto de la asintota,

/
2 =19
. x° x +
Lim = —oo=+o00
=27 2—X +
2 =2']
. x- X +
Lim = —o0o=—00
x—2% 2 - X — I



c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)
Fx) = 2)6-(2—)6)—x2 -(=1) _ 4x—2x7 + x° _ 4x—x°
(2-x) @2-xf  (2-x)
Obtengamos las raices del numerador y denominador,
x=0

4-x=0 — x=4

4x-x'=0 — x({4-x)=0 <

2-x=0 - 2-x=0 — x=2

Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos: ( 2¢ Dom f(x) )

| Jan |
1 N I
0 92 4

El denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, siempre serd positivo. El signo de f(x) solo depende del
numerador que, grdficamente, es un polinomio de 2° grado con coeficiente de X negativo y raices 0y 4,
luego,

Por tanto,
_ +  + — f(x) es crecienteen (0,2) U(2,4) y
/ b 1\ f(x) es decreciente en (—c0,0) (4, +0)

d) Mdximos y minimos locales.
Del estudio anterior deducimos que para x =0 hay un minimo local y en x = 4 hay un mdximo local.
Minimeo local (0, 0)

Mdximo local (4,-8)
4 _16 _

== =-38
2-4 -2

x=4 — f@)=

e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:
Corte con ejes coordenados ( 0, 0 ) que, ademads, es minimo local y mdximo localen (4,-8); av. x = 2.

Aunque no se pide esta funcion tiene una asintota oblicua (grado numerador = 2, grado denominador = 1,
diferencia 1). Vamos a calcularla para representar mejor la funcion.

X -x+2 X |y=—x—2

- +2x  —x-2 -2 0
2x Por tanto la asintota oblicua es y = —x—2 2 -4
-2x+4
4

Dibujando estos elementos:




Considerando los intervalos de crecimiento y decrecimiento obtenidos, la representacion grdfica de f(x) es:
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Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

1-x°
x’ -
a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)
b) Las asintotas horizontales y verticales, si las hubiera. (2 puntos)

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)

d) Los mdximos y minimos locales. (2 puntos)

e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados anteriores. (2 puntos)

Problema 3. Dada la funcién f(x)= , se pide:

Solucion:
a) Dominio,

X—4=0 — xX’=4 — x=t/4=12 — Dom f(x)=R-{-2,2}

Puntos de corte con los ejes coordenados,

1-0° -1 -1
x=0 — H)=—=— — |0,—
AL 0’ -4 4 ( 4)

—x° ~1,0
fx)=0 — 12’“ S0 5 I-¥=0 5 =1 — x=tfI=41 — (20
X" —4 (1,0)

Los puntos de corte con los ejes coordenados son: (-1,0), (1,0) y (0 , _le .

b) Asintota horizontal y asintota vertical.
Asintota horizontal,

]_ 2 o 42
Lim f(x)= Lim — x4 :(Zj: Lim ——= Lim (-1) =1

x> - x° — X—>—c ¥ X—>—o0
Jge 5 . la asintota horizontal es y = — 1 .
p , - o0 L, =X ,
Lim f(x)= Lim — = (—j = Lim ——= Lim (-1)=-1
X—>+oo x40 x° — 4 oo X+ X—>+oo

Asintotas verticales.
Del dominio de la funcion deducimos que hay dos posibles A.V. x=—-2y x=2

42 —(=2) —
lm]2 X :] (22) :_3200 - x==2 esAV.
x—>-2 X —4 (—2) —4 0

Ll’mjzx =122 =—3=oo — x=2 esAV.
=2 x°—4 2°—4 0

La asintota horizontal es y = — 1 y las asintotas verticales son x= -2y x=2.



c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)

f(x)= —2x-(x2 _4)_(]_x2)'2x — —2x +8x—2x+2x° __ Ox
(x2 —4)2 (xz _4)2 (xz _4)2

Obtengamos las raices del numerador y denominador,

6x=0 — x=0

(x2 —4)2 =0 - x’—4=0 — {resueltaena)} x==+2
Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos: ({2, 2}¢ Dom f(x) )

o I
= [

El denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, siempre serd positivo. El signo de f(x) solo depende del
numerador que, grdficamente, es una linea recta de pendiente positiva, luego,

- - + +

o i
2

v O

o
o Q

Por tanto,
f(x) es creciente en (0,2)U(2,+) y
f(x) es decreciente en (—o0,—2 )U(-2,0)

d) Mdximos y minimos locales.
Del estudio anterior deducimos que para x = 0 hay un minimo local ya que f(0) = 0 y a la izquierda la
funcion es decreciente y a la derecha creciente.

Minimeo local en el punto (0 , ;J .

e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:

Corte con ejes coordenados ( — 1, 0 ), (1,0 ) vy (0,_7]} minimo local en (0,;) Jah y=-—1,

av. x=-2yx=2
Representando grdficamente esta informacion:

r=—2 H ' : r=2

Para completar la representacion veamos la posicion de la curva respecto de su asintota horizontal
AH y=-1



_ 1—(=1000)

En—w, x=-1000 — y= % — —1000003...
(—1000) —4
_ 2
Enteo, x=1000 — y="1"190"__1000003..
1000° —4
y=-1

Considerando esta posicion de la curva respecto de la a.h, las a.v y los intervalos de crecimiento y
decrecimiento obtenidos, la representacion grdfica de f(x) es:
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X +x-2

(x+])2

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)

d) Los maximos y minimos locales, si existen. (2 puntos)

e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados anteriores. (2 puntos)

Problema 3. Dada la funcién  f(x) = , se pide:

Solucion:
a) Dominio,
(x+1=0 - x+1=0 — x=—1 — Dom f(x)=R-{-1}

Puntos de corte con los ejes coordenados,
0°+0-2 -2

’ - - +\/T S
F=0 — T2 e ang o xRN ZHTED _ZIES

(x+1) 2.1 2

x_—1+3_]

= _

= ° - (-2,0) y (10)

—1-3

.xZZT:—Z

Los puntos de corte con los ejes coordenados son: (0, -2), (1,0)y (-2,0).

b) Asintota horizontal y asintota vertical.
Asintota horizontal,
X +x=2 X +x=2 oo x°
Lim————~——=Lim———=
some (x41F o=’ +2x+1

2 2
X +x-2 oo . X )
lmz—z(—szlm—zlem(])zl
x40 < 4 2x 4+ ] [oe) x>+ X—>+o00

Z = Lim > = Lim(l)=1
() X——o X xX—>—o0

, la asintota horizontal es y = 1.

Asintotas verticales.

Del dominio de la funcion deducimos que hay la posible A.V. es x=-1,
‘+x-2 (=D’+(=1)-2 =2
Lin> x2 :( ) +( 2 =——=0 — x=-] esAV.
x>0 (x+1) (=1+1) 0

La asintota horizontal es y =1 y la asintota vertical es x = — 1.



c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)

X' +x-2
A (x+])2
P = (2x+1)-(x+ 1) = (¥ +x=2)- 2(x+1) _ (2x+1)-(x+1) = (* +x=2)- 2(x +1) _ [simplificando
[(x+])2]2 (x+1) entre (x+1)

(x+1)-(x+ 1) = (¥ +x-2)-2 _ 20° +2x4x+1-20°~2x—4 _ x+5

(x+])3 (x+])3 (x+])3
Obtengamos las raices del numerador y denominador,
x+5=0 — x=-5

(x+1=0 - x+1=0 - x=-I
Por tanto, debemos estudiar el signo de f{(x) en los intervalos: ({-1}& Dom f(x) )
|

| ©

Calculemos el signo de f(x) en cada uno de estos intervalos,

+ _ +

[ ©

—5 -1
Por tanto,
Jf(x) es creciente en (— o, — 5 )U (], + oo) y f(x) es decrecienteen (-5,-1)

d) Mdximos y minimos locales.
Del estudio anterior deducimos que para x = —5  hay un mdximo local ya que f(—5) =0 yala
izquierda la funcion es creciente y a la derecha decreciente. Y la funcion no tiene minimos locales.

(=5’ +(=5-2_18_9

D o JOST I T

=1125

9

La funcion tiene un mdximo local en el punto (— 5, _j y no tiene minimos locales.

8

e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:

Corte con ejes coordenados (0, —2 ), (1,0) vy (-2, 0 ), mdximo local en (—5,%) ;ah y=1,

av. x=-1.
Representando grdficamente esta informacion:



Para completar la representacion veamos la posicion de la curva respecto de sus asintotas:
AH y=1

En—oco, x=-1000 —

_ 2 _ —
y= E0007 100022 _ 150099s..
(=1000+ 1) —

Entoo, x=1000 — y=1000+1000=2_ 445 -
(1000 + 1)
AV. x=-1
2 _ x:_l’j _ z 2_ I _
Lim X 22 17 ( 11)/ 112 2___ .
o1 (x+1) (~I'l+1) |
2 _ x==0'9 (_(V 2_ ‘O _
Lz’mLXZZ - (09)/ 092 2__
-1 (x+1) (—09+1)

\/

Considerando esta posicion de la curva respecto de la a.h, la a.v y los intervalos de crecimiento y
decrecimiento obtenidos, la representacion grdfica de f(x) es:

54
r=—1
maximo
g y=1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, g e T .
- T
8 -7 -6 -5 1 0 1 2 3 4 5

A e
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Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

M Se pide:

2x° =3x-2

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)

¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)

d) Los mdximos y minimos locales, si existen. (2 puntos)

e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados anteriores. (2 puntos)

Problema 3. Se considera la funcion £ (x) =

Solucion:
a) Dominio,
x_3+5_2
—_(—=3)+ N2 _ 4.0 . (= + + 1= -
D 3vn—p o o mCDNEEI 422 39416 _3E5 y
2-2 4 4 3-5 -1
x2= = —_—
4 2

—  Dom f(x)=9?—{_2],2}

Puntos de corte con los ejes coordenados,
2 —_— —

=0 f(0)=0J;20 15 _-15_15 15)

2:00-3-0-2 =2 2 2

2 - —2%42°—4-1-(=15) 2%+
f(x)=0 - M:(); C+2x—15=0 —x= =13) -2 24+60:

2x?=3x-2 2.1
—2+8
248 X = =3 (3,0)
2 x2=—22—8=_5 (-5.0)

Los puntos de corte con los ejes coordenados son: (0 g], (-5,0) y (3,0).

b) Asintota horizontal y asintota vertical.
Asintota horizontal,

2 2
Lim f(x)= Lim M (—j:Lz’mx—z Lim L=

1
x>0 im0 2xP =3x=2 \oo) xo-=2x" x5-=2 2 ) , 1
2y s 5 ;o la asintota horizontal es y = >
Lim f(x)= Lim “—x = Lim= = Lim~ =~
X—>+oo x—>+oo2_x —3x=-2 IS x>+ D x x =+ D
Asintotas verticales.
Del dominio de la funcion deducimos que hay dos posibles a.v. x=_—] y x=2.
+2 —63 _
Lim f(x)= Lim X +2x- 13 (/)2 (/) Azoo S ox="L esaw
et/ o 32 ol /)2 3(-1 ) > 0 2
Lsz(x) Lim x +2x—]5: 2+2:2-15 =_—7=oo — x=2 esawv.

-2 2x° —3x—-2 2:2°-3-2-2 0

. . 1 . .
La asintota horizontal es y = > y las asintotas verticales son x= 5 y x=2.



c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)
(2x+2)-(2x° = 3x—2)— (¥ +2x—15)-(4x—=3) —7x* +56x—49

f(x)= (x?—3x—2) T xiose-2)
2x*=3x-2 x’+2x-15

2x+2 4x-3 4x =2x —10x—4

4x* —6x—4 —3x*—6x+45 —4x’ —5x* +66x—-45

4x° —6x7 —4x 4x’ +8x* —60x —7x> +56x—49

4x’ -2x*-10x—4 4x’ +5x° —66x+45
Obtengamos las raices del numerador y denominador,

—56 4,567 —4-(=7)-(—49) 56 +/3136—1372 -56+42

—7x*+56x—49=0 — x=

2:(=7) Y — 14
—56+42 —14
_x]: = :I
_ —14 -4
—56-42 -98
—14 -4

(2x2—3x—2)2:0 — 2x'=3x-2=0 — {resueltaena)} x=_7] y x=2

Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos: [ { -1, }e Dom f(x)J
2

V. V4 £ N
N N e N
7 P 2

2 é

El denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, siempre serd positivo. El signo de f'(x) solo depende del
numerador que, grdficamente, es un polinomio de 2° grado con coeficiente de X negativo y raices 1y 7,
luego,

Por tanto,
f(x) es crecienteen (1,2) u(2,7) y

Jf(x) es decreciente en (— oo, _7] j U (_7], ]j U@, + oo).

d) Mdximos y minimos locales.
Del estudio anterior deducimos que para x =1 hay un minimo localy en x =7 hay un mdximo local.
PF+2-1-15 -1I2
x=1 )= =
A 2.’-3-1-2 -3
7°+2.7-15 _48 _16 16

x=7 f@)= > =—=—=004 — Mdximolocal |7,—
2:7°=-3-7-2 75 25 25

=4 — Minimolocal (I,4)




e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:

Corte con ejes coordenados ( 0, 4 ), (_?Z,OJ y (2, 0 ), minimo local en ( 0, 4 ), mdximo local en

y X=
2 2
Representando grdficamente esta informacion:

b

(—2 ]6)‘ a.h. y=3, av. x:]_\/g ]+\/§

§7(0,7.5)
X

Maximo

Si con esta informacion la representacion no queda definida, podemos obtener la posicion de la curva

respecto de su asintota horizontal.

AH y= é

(- 1000) +2-(-1000)-15

En—oco, x=-1000 — y=

En+oo, x=1000

Y= 210000 =3 1000 -2

2-(=1000) - 3-(-1000)-2
_ 1000* +2-1000-15

=04982...

05017...>—
2



Considerando los intervalos de crecimiento y decrecimiento obtenidos, la representacion grdfica de f(x) es:

8
(0,75)

Maximo
(7,0.64)
N
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x> —3x
x(x=3)+(x+1)

Problema 3. Se considera la funcién f(x) = Se pide:

a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)

b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)

c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)

d) Los maximos y minimos locales, si existen. (2 puntos)

e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados anteriores. (2 puntos)

Solucion:
2 2 2
x°—3x x°—3x x°—3x
fx)= =5 =
x(x=3)+(x+1) x*=3x+x+1 x*-2x+1I
a) Dominio,

_—(=2)*y(=2)-4-1-1 _2+0

¥’ =2x+1=0 — «x =] — Dom f(x)=R-{1}

2.1 2
Puntos de corte con los ejes coordenados,
x=0 — f(0)—ﬂ_g_0 N (0 0)
0°=2-0+1 1 ’
‘- x=0 — (0,0
F=0 —» X2 _p ¥ -3x=0 - a(x-3)=0 ©.0)
x°—=2x+1 X—3=0; x=3 (3,0)

Dom f(x) = K ~{1} y los puntos de corte con los ejes coordenados son: (0,0) y (3,0).

b) Asintota horizontal y asintota vertical.

Asintota horizontal,
2 2
, . x"—3x o0 . X ,
Lim f(x)= Lim—————=|—|= Lim— = Lim1=1
xo—e xo—o x° —2x+1 00 ) xmme xt xm-e

5 , la asintota horizontal es y =1.

2 _ oo
Lim f(x)= Lim—-—%_ (—j: Lim >~ = Lim1=1

X—>+oo X—>+o0 _xZ —2x+1 () X—>+o0 X X—> oo

Asintotas verticales.
Del dominio de la funcion deducimos que la posible a.v. es x = 1.

2
Lim f(x)= Lim 2x oA = [=3 =—2=oo - x=1 esawv.
x>l x>l x"=2x+1 1-2+1 0

La asintota horizontales y =1 'y la asintota vertical x = 1.



c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)
(2x-3)- (¥ —2x+1)—(x* = 3x)- 2x-2)  x*+2x-3

1= ()c2—2x+])2 _(x2—2x+])2
X’ =2x+1 x’=3x
2x-3 2x=2 2x7 -7x" +8x-3
—3x°+6x-3 —2x*+6x —2x +8x° —6x
2x7 —4x” +2x 2x7 —6x° ¥’ +2x-3
2x7 -7x* +8x-3 2x° = 8x” +6x

Obtengamos las raices del numerador y denominador,

—24\22—4.1-(-3) -2%16 -2+4

¥ +2x-3=0 — «x= = =

2-1 2 2
-24+4 2
_x]: :—:]
_ 2 2
x2:_2_4:_—6:—3
2 2

(x2—2x+])2=0 — X’ =2x+1=0 — {resueltaena)} x=1

Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos: ({I}¢ Dom f(x))

x e
-3 1

El denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, siempre serd positivo. El signo de f'(x) solo depende del
numerador que, grdficamente, es un polinomio de 2° grado con coeficiente de X positivo y raices —3 y 1,
luego,

+ — +
\_/
Por tanto,

f(x) es crecienteen (— o0 ,-3) (1, +00) y
f(x) es decrecienteen (-3,1)

d) Mdximos y minimos locales.
Del estudio anterior deducimos que para x =—3 hay un mdximo local.

_ _ (-3’ =3-(-3) _18_9
Y= IS e el 16 s

—  Madximo local (— 3,%)

9
Solucion: f(x) solo tiene un mdximo local en (— 3, gj



e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:

9
Corte con ejes coordenados (0, 0) y (3,0 ), mdximo local en [— 3, gj yah. y=1,av. x=1.

Representando grdficamente esta informacion:

maximo
(-3,1.125)

Si con esta informacion la representacion no queda definida, podemos obtener la posicion de la curva
respecto de su asintota horizontal.

AH y=1

(=1000)° - 3 - (=1000)

En—oc, x=-1000 — y= > =10009... > 1
(=1000)" =2 -(=1000)+1
2— .
Enteo, x=1000 — y=—000 =310 _no9g -
1000 -2 -1000+ 1
—— y=1

Considerando los intervalos de crecimiento y decrecimiento obtenidos, la representacion grdfica de f(x) es:

rx =1

34

maximo

(-3, 1.125)
5
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EJERCICIO B

2x , se pide

PROBLEMA 2. Dada la funcién ~ f(x) = >
X"+

a) Dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Ecuacion de sus asintotas.

¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Maiximos y minimos relativos.

e) Utiliza la informacién anterior para representarla graficamente.

Solucion:
a) Dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.
X +1=0; x*= —1 no tiene soluciones reales por lo tanto, Dom =R
2.0 0
x=0 — y—02+1— 0 =0 — (0,0
2x
y=0 — 0=— 0=2x — x=0 — (0,0

x +1
Por lo tanto el punto de corte con los ejes coordenados es (0,0)

b) Ecuacion de sus asintotas.
- asintotas verticales
Como el dominio de la funcion son todos los niimeros reales, no tiene asintotas verticales.

- asintota horizontal

xo - x7 41

+oo X —— x X—>—c ¥ — 00
. 2x
de igual manera lim ———=0
x4 X741

la asintota horizontal serd y = 0.

-asintota oblicua
grd (numerador) — grd (denominador) = 1 —2 = — 1, como no es 1, no hay asintota oblicua.

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

o2 +1)-2x2x 27 42-4x7 _ 2-24°
(x2 + 1)2 (x2 + 1)2 (x2 + 1)2

estudiemos el signo de y’, para ello buscamos las raices del numerador y denominador
2-2x7=0 — 2=2x" - x’=1 - x=%/1=+%l

(x2 + 1)2 =0 — x’+1=0 — no tiene soluciones reales

Como el denominador de y~ es una expresion al cuadrado siempre serd positivo; el signo de y” sélo depende del
numerador.

Grdficamente el polinomio del numerador es una pardbola como sigue (a<0)

Por lo tanto,
f escrecienteen (—1,1)y

-1 1 fes decreciente en (_ = I)U (1 T °°)




d) Mdximos y minimos relativos.
Del estudio realizado en el apartado anterior se deduce que

en x =—1 hay un minimo  f(-1)= 2(—_21) =_—2 =— Minimo relativoen (—1,-1)
=D +1 2
. 2.1 2 . .
en x =1 hay un mdximo 0 :ﬁ :E =1 Mdximo relativoen (1, 1)
+

e) Utiliza la informacion anterior para representarla grdficamente.

Marcamos en los ejes coordenados:
el punto de corte (0,0),

el minimo relativo y -2 E : 2
el mdximo relativo

Teniendo en cuenta que la recta y = 0 es una asintota horizontal, la representacion grdfica de la funcion serd:
i s

-1

esta grdfica cumple los intervalos de crecimiento y decrecimiento obtenidos.
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EJERCICIO B

x*+4

2x-3
a) Sudominio y puntos de corte con los ejes coordenados.
b) Ecuacidn de sus asintotas verticales y horizontales.
¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
d) Maéximos y minimos locales.
e) Representacion gréfica a partir de la informacién de los apartados anteriores.

PROBLEMA 2. Dada la funcién f( x) — , se pide

Solucion:
a)
Dominio,
2x-3=0; ng; Dom f =R- E}
3 2
Puntos de corte,
0+4 -4
x=0 - y=——=—
0-3 3 —4
x*+4 ) ) ., (O’Tj
y=0 5 3=O — x"+4=0 no tiene solucion
x_

b) Asintotas verticales,
) 3
Veamos si x = E es a.v.

9 25

Pd gt 3

lim = = = oo — x=—es a.v.
> _

Asintotas horizontales,
2

o xX*+4 .X LX

lim = lim —= lim — =+
x>0 Dy —3F  xo4w Dy x4 D

o x*+4 X . X

lim = Ilim —= lim —=-
x—>—o Dy —13 x> -0 Dx x> -0 D

No hay asintota horizontal

c¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
Debemos estudiar el signo de la primera derivada,

= 2x(2x-3)—(x*+4)2  4x—6x-2x"-8 2% —6x—8
(2x-3)° (2x—-3)° (2x-3)*

Busquemos las raices del numerador y del denominador,

345_,
+ ./ + =
2x2—6x—8:() - x2_3x_4:() N x:3_ 9+16:3_5: 2
2 2 |35
2

(2x-3)*=0 — 2x-3=0 — x:%

Debemos considerar también el valor que no es del dominio de la funcion, coincide con la ultima raiz obtenida.



Marcamos en la recta real las tres raices obtenidas. Como el denominador de [~ estd elevado al cuadrado siempre es

positivo, luego el signo de f” solo depende del signo del numerador. Como el numerador es un polinomio de 2° grado
sabemos que grdficamente es una pardbola y esto nos sirve para determinar su signo.

f(x) es creciente en (=0, —1)U(4, +o0)

f(x) es decreciente en (—1 , %j U (% , 4)

d) Mdximos y minimos locales.

El estudio realizado en el apartado anterior no permite encontrar los extremos locales de esta funcion,
Mdximo (—-1,-1)

_ 2
r=—1 — f(_l):w:i:_l
2(-)-3 -5
Minimo (4,4 )
42+4 20
=4 — H=——" =""=4
* =573

e) Representacion grdfica.

Trazamos la asintota vertical, el punto de corte, el mdximo y el minimo locales y considerando los intervalos de
crecimiento y decrecimiento, la grdfica es
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EJERCICIO A

3
PROBLEMA 2. Dada la funcién f( x) — X , se pide:
1-x°

a) Sudominio y puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Ecuacioén de sus asintotas verticales y horizontales.

¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Maéximos y minimos locales.

e) Representacion gréfica a partir de la informacién de los apartados anteriores.

Solucion:
a) Dominio

1-x’=0 — 1=x > x=*1 —» Domy=R-{-11}

Corte eje OY
3

0
x=0 —» y=—==—=0 = (0,0
TS0 0
Corte eje OX
3
y=0 — ozlx = 5 0=x 5 0=x = (00)
— X

El punto de corte con los ejes coordenados es el (0, 0 )

b) Asintotas verticales y horizontales

Las posibles asintotas verticales son x =1 y x= —1(los valores de x que no son del dominio)
Veamos si x =—1 es a.v.
3 3
) X -1 -1 -1
lim = ( ) = =— =00 — x=-1esav.

—el-x? 1=(=17 1-1 0
Veamos si x=1esa.v.

. ox I 1 1

lim > = > = =—=o0 — x=1 esawv.
—=1]l—x 1-1 1-1 0

Posteriormente, si es necesario, estudiaremos la posicion de la curva respecto de estas asintotas.

Asintota horizontal,

— 00

3 o 3
lim —~ 2:(_j lim xzzll’m(—x):+oo

3 3
lim a :[ij: lim a =ll’m(—X)=—oo

— oo X—>too — x X—> +oo

luego no tiene asintota horizontal.

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento

y= 3x% 1 - xz)— X (=2x) _ 3x% = 3x* +2x° _- xt+3x°
(1-xf (-f (=¥

Estudiemos el signo de y’,
raices de numerador,

=0 > x=0

4 2 2 2
-x +3x'=0 - «x (—x +3)=0
—X+3 > x*=3 5 x=£3



raices del denominador,

(1-¥f=0 > 1-¥=0 - x¥=1 - x=%I
Marcamos en la recta real todas las raices que hemos obtenido y consideramos el dominio de la funcion.
Como en la funcion el denominador es una expresion al cuadrado, positivo, el denominador no aporta signo a la
funcion. En el numerador hay dos factores Xy (=x*+3); x° es positivo. Por lo tanto el signo de y~ solo depende
del de —x* + 3. Por lo tanto

-3 V3

Creciente (— V3, - 1)U (-1,0)U(0, 1)U (1,x/§)
Decreciente (— oo, — \E)U (\/3, + oo)

d) Mdximos y minimos locales
Los extremos locales de la funcion los buscamos en los puntos donde se produce un cambio de crecimiento a

decrecimiento o viceversa. Luego,

(3] _-33_-33_3/3

1-(-v3f 13 -2 2

(V3] _3/3_33_-3/3
1-(3f 1-3 -2 2

Minimo local (—\/g, %] y mdximo local (\/g, %]

(-173,259) (173, -259)

x=—=3 minimo y=

x=+3  mdximo y=

e)

De la informacion de los apartados anteriores sabemos,
3

V 3

-1

-2

-4

Como entre — 1y 1 lafuncion es creciente, la representacion serd:



-4
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OPCION A
., 3x+2 )
PROBLEMA 2. Dada la funcion f(x)= e se pide:
x J—

a) Su dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Ecuacidn de sus asintotas verticales y horizontales.

c¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Maximo y minimos locales.

e) Representacion grafica a partir de la informacion de los apartados anteriores.

Solucion:

a) Dominio
X-1=0 > ¥=1 - x=tJ1 > x=11 - Dom f(x)=R-{-1,1}
Puntos de corte con los ejes coordenados,

x=0 — f(0)=%:i]=—2 - (0,-2) Hay dos puntos de corte
S -2
— — 0,-2)y|—,0
fW=0 - T2 _0 5 5x4220 5 =2 - x="2 (—Z,oj ( )y(3 j
x =1 3 3
b) Asintota horizontal
, 3x+2 [—oo ,  3x , 3 3
lim — =( =Ilim —=Ilim —=—=0
x—w x? — ] + oo x> -0 ) Y—o-ex —oo
*=> y =0 es la asintota horizontal
, 3x+2 [H4oo ,  3x , 3 3
lim — =( = lim —= lim —=——-=0
X >+ x _] + oo X =+ x X =>4+ x + oo
Asintotas verticales. Las posibles asintotas verticales son las rectas x =—1 y x = 1 (corresponden a los valores
de x que no son del dominio de la funcion)

x=-—1

3x+2 3.(-3)+2 -1 -1 , .
= = =— =00 — x =-1 es una asintota vertical

im = =
o] (=1 =1 1-1 0

x=1
, 3x+2 31+2 5
lim = =—=o0

> = = — x =1 es una asintota vertical
x>l x =] I"'=1 0

¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento
Para obtener estos intervalos estudiaremos el signo de la primera derivada,

o 3 —1)-(Bx42)2x 3x7-3-6x"—4x -3 —4x-3

f (x) - 2 2 - 2 2 - 2
(x —1) (x —1) (x —])Z
Estudiamos el signo de este cociente de polinomios buscando las raices del numerador y denominador
— 444 —433 —4+4-20
2.3 6

Por lo tanto, —3x’—4x—3=—(3x’+4x+3) es siempre negativo.
(x2_1)2 -0 — x*—-]=0 — x=+] (vistoen elapartado a))
Ahora representamos en la recta real los valores de x obtenidos y, ademas, los que no son del dominio de la
funcion,

sin soluciones reales

—3x'—4x-3=0 — 3xX’+4x+3=0 —> x=




Como el denominador de f(x) esta elevado al cuadrado, serd positivo, luego el signo de f(x) solo depende del signo
del numerador que hemos visto que es negativo, esto significa que:

-1 1

Y por lo tanto, f(x) es decreciente en su dominio. f{x) es decreciente en R —{ -1,1 }

d) Maximos y minimos locales.
Como f(x) es decreciente en su dominio, la funcion f(x) no tiene ni maximos ni minimos locales.

e) La informacion de los apartados anteriores se resume en (marcamos los puntos de corte y las asintotas):

3

ah

-1

-2

-3

Como la funcion es decreciente, su representacion sera:
¥

-1

-5

-6

Si no se ve directamente la representacion anterior, podemos completar los datos buscando la posicion de la curva

respecto de sus asintotas.

Veamoslo respecto de la asintota horizontal:

3.(-1000Y +2 —2998 Esto significa que la posicion de la curva
(—1000) —1 = 099999 respecto de la asintota horizontal serd

3.1000°+2 _ 3002 0 —

en —oo, x=-1000

1000° =1 ~ 999999

en +oo, x=1000
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OPCION B

Problema 2. Sea la funcién f{x) = (x° + x )° . Se pide
a) Su dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.
b) Las ecuaciones de sus asintotas verticales y horizontales, si las hay.
¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
d) Los maximos y minimos locales.
e) La representacion grafica a partir de la informacion de los apartados anteriores.

Solucion:
a) Como f(x) es un polinomio al cuadrado, f(x) puede calcularse para cualquier valor de x. Por lo tanto
Dom f(x)=R
Puntos de corte con los ejes coordenados,
x=0— flO)=(0°+0)F =0 — (0,0)
fx)=0 - (X +x) =0
X +x=0
<x =0 — (0,0)
x(x+1)=0
x+1=0 - x=-1 - (-1,0)

Los puntos de corte con los ejes coordenados son (—-1,0) y (0,0)

b) Puesto que Dom f(x)=R, f(x) no tiene asintotas verticales.
Veamos si tiene horizontales,

. 2
lim (x2 +x) = +o0
X —>—oo
= no hay asintota horizontal
. 2 2
lim (x + x) = +o0

X —> Foo

Estos limites no informan de la posicion de la funcion en -© y +o,

L , E ]

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento
Para obtener estos intervalos estudiaremos el signo de la primera derivada,

f(x)=2 (x2 + x)(2x+]) = (xz +x)(4x+ ) =4x +2x° +4x° +2x=4x" +6x* +2x

Estudiamos el signo de este polinomio buscando sus raices,



4 +6x° +2x=0

2x=0 — x=0

2x(2x* +3x+1)=0 313420 —3%+J9-8 —3%41

2xX°+3x+1=0 — x= - _

2.2 4 4
=3t _—2 -1
=31 /T 4 4 2
4 -3-1 -4
'xZ == = —]
4 4
-1
De la ecuacion polinémica de tercer grado hemos obtenido sus tres raices: —1, — 'y 0.

Ahora representamos en la recta real los valores de x obtenidos,

| | |
| | !
-1 1 0

2

Conociendo el signo de f(x) en uno de los intervalos sabremos el signo en los restantes, los signos van
alternando (por ser polinomio de tercer grado con tres raices)

x=1 = f()=4.PF+5.F+1=4+5+1=10>0, luego

= .+ = s
|

0

pa e —

Y por lo tanto, f(x) es creciente en (—],%IJU(O,+00) y decreciente en (—oo,—])U( _7],0)

d) Mdximos y minimos locales.
Del estudio del apartado anterior sabemos que los extremos locales de f(x) serdn,

BV

]
| 1
! - L- l'-l

2

Minimos locales:

x=-1 — fD=(12+EDf=(1-1¥=0 — (-1,0) Minimo local
x=0 — f{(0)=0(calculadoena)) — (0,0) Minimo local

Mdximo local:
e G RTR o RO
2 2 2 4 2 4 4 16

_—] , i Mdximo local
2 16



e) A partir de los apartados anteriores, marcamos los puntos de corte y los extremos locales

0.1%
0.1
ol
0.0%
-1L.5 -1 =0.5% 0.5 1
-0.0%

Considerando la monotonia de la funcion, su representacion serd:
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Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

2

Problema 2. Dada la funcién f(x)= X , se pide:
a) Su dominio y los puntos de corte con los ejes coordenados. (2 puntos)
b) Las asintotas horizontales y verticales, si existen. (2 puntos)
¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (2 puntos)
d) Los mdximos y minimos locales. (2 puntos)
e) La representacion grafica de la funcion a partir de los resultados de los apartados
anteriores. (2 puntos)
Solucion:
a) Dominio,

x-1=0 — x=1 — Dom f(x)=R-{1}

Puntos de corte con los ejes coordenados,
2
x=0 — f(0)=00 ; =0 — (0,0)

2

f(x)=0 — =0 - x*=0 — x=0 — (0,0)

Solo hay un punto de corte con los ejes coordenados, el (0, 0 ).

b) Asintota horizontal y asintota vertical.
Asintota horizontal,

) TS C) P S
Lim f(x)= Lim =|—|=Lim—= Lim x=—o0
X—>—o0 x—- x — | o0 x——w ) X—>—o0

s No hay asintota horizontal.

2 2
Lim f(x)= Lim - ]=(—j= Lim X = Lim x = +oo

X—>+oo X—>Foo X — [eS) Xt x X—>+oo

Asintotas verticales.
Del dominio de la funcion deducimos que hay una posible A.V. x =1
2 2
Lim—— = ! =£:oo — x=1 esAV.
i x—1 I1-1 0

No hay asintota horizontal y la asintota vertical es x = 1.

c) Monotonia.
Estudiemos el signo de f(x)

, 2x-(x=1)-x>-1 2x°=2x-x" x*—2x
(x=1) (x=1) (x=1)
Obtengamos las raices del numerador y denominador,

x=0

¥ -2x=0 - x-(x-2)=0 —
x=2=0 — x=2

()c—])2 =0 — x—1=0 — {resueltaena)} x=1¢ Dom f(x)
Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos:



% o %

0 2

El denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, siempre serd positivo. El signo de f(x) solo depende del
numerador que, grdficamente, es un polinomio de 2° grado con coeficiente de X positivo y raices 0y 2,
luego,

Por tanto,
f(x) es crecienteen (—o0,0) U (2,+e) y f[f(x)es decrecienteen (0,1) U(1,2).

d) Mdximos y minimos locales.
Del estudio anterior deducimos que en x = 0 hay un mdximo local y enx =2 hay un minimo local.
x=0 — fO0)=0
22
x=2 - 2)= =4
f@=5—

Por tanto, en (0, 0) hay un mdaximo local y en (2,4 ) hay un minimo local.

e) Representacion grdfica.
De lo estudiado en los apartados anteriores sabemos:
Corte con ejes coordenados ( 0, 0 ), mdximo local en ( 0, 0 ), minimo local en ( 2,4 ); a.v. x = 1.
Representando grdficamente esta informacion:

@

Minimo

X

N DR AR

B TP PP

Considerando los intervalos de crecimiento y decrecimiento obtenidos, la representacion grdfica de f(x) es:



Minimo

Maxjmo

Otro cdlculo para completar la representacion grdfica es la posicion de la curva con respecto a la asintota
vertical,

AV. x=1, \
2 N
) X x=0"9 +
Lim = —o0=-—00
x—1" _x—] —
2 x=I1
Lim = —oo=+o00
x=1t x—1 +
AN
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