Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 11 Julio 2013
OPCION A
Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

Problema 2. Una cadena de montaje estd especializada en la produccién de cierto modelo de
motocicleta. Los costes de produccion en euros, C(x), estdn relacionados con el numero de
motocicletas fabricadas, X, mediante la siguiente expresion:
C(x) = 10 x° + 2000 x + 250000
Si el precio de venta de cada motocicleta es 8000 euros y se venden todas las motocicletas
fabricadas, se pide:
a) Definir la funcion de ingresos que obtiene la cadena de montaje en funcion de las ventas
de las motocicletas producidas.
b) (Cudl es la funcion que expresa los beneficios de la cadena de montaje?
c) (Cuantas motocicletas debe fabricar para maximizar beneficios? ;A cuanto ascenderan
estos beneficios?

Solucion:

a) La funcion, I(x), que nos da los ingresos en funcion de las ventas de las motocicletas producidas la
obtenemos considerando que se fabrican y se venden x motocicletas, cada una a 8000€,
I(x) = 8000 x, siendo x = niimero de motocicletas fabricadas (xe N).

b) La funcion que expresa los beneficios de la cadena de montaje, B(x), la obtenemos restando a los ingresos
los costes de produccion, C(x), es decir:
B(x) = I(x) — C(x) = 8000 x — ( 10 x* + 2000 x + 250000 ) = 8000 x — 10 x* — 2000 x — 250000 =
= — 10" + 6000 x — 250000

Solucién: B(x) = — 10 x* + 6000 x — 250000

c) Busquemos el mdaximo de B(x). Hay que considerar que x€ N .
B(x) =-20x + 6000

—20x+6000=0, —20x= —6000, x=_6000

=300
0

Estudiemos el signo de B'(x) a la izquierda y derecha de 300,
x =100, B(100)= —20. 100 + 6000 = — 2000 + 6000 = 4000 > 0
x =400, B(400) = —20 . 400 + 6000 = — 8000 + 6000 = — 2000 < 0

T

Por lo tanto: 1 l
I I

o 200
Como a la izquierda de 300 B(x) es creciente y a la derecha decreciente, en x = 300 B(x) alcanza su

mdximo absoluto.
Para x =300, B(300) = —10. 300° + 6000 . 300 — 250000 = 650000

Solucion:  maximizard beneficios cuando fabrique 300 motocicletas y, en este caso, los beneficios
ascenderdn a 650000€.



Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales II Julio 2014
OPCION B
Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

a
Problema 2. Sea la funciéon f(x)=<:x
X’ =3x-8 5<x<7

a) Calcula el valor de a parael que f{x) es continua en el intervalo [2,7 ].
b) Para a = 15, estudia el crecimiento y decrecimiento de f (x) en el intervalo [ 2,7 ].

2<x<$5

c) Calcula Jff(x)dx.

Solucion:
a) ;a?/f(x)sea continuaen [2,7]

Para 2<x<5, f(x) =ﬁ, como x #0, f(x) es continua.
X

Para 5<x<7, f(x)= x*—3x-8 como f(x) es un polinomio, f(x) es continua.
Veamos la continuidad en x = 5,
Dfi5)=5"-3.5-8=25-15-8=2, luego Ff(5)

Lim f(x)= Lim <=2
2) Lim f(x)=1""’ =X , para que exista el limite deben coincidir

Lim f(x)= Lim (¥’ ~3x—8)=52-3.5-8=2
x—5" x—5"

los dos limites laterales, es decir, % =2 — a=10.

Por tanto, para a = 10 se cumple: Lfi? f(x)=f(5), luego f(x) es continua en x = 5.

Solucion: f(x) es continuaen [2,7 ] para a = 10.

b)a =15, ;monotoniade fix)en [2,7]?.
D 2<x<5 , _—125 2<x<5
f)=4x - f(x)=4 x
¥’ =3x-8  5<x<7 2x-3 5<x<7

, 5 . .
Para 2 <x <5, f'(x)=—5, portanto, f(x)<0 — f(x)es decreciente.
X

Para 5<x<7, f(x)=2x-3,
2x—-3=0, 2x=3, x=3/2
Estudiemos el signode 2x—3 en [5,7]: 2x—3 esun polinomio de primer grado con
coeficiente de x positivo y raiz 3/2, grdficamente:

/ : Por tanto, entre 5y 7 2x—3 es positivo; luego f1(x)es
/I I I positiva.
3/2 5 7

Para 5 <x<7, f(x) escrciente.

Solucion: f(x) es decrecienteen (2,5) y creciente en (5,7 ).



6
¢)¢ [ fxdx 2
Entre 5 y 6, f(x) =xX’-3x-8 por tanto

3 2 d 3 2 3 2
[[ro) dr=[ (¢ -3x-8) dv=|%-3% ~8x| = 630 _g6|-[2 32 _g.5|=
5 5 3 T2 32 3 72

472—54—48)—(%—%—40)=—30—[M—40j—30—§+40=10—§=60;25 =§z5’8333

6 35
Solucion: L f(x) dx:?



Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 11 Julio 2017 — Opcién A

Problema 2. La evolucion del precio de cierta accion, en euros, un dia determinado siguio la
funcion:

x+2
x)=357—, xe |0,8],
f(x) ST 0.8]

donde x representa el tiempo, en horas, transcurrido desde la apertura de la sesion. Se pide:
a) Calcular el valor maximo que alcanz6 la accién y en qué momento se alcanzo.
b) Calcular el valor minimo que alcanzo la accién y en qué momento se alcanzd.
c) Una persona compré 20 acciones en el momento de la apertura (x = 0) y las vendio justo
al cierre (x = 8). Determinar si obtuvo ganancias o pérdidas y la cuantia de estas.

Solucion:

x — horas desde apertura

F=3572F2 ieos)
x°+21 f(x) — euros

Por definicion Dom f(x)=[0,8]

a) Maximo.
Fon=3571 (x2+2])—(x+2)2x:357 X +21-25" —dx _ ., —x —dx+2]
(x> +21) (v + 217 (x> +21)
R— 2_
=0 — 357 X2, o e gy21=0
(v + 217
X —ﬂ—ﬁ—_7$[08]
x:—(—4)i\/(—4)2—4.(—1).2] ::4ix/l6+84:4i\/]00:4i]0: T2 -2 ’
2.(-D -2 -2 -2 L o410 _-6_
-2 =2
Debemos estudiar el signo de f(x) en los siguientes intervalos lIJ ‘,I, g
2
x=l = fy=—d Tt _gs, 16
2
(2 + 21 22
— 2— . — —_— —
v=d 5 f)= #-4-4+21_ . -16 ]6+22]:357' 121<0
(42 +21f (16 +21) 37
Luego: I /+ I B \ |
0 3 8

Por tanto, en x = 3 hay un mdximo relativo y como a la izquierda del 3 la funcion es creciente y a la
derecha decreciente es el mdximo absoluto.
3+2

3 +21

x=3 o f(3)=357

= 35'7-i =595
30

Por tanto, el precio de la accion alcanzé un valor mdximo de 595 € al cabo de 3 horas de la apertura
de la sesion.



b) Minimo.
Segiin lo estudiado en el apartado anterior el minimo se alcanzard para x =0 o x=38

x=0 = f0)=357—2%2 _357.2 _ 340
0% +21 21

x=8 = f0)=357—52 _357.10 _ 429
8 +21 85

Por tanto, el precio de la accion alcanzé un valor minimo de 3°40 € y fue en el momento de la apertura
de la sesion.

c) Utilizando los cdlculos del apartado anterior.
Compra 20 acciones en el momento de la apertura, es decir, compra 20 acciones a 340 €/accion,
entonces: coste =20.340 = 68 €
Vende las 20 acciones a 4720 €/accion, entonces: venta = 20 .4 720 = 84

84-68=16

Obtuvo unas ganancias de 16€.



Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales 11 Julio 2017 — Opci6én B
Problema 2. Sea la funcion:

x’=3x-20  x<3
f=y 2
a—x
a) Calcula el valor de a para el que f(x) es continua en x = 3.

b) Para a =0, estudia el crecimiento y decrecimiento de f (x).
c) Para a =0, calcula los mdximos y minimos locales de f (x).

x>3

Solucion:

a) ;a?/f(x) sea continua en x = 3.
Condiciones de continuidad

D) fi3)=3 —3.3-20=27-9-20=-2, existef(3)
Lim f(x)= Lim (¥’ =3x-20)=3"-3.3-20=-2
x—3" x—3"

2) Limf(x)=
e Lim f(x)= Lz’m( 2 j: 2
x—3* x—3* a— a— 3
Para que exista el limite, los limites laterales deben coincidir, —2 = 3
a —

—-2a-3)=2 - a—3=i - a—-3=-1 > a=-14+3 — a=2

Luego, para que f(x) sea continuaen x =3 debeser a=2.

b) Para a = 0, ;monotonia?.

x'=3x-20, x<3
Paraa=0, f(x)=4 2 -2

—= , x>3
-Xx X

Por ser funcion definida a trozos estudiemos la monotonia en cada trozo.
Para x<3

fix) = X' —3x-20, estudiemos el signo de f(x)
f(x)=3x -3

32320 = 37823 — 223 5 =] s xeil=4]

Hay que estudiar el signo de f(x) en los siguientes intervalos: p !

vy’ es una linea recta de pendiente negativa y que pasa por x =4°5:
f(x) es un polinomio de 2° grado con coeficiente de x° positivo yraices —1 y 1, por tanto:

En cada intervalo el signo de f(x) es:

=N
=



Y el crecimiento y decrecimiento serd /& _\ / x /

|
|
-\_/] "

Para x> 3
F="2
X
f,(x)zo-x—(z—z)-zzi2
X X

Estudiemos el signo de f(x), es una fraccion, numerador positivo 'y como el denominador estd elevado
al cuadrado (es positivo). Por tanto el signo de f(x) es positivo.
Para x > 3, la funcion es creciente.

Veamos si existe f1(3)

f(3)=3-3-3=24 5
=1, 245 = Noexiste f/(3)
re =51 9

Por tanto, f(x) es crecienteen (— oo ,—-1) U (1,3) U (3,+ ) y decrecienteen (-1,1).

c) Para a =0, ;jextremos?
De lo estudiado en el apartado anterior:

o N S A

| |
| 1
-1 1

Por tanto f(x) tiene un mdximo local en x = —1 'y un minimo local en x = 1.
x=—1 — fi-1)=(-1-3.(-1)-20=—1+3-20=-18
x=1 — fil)=1"-3.1-20=1-3-20=-22

Finalmente, f(x) tiene un maximo local en (-1,-18) y un minimo localen (1,-22).



Matemiticas aplicadas a las Ciencias Sociales II ~ Junio 2002

EJERCICIO A

PROBLEMA 3. La velocidad (en m./seg.) que alcanza cierto atleta en una carrera de 200 metros viene dada en funcién
del espacio recorrido, X, por la siguiente expresion: f(x) =— 0700055 x (x — 300)
Deducir de forma razonada:

a) ¢;Qué distancia ha recorrido el atleta cuando alcanza su velocidad maxima? ;Cudl es ésta velocidad?
b) (Entre qué distancias su velocidad va aumentando? ;Y disminuyendo?
c) (A qué velocidad llega a la meta?

Solucion:
flx) =—0°00055 x ( x— 300 ) = — 0’00055 x° + 0’165 x
f(x) mide la velocidad en funcion del espacio recorrido, como la carrera es de 200m Dom f= [0, 200 ]

La representacion grdfica de f(x) es una pardbola. Esta representacion es fdcil de obtener y nos serd iitil
para responder a las preguntas.

Puntos de corte con los ejes coordenados
x=0 - fix)=—-0°00055.0° +0’165.0=0 - (0,0)

f(x)=0 — 000055 x(x-300)=0 — <x=0 - (0,0)

x=300=0 — x=300 — (300,0)
Vértice

x= = = __T01es =150 — y=-0'00055.150 (150-300)=12375 — (150,12'375)
2a  2(-0'00055)

La representacion grdfica de f(x) serd

12

250 200

a) ;velocidad mdxima?
f(x)==00011x+ 0’165
—0°0011 x+0'165=0 — X=L165=150
—-0'0011
f(x) ==00011 luego f’(150) =— 0’0011, es decir, en x = 150 hay un mdximo relativo.
Como f(x) es, grdficamente, una pardbola “hacia abajo” y 150 estd en el dominio de f(x) este mdximo
relativo que hemos obtenido es el mdximo absoluto de f(x). Segiin los cdlculos previos f(150) = 12°375.

El atleta alcanza su velocidad madxima, 12°375 m/s, cuando ha recorrido 150 m.

b) Podemos responder a esta pregunta de dos formas.



1) Considerando la representacion grdfica realizada al principio, obtenemos que la velocidad va
aumentando entre O m.y 150 m y disminuye entre 150 m. y 200 m.

2) Estudiando la monotonia de la funcion f(x)
Sabemos que Dom f=[ 0, 200 ]
Por lo calculado en el apartado a) f(x) =0 para x = 150
Debemos estudiar el signo de f’(x) en los intervalos (0, 150 ) y ( 150, 200 )

intervalo ZZZ)‘zr F(x)=—-00011x+ 0’165
(0, 150) 100 | £(x)=—0°0011.100 + 0’165 =—0'11 + 0’165 = 0°055 > 0 | creciente
(150,200) | 180 | f(x)=—0°0011.180 + 0’165 =— 0’11 + 0’165 = — 0’033 < 0 | decreciente

Obtenemos que la velocidad va aumentando entre O m. y 150 m y disminuye entre 150 m. y 200 m.

c)

Como la meta estd a 200 m. para saber la velocidad a la que llega basta con calcular f(200)
f(200) = —0°00055 . 200 ( 200 - 300 ) = 11

El corredor llega a la meta a 11 m/s




Matemaiticas aplicadas a las Ciencias Sociales I~ Junio 2003

EJERCICIO A
PROBLEMA 3. Se cree que el nimero y de unidades vendidas de un cierto producto en funcién de su precio en euros, x, viene dado
por y = 50 — x, donde el precio varia entre 0 y 50 euros. Si por cada unidad vendida se obtiene un beneficio x-10, determina de forma

razonada el precio x que producird un mayor beneficio, el nimero de unidades vendidas y el beneficio obtenido.

Solucion:
Resumiendo en una tabla la informacion del problema,

Precio unidad | Unidades vendidas | Beneficio unitario | Beneficio total |

x | 50 —x | x—10 | (50-x)(x-10) | x €[0,50]

Llamando z al beneficio total, z = (50-x) (x—10) =50 x - 500-x +10x=-x"+60x—-500, x € [0,50]
Queremos maximizar el beneficio, buscamos el mdximo de la funcion z.
Busquemos el mdximo relativo,
z=-2x+60 , -2x+60=0, x=30
z7=-2,para x=30 z7°<0, para x =30 z tiene un mdximo relativo. ; Es éste el mdximo de z en el intervalo [0,50]?
Grdficamente z es una pardbola (invertida, coeficiente de Xes-I ), el mdximo absoluto lo alcanza en su vértice,
para xz_—bz_—é()=30
2a  2(-1)
Por tanto, en x = 30 la funcion z alcanza su mdximo en el intervalo [0,50].

Precio unidad | Unidades vendidas | Beneficio unitario | Beneficio total
X 50 —x x—10 (50-x) (x—10) | x €[0,50]
Solucion 30 € 20 20 € (50-30)(30-10)=
=20.20 =400 €

El precio que producird un mayor beneficio es el de 30 € el niimero de unidades vendidas serd 20 'y el beneficio obtenido serd de

400 €



Matemaiticas aplicadas a las Ciencias Sociales I~ Junio 2003

EJERCICIO B

PROBLEMA 4. Descomponer de forma razonada el nimero 90 en dos sumandos tales que el resultado de sumar el cuadrado del
primero y el doble de cuadrado del segundo sea minimo.

Solucion:
El niimero 90 se descompone en los dos sumandos siguientes:
primer sumando = x
segundo sumando = 90 — x
La condicién del problemas es que x> + 2 (90 — x)*  sea minimo. Consideramos la funcion y = x* + 2 (90 — x)*,  busquemos su
minimo.
y=x"+2(90 - x)
y=2x+4(90-x)(-1)=2x-360+4x=6x-360
y=0— 6x-360=0 — x=060

y’'=6 comoparax =60 y”“=6>0, en x=060 hayunminimo relativo.

Para que se cumpla la condicion del problema los sumandos deben ser 30 y 60.



Matemiticas aplicadas a las Ciencias Sociales II ~ Junio 2004

PROBLEMA 3. Una multinacional ha estimado que anualmente sus ingresos en euros vienen dados por la funcién
I(x) =28x?+36.000x , mientras que sus gastos (también en euros) pueden calcularse mediante la funcién
G(x)=44x 2+ 12.000 x +700.000 , donde x representa la cantidad de unidades vendidas. Determinar:

EJERCICIO A

a) La funcién que define el beneficio anual en euros.

b) La cantidad de unidades que deben ser vendidas para que el beneficio sea maximo. Justificar que es maximo.

¢) El beneficio maximo.

Solucion:

La informacion que tenemos de la multinacional es:

Unidades vendidas

Ingresos

Gastos

Beneficio

X

I(x) =28 x° + 36.000 x

G(x) =44 x° + 12.000 x + 700.000

1(x)-G(x)

a) Por lo tanto la funcion que define el beneficio anual es,
B(x) = (28x7 +36.000x ) - (44 x> + 12.000 x + 700.000) = -16 x* + 24000 x - 700000

b) Buscamos el mdximo relativo de la funcion B(x),
B(x)=-32x+ 24000
-32x+ 24000 = 0 — - 32 x = - 24000 — x = -24000/(-32) — x = 750
Veamos que este valor de x es el mdximo de la funcion B(x),
como x representa el niimero de unidades vendidas, x >0, x = 750 es mayor que 0,

la expresion de la funcion B(x), polinomio de 2° grado, corresponde a una pardbola, el coeficiente de X es
negativo, la pardbola va “hacia abajo”, por tanto B(x) alcanza su mdximo absoluto en x=750.

Para que el beneficio sea mdximo hay que vender 750 unidades.

También podemos hacer una representacion grdfica de la funcion B(x) para comprobar que x = 750 es el

mdximo absoluto.

T74.000.000

(750, 8.300.000)

250

¢) El beneficio mdximo serd B(750) = -16. 750° + 24000 . 750 — 700000 = 8300000

El beneficio mdximo es 8.300.000 €




Matemaiticas aplicadas a las Ciencias Sociales I~ Junio 2005

EJERCICIO A

PROBLEMA 3. Se estima que los beneficios mensuales de una fabrica de golosinas, en miles de euros, vienen dados por
la funcién f(x)= — 0,1 x 242 ,5 x — 10, cuando se venden x toneladas de producto. Se pide:
a) Calcular la cantidad de toneladas que se ha de vender para obtener el beneficio maximo y calcular éste.
Justificar que es maximo.
b) La cantidad minima que se ha de vender para no tener pérdidas.
¢) (Qué cantidad produce el maximo beneficio por tonelada vendida? Calcular el méximo beneficio y justificar
que es maximo.

Solucion:
a) Calculemos el dominio de la funcion f(x). Esta funcion da los beneficios dependiendo de las toneladas de producto
vendidas, luego el dominio de f(x) serdn los valores de x tales que f(x) > 0.

Resolvamos la inecuacion - 0,1 x2+ 2,5 x - 10 >0, para ello resolvemos la ecuacion,
_254y252 —4(-01)(-10) —25+,/625-4 -25+225
X = = = =
2(=07T) —0?2 —0?2
~0,1 x>+ 2,5x-10=0 A5 RS B
_=25x15 /7Y —02 —02
-02 x2:_25/_15: —4/1 ~90
-072 -02

Como f(x) es un polinomio de 2° grado con coeficiente de X negativo la solucion de f(x) > 0 es el intervalo [ 5, 20 ].
Por tanto Dom fix) =[5, 20 ]

b 25 _yps
2a 201
Como 1275 € [ 5, 20 ] el mdaximo relativo es mdximo absoluto de f(x).

El mdximo relativo de f(x) se alcanza en su vértice x

Parax=12°5f{x)=-071.12°5 +2°5.12°5-10 = 5625
Para obtener un beneficio mdximo hay que vender 12°5 toneladas del producto y el beneficio serd de 5625 €

b) La cantidad minima que se ha de vender para no tener pérdidas es 5 toneladas, segiin obtuvimos en el apartado
anterior al calcular el dominio de f(x).

¢) El beneficio por tonelada vendida viene dado por la funcion

2 P
y=—0’1x +25x-10 xe[S,ZO]
b

Calculemos el mdximo de esta funcion,

, (=02x+25)x — (-01x? +25x—10) _ —02x% +25x+01x* —25x+10 _ —01x* +10

= 2 2 2
X X X

Estudiemos la monotonia de y,
012 +10=0 — 01x’=10 — x*=100 — x==10

=0 - x=0
calculemos el signo de y” en los siguientes intervalos,

intervalo | x y
f— f— 2 f—
(oon10) | — 20 | 20X 20)2 +10 _ —40+10 _ negativo
(-20) 200
_ _g\2 Y
100) | =5 01(=5)° +10 _ -25+10 _ positivo
(-5)* 25
_ 2 Y
0.10) s 01(5)* +10 _ =25+10 _ positivo
(5)? 25
— 2 —
(104e) | 20 0*1(20)2 +10 _ —40+10 _ negativo
(20) 200

Como el dominio de la funcion y es el intervalo [ 5, 20 |, el estudio anterior nos dice que la funcion y es creciente en (
5, 10 )y decreciente en ( 10, 20 ), luego en x = 10 hay un mdximo relativo.



-01.10% +25.10-10 -10+25-10 5
10 10 10

Este mdximo relativo es mdximo absoluto por que y(5)=0 e y(20)=0 (para estos valores de x el numerador de y es 0,
obtenido en el primer apartado) e y(10)=0"5.

Parax =10

La cantidad que produce el mdximo beneficio por tonelada vendida es 10 toneladas, el beneficio serd (10.0°5 =5
miles de €) 5000 €



Matemaiticas aplicadas a las Ciencias Sociales I~ Junio 2005

EJERCICIO B

PROBLEMA 3. Una empresa de telefonia quiere lanzar al mercado una oferta de tarifa plana de internet. Se ha realizado un estudio
que determina que si la tarifa fuera de 36 € podrian conseguirse 4800 contratos. Sin embargo, por cada euro menos en la tarifa, el
nimero de contratos previsto anteriormente se incrementarfa en 150. Se pide:
a) Expresar el ingreso total previsto como una funcién de una variable. Explica el significado de la variable utilizada.
b) (Cudl deberia ser la tarifa para que la empresa obtuviera el ingreso miximo? ;Cudl es éste y con cudntos abonados se
conseguirfa? Justificar que el ingreso obtenido realmente es maximo.

Solucion
De los datos del problema obtenemos la siguiente tabla de valores,

tarifa (€) | n° de contratos | ingreso total

36 4800 36 . 4800

35 4800 + 150 35.4950

34 4800 + 150.2 | 34.5100

36 —x 4800 + 150 x

siendo x el niimero de euros que rebajamos la tarifa inicial, luego x puede tomar valores de 0 a 36.

a) El ingreso total previsto en funcion de los euros que rebajemos la tarifa inicial (36 €) serd:
I(x) = (36 —x) (4800 + 150x) x=0,1,..., 36
Efectuando operaciones, I(x) = 172800 + 5400 x — 4800 x — 150 X’ = — 150 x* + 600 x + 172800

b) Para encontrar el ingreso mdximo representamos la pardbola y = — 150 x* + 600 x + 172800
x=0; y=172800
36 -x=0; x=36
y=0; (36 —x) (4800 + 150 x) = 0
4800 + 150 x = 0; x=-4800/150; x=-32
vértice de la pardbola,
L_36-32_4

5 —2:2 — y=(36-2)(4800+150.2)=34.5100=173400

Como el coeficiente de x° en la pardbola es negativo, el vértice es el mdximo de la pardbola.
La funcion I(x) que nos interesa toma valores parax =0, 1, 2, ..., 36. La pardbola alcanza el mdximo para x = 2 (uno
de los valores que estudiamos), la funcion I(x) alcanza su mdximo para x = 2.

Para que el ingreso sea mdximo debemos rebajar la tarifa inicial (36 €) en dos euros, es decir:
tarifa: 34 €
n°de abonados: 5100
ingreso: 173400 €



Matemiticas aplicadas a las Ciencias Sociales I~ Junio 2006

EJERCICIO A

PROBLEMA 3. Los beneficios anuales B(x), en miles de euros, previstos por una empresa para los préximos afios vienen dados por
la siguiente funcién, donde x representa el niimero de afios a partir del actual:

25x
x> +16
a) (Cudntos afios han de transcurrir para que la empresa obtenga el maximo beneficio y cudl es el valor de dicho beneficio?

Justifica que es maximo.
b) ;Puede esta empresa tener pérdidas algin afio? ;Por qué?

B(x) =

Solucion:

a)
Como x representa el niimero de aiios a partir del actual, x tomard valores mayores o iguales que O.
En la definicion de B(x) tenemos como denominador la expresion X+ 16 que es distinta de cero para cualquier valor
de x.
Por lo tanto el dominio de la funcion B(x) son los reales no negativos. Teniendo en cuenta esta restriccion busquemos el
mdximo de B(x).

Empezamos realizando el cdlculo como si el dominio de B(x) fueran todos los niimeros reales.

25(x2 + 16)— 2x25x  25x>+400-50 x>  —25x% +400

B'(x) = = =
(x2 + 16)2 x2 + 16)2 (x2 + 16)2
_ 2
B'(x)=0 —25x7 4400 g 5522140020
(x2 + 16)2
25x% = 400
x> = ﬂ =16
25
x=+/16 = +4

En B7(x) el signo estd determinado por el numerador (el denominador es un polinomio elevado al cuadrado, luego
siempre positivo). El numerador es un polinomio de 2° grado con coeficiente de x* negativo, luego el signo de B(x)
serd,

Como el dominio de B(x) son los niimeros no negativos, consideramos el signo de B (x) en este dominio,
0 4

Por lo tanto en x = 4 B(x) presenta un mdximo relativo que ademds es el absoluto ya que a la izquierda de x=4 B(x)

es creciente y a la derecha es decreciente.
25.4 1 ,

25 _100_ 3125
4-+16 32

Para x =4 B(x) =

Solucion: para que la empresa obtenga el mdximo beneficio han de transcurrir 4 afios, al cabo de los cuales obtendrd
un beneficio de 3125 €.

b)
La empresa tendrd pérdidas cuando B(x) sea negativo.
Los valores que puede tomar la variable x son no negativos, por lo tanto el numerador de B(x), 25 x, es no negativo. El
denominador de B(x), x* + 16, es positivo para cualquier valor de x. En consecuencia:
V xe Dom(B(x)) B(x)>0

Es decir, la empresa nunca tendrd pérdidas.



Otra forma de resolver este apartado es haciendo una representacion grdfica aproximada de B(x).

Estudiamos los siguientes apartados:
Madximo relativo (4, 37125 ) (obtenido en el apartado anterior).

Cortes con los ejes, 250
x=0 - y=— =0 (0,0)
0°+16
y=0 fsx =0 — 25¢x=0 — x=0 (0,0
x“+16
Asintota, 25
Lim —2X =0 - y=0 AH.en+oo

2
x>0 x7 416
La representacion serd:

5 10 15 20 25 30

Como los valores que toma la funcion B(x) nunca son negativos, la empresa no tiene pérdidas.
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EJERCICIO A
PROBLEMA 3.

a) Calcula los maximos y minimos absolutos de la funcién f(x) = X —6x+9x+ Ien elintervalo [ 1 ,4]. Justifica que
los puntos encontrados son maximos o minimos absolutos.

b) Estudia la continuidad en el intervalo [0,4] de la siguiente funcién:

2x+3 0<x<l1
fx)=

X —6x*+9x+1 1<x<4

Solucion:
a) fix)= X —6x* +9x+1
Calculemos, previamente, los extremos relativos de esta funcion polinomica.
flx)=3x—-12x+9
3X-12x+9=0

442
X, =—=3
T+416-— + + 1
¥-4x+3=0 — x:4_ 16 12:4—\/224_2: 2
2 2 2 4-2
x2=—=1
2

Estudiando el signo de [~ calcularemos los extremos relativos de f. Lo haremos grdficamente

Por lo que f(x) tiene un mdximo relativo en x =1 'y un minimo relativo en x = 3.

Para encontrar los mdximos y minimos absolutos de f(x) en [1 , 4] representaremos, de forma aproximada, f(x) en
este intervalo.

x| f(x)

1 [P=6.174+9.1+1=1-6+9+1=5 mdx. rel.
3(3-6.3°4+9.341=27-54+27+1=1 min.rel.
414°-6.4>+9.4+1=64-96+36+1=5

5 mdx (1,5) (4.5)

Representando los datos de que disponemos:

1 g
min (3,1)

2 3




La funcion f(x) en [1,4] serd:

Por lo tanto la funcion f(x) en el intervalo [1 , 4] tiene:
un minimo absoluto en el punto (3,1 ) y
dos mdximos absolutos en los puntos (1,5) y (4,5)

b) La funcion de la que debemos estudiar su continuidad estd definida “a trozos” por lo que estudiaremos su
continuidad en cada trozo y en los puntos de cambio de definicion.

Para 0<x <1, f{x) =2 x + 3, es un polinomio luego es continua
Para 1 <x<4, fix) = X —6x* + 9x+ 1, es un polinomio luego es continua
Para x = 1, en x = 1 hay un cambio de definicion, procedemos como sigue,
a) fill)=I"-6.1"+9.1+1=1-6+9+1=5
lim f(x)=Ilim(2x+3)=2.1+3=5
x—=1"

x—=1"

=5
lim f(x)= lim (x’ —6x> +9x+1)=5
x—1t x—1t

b) ll’mlf(x) =

¢) Funcion y limite coinciden
En consecuencia f(x) es continua en x = 1.

Luego hemos obtenido que f(x) es continua en el intervalo [ 1, 4 ]
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EJERCICIO B

PROBLEMA 3. El coste de fabricacién en euros de x unidades de un articulo viene dado por la funcién f(xX)=x-2vx+20
a) (Cudl es la funcién que determina el coste de fabricacién unitario?
b) (Para qué produccidn resulta minimo el coste unitario? ;Cudnto vale éste? Justifica que es minimo.

Solucion:
a) La funcion que determina el coste de fabricacion unitario es

a=20x+20 _ ;534
X

u(x)=

b) Buscamos los minimos relativos de la funcion u(x) y después obtendremos el minimo absoluto.
Calculemos u(x)

2
(1— \/_]x—(x—Z\/;+20)1 N NP P YE SPW el S CAURNY P
X

o\ 2 _ W _ Ax Vxa/x

M(X)_ .x2 a .x2 a .x2 - .x2
XN X

T +2\/;_20_—\/;+2\/;—20_\/;—20

- X2 - X2 - x2

Estudiemos el signo de u’(x); como u’ es un cociente calculamos las raices del numerador y denominador,
2
Jx-20=0 = +Jx=20 - (xJ =200 = x=400

=0 - x=0
x = 0 no es del dominio de la funcion u(x).

Iy |
Representamos en la recta los valores obtenidos W |
O 400
X u’(x)
100 | Y100 ~20_10-20__
100 100

V625-20 _25-20 _

625 =
625° 625°

Por lo tanto en x = 400 hay un minimo relativo.

Para comprobar que este minimo relativo es absoluto veamos los valores de la funcion u(x)enx =1 y x =400

X u(x)

1-241420 21-2
1 1

1

19

400—-2+400 +20 420-40 380
400 400 400

400

=095

Luego queda probado que el minimo relativo es absoluto de la funcion u(x).

En resumen: el coste unitario resulta minimo para una produccion de 400 unidades y este coste unitario es de 095 €
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BLOQUE D

PROBLEMA D1. El rendimiento de cierto producto en funcién del tiempo de uso (medido en afios) viene dado por la expresion:

FO) =85+
1+ x

a) (Existen intervalos de tiempo en los que el rendimiento crece? ;Y en los que decrece? ;Cudles son?

b) (En qué punto se alcanza el rendimiento maximo? ;Cudnto vale éste?

¢) Por mucho que pase el tiempo, ;puede llegar a ser el rendimiento inferior al rendimiento que el producto tenia inicialmente?
(Por qué?

x20

Solucion:
En la definicion de la funcién hay un cociente cuyo denominador es 1 + x°, que siempre es distinto de cero. Por lo que el
dominio de f(x), teniendo en cuenta su definicion, serd [ 0, +o0 )
a) Crecimiento, decrecimiento.
Estudiemos el signo de f(x).
o 30+ x?)-2x3x 343x%—6x7 3-34
(1+x2) (1+x2) (1+x2)
Puesto que el denominador de f(x) estd elevado al cuadrado, el signo de f(x) depende del numerador.
3-3x=0; 3=3x; 1=x; x=+#I
Considerando el dominio de definicion de la funcion, debemos estudiar el signo de f(x) en los intervalos:

L
'n 1

Como hemos dicho anteriormente el signo de f(x) depende del numerador que es un polinomio de 2° grado de raices
— 1y 1. Por lo que podemos obtener el signo del numerador mediante la representacion grdfica de la correspondiente
pardbola,

-3

Luego el signo de f(x) en los intervalos a estudiar es,

+ —
|
'o 1

Por lo tanto, f(x) es creciente en el intervalo (0, 1) y decrecienteen (1, +x ).

b) Mdximo.
Segiin lo estudiado anteriormente como f(x) es creciente en el intervalo ( 0,1 ) y decreciente en ( 1,+ ), alcanza su
mdximo para x = 1.
f(l)—85+i—85+§—85+15—10
b 1 + 12 b 2 9 b

El valor mdximo es 10.

¢) Rendimiento.
Calculemos el rendimiento inicial, serd para x = 0,

3.0 0
0)=85+—==85+—-=85+0=85
1) 1+0° 1



El rendimiento a largo plazo lo calculamos mediante el siguiente limite,

3 3x (@
Lim f(x) = Lim| 8,5 +——— | =85+ Lim—— =
X—>+oo X—>+oo 1 + X X—>+oo 1 + X
Calculemos ahora el limite pendiente,

Lim—>% =[+—°°j: Lim> = Lm> =30

2 2

X—>+oo 1 —+ X + oo X+ X—>too x + oo
(a)
luego = 8,5+0=8>5
Respondamos a la pregunta del ejercicio,
para x >0 3x >0 |, luegof(x)>85 cuando x >0

I+x*

por lo que por mucho que pase el tiempo el rendimiento del producto se mantiene por encima del rendimiento inicial y
va acercdndose a este valor inicial.

Esto lo podemos observar en la grdfica de f(x),

14

12
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BLOQUE D

PROBLEMA D2. Dada la funcién f(x) = x’ — 12 x + 7, se pide
a) Hallar sus maximos y minimos relativos.
b) Hallar sus maximos y minimos absolutos en el intervalo [ -3, 3 ].
¢) Hallar sus mdximos y minimos absolutos en el intervalo [ -4 , 4 ].
d) Hallar sus mdximos y minimos absolutos en el intervalo [ -5, 5 ].

Solucion:
Previo: como f(x) es una funcion polinomica, su dominio es todos los niimeros reales.
a) Mdximos y minimos relativos.
Debemos estudiar el signo de f1(x),
flx)=3x-12
3X-12=0; 3X =12, X¥=4; x=4%2
En la recta real marcamos los valores de x, — 2 y 2, y estudiamos el signo de f(x) teniendo en cuenta que f(x) es un
polinomio de 2° grado, grdficamente una pardbola, con coeficiente de X’ positivo, es decir:

w118

10

Por lo que el signo de f(x) serd
2 2

Luego en x = —2 hay un mdximo relativoy en x = 2 un minimo relativo.

Calculemos los valores de f(x) correspondientes,

f=2)=(=2-12(-2)+7=-8+24+7=23

f2)=2-12.2+7=8-24+7=-9

Y finalmente, f(x) tiene un mdximo relativo en el punto (-2, 23 ) y un minimo relativo en el punto ( 2, — 9).

Para contestar a los siguientes apartados debemos considerar que por ser f(x) una funcion polinémica, es una funcion
continua y derivable en R. Entonces, al restringir el estudio de sus extremos absolutos a un intervalo cerrado, sabemos
que estos se alcanzan en los extremos del intervalo o en los extremos relativos obtenidos en el apartado anterior.
Calcularemos los valores de la funcion en los extremos del intervalo correspondiente y lo compararemos con los
extremos relativos. Asi determinaremos los extremos absolutos.

b) Extremos absolutos en [ -3, 3 ].
x= -3 f(—3)=(—3)3—12(—3)+ 7=-27+36+7=16
x=3 fi3)=3-12.3+7=27-36+7=-2
luego en el intervalo [— 3, 3] el mdximo absoluto es (— 2,23 ) y el minimo absolutoes (2,-9 ).

c) Extremos absolutos en [ -4, 4 ].
x= —4; fi-4)=(—4)-12(-4)+7=-64+48+7=-9
x=4; f(4)=43—12.4+7=64—48+7= 23
luego en el intervalo [— 4 , 4] los mdximos absolutos son (— 2,23 )y (4,23 ) y los minimos absolutos son (2,—-9
)y (=4,-9).

d) Extremos absolutosen [—5,5].
x= =5 f(-5)= (5P —12(-5)+7=-1254+60+7=-58
x=5 f5)=5-12.547=125-60+7=72
luego en el intervalo [ 5, 5] el mdximo absoluto es (5,72 ) y el minimo absoluto es (—5, — 58 ).
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OPCION B

PROBLEMA 2. La siguiente funcion representa la valoracion de una empresa en millones de
euros en funcién del tiempo, t, a lo largo de los ultimos 13 afios:

5-0,1¢ 0<r<5
f(t)=<145+0,05(t-5) 5<t<10

4,75+ 0,1 (t —10)° 10<1<13
Estudia analiticamente en el intervalo [0, 13]:

a) Si la funcién f(t) es o no continua, indicando en caso negativo los puntos de
discontinuidad.

b) Instante t en el que la valoracion de la empresa es maxima y dicha valoracion maxima.
c) Instante t en el que la valoracion de la empresa es minima y dicha valoracion minima.

Solucion:
a) La funcion f(t) estd definida mediante tres ramas que son funciones polinomicas y, por tanto, funciones

continuas en sus correspondientes intervalos abiertos de definicion.

Estudiemos la continuidad en los puntos de cambio de definicion,

=5

fi5)=45+005(5-5)=4"5
Lim f(t) = Lim(5—01t) =5-01.5=4'5
. t—5 t—5 ,
Limf@)=4 ) ) ) ) . =475
15 Lim f(t) = Lim(454+005(t—-5))=45+005(5-5)=4,5
t—5* t—5*

Como los valores de la funcion y del limite coinciden, f{t) es continua en t =5

t=10
f10)=475+01(10-10) =475
Lim f(t)= Lim( 45+005(t=5) )=45+005(10-5) =475
t—10" t—10"
Lim f(t) = ) 5 =475
110 Lim f(t)= Lim ( 475+ 071(t —10) )= 475+0110-10)" =475
t—10* t—10*
Como los valores de la funcion y del limite coinciden, f{t) es continua en t = 10

La funcion estd definida en el intervalo cerrado [ 0, 13 ], entendemos que ent = 0 f{t) es continua por la
derechay en t= 13 lo es por la izquierda.
Finalmente, f{(t)es continuaen [0, 13 ].

Para resolver los apartados b) y c) representamos grdficamente la funcion.
Las dos primeras ramas de la funcion son polinomios de primer grado, grdficamente lineas rectas, utilizaremos
una tabla de valores para los valores inicial y final.

La tercera rama es un polinomio de segundo grado, grdficamente una pardbola, utilizaremos tabal de valores y
cdlculo de su vértice.

recta recta pardbola

t | 5-071 t | 45+005(t-5) t | 475+ 01(t —10)*

0|5 5 |45 10 | 4775

5145 10 | 4775 13 | 475+ 01(13-10)* =565

La mayoria de los cdlculos estdn escritos directamente porque estdn realizados en el apartado anterior.
Obtengamos el vértice de la pardbola,



47540 1(t—10 ) =475+01(F-20t+100)=475+01F-2:t+10=01F-2t+ 1475
b _—(-2)_ 2

=10 — (10,475)
2a 2.01 02

Y el vértice de la pardbola serd, t=

La representacion grdfica de f{(t) es,

b) La valoracion mdxima se alcanza a los 13 aiios y es de 5 65 millones de euros.

c¢) La valoracion minima se alcanza a los 5 afios y es de 4°5 millones de euros.
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PROBLEMA 2. Dada la funcion
—x’=2x+3 si 0<x<lI

f(x)={ x—1 si I<x<3

a) Estudia la continuidad de la funcion en el intervalo [0, 3 ].

b) Calcula los maximos y minimos absolutos de f(x).

c¢) Calcula el area de la region determinada por la grafica de la funcion y las rectas x =0, y=0 vy
x = 3.

Solucion:
a) f(x) es una funcion definida a trozos, cada trozo es un polinomio luego cada trozo es continuo; el problema de
continuidad esta en el punto de cambio de definicion, es decir, para x = 1. Estudiemos la continuidad en x = 1:

19  f(1)=1-1=0, luego 3 f(1).
Lim f(x) = Ll’iz@(—xz—2x+3)=—]2—2.]+3=—]—2+3:0

Lim f(x)= Lim(x—-1)=1-1=0
x—17" x—>17"

3 ()= Lim f(x)

Se cumplen las tres condiciones de continuidad, f(x) es continua en x = 1. Por lo tanto f(x) es continuaen [0, 3 ].

2% Lim f(x)= _0

b) Para calcular los maximos y minimos absolutos de f(x) representamos graficamente esta funcion.
Considerando que el primer trozo de f(x) es una parabola y el segundo una linea recta obtendremos una tabla de
valores de la funcion y calcularemos el vértice de a parabola.

x| f(x) Vértice de la pardbola y =-x"—2x+3
0|-0"-20+3=3 b _-=_ 2 __
] 0 2a¢  2(-1) -2

3 3_7=7 el vértice no es del dominio de la funcion f(x)

La representacion grafica serd:

3

1] 1 2 3

Por lo tanto, el maximo absoluto de f(x) es el punto (0, 3 ) y el minimo absoluto es el punto (1, 0).

c) El area a calcular es:

5 Este area podemos calcularla mediante las siguientes
integrales:
1 3
2 A=J.0(—x2—2x+3)dx+_‘;(x—])dx=

3 ! 2 3
l = - o 3x | | x| =
3 0 2 i




, . 11
Finalmente este area mide ? u’
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BLOQUE B

PROBLEMA 2. Una empresa dispone de 15 comerciales que proporcionan unos ingresos por ventas
de 5750 euros mensuales cada uno. Se calcula que por cada nuevo comercial que contrate la empresa
los ingresos de cada uno disminuyen en 250 euros. Calcula:
a) Los ingresos mensuales de la empresa proporcionados por los 15 comerciales.
b) La funcién que determina los ingresos mensuales que se obtendrian si se contrataran X

comerciales mas.

¢) El numero total de comerciales que debe tener la empresa para que los ingresos por este medio

sean maximos.

d) Los ingresos maximos.

Solucion:
A partir de los datos del problema podemos construir la siguiente tabla,
N°?de comerciales | Ingresos por ventas(€)/comercial y mes | Ingresos mensuales de la empresa (€)
15 5750 15. 5750 = 86250
15+ 1 5750 —250. 1 = 5500 16 . 5500 = 88000
15+ 2 5750 —-250. 2 = 5250 17 . 5250 = 89250
15+ x 5750 — 250 x

Contestemos a cada uno de los apartados.

a)

b)

d)

Segtin los cdlculo efectuados anteriormente, los 15 comerciales proporcionan a la empresa uno ingresos
mensuales de 86250 €

Llamando I (x) a la funcion que nos da los ingresos mensuales contratando a x comerciales mds
I(x)=(15+x).(5750-250x )= 86250 — 3750 x + 5750 x — 250 x* = — 250 x* + 2000 x + 86250
Por lo tanto, si se contratardn x comerciales mds los ingresos mensuales que se obtendrian serian
I(x) = — 250 x* + 2000 x + 86250 xe N

Busquemos el mdximo de la funcion I(x)
I(x) =-500 x + 2000
-500x + 2000 = 0

-500x = — 2000
. —2000 _4
—-500

Para determinar qué tipo de extremos hay en x = 4, estudiamos el signo de 1(x) a la izquierda y derecha del 4.
I11(3)=-500. 3+ 2000 = 500 > 0, I(x) es creciente

I15)=-500.5+ 2000 = - 500 < 0, I(x) es decreciente

Luego en x =4 hay un mdximo relativo, que es el absoluto porque la funcion sélo tiene un extremo.
Finalmente, el niimero total de comerciales que debe tener la empresa para que los ingresos sean mdximos es
de19(15+4).

Para 19 comerciales ( x = 4 ) los ingresos serande 1(4)=(15+4).(5750-250.4)=19.4750 = 90250
Los ingresos mdximos serdn de 90250 €.
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OPCION B
Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

Problema 2. Dada la funcion

x+2 si —2<x<0
f(x)=4x"=2x+2 si 0<x<3
Ix—1 si 3<x<$5

a) Estudia la continuidad de la funcién en todos los puntos del intervalo [-2,5 ].
b) Calcula los maximos y minimos absolutos de f(x) en el intervalo [ -2, 5/2 ]

c¢) Calcula LZ f(x)dx.

Solucion:
a) f(x) estd definida en el intervalo [ —2,5 ] mediante tres trozos que son:

: x+2 ; x-2x+2 : gl |
-2 [} 3 5
En cada uno de los trozos la definicion de f(x) es un polinomio, por lo tanto en cada trozo la funcion es
continua. Tenemos que estudiar la continuidad en los cambios de definicion.
x=0
D0)=0°-2.0+2=2

Lim f(x)= Lim(x+2)=0+2=2
x—=0" x—=0"
2) Lim f(x)= =2
Lon s Lim f(x)= Lim(x> = 2x+2)=0>-2.0+2 =2
x—=0" x—0*

3) f(O)=2=Limf(x)

Luego f(x) es continua en x =0

x=3
1)fi3)=3.3-1=8
Lim f(x)= Lim(x* =2x+2)=3"-23+2=5
x—0"

x—=3"

Lim f(x)= Lim(3x—-1)=33-1=8
x—3* x—0"

2) Lz’ngz f(x)= 5#8 — No existe el limite

Luego f(x) no es continua en x = 3

Finalmente, f(x) es continuaen[—2,5]—{ 3} yen x =3 tiene una discontinuidad de salto finito.

b) Para obtener los mdximos y minimos absolutos de f(x) en [ — 2, 5/2 ], representemos f(x) en este
intervalo. Tengamos en cuenta que f(x) es continua en x = Q.
En[-2,0), flx)=x+ 2, grdficamente una linea recta, para representarla basta con calcular dos puntos:
x=-2, y==-2+4+2=0
x=0, y=0+2=2
En [0,5/2], fix)=x=2 x+ 2, grdficamente una pardbola.
— -(-2) 2
Calculemos su vértice, x =2—b =% =3 =] = y=I"-21+2=1-242=1 — Vértice(,])
a .
Comox=1¢€ [0, 5/2 ], obtengamos los puntos de la pardbola en los extremos del intervalo [ 0, 5/2 |
Para x =0, y =2 porque la funcion es continuaenx =0, (0, 2)

2
Para x=£, y= 2 —2.£+2=£—5+2=£—3=£=3’25, E,E =(25,325)
2 2 2 4 4 4 2 4



A partir de los cdlculos anteriores, la representacion grdfica de f(x) en el intervalo [ 0, 5/2 ] serd:

354

i La grdfica nos indica que en el intervalo [ 0, 5/2 ] la

funcion f{(x) tiene:

i un minimo absoluto en el punto (—2,0 )y

5 13
s un mdximo absoluto en | — ,—
2’ 4

2 2
J. f(x)dx :comoenelintervalo[I,Z] fix)=x"-2 x+2 :L (x2—2x+2)dx:

3 3
B A +2x Y| Ty (§—4+4j—(l—1+2j:§—(i+1j:§— 7)-
3 3 3 3 3 3 \3 3 \3

8_
3

WA

4
3

2 4
Por lo tanto L f(x)dx= E
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Problema 2. Calcula:
2% +2x—1
x’ —9x
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién g(x) = 4 +44°-8.
¢) Los miaximos y minimos de la funciéon g(x) del apartado anterior.

a) Todas las asintotas verticales y horizontales de la funcion f(x) =

Solucion:

a) Asintotas verticales.

x=0

X¥=9=0 - =9 — x=1/9=4%3
Por tanto, hay tres posible asintotas verticales: x=-3, x=0 y x =3.

Veamos si lo son. El limite de la funcion para cada valor de x debe dar infinito.

Primero resolvemos: X’ —9x=0 — x (x2 - 9): 0<

x=-3
22X +2x-1  2(-3)Y+2(-3)-1 -54-6-1 -61
Lim 3 = 5 = = =oo, portanto x =—3 esa.v.
x==3  x’—=9x (=3 —9(-3) -27+27 0
x=0
L 2 42x—-1 2.00+2.0-1 -1
Lim 5 = 5 =——=o0, portanto x =0 es a.v.
=0 x7 —9x 0°-9.0 0
x=3
L 2 42x—-1  2.3+42.3-1 54+6-1 59
Lim 5 = 5 = =— =00, portanto x =3 es a.v.
=3 x’ —=9x 3-9.3 27 =27 0

Asintota horizontal
Debemos calcular los siguientes limites,

3 _ oo 3
Lz’mMz(—jz Lim 25 = Lim2=2
X—>—oo X —9_x (%} X—>— X xX—>—o0
2] 5 por tanto, y =2 es laa.h.
Lim =X P27 (2 i 22 = Lim2=2
X—>+oo _x3 —9x o0 X—>+oo _x3 X—>+oo

Luego, f(x) tiene tres asintotas verticales x=-3, x=0y x=3 y una asintota horizontal y =2.

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion g(x) = Y44 -8
En primer lugar, como g(x) es una funcion polinomica Dom g(x) = R
Debemos estudiar el signo de g (x)
g(x)=4x +12x" +8x
4x=0 — x=0

4 + 12X +8x=0; 4x(xX+3x+2)=0 —3+.3*-4.1.2
X +3x+2=0 — x=—>-= > =

LT3l =2,




Hay que estudiar el signo de g(x) en los siguientes intervalos

-2 -1 0
Como g(x) es un polinomio de tercer grado con tres raices reales, calculando el signo de g(x) en uno de
los intervalos los demds salen de forma alterna,
x=1 > g(1)=4.P+12.’P+8.1=4+12+8=24>0

= + = +
Por tanto: f | |

-2 -1 0

Luego g(x) es crecienteen (—2,—1)U(0,+o) y decreciente en (—oo,—2)U(~1,0).

c) Mdximos y minimos de g(x)
Del estudio realizado en el apartado anterior obtenemos:

NSNS

-2 -1
Mintmeo Mdxrimo Minimo
relative relativo relative

x==2 = g(-2)=(-2)"+4.(-=2)’+4.(-2)’-8=16-32+16-8=-8
x=-1 = g=D=D"+4.(-1’+4.(-1Y -8=1-4+4-8=-7
x=0 — g0)=0"+4.0"+4.0°-8=-8

Es decir, g(x) tiene un mdaximo relativoen (-1,-7) y minimos relativosen (-2,-8)y (0,-8).
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OPCION A
Todas las respuestas han de ser debidamente razonadas

Problema 2. El departamento de andlisis financiero de una consultora determina que la
rentabilidad R(x), en miles de euros, de cierta inversion, en funcion de la cantidad invertida en
miles de euros, x, viene dada por la siguiente expresion:
Rx)= -001x+0,1x+1, x>0
a) ;Cuéntos euros conviene invertir para maximizar la rentabilidad? ;Cual serd dicha
rentabilidad maxima?
b) Determina la funcion que proporciona la rentabilidad media (es decir, el cociente entre la
rentabilidad y la cantidad invertida) de dicha inversion y estudia la evolucion de dicha
rentabilidad media en funcion de la cantidad invertida.

Solucion:
a) Busquemos el mdximo de R(x).
x y R(x) son miles de euros.

Por definicion, Dom R(x) = (0 ,+ 00) {intervalo abierto}
R(x)==-002x+0"]
-002x+01=0 - -002x=-0"1 — x:_—OI:
-002
Estudiemos el signo de R’(x). R(x), grdficamente, es una linea recta de pendiente negativa que pasa por

(5,0), luego:
i \
0 5\

+\_

Por tanto, el signo de R(x) es: |
] SI\\\

Y R(x) / \ \\ es creciente a la izquierda de 5 y decreciente a la derecha.
[
0 5\

Luego en x = 5 hay un mdximo relativo, pero como a la izquierda de x = 5 la funcion es creciente y a la
derecha decreciente este mdximo relativo es el absoluto de R(x).

Para x=15, R(5)= —=0,01.5+0,1.5+1=1725 {x=25milesde euros; R(5)= 1725 miles de euros)

Finalmente, para maximizar la rentabilidad conviene invertir 5000€ y la rentabilidad mdxima serd de
1250€

R(x) —001x+01x+1
X

Para estudiar la evolucion de RM(x) en funcion de x, estudiémosla para representarla grdficamente.

Por definicion, Dom RM(x) = (0 ,+ oo)

b) La funcion de rentabilidad media ( RM ) serd: RM (x) = =—00Ix+01+ i , x>0
X



Puntos de corte con ejes coordenados,

—01£,0T —4.(-001).1
y=0 — 001k 40T+ =0 5 0012 +0Ix+1=0 — x= \/ ( -1 _
X 2.(=001)

NG

01+
—O’Iiﬁ X, =— 10 — ¢ ¢ Dom RM (x)

- 10 _ —002 —  Punto de corte (1671803 ,0)
—0°02 J5
—01-Y"
x,=—10 - 1671803
-002

Monotonia,
RM (x)=-001— LZ, por lo tanto ¥ x€ Dom RM (x), RM’(x)<0
X
Luego RM(x) es decreciente en su dominio.

Asintotas,

Lim RM (x) = Lz’m(— 001x+01+ ij =0+01 +é =400 = x =0 esasintota vertical por la derecha.

x—0" x—0" X

Lim RM (x) = Lim (— 001x+071+ i) =—co+ 01+ nE =—0+(0=—w = No hay asintota horizontal

x—>+oo X —>+o0 X + oo

La representacion de RM(x) seria:

RM Por tanto, la rentabilidad media es
s decreciente y a partir de 161803 miles de
euros de inversion es negativa.

3

0 X (miles de euros)
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Problema 2. Un analista pronostica que el beneficio B(x) en miles de euros de cierto fondo de
inversion, donde x representa la cantidad invertida en miles de euros, viene dado por la
siguiente expresion:

—001x° +009 x+01 O0<x<8

B(x)=
= 26— X o0 x>8
x° =1
a) Estudia la continuidad de B(x).
b) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) (Qué capital, en euros, conviene invertir en este fondo para maximizar el beneficio?

(Cudl sera dicho beneficio maximo?
d) Si se invierte un capital muy elevado, ;cudl seria como minimo su beneficio? ;Por qué?

Solucion:

a) Continuidad de B(x).
B(x) es una funcion definida a trozos. Estudiemos la continuidad de la funcion en cada trozo y en el punto de
cambio de definicion.
Para 0<x<8 B(x)=—001x>+009x+ 0] que es un polinomio, por tanto continua.

X

2
X" -

Parax>8, B(x)=126 + 0702, los problemas para continuidad se presentan en las raices del

denominador, -1 , calculémoslas:
X—1=0 - xX’=1 — x=+JI1=4#I
Pero como esta definicion de B(x) es para x > 8, el denominador no se anula, por tanto B(x) es

continua.
Estudiemos la continuidad en x = 8,
1) B8 =-001. & +009. 8+0°1=018, existe B(8)
2) %Lng B(x) =(como a la izquierda y derecha de 8 B(x) tiene dos definiciones diferentes, calculamos

Lim B(x) = Lim (=001 X’ +009 x+01)=—-001 -8 +009-8+0°1 =018
x—8

x—8

limites laterales)= X 3 3
Lim B(x) = Lim | 1’26 —; +002 |=126—; +002=126—+002=018
x—8" x—8* x =1 8 - 63

como los limites laterales coinciden, LimB(x)=0'18, existe el limite.
x—8

3) LimB(x) =018 = B(8)

Se cumplen las tres condiciones, B(x) es continuaen x =38

Luego, B(x) es continua en su dominio de definicion, es decir, en (0, + o).

b) Monotonia. Por se funcion definida a trozos estudiemos la monotonia en cada trozo.
Para 0 <x< 8

y=—=001 x* + 009 x + 0’1, estudiemos el signo de y’
y=-0702 x+ 0709

g p . ., -009 .
002 x+009=0 = 002 x=-009 > x="_ =45

. . Lo . | | |
Hay que estudiar el signo en los siguientes intervalos: g 4L5 .




|
v’ es una linea recta de pendiente negativa y que pasa por x =475: 4 4’,§\ 3

El signo de y~es:

VAN
; N

Para x> 8
, X
=126 +002
Y x=1
2 _ . 2 1 2 2
y'=]’26](x ]) x2x=],26x 1-2x _ 126 - I _

(1) (1) (1)

Estudiemos el signo de y’. 1726 es positivo. Veamos la fraccion, como el denominador estd elevado al
cuadrado (es positivo) el signo de y~ solo depende del numerador, —x* —1=— ()c2 + ]); como x° + 1
siempre es positivo, — ()c2 + 1 ) es negativo, por tanto 'y~ es negativa.

Para x> 8, la funcion es decreciente.

Para x =38
Y(87)=-002-8+009=-007

’ 8 = Q2 _ - N it , 8
YO e =126 5L~ 0020634.. 0 existe  y(8)
(8 -1)

Finalmente, como B(x) es continua,
B(x) es crecienteen (0,4°5) y decrecienteen (4°5,8) U(8, + o).

c) Del estudio realizado en el apartado anterior se deduce que el mdximo relativo se alcanza para x = 4°5.
x=475 B(45)=-001. 45 +009. 45+ 0°1 =073025
Como a la derecha de 475 la funcion es creciente y a la derecha decreciente el mdximo relativo es el

absoluto.
Por tanto, hay que invertir 4°5 miles de euros se obtendria un beneficio de 03025 miles de euros.

Es decir, hay que invertir 4500 euros y obtendriamos un beneficio de 302°50 euros.

d) Cuando se invierte un capital muy elevado el beneficio lo podemos obtener calculando el siguiente limite:

*

Lim B(x)= Lim (1’26 X +0’02j _

X —> 400 X —> 400 x‘ =1
, X o X 1 1
calculemos  Lim — =|—|= Lim—-= Lim—=—=0
x—oteo x° — ] oo x>+ x x> 4o x 0o

=1'26 -0+002=002
Podemos afirmar que el minimo beneficio, cuando se invierte un capital muy elevado, es 0702 miles de
euros (20 euros) porque de lo estudiado en los apartados anteriores sabemos que a partir de x = 8 la

funcion es decreciente.

Luego, si se invierte un capital muy elevado el beneficio serd, como minimo, de 20 euros.
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Problema 4. Se considera la funcion:

X 4+ax?+24x si x<-—1

(0= 2 |
(x—]) +3 si x>—1
siendo a un namero real.
a) Determina el valor de a para que esta funcion sea continua. (2 puntos)

b) Supongamos que a = 9. Determina los maximos y minimo locales que tiene esta funcion

en el intervalo (_79 , %Sj (4 puntos)
¢) Supongamos que a = 0. Calcula el area de la region delimitada por esta funcidn, la recta
de ecuacion x = 2, larecta de ecuacion x = 3 y el eje OX. (2 puntos)
Solucion:

a) ;Valorde a para que f(x) sea continua?
Para x < -1 fix) = X +ax’+24x es independientemente del valor de a, un polinomio luego es
continua.
Parax>-1 f(x)=(x- 1P+ 3 esun polinomio luego es continua.
El problema para continuidad estd en el cambio de definicion, es decir, en x = — 1.
Continuidad en x = — 1,
a) fil)=(-1P +a(-1/+24(-1)=-1+a—-24=a-25
Lim f(x)= Lim (x’ +ax® +24x)= (=1’ +a(=1)> + 24(~I) = a - 25

L _ x—>—1" x—>—1"
b) - Lim f(x)= Lim|(x=1Y +3|=(=1-1 +3=7
x—-1* x—-1
Para que exista el limite a—-25=7 — a=7+25=32

c) Para 32=2 f(-1)= Ll’lzzf(x)

Solucion: para que f(x) sea continua debe ser a = 32.

b) Para a =9, mdximos y minimos locales de f(x) en (__9 , __3j =(-45,-15).
2 2
Como (—4°5,-15)c{xs-1} = filx)=xX+9x" +24x
f(x)=3x"+18x+ 24
estudiemos el signo de f(x)

L _oI8+6
3+ I8xs 20 s yo o I8ENIZ-4:-3-24 -18%6 [T 6
2.3 6 -18—-6
X, = p =—4

Por tanto, debemos estudiar el signo de f(x) en:

| iy —2

f(x) es, grdficamente, un polinomio de 2° grado con coeficiente de x° positivo y raices —4 y — 2, luego,

 + — 3 Enx =—4 hay un mdximo local

| —4 —2 ‘ Y .
-9 =3  enx=-2 hayun minimo local
2 2




Para x=-4 — fl-4)= (=4 +9(-4) +24(-4) =16
Para x=-2 — f(=2)=(-2)"+9(-2) +24(-2)=-20

Solucion: para a =9 los mdximos y minimos locales de f(x) en (_79 , _73j son:

(-4,-16 ) mdximo local y (-2,-20) minimo local.

c) Si a=0 /;dreade laregion delimitada por f(x), x=2, x = 3 y eje OX?
X’ +24x si x<-1
(x—1Y+3 si x>—1

Sia=0 — f(x):{

Entre x=2y x=3 flx)= (x- ])2 + 3y, ademds, como f(x) es algo al cuadrado mds tres: f(x) > O.
Por tanto el drea pedida la obtenemos mediante el siguiente cdlculo:

A=j[(x—1)2+3]dx

t=x-1 3 _7y
Cdlculo auxiliar : I(x—])zdxz cambio de variable o Iz2dx:L: (x—1)

dt =dx 3 3
; , x-1° T (G-1y -1y 8 ~1 16
2 3 5 3 3 3 3 3

16

Por tanto, el drea de la region pedida es ? uda.
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EJERCICIO A

PROBLEMA 3. El coste total en euros de la produccién de x litros de un determinado producto viene dado por
C(x) =%x2 +5x+800

Definir la funcién que determina el coste medio por litro producido y determinar de forma razonada con qué produccién
dicho coste medio serd minimo. ;Cudl es el valor de dicho coste?

Solucion:
El coste total de producir x litros es C(x), por lo tanto el coste medio por litro producido serd:

lx2+5x+800

M) =EW -2 — 45,800
X 2 X
Debemos calcular x de manera que CM(x) sea minimo,
oty = Ly g 800 _1_ 800
2 X2 2 5
%—@:0 - %:@ — x*=1600 — x==%41600 =+40
X X

como x representa los litros producidos no tiene sentido la solucion negativa, luego x = 40

CM’(x) = 1600 600 , CM ”(40) = 1600 600 >0
3 3
X 40°

para x =40 se alcanza un minimo relativo en (40, 45).
(para x=40 CM(40)=20+5+20=45)

Veamos si es el minimo absoluto, para ello debemos representar grdficamente la funcion CM(x)

2
CM (x) = X 454 800 _ x7 +10x+1600
2 X 2x

como x representa los litros producidos, x>0
a) Dom CM = (0,4c0)
b) Asintotas :

AV x=0
2
lim x“+10x+1600 :1600:+00 — x=0es AV
x—0" 2x 0

para x >0 num. y den. son positivos — el lim. es positivo
AH no hay

) (xz +10x +1600
llm _——
2x

x—>+oo

J = oo porque grd(num) > grad(deno)

AO y=%x+5

como grd(numerador)-grd(denominador)=2-1=1, hay asintota oblicua.
Efectuamos la division polinomica,
X+ 10x + 1600 | 2 x
2

X l—x+5
2

+ 10 x
-10x
+ 1600

Veamos la posicion de la curva respecto de la asintota oblicua,




x2 +10x+1600 (1 1600
=|—x+5|+

2x 2 2x

1600

2x

Cuando x —+ o0 >0 = la funcion estd por encima de la asintota.

Con la informacion del minimo relativo y la posicion de la curva respecto de sus asintotas podemos trazar un esbozo de
la funcion:

80+

a0

a0 50 120 160

Luego el minimo relativo es un minimo absoluto. Por ello el coste medio serd minimo con una produccion de 40 litros y
este coste serd de 45 €.
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EJERCICIO B

PROBLEMA 3. La concentracién C de ozono contaminante, en microgramos por metro ctibico, en una ciudad durante

los 20 primeros dias de un determinado mes se puede aproximar por la funcién C(x)=90+15x-0"6x>, donde x representa el
tiempo transcurrido en dias.

a) Estudiar de forma razonada el crecimiento y decrecimiento de la concentracién de ozono en relacién con los
dias transcurridos.

b) (Cual es la concentracién mdxima de ozono alcanzada durante esos 20 dias? Justificar la respuesta.

Solucion:
La concentracion C de ozono contaminante viene dada por la funcion,

C(x)=90+15x-06x x€[0,20]

Para responder las preguntas del problema estudiamos la monotonia de la funcion y = 90 + 15x - 06 x°

y'=15-172x

15-12x=0—>15=12x — x:£:]2’5
12
Calculemos el signo de y’,

-

X Y
10 | 15-0712.10=15-12=138>0
200 15-0712.200=15-24=-9<0

Por lo tanto y es creciente para x<I2°5 y decreciente para x>12°5
a) La concentracion de ozono crece durante los doce primeros dias y decrece a partir del dia 13.

b) La mdxima concentracion de ozono se alcanzard en el dia 12 o 13, calculémoslo.
C(12)=90+15.12-0%6. 122=90+180-06.144=270—-864 = 1836
C(13)=90+15.13-0%6. 13°=90+195-06.169=285—-1014= 1836

Por lo tanto, la mdxima concentracion de ozono serd de 1836 microgramos por metro ctibico.
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EJERCICIO A

PROBLEMA 3. Un restaurante abre a las 8 de la noche y cierra cuando todos los clientes se han ido. La funcién
C(t) = 60 t — 10 t* representa el nimero de clientes que hay en el restaurante en funcién del nimero de horas t que lleva
abierto el establecimiento. Se pide:
a) Determinar el nimero maximo de clientes que van a una determinada noche al restaurante. Justificar que es
un maximo.
b) Si deseamos ir al restaurante cuando haya al menos 50 personas y no més de 80, ;entre qué horas tendriamos
que ir?

Solucion:
(Nota: Como t representa el niimero de horas que lleva abierto el establecimiento y este abre a las 8 de la noche, para
pasar de valores de t a hora de la noche calculamos t+8)

Representamos la funcion y =60t—-10 t2
C(t) es un polinomio de segundo grado, su representacion grdfica serd una pardbola.

- Puntos de corte con el eje OX (0,0)y (6,0)
60t—10t°=0 — 10t(6-t)=0 — t=0 0 t=6

- Vértice (3,90)
-60 60 _

T 2(-10) =20

3, y=60.3-10.3% =180-90 =90

La representacion grdfica serd,
¥

100
80
60

40

-40

La funcién C(t) = 60 t — 10 1 que representa el niimero de clientes en el restaurante estard definida en el intervalo
[ 0, 6 ] puesto que fuera de ese intervalo C(t) toma valores negativos. Es decir, el restaurante abre a las 8 de la noche y
cerrard a las, 8+6=14, 2 de la madrugada.

La representacion de la funcion C(t) serd,

¥

100




a) El niimero mdximo de clientes que van una determinada noche al restaurante se alcanza en el vértice de la
pardbola. El vértice de la pardbola es el punto ( 3, 90 ). Por tanto, el niimero mdximo de clientes serd de 90.

b) Sideseamos ir al restaurante cuando haya al menos 50 personas y no mds de 80, queremos que
50 < C(t) <80, es decir, 50 <60t— 10 £ <80 debemos resolver el siguiente sistema de inecuaciones:

60t — 10t <80
60t —10t% > 50

Resolucion de la 1° inecuacion,
— 107 +60t—80<0 simplificando por 10

—F+61-8<0
Resolvemos la ecuacion —1 +61t—8=0
6467 —4(-1)(-8) —6+436-32 644 —6+2
2(-1) ) ) -2
p=0r2_Z%_, =—0"2_28_4
-2 -2 -2 -2
Representamos la pardbola y = -1 +61—8

La solucion de la inecuacion son los valores de t en donde la pardbola es menor o igual que cero, es
decir, t € (-00,2] U [4, 4+00)

Resolucion de la 2° inecuacion,
—10F +60t-50>0 simplificando por 10

—F+61t-5>0
Resolvemos la ecuacion -1 +6t—-5=10
626’ —4(D(5) _ -6+436-20 _-6%416 _—6+4
2(=1) ) 2 -2
L S =074 =10
-2 -2 -2 -2
Representamos la pardbola 'y = - +61-5

4

3

2

La solucion de la inecuacion son los valores de t en donde la pardbola es mayor o igual que cero, es
decir, t €[ 1,5]

La solucion del sistema de inecuaciones son los valores de t en que se cumplen las dos inecuaciones, en
estecaso:t€[1,21U[4,5]

Por tanto, deberiamos ir al restaurante entre las 9y 10 de la noche, o bien, entre las 12y la I de la madrugada.
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EJERCICIO B

PROBLEMA 3. Se quiere imprimir un cartel anunciador rectangular que debe contener 18 cm’ de texto impreso
(también rectangular). Los mérgenes superior e inferior deben ser de 2 cm cada uno, mientras que los laterales deben ser
de 1 cm. Calcular las dimensiones del cartel para que el gasto de papel sea minimo y justificar que dicho gasto es
realmente minimo.

Solucion:
Utilizamos las siguientes variables,
x = alto del cartel
y = ancho del cartel
El problema que queremos resolver podemos representarlo de la siguiente forma,

¥

18 cm ™

El gasto del cartel estard en funcion de la dimension del cartel, es decir, G = xy que serd la funcion a minimizar.
La relacién entre las variables x e y viene dada por los 18 cm’ de texto impreso que debe tener el cartel, por lo tanto
(x—4)(y—2)=18, despejamos de esta expresion la variable y,

oo 18 o oy= 18
Y x—4 Y x—4

+2

Por lo que sz( 18 +2)=18x+2x

x—4 x—4
Caleulamos G/ ="8C=D 718 ) _18r=72-18x ) =72,
(x=4) (x—4) (x—4)

72.2(x—-4) 144
(x-4° (x-4°
——+2=0 - __722
(x=4) (x=4)
x—4=6 — x=10

x—4=—6 — x=-2 Noesvdlida,la longitud de un lado no puede ser negativa.

Calculamos G’ =

G=0 —>

=2 - -2=2x-4? 5 @x-4?=36 > x-4=16

Dos posibles soluciones : <

144 144

G’10)=—— =
10 (10-4)> 36

>0 — Enx=10Ila funcion G alcanza un minimo relativo.

18 +2=E+2=3+2=5
10-4 6

Parax=10 — y=

Solucion: el cartel serd un rectdngulo de base 5 cmy alto 10 cm.



Matemiticas aplicadas a las Ciencias Sociales II ~ Septiembre 2005

EJERCICIO A

PROBLEMA 3. En unos almacenes se tienen 2000 Kg. de alimentos perecederos que se pueden vender a 3 € el Kg., pero
si se venden mds tarde, el precio aumenta en 0,1 € el Kg. cada dia. Calcular cudndo interesa vender estos alimentos para
tener los méaximos ingresos si cada dia que pasa se estropean 50 Kg. de ellos. ;Cudles son estos ingresos maximos?
(Cuantos los kilos que se venden y a qué precio? Justificar que es maximo.

Solucion:
Inicialmente tenemos:
2000 Kg. de alimentos a 3 €/Kg.
cada dia que pasa aumenta el precio 0’1 €/Kg. pero se pierden 50 Kg.
Al cabo de x dias,
Kg. de alimentos = 2000 — 50 x
preciodel Kg. = 3+0’1x
ingresos = (2000—-50x ). (3 + 0’1 x)
(Nota: ;Al cabo de cudntos dias nos quedaremos sin alimentos?, 2000 — 50 x = 0; 2000 = 50 x; x =40; Al cabo de
40 dias)

Llamando 1( x ) alo ingresos al cabo de x dias,
I(x)=(2000-50x).(3+01x)=6000-150x+200x-5x"=-5x"+ 50x + 6000
Obtengamos el mdximo de esta funcion,
I'(x)=-10x+ 50
—10x+50=0; 50=10x; x=5

I (x)=-10; para x=5 I'’( 5)=-10<0 luego para x =5 hay un mdximo relativo.
Este mdximo relativo es el mdximo absoluto de la funcion I ( x ) ya que esta funcion es una pardbola de coeficiente de
2 .
X~ negativo.

Por lo tanto, se venderdn 2000 - 50 .5 = 2000 — 250 = 1750 Kg.
a 3+01.5=3+05=350€¢Kg.
obteniendo unos ingresos de 1750.3°50 = 6125 €
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EJERCICIO B

PROBLEMA 3. El dinero en efectivo, en euros, de una oficina durante las seis horas que permanece la caja abierta al ptiblico viene
dada por la expresién C(t) = 2000 — 234 t + 27 t*, siendo t el tiempo en horas transcurrido desde la apertura. Determina:

a)
b)

(En qué momento hay mds dinero en efectivo y cudnto?
(En qué momento hay menos dinero en efectivo y cudnto?

Justifica que son mdximo y minimo respectivamente.

Solucion:

Como la variable t representa el tiempo transcurrido desde la apertura y la oficina estd abierta 6 horas, T € [0 ’ 6]

C(t) es una funcion polinomica luego es continua y derivable en R y en particular en el intervalo cerrado [0, 6] en
que estd definida. Por ser continua y derivable en un intervalo cerrado sabemos que sus extremos los alcanza en los
extremos del intervalo cerrado o en los puntos intermedios que sean extremos relativos de la funcion.

Obtengamos sus extremos relativos,

C(t) = 2000 — 234t + 27 ¢
C(t)= —234+ 541

234+ 54t=0 t:ﬁ=£=4’333...
543

2
t=§ - C(§j22000—234§+27(§j =2000-1014+507 =1493

C(1) es un polinomio de 2° grado con coeficiente de 1 positivo, por lo tanto el extremo es un minimo relativo, que
ademds se alcanza dentro del intervalo [0, 6].

Minimo relativo en (% , 1493)

Calculemos los valores de la funcion en los extremos del intervalo [0, 6]

1=0, C(0)=2000 (0,2000)

1=6, C(6)=2000—234.6+27.6 = 1568 (6,1568)

La representacion grdfica de la funcion seria:

QHHML_‘\‘SK_‘g“‘ﬁ“H“-ﬁk-g‘ﬁk‘-g___gV“_‘—“‘_gﬁ____g________g_____ﬁ___ﬁ__—_g‘d
1500

1000

500

a)

b)

Hay mds dinero en efectivo en el momento de abrir. Hay 2000 €

13
Hay menos dinero en efectivo al cabo de 4 h. y 20 min., (? hj de abrir. Hay 1493 €

’
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EJERCICIO B

PROBLEMA 3. Dada la funcién y =x> -9 x* + 24 x + 3 :
a) Calcula los maximos y minimos locales. Justifica que los puntos encontrados son maximos y minimos locales.

b) Halla el drea de la region del plano determinada por la grafica de y = f(x) y las rectas y=0, x=0, y x=5.

Solucion:

a)
y=x-9xX+24x+3
y'=3x"—18x+24
3X°-18x+24=0; ¥-6x+8=0

6+2

L_6EV36-32 62 [ 2 4
2 2 6-2 _,
2

Como la primera derivada es un polinomio de 2° grado estudiamos el signo de y” a través de la representacion grdfica
. . . . 2 . .
de la pardbola correspondiente, como el coeficiente de x” es positivo serd

En x = 2, la funcion pasa de creciente a decreciente por lo que presenta un mdximo local.
En x = 4 la funcion pasa de decreciente a creciente por lo que presenta un minimo local.

22-9.224+24.2+3=8-36+48+3=59-36=23. Mdximo local (2,23)
-9,

x=2
x=4 4 #+24.4+3=64-144+96 + 3 =163 — 144 = 19. Mdximo local (4,19 )

>y
y

bl

b) Como y es una funcion polindomica de tercer grado con los datos del apartado anterior y algiin punto mds podemos
representarla,
x=0,y=3, otropunto (0, 3)

La region del plano de la que debemos
calcular su drea serd

-10

Este drea podemos calcularla mediante la siguiente integral

5 4 5
A=j(x3—9x2+24x+3)dx={%—3x3+12x2+3x} :6%{5—3.125+12.25+15:96’25 wa.
0

0
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EJERCICIO A

PROBLEMA 3. Obtén los pardmetros , s y ¢ para que la funcién: fix) = x’ + rx’ + s x + ¢ tenga un maximo en x = — 2, un minimo
enx=0ypaseporelpunto(1,—1)

Solucion:

fx)=xX +rxX +sx+t

Pasepor(1,-1); —I1=P+r. P+s.1+t
—I=14+r+s+t
-2=r+s+t

Mdximo en x = — 2, porlotanto f(-2)=0
Minimo en x = 0, por lo tanto f(0)=20
f(x)=3x+2rx+s
f(=2)=3(=2) +42r(=-2)+s=12-4r+s
f(0)=3.00+2r0+s=s
Por lo que: 12-4r+s=0; —4dr+s=-12
y s=0
El sistema a resolver serd:
r+s+t=-2
—4r+s=-12
s=0

sustituyendo el valor de s en las dos primeras ecuaciones quedard,

r+t=-2
—4r=-12

de la segunda ecuacion obtenemos el valor de r

=12 o =123

sustituyendo este valor de r en la primera ecuacion: 3 +t=-2; t=-2-3= -5

Solucion: los valores buscados son r=3, s=0y t= -5



Matemaiticas aplicadas a las Ciencias Sociales I ~ Septiembre 2008

EJERCICIO B

PROBLEMA 3. La cuenta de resultados (pérdidas o ganancias) en millones de euros, y , de una empresa vienen dadas por la
siguiente funcién de los afios de existencia de la misma:

_ 5x°+20x-25

X +7
a) (A partir de qué afio deja la empresa de tener pérdidas?

b) (En qué momento alcanza la empresa sus ganancias maximas? ;A cudnto ascienden éstas?
¢) Describe la evolucién de la cuenta de resultados de la empresa. ;Cudles serdn sus beneficios a muy largo plazo?
Solucion:

Por definicion de x, afios de existencia de la empresa, x >0

y como VxeR x*+7#0 — Dom y=[0,+co)

a) La empresa dejard de tener pérdidas cuando y > 0, luego debemos resolver la siguiente inecuacion,
5x% +20x—25
—>0

X +7

. 2 . . . . .

como para cualquier valor de x, x + 7 es positivo, sélo necesitamos estudiar el signo del numerador
2 . .

5x°+20x—25>0 Resolvamos esta inecuacion,

5x° + 20 x - 25 = 0, simplificando entre 5

¥ +4x-5=0
.= -4+6_2 _1
L TAEE-41.(5) 4216420 -44436 _—4x6 [T 2 2
2.1 2 2 2 -4-6 -10
X, = =——=-5
2 2
Representando grdficamente lo calculado, ‘
considerando el dominio de la funcion
- e — o0 1

Por lo tanto y >0 para x> 1. Es decir que la empresa dejard de tener perdidas a partir del primer afio de
existencia

b) Ganancias mdximas y a cudnto ascienden.
Busquemos los extremos de la funcion y

. (10x+20)(x* +7)- (5% +20x - 25)2x
y= 2
(x2 + 7)
_ =20x% +120x+ 140

- (xz + 7)2

_ 10x° +20x° +70x+ 140 — 10x° —40x* + 50x _

(xz + 7)2

_ 2
y=0 — =20 (42120))2( 10 ) 20x2+120x+140=0 simplificando entre 20
x +7




—6167—4(~1)7 _—6+/36+28 —6+J64 —6+8

- X’ +6x+7=0 — x=

2(~1) -2 -2 -2
~6+8_ 2
| -2 -2
—6-8 _-14_,
-2 -2

Estudiemos el signo de y’. Como el denominador de y” es (x* + 7)°, siempre es positivo; el signo de y~ depende del
numerador que grdficamente es una pardbola, por ser un polinomio de 2° grado, y como el coeficiente de x* es
negativo serd

e
V4 !

fom

Restringiéndonos al dominio de la funcion y

L] ]
crrry

Luego en x = 7 hay un mdximo relativo. Como la funcion y en el intervalo ( 0, 7 ) es creciente y en el intervalo
(7, +0 ) es decreciente, este mdximo relativo es el absoluto de la funcion.

Por lo tanto la empresa alcanza sus ganancias mdximas a los 7 afios de su creacion y estas ganancias son de

2 _ _
y= 5.7 220 .7-25 _360 _ 6428571 millones de euros
7 +7 6

es decir, unas ganancias de 6428 571 €

c) Para obtener los beneficios a muy largo plazo calculamos el siguiente limite,

2 _ o 2
tim 2%+ 20% 25:(+ jzlimSi:lz’mS:S
Kb x+7 + o0

2
Esto quiere decir que a muy argo plazo los beneficios se estabilizan e 5 millones de euros.

X—>+to ¥ X—>+oo

Podemos describir la evolucion de la cuenta de resultados de la empresa de la siguiente forma:

- Durante el primer aiio tiene pérdidas.

- A partir del segundo ario y hasta el séptimo los beneficios crecen hasta alcanzar un mdximo de 64 millones de
euros y a partir del séptimo aiio los beneficios desciende pero se mantienen por encima de los 5 millones de

euros.
6 /_\

Grdficamente:
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BLOQUE B

PROBLEMA B2. La especialidad de una pasteleria es la fabricacién de cajas de bombones
Xupladitis. Los costes de fabricacion, C(x) en euros, estdn relacionados con el niimero de cajas
producidas, x, mediante la funcién: C(x) = 0,1 ¥+ 20 x + 2500
Si el precio de venta de una caja de bombones es de 80 euros y se venden todas las cajas
producidas, se pide:
a) La funcién de ingresos que obtiene la pasteleria con la venta de las cajas.
b) La funci6on de beneficios, entendida como diferencia entre ingresos y costes de
fabricacion.
¢) El numero de cajas de bombones que se deben producir para maximizar el beneficio y el
beneficio maximo.

Solucion:

Llamamos x = n’de cajas producidas

Coste de fabricacion, en euros, de x cajas: C(x) = 0’1 x* + 20 x + 2500,
precio de venta de la caja 80 €, se venden todas las cajas producidas.

a) La funcion de ingresos,
I(x) =80 x

b) La funcion de beneficios,
B(x) = Ingresos — Costes, por lo tanto
B(x)=80x—(01x+20x+2500)=-0"1x>+60x-2500

c) Niimero de cajas de bombones a producir para maximizar el beneficio y éste.
Busquemos el mdximo local de B(x).
B(x)=-02x+ 60
-02x+60=0; 60=02x; x=60/02 =300
Como B(x) es una pardbola con coeficiente de X negativo, x = 300 es un mdximo local. Y ademads es el

absoluto.
x =300, B(300)=-0"1. 300° + 60 . 300 — 2500 = 6500

Por tanto, para maximizar el beneficio hay que producir 600 cajas de bombones y el beneficio mdximo
serd de 6500 €.
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OPCION A

PROBLEMA 2. Una pasteleria ha comprobado que el nimero de pasteles de un determinado
tipo que vende semanalmente depende de su precio p en euros, segun la funcion:
n(p) = 2000 — 1000 p
donde n(p) es el nimero de pasteles vendidos cada semana. Calcula:
a) La funcion I(p) que expresa los ingresos semanales de la pasteleria en funcidn del precio
p de cada pastel.
b) El precio al que hay que vender cada pastel para obtener los ingresos semanales
maximos. /A cuanto ascenderan dichos ingresos maximos? Justifica la respuesta.

Solucion:

a) Como semanalmente vende n(p) pasteles a p euros, los ingresos semanales I(p) se calculan como
sigue:
I(p)=n(p).p=(2000-1000p )p = 2000 p — ]000p2
Como p es el precio del pastel, no puede ser negativo, el niimero de pasteles vendidos tampoco puede ser
negativo. Por lo tanto los valores que puede tomar p estdn determinados por el sistema de inecuaciones:

p=0 p=0 p=0
- - — 0<p<2
2000-1000p =0 2000 =1000p 22p

Por lo que, I(p)=2000p—]000p2 y Doml(p) =[0,2]

b) Busquemos le mdximo de I(p) (recordemos que Dom I(p) =[0,2])
Estudiemos la monotonia de I(p),
I(p) = 2000 — 2000 p
I(p)=0 — 2000-2000p =0 — 2000=2000p — p=1¢eDoml(p)
Debemos estudiar el signo de 1(p) en los intervalos (0,1 ) y (1,2)

| |
l | |
0 1 2

p | I'(p) = 2000-2000p /l \
-+ —_—

05 | 2000-2000.05=1000>0 L
I
I'5 | 2000-2000.15=-1000<0 Q 1 2

Por lo tanto en p = 1 la funcion I(p) tiene un mdximo relativo; como la funcion a la izquierda de 1 es
creciente y a la derecha decreciente, este mdximo relativo es absoluto.

Para p=1 — I(1)=2000.1- 1000 I’ = 1000

Finalmente, hay que vender los pasteles a 1 euro para que el beneficio sea mdximo y este beneficio serd
de 1000 euros.
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OPCION B

PROBLEMA 2. Un ganadero ordefia una vaca desde el dia siguiente al dia que ésta pare hasta 300

dias después del parto. La produccion diaria en litros de leche que obtiene de dicha vaca viene dada
por la funcion:

120x —x°
_L0x=X 4
S =000

donde x representa el nimero de dias transcurridos desde el parto. Se pide:
a) El dia de méxima produccion y la produccion maxima.
b) El dia de minima produccién y la produccidon minima.

Solucion:
Busquemos los extremos de la funcion.
Vamos a estudiar el signo de f"(x),

, . 120-2x
X)=——
S =550
F(x)=0 — %:0 — 120-2x=0 — 120=2x — x=60

Debemos estudiar el signo de f’(x) en los siguientes intervalos,

I
1 60 300

120-2.50 20

= =+
5000 5000

=70 - foe<120=270_=20

x=50 — f/(50)=

5000 5000

Luego:

1 | \ ]

I 1 1

1 60 300
Por lo que en x = 60 hay un maximo relativo, y como la funcion a la izquierda de 60 es creciente y a la derecha

. . . 120.60-60° 3600 ,
decreciente este maximo relativo es el absoluto. x =60 — f(60)=————+40=—-—-+40=4072
5000 5000

Como f(x) es creciente de 1 a 60 y decreciente de 60 a 300, el minimo absoluto corresponderd a uno de los extremos
del intervalo de definicion. Calculemos en que extremo se alcanza el minimo:

_ 2
v=1 o fy=220120 g 00— g0238
5000 5000
—_— 2 J—
2300 — (G300 120-300=300" 5400

+40=292
000 0

Luego el minimo se alcanza para x = 300 (ultimo dia)

Por lo tanto: el dia de maxima produccion es a los 60 dias después del parto y produce 40°72 1. de leche
v el dia de minima produccion es a los 300 dias después del parto y produce 292 I. de leche.
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OPCION A

Problema 2. Se estima que el beneficio anual B(t), en %, que produce cierta inversion viene
determinado por el tiempo ¢ en meses que se mantiene dicha inversion a través de la siguiente
expresion:
By =—0L 11, t>0.
t°+324
a) Describe la evolucion del beneficio en funcion del tiempo durante los primeros 30 meses.
b) Calcula, razonadamente, cudnto tiempo debe mantenerse dicha inversion para que el
beneficio sea maximo. ;Cudl es el beneficio maximo?

c) (Cuadl seria el beneficio de dicha inversion si ésta se mantuviera en el tiempo de forma

indefinida?
Solucion:
. » 36t
Estudiemos la funcion B(t)=————+1, t20.
t°+324
B(0) —ﬂ+1—i+1—0+1—] la funcion B(t) pasa por el punto (0, 1)
0’1324 324 ’ pasaporetp ’

Estudiemos su monotonia
36 (P +324)-36.1.2t 361 +11664-721  —361 +11664

B/(t): = =
(¢ + 324 (> + 324 (¢ + 324
2
B(y=0 — 00064 64 11664=0
(¢ + 324
36 1 = 11664
o _ 11664 _
36

t=+y324 =+18

Como la funcion B(t) estd definida para t>0, t = 18.
Estudiemos el signo de B(t) a la izquierda y derecha de 18,

0 18
~36 .1’ +11664 _—36+11664 _ 11628 _
(]2 +324)Z 325° 3257
—36.20° + 11664 . =2376

B'(20) = - _
0 (20> + 3247 (20 + 324

Es decir: | i / - \

0 18
Por lo tanto, B(t) es creciente en (0, 18 ) y decreciente en (18, +0 ) y parat = 18 alcanza su
mdximo.

B'(I)=

36 .18
B(18)=———+1=2, el mdximo estd en el punto (18, 2)
18" +324

Para responder al apartado a) calculemos el valor de B(t) para t = 30, B(30) = 30326% +1=18824
+



La representacion grdfica, aproximada, de B(t) serd:

2

1.5

10 20 30

Respondamos a los apartados.
a) Durante los 30 primeros meses la evolucion del beneficio es: empieza proporcionando un beneficio del 1% y
va creciendo hasta los 18 meses en que alcanza su valor mdximo, un 2%. A partir de los 18 meses, a medida

que aumenta el tiempo que se mantiene la inversion el beneficio desciende y manteniéndola 30 meses
alcanza el valor de 18824 %.

b) Segiin hemos calculado anteriormente el beneficio mdximo se alcanza manteniendo la inversion durante 18
meses. Este beneficio mdximo es del 2%.

c) Para obtener el beneficio de esta inversion si se mantuviera de forma indefinida debemos calcular el
siguiente limite,

2 2
lim (fiuj: lim w:(—j: lim == 1im 1=1
t—>+oo\ t° 4 324 t— 400 t°+ 324 oo t—+o f t— 400

Si la inversion se mantuviera en el tiempo de forma indefinida, el beneficio seria del 1%.
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