PROBLEMAS DE GRAVITACION RESUELTOS

Un satélite gira alrededor de la Tierra en una orbita circular de 1500 km de altura.
Halla el radio de la nueva dérbita en la que se colocaria el satélite si se le comunicara
una energia por unidad de masa de 10° J/kg.

Datos: R, =6.400km; g, =9,81N/ kg

Solucién

Para una drbita circular de radio r, la energia mecdanica se puede hallar con la expre-
sién,

E (r)=—cMrm

donde r=R;+h es el radio de la 6rbita del satélite y m su masa. La energia que te-

nemos que comunicarle (AE,,) para que se coloque en una 6rbita de radio I’ es,

AE, =E, (r)~E, () =—G 2™ | _gMrm
2r 2r

donde E,(r) y E,(r') son, respectivamente, la energia mecanica en las érbitas inicial y
final. Reorganizando el segundo término de la ecuacion,

st -Somym(1-2) 5 2 Lgy (1 1)

ror m 2 r r

Multiplicando y dividiendo el segundo miembro de la ecuacidn por el radio de la Tie-
rra al cuadrado (R?) y recordando que g, =GM,m/RZ, llegamos a,

AE, 1 11 1 1 2AE,/m
o Lo(1-1)o 12 2
2 ror 9o Ry

r

donde AE,,/m es la energia que hay que comunicar al satélite por unidad de masa,

gue es un dato del problema,

AE
—m =10°J/kg
m
Despejando 1/r" en la tltima ecuacién, llegamos a,
6
l/zl_mfmém: 1 _ 2x10 62:1'22.1077i
r'r goR7 (1,5+6,4)-10° 9,81-(6,4-10°) m

por lo tanto,
r’=8,20><106m=8.200 km = h'=r'—RT =8.200-6.400=1.800 km

donde h'=1.800 km es la altura, respecto a la superficie terrestre, de la nueva 6rbita



Un trasbordador espacial lleva un satélite a una altura de 1.000 km y le comunica
una velocidad perpendicular a la linea que une el satélite con el centro de la Tierra.
Se pide:

a) Elvalor de la velocidad para que la drbita sea circular.

b) Velocidad minima para que escape del campo gravitatorio terrestre.

Datos: Ry = 6.400 km; go=9,8 m/s

Solucién

En una érbita circular la fuerza centripeta que mantiene al satélite en la drbita es la
fuerza gravitatoriay F, = mvz/r. Entonces

M
fo=G sz M 2 M
F,=F, "l T;"i:m"—:vzze—T
v r X r

F.=m—

P

donde My es la masa de la Tierra, m la masa del satélite, r la distancia del satélite al
centro de la Tierra y v su velocidad.
Si tenemos en cuenta que r = Ry + h donde Ry es el radio terrestre y h la altura del
transbordador, y también que gozGMT/R% = GM, =g,RZ; sustituyendo en la
ecuacion anterior,

2

R
v?=gy-L = v=R;\Jgy/r =6,4-10°|/9,80/7,4-10° =7.365 m/s
r

Para que escape del campo gravitatorio su energia mecdnica ha de ser, como mini-

mo, cero, ya que un cuerpo en reposo fuera del campo no tiene ni energia potencial

ni cinética. Por lo tanto,

M:m
r

1
En=E,+E,=—G +=mv2=0

2

despejando v,

se obtiene que,
2GM
V=0T
r

pero como GM; =g,R> queda finalmente que,

2a.R
V2= 9doRr

2 = v, =R;\[2,/r =6,4-10°\/2-9,80/7,4-10° =1,04x10* m/s
p



Se pretende situar un satélite artificial de 50 kg en una orbita circular a 500 km de altura so-
bre la superficie terrestre. Halla la energia que es preciso comunicarle.
Dato: Ry = 6.400 km

Solucién

El teorema de la energia mecanica afirma que cuando sobre una particula solo actuan fuerzas
conservativas, su energia mecanica (E,,) permanece constante; es decir,

E,=cte =E, (A)=E,(B) = AE,, =E,,(B)=E,(A)=0 donde E, =E +E,

Si sobre la particula se aplica una fuerza adicional F (sin importar si es conservativa o no) que
realiza un trabajo Wf cuando se mueve entre los puntos Ay B, la energia mecdanica ya no per-
manece constante. En este caso se cumple que,

W, =E, (B)-E,,(A) =AE,,
Ahora bien, el trabajo no es mds que una forma de transferir energia; entonces:

*Si W> 0, el agente que ejerce la fuerza comunica energia a la particula, por lo que la energia
mecanica de ésta aumenta.

*Si W< 0, el agente que ejerce la fuerza recibe energia de la particula, por lo que la energia
mecdnica de ésta disminuye.

En el problema que nos ocupa tenemos que comunicar energia al satélite para ponerlo en 6r-

bita; es decir, de alguna forma, tenemos que realizar sobre él un trabajo positivo; por lo tanto,
se tiene que cumplir que,

W) =AE, =E, (h)—E,,(ST)
Donde E,,(h) y E.,(ST) representan, respectivamente, las energias mecanicas en la érbita (a una

altura h) y en la superficie de la Tierra. Puesto que el trabajo realizado no es mas que la ener-
gia comunicada al satélite (E.,m), la ecuacidn anterior se convierte en,

E, ., =AE, =E, (h)—E,,(ST)

es decir, se puede aplicar a este problema que la energia comunicada al satélite es igual a la
variacion de su energia mecdnica.

La energia mecanica del satélite en la ST es su energia potencial gravitatoria®,
E(ST)=E,(ST)=—GM;m/R;

Como el satélite lleva una drbita circular, su energia mecanica en la misma es,
Ep(h)=E +E,=-GM;m/2(R; +h)

Por lo tanto, la energia comunicada al satélite es,

M M. 1 1
Ecom:Em(h)_Em(ST)z_Gi— -G rm =G/VITm - -
2(Ry +h) Ry Ry 2(R; +h)

Recordando que g, =GMT/R% = GM; =g,R; vy sustituyendo en la ec, anterior,

Ecoszm(h)_Em(ST):mgoR72' i_; =mgyRy 1—R—T =
Ry 2(R; +h) 2(R; +h)

6,4-10°m
(6,4-10° +5-10°)m

Ewm=50kg><9,81N/kg><6,4-106m{l— }:1,68x109J

! El satélite también tiene E. cinética (por la rotacion terrestre). Esta es despreciable comparada con la E. potencial.
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Un trasbordador espacial lleva un satélite a una altura de 500 km sobre la superficie terres-
tre. A continuacion le comunica una velocidad de 36.900 km/h perpendicular a la linea que
une el satélite con el centro de la Tierra. Prueba que la érbita es eliptica.

Solucion

I—V> Suponemos de entrada que la drbita es cerrada; por lo tanto solo puede ser circular o

eliptica. Como se ve en la figura, al ser la velocidad perpendicular a la linea que une el
satélite con el centro de la Tierra, la fuerza centripeta es la gravitatoria; es decir,

F=F = F=F = GL”'sza
(R +h)

c

donde h representa la altura del satélite, m su masa y a. la aceleracién centripeta.
Ahora bien, solo cuando la trayectoria es una circunferencia (6rbita circular) la acele-
racion centripeta es,

a, =v?/R=v?/(R; +h)

Si la érbita no es circular, tenemos que a, =v2/p, donde p es el radio de curvatura, que es
desconocido en la mayoria de los casos.

Por lo tanto, para que la érbita sea circular se he de cumplir que,

M-m 2 M
G—L ~=m AN SAL S
(Rr"‘h) Ry +h Ry +h

Recordando que g, =GMT/R$ =9,81 = GM; =g,R? y sustituyendo en la ec. anterior,

R2 9,81m/s?
2= V=R, 90 _6,4-10°m m/s =7,63-10°m/s
R, +h Ry +h (6,4-106+5-105)m

es la velocidad que deberia llevar para que la drbita fuera circular; sin embargo, la velocidad
real del satélite es,

v=36.000km/h=10-10>m/s>7,63-10°m/s

por lo que la érbita no es circular y sélo puede ser eliptica.

Como se aprecia en la figura, solo en el afelio (punto mas alejado
de la Tierra) y en el perihelio (punto mas cercano) la velocidad del

satélite es perpendicular a la recta que lo une con el centro de la
Tierra. Por lo tanto, el punto en el que el satélite es lanzado por el

trasbordador tiene que ser el afelio o el perihelio. En este punto
se cumple que,

v=7,63-10>m/s y r=R;+h=6.400+500=6.900km

El hecho de que la velocidad comunicada sea mayor que la necesaria para una orbita circular
significa que el punto en el que el satélite es lanzado es el perihelio. Esto se puede comprobar
calculando la energia mecanica del satélite, que es constante, mediante la ecuacion,

— —1 2
E,=E +E,=%mv’ —GM m/r
A continuacion se inserta el resultado en la ecuacién E, =—GM,m/2a, donde a representa la

distancia media del satélite al centro de la Tierra (o sea, el semieje mayor de la elipse). El resul-
tado obtenido es que a>r, lo que significa que r es el perihelio.
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Un satélite artificial detecta un meteorito en el campo gravitatorio terrestre. En un momento
dado se observa que su velocidad (en relacién a la Tierra) es de 5.000 m/s, que su distancia a
la Tierra es de 3.600 km y que la linea que une la Tierra con el objeto forma un angulo de 602
con la velocidad de éste. Se pide:

a) Orbita que describe el meteorito.

b) Velocidad en el punto de maxima aproximacion a la Tierra
c) ¢éColisionara con la Tierra?

Nota: Utiliza todos los datos que sean necesarios.

Solucién

Apartado a)

La magnitud que determina la érbita que describe el meteorito es la energia mecanica. Si ésta
es nula o positiva, la érbita es abierta; en caso contrario, la érbita es cerrada,

Mym M
Ep=E,+E =—G—L +Vzmv2=m(G—T+Vzv2j
r r

donde r=R; +h=6,4-10° +3,6-10° =10’ m es la distancia del meteorito al centro de la Tierra
cuando es detectado y v=5-10m/s su velocidad en ese instante. Recordando que
9o =GM; /R% =9,81 = GM; =g,R; y sustituyendo en la ecuacién anterior,

M R? 6,4-10°)
E, =m(—G—T+1/zv2j=m[—g0—T+Vzv2J=m{—9,81%+%(5-103)2 =-2,77-10'm J
r r 10

por lo que la energia por unidad de masa (E,,/m) es,

Em R% 1/,,2 7
M =—g,—+%v =-2,77%10" J (1)
m r

gue es negativa (puesto que la masa del satélite m es siempre positiva); por lo tanto, la érbita
es cerrada. Ademas tiene que ser eliptica porque en una 6rbita circular la linea que une el saté-

lite con el centro de la Tierra y la velocidad de éste siempre forman un dngulo de 90¢.
Ahora tenemos dos posibilidades:

1. Que el punto de maxima aproximacion se en-
cuentre a una distancia del centro de la Tierra
mayor que el radio de ésta (figura izquierda).

Entonces es satélite no colisionara

2. Que el punto de maxima aproximacion se
encuentre a una distancia del centro de la Tie-
rra menor que el radio de ésta (figura dere-

cha). En este caso no se puede completar la érbita eliptica porque se interpone la Tierra en

el camino del satélite y el satélite colisionara.

Apartado c)

No podemos resolver el apartado (b) hasta que no sepamos si el satélite colisiona o no con
la Tierra. Par averiguarlo tenemos que usar las dos leyes de conservacion asociadas a la
fuerza gravitatoria: conservacion de la energia mecdanica y conservacion del momento an-
gular.

Sabemos que, por ser la fuerza gravitatoria central, el momento angular del satélite res-
pecto al centro de la Tierra permanece constante; entonces (ver figura izquierda),

L=rxmv = L=rmysin@=cte = L/m=rvsin@
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donde 6=180-60=120 (en realidad es igual poner 60 que 120 pues sin60=sin120 ). Por lo
tanto, tenemos que el momento angular por unidad de masa (L/m) es,

1/m=10" x5-10% xsin120=4,33-10'° kg-m?/s
Observa la figura de la izquierda, en el perihelio (punto mas préximo) y en el afelio (punto mas
alejado) se cumple que @ =902. Por lo tanto, en esos dos puntos,
L=rmvsin90=rmv = L/m=rv (2) pues sin90=1
donder=r,yv=v,0obienr=royv=yv,.
Hemos obtenido en el apartado (a) que la energia del satélite por unidad de masa es
E, /m=—2,77-107 J y sabemos que se tiene que mantener constante porque la fuerza gravi-

tatoria es conservativa. Aplicando las ecuaciones (1) y (2) al perihelio y al afelio obtenemos un
sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas,

Em R72' 2
Ty~ o AV E R (1/mY
m r = _mz_go_T+%(/_j (3)
L/m m r r
L/m=rv=v="—
P

Al resolver la ecuacién (3) obtendrds dos valores de r: el del perihelio (r,) y el del afelio (rg).
Veras que r, < Ry, lo que significa que el satélite colisionara con el planeta; es decir, la situacién
real es la que se representa en la figura de la derecha. No se puede completar la érbita eliptica
porque la Tierra se interpone en su camino.

Apartado b)

Como el satélite colisiona, el punto de méxima aproximacién a la Tierra es cero; es decir la
distancia minima del satélite a centro del planeta es igual al radio de éste. Entones tenemos
que calcular la velocidad del satélite cuando se produce la colision.

Puesto que la energia mecdanica es constante,
E,(r)=E,(ST)

donde E,(r) y En(ST) representan, respectivamente, la energia mecanica del satélite en el pun-
to en el que se detectd y la que tiene en la superficie de la Tierra; asi que,

Mrm M; R
E (r)=—G RT +mv2, =m(—GR—TxR—T+Vzvsztj=m(’/zvft —gORT) =
T T T

W2, =E, (r)/m+g,R; = vst\/Z(Em(r)/m+g0RT) -8,38x10°m/s



Calcular la masa del Sol y el valor de la gravedad en su superficie.
Datos: Masa Tierra, M; = 6-10** kg; Radio Sol, Rs = 7-10° m; radio 6rbita terrestre alrededor
del Sol, r=1,5-10"* m.

Solucion

Al ser una trayectoria circular, la fuerza centripeta que mantiene al satélite en su
6rbita es la fuerza gravitatoria; asi que,
g Mg v

M v 2
szﬁ{TZMrTjG—Z (1)

r rroor

Fp=F = G

En una orbita circular la fuerza gravitatoria es siempre perpendicular al movimiento,
como se ve en la figura, por lo que la magnitud de la velocidad (v) permanece cons-
tante (es decir, se trata de un movimiento circular uniforme). Entonces,

As 2&r 2 ar’r?
Ve—=— = =

At T T2
donde T representa el tiempo que le lleva a la Tierra completar una vuelta; es decir, el periodo,
que como sabes es de 365 dias. Combinando las ecuaciones (1) y (2),

(2)

Ms Ar’r
LLSRARAE
r T
Ahora bien, la intensidad del campo gravitatorio solar en un cualquier punto de la érbita de la
Tierra es,
gs = G/\ﬂs/r2

donde r es el radio de la érbita, que coincide con el primer miembro de la ec. (3); o sea,

M. A4r? 47*x1,5-10" _
gs=G—2="l-_"T % D =5,95-10" N/kg (4)
r’° T (365x24x60x60) s

gue expresa que si colocamos una masa de 1 kg en un punto de la érbita terrestre, el Sol ejer-
ce sobre ella una fuerza de 5,95-10 > .

La intensidad del campo gravitatorio solar en un punto de la superficie del Sol es,
Gos =GM, /R§ (5)

donde R; es el radio del Sol. Dividiendo miembro a miembro las ecuaciones (5) y (4),

2
Jos _ )&MS/RS
2
gS )&Ms/r
Para calcular la Masa del Sol es necesario utilizar el valor numérico de la constante de Gravita-

cién Universal, que es G = 6,67-10 ! en unidades del S.I. Ahora la podemos despejar de la
ecuacion (5),

2 2
r 5 1,5-10"
= =g.| —| =5,95-1073| =2 — | =273 N/k
gOS gS(R j ( 7108 /g

N

_gosR: 273x(7-10%)

G 66710 ~201x10% kg

Ms



Se lanza un cuerpo verticalmente hacia arriba desde la superficie de la Tierra con una veloci-
dad de 4000 m/s. Calcula la altura maxima que alcanzara.
Dato: Ry = 6400 km

Solucion

% Este problema es un caso tipico de conservacion de la energia mecanica. En efecto,
después de comunicarle al cuerpo la velocidad indicada, la Unica fuerza que actua es
la gravitatoria, que frena el movimiento de ascenso. Puesto que esta fuerza es con-
servativa, la energia mecanica del cuerpo ha de permanecer constante; es decir, su
energia mecanica en la superficie terrestre (ST) ha de ser igual a la que tiene cuando
alcanza la altura h; matemdaticamente,

Enn(ST)=Ep(h) = E.(ST)+E,(ST)=E () +E,,(h)

Ahora bien, E_(h)=0 porque el cuerpo se detiene en el instante en el que alcanza la

altura maxima; entonces,
Mrm _ G M:m

E.(ST)+E,(ST)=E,(h) = %mv’ -G P
- r

donde M7 es la masa de la Tierra, m la masa del cuerpo, v la velocidad que se imprime al obje-
to, Ry el radio de la Tierra y r la distancia del cuerpo al centro de la Tierra cuando alcanza la
altura h. Operando en la ecuacién anterior tenemos que,
M-m M:m 1 1

T T 2 _
——G—— = v =GM | ———

Ry r Ry r

“Bmvi =G

Recordando que g, =GMT/R$ = GM, =g,R? e insertando este resultado en la ecuacién an-
terior llegamos a,

2g4R7 CRyor roR 294R7

1 1 2 1 1 1 1 2
szZ :g0R72' (R——FJ = v v
T

Asi que despejando r (distancia del objeto al centro de la Tierra) tenemos que,
1 1

r= . ~= ~=7,33-10°m
1/Ry —v*/2goR? 1/6,4-106—40002/2><9,81><(6,4-106)

De la figura se deduce que h (altura que alcanza el cuerpo) es,

h=r—R; =7,33-10° —6,4-10° =9,35-10° m =935 km



Se lanza verticalmente hacia arriba desde la superficie de la Tierra un cuerpo de 1.000 kg con
una velocidad de 8.000 m/s.

éQué altura alcanza si se toma como radio de la Tierra 6400 km.

é¢Qué velocidad perpendicular a la linea que une el satélite con la Tierra hay que comunicarle
para que describa una drbita circular a la altura alcanzada?

Solucién

1% Este problema es un caso tipico de conservacion de la energia mecanica. En efecto,
después de comunicarle al cuerpo la velocidad indicada, la Unica fuerza que actua es
la gravitatoria, que frena el movimiento de ascenso. Puesto que esta fuerza es con-
servativa, la energia mecanica del cuerpo ha de permanecer constante; es decir, su
energia mecanica en la superficie terrestre (ST) ha de ser igual a la que tiene cuando
alcanza la altura h; matematicamente,

Enn(ST)=Ep(h) = E.(ST)+E,(ST)=E () +E,,(h)

Ahora bien, E_(h)=0 porque el cuerpo se detiene en el instante en el que alcanza la

altura maxima; entonces,
Mrm _ G M:m

E.(ST)+E,(ST)=E,(h) = %mv’-G P
- r

donde M7 es la masa de la Tierra, m la masa del cuerpo, v la velocidad que se imprime al obje-
to, Ry el radio de la Tierra y r la distancia del cuerpo al centro de la Tierra cuando alcanza la
altura h. Operando en la ecuacién anterior tenemos que,

M;m 11

M
Y MM s yw? = GM | —— =
Ry r Ry r

Bmvi =G

Recordando que g, :GMT/R$ = GM, =g,R? e insertando este resultado en la ecuacién an-
terior llegamos a,

2goR7 Reor 1 R 2g4R7

1 v o1 01 1 1 v2
=
Ry r

1
Yav? = goR$ (— —=

Asi que despejando r (distancia del objeto al centro de la Tierra) tenemos que,
1 1

r= 2 2~
1/Ry —v?/29,R? 1/6,4-106—40002/2><9,81><(6,4-106)

~=1,31-10"m

De la figura se deduce que h (altura que alcanza el cuerpo) es,

h=r—R; =7,33-10° —6,4-10° =9,35-10° m = 6650 km

Para calcular la velocidad, ten en cuenta que la Unica forma de que drbita sea circular es que la
fuerza centripeta que mantiene al satélite en la drbita sea la fuerza gravitatoria, es decir,

M v Mg v

r iz

Multiplicando y dividiendo el primer miembro por el radio de la Tierra al cuadrado,

Fp=F = G

2 2
G%R_TZVZ R2 R2 (6'4.106)
r R? = go—L=V> = v=4|g,—L =4]9,81x ; =5,54x10° m/s
, r r 1,31-10
gO:GMT/RT



Un satélite se dice que es sincrénico o geoestacionario cuando tiene el mismo periodo de re-
volucién que el periodo de rotacion de la Tierra. El satélite se encontrara “estacionario” so-
bre el mismo lugar de la Tierra. ¢A qué altura se hallara?

Datos: Rr= 6370 km

Solucién

Como el periodo del satélite es el mismo que el de la Tierra, tardard 24 horas en completar su
orbita; es decir, T=24h.

El hecho de ser geoestacionario implica que lleva una érbita circular. En una érbita circular la
fuerza centripeta que mantiene al satélite en la érbita es la fuerza gravitatoria, o sea,

2
M. M.
Fo=F = nyze TXN = v2=GTT (1)

P
donde r es el radio de la érbita del satélite y v su velocidad.

Al ser el movimiento circular, también es uniforme porque no actua ninguna fuerza
tangencial sobre el satélite que modifique la magnitud de la velocidad, como se ve

en la figura. Observa que F, tiene la direccion del radio de la drbita, asi que su com-
ponente en la direccidn de la velocidad es cero.

En un movimiento circular uniforme la distancia As recorrida por el satélite en un
intervalo de tiempo At es,

e As=vAt = v=As/At

Puesto que en el tiempo de un periodo (7) la distancia que recorrida es As=27zr (una vuelta
completa), tenemos que,

At T

Introduciendo el valor de v dado por esta ecuacién en la ecuacion (1), queda que,

As 27xr
V = =

=G—L =
r T2 r T2

T

(27”)2: Mo Az’ M 4z’

Multiplicando y dividiendo el segundo miembro de la ecuacién anterior por R% y recordando

que g, =GMT/R% , tenemos que,

6\ 2
a2’ R2 arird R2T2 9,81x(6,4-10" ) x(24x3600
Tl _em L 2P g2 o o3Pl 3 ( ) x( ) =4,24-10" m
2 T 2 onr 2 2
T T ar dxr

Observa que 6,4-10° es el radio de la Tierra en metros y que se multiplica 24 por 3600 para
expresar T en segundos.

Hemos obtenido el radio de la érbita del satélite. Para hallar su altura respecto a la superficie
terrestre (h) ten en cuenta que,

r=R;+h = h=r—R; =4,24-10" —6,4-10° =3,6-10" m=3,6-10* km = 36000 km
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PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD (UPNA)

Sabiendo que la fuerza con que la Tierra atrae a un cuerpo de 1 kg de masa situado en su
superficie vale 9,81 N, y suponiendo que su forma es una esfera de 6.370 km de radio, calcu-
la su densidad media. (JO1)

Dato: G=6,67 -10’11N‘m2/kg2
Solucién

La densidad media (d), que es la masa promedio por unidad de volumen, se halla dividiendo la
masa de la Tierra (My) entre su volumen (V;), que es el de una esfera; es decir,

d=M,/V,

T/T 3M;

4 S =>d=—-> (1)
V}ZZEﬂTRT A4ERT

gue no podemos calcular directamente porque no conocemos la masa de la Tierra.

La fuerza con la que la Tierra atrae a una masa de 1 kg en su superficie es, por definicidn, la
intensidad del campo gravitatorio en la superficie terrestre (go). Por lo tanto,

2
9oRr (
2

G )

Y
9o=G—-=9,81N/kg = My =
Ry

Combinando las ecuaciones (1) y (2) llegamos a,

2
3(90R7/G)  3g2 3g 3x9,81
AzR3 A7GR? 4GR; A4xrx6,67-10 " x6,37-10
T T

~=5,51x10°kg/m°

Observa que las unidades son kg/m® porque todas las magnitudes se han expresado en unida-
des del Sistema Internacional.
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Sea un satélite de una tonelada de masa que gira alrededor de la Tierra en una 6rbita circu-

lar. En los puntos de dicha érbita el valor de la intensidad del campo gravitatorio es la cuarta

parte que en la superficie de la Tierra. Calcula: (J02)

a) Elradio de la drbita.

b) El periodo de revolucion del satélite (resultado en horas).

C) La energia que habria que comunicarle para que desde esa drbita escape del campo de
atraccion terrestre.

Datos: go = 9,81 m/s*; Ry = 6.370 km

Solucién

Apartado a): Como en la érbita de radio r el valor de g es % del de la superficie, tenemos que,

M, 1 _M
g=% = -1
4 r- 4 R;f

= r’=4R? = r=2R, =1,27x10%*km

Apartado b): Al ser una trayectoria circular, la fuerza centripeta que mantiene al satélite en su
orbita es la fuerza gravitatoria y, ademas, F, = mvz/r; asi que,

I'—' v Mrm v M
F Fp=F = G—L—=m— = 6—L=V* (1)

9 r r r

En una drbita circular la fuerza gravitatoria es siempre perpendicular al movi-
. miento, como se ve en la figura, por lo que la magnitud de la velocidad permane-
ce constante (es decir, se trata de un movimiento circular uniforme). Entonces,
. As 2mr 2 Ar’r?

=—=— =V = 2
At T T 2

donde T representa el tiempo que le lleva al satélite completar una vuelta; es

T decir, el periodo. Combinando las ecuaciones (1) y (2),

2.2
M _47r M, 167°R?
r T = G —-=—7%—
R, T
r=2R;

pero teniendo en cuenta que g, =GMT/R%=9,81 = GM, =g,R? y sustituyendo en la ecua-
cion anterior,

1672RE 2R 2x6,37-10°
M:# — Toay 2P 4, X'—f=1,43-1o4s=3,98h
2 T 9o 9,81m/s

Apartado c): Si un cuerpo esta fuera del campo gravitatorio creado por otro cuerpo y ademas
estd en reposo respecto a él, su energia mecanica es cero. Por lo tanto, la energia minima que
tenemos que comunicar al satélite (E.,) para que escape del campo es la que sumada a la que
tiene en la drbita (que es negativa) da cero; entonces se cumple que,

E.om +E,(Orbita)=0 6
M;m( R\ mgyR, 1000x9,81x6,37-10
. Mrm = Ecom =t ——| X— |= =

Ep(6rb) =~G T arR, "R ) 4 2

=1,56x10"J

gue no es mas que la energia que tiene (la que lo liga a la Tierra) cambiada de signo.
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Un satélite artificial gira alrededor de la Tierra en una 6rbita circular a 1.500 km de altura
sobre la superficie terrestre. Calcula:

a) Elvalor de g en los puntos de la érbita.

b) Lavelocidad del satélite.

c) Su periodo de rotacion.

Datos: g, = 9,81 m/s*; Ry = 6.370 km.

Solucién

Apartado a): Observa que el radio de la drbita es,
r=R, +h=6370+1500=7870 km=7,87-10° m
) . Porotro lado, los valores de g en |a 6rbita y en la superficie de la Tierra son,

. g=GM./r M. M, R? R\ 6,37-10° )
\ g / = g=G—L=G—L"L=g|-T|=981-"""_|=6,43 m/s’
' r r r 7,87-10

Apartado b): Al ser una trayectoria circular, la fuerza centripeta que mantiene al
satélite en su drbita es la fuerza gravitatoria y, ademas, F, = mvz/r; asi que,

2
M:m M
F=F = ml=621"— 2=67L (1)
c=fq 2
r r r

Como no conocemos G ni My, tenemos que expresar el producto GM, en funcién de g,
M M, R R? R 9,81
vV =6—L=6-—"T"T=g,—~ = v=,,/g0—T =RTJg—° =6,37-10° |———— =7,11-10% m/s
r r Ry r r r 7,87-10

Apartado c: En una drbita circular la fuerza gravitatoria es siempre perpendicular a la veloci-
dad, por lo que la magnitud de la velocidad permanece constante (es decir, se trata de un mo-
vimiento circular uniforme). Entonces,

_As 27r y 4rn°r

V=—=—"— = V' = 2
At T T’ @

donde T representa el tiempo que le lleva al satélite completar una vuelta; es decir, el periodo.

Combinando las ecuaciones (1) y (2),

4n*r? M 47°r? =G%ﬁ Az’ R}
T? r T r R T? r

y despejando T se obtiene,
6 3
, 4rn'r’ Ar’r® 27 |r? 27 (7:87‘10 )
T = 3 - T: 3 = — |— = c
g,R; g9,Rr R, \g, 6,37-10 9,81

=6,95-10° s=1,93 h
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El radio de la Luna es 0,27 veces el terrestre, y la gravedad de su superficie es la sexta parte
de la que hay en la superficie de la Tierra. Sabiendo que la distancia Luna-Tierra es 60 veces
el radio terrestre, determina la posicion de un punto P situado en la recta que une la Tierra
con la Luna, en el que la gravedad debida a la accidn conjunta de estos dos cuerpos es nula.
Datos: R;y=6370 km

Solucién

Como la Tierra y la Luna ejercen fuerzas de la misma direccion y de senti-
dos opuestos en el punto P de la figura, para que la intensidad del campo
gravitatorio en P sea nula se ha de cumplir que,

9r =9,

donde g, y g, son, respectivamente, las magnitudes de las intensidades

de los campos gravitatorios terrestre y lunar. Asi pues, si las masas de la Tierra y la Luna son Mr
y M,, tenemos,

=GM. /r?
g T/rpz N }&&;=KL2 = &;:Lz (1)
g, :GML/(rTL _rp) fo (rT _rp) g (rT _rp)

Como R, =0,27R; vy g,, :gOT/6, donde Ry, Rt, gor Y gor SON, respectivamente, el radio lunary el

terrestre y la gravedad en las superficies de la Luna y de la Tierra, podemos expresar la masa
de la Luna en funcién de la de la Tierra,

ngGML/RLZ = g,=G M, .
R, =0,27R, (0,27R;)
M 1M
gngor/6 = K—LZ_K_Z = M,

27K} & %

Insertando este resultado en la ecuacion (1) y teniendo en cuenta que r,, =60R;, queda que,

0,27°
=——M,=1,22-10"°M,

1,22-10°
My 12210 M 60°R; +r; —120R,r, =1,22-10°r; = 0,988r; —120R.r, +60°R; =0

2

r 2
> (60R,—r,)
que es una ecuacion de 22 grado en r, que sabemos resolver,

120R, i\/(120RT )2 —4x0,988x60’°R!  7,64-10° J_r\/s, 84.10" —5,77-10"
r = =
g 2x0,988 1,98

3,44x10° km

De las dos soluciones obtenidas, la buena es la segunda. Observa que la primera da un punto
gue no esta entre la Tierra y la Luna, sino a |la derecha de ésta en el dibujo; en efecto,

r, =60R, =60x6370=3,822-10° km <r, =4,29-10° km

{4,29-105 km

La segunda solucién también tiene un significado fisico claro. En
efecto, al resolver la ecuacién de 29 grado estamos obteniendo los

puntos en los que la magnitud de los campos gravitatorios terrestre
y lunar son iguales. Y esto ocurre en los puntos Py Q (ver figura);

solo que el punto Q no es el buscado porque en él g, =g,, pero los
campos no se anulan ya que tienen el mismo sentido.
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La Via Lactea es una galaxia de tipo espiral, en la que las estrellas estan distribuidas a lo lar-

go de varios brazos espirales, todos ellos aproximadamente en el mismo plano. Las estrellas

giran respecto al centro de la galaxia, en donde se cree que puede existir un agujero negro.

El Sistema Solar se encuentra a 26000 afios-luz de dicho centro y su periodo de rotacion es

de 200 millones de aiios. Calcula:

a) La aceleracion (moédulo, direccion y sentido) a la que esta sometido el Sol en ese movi-
miento.

b) La masa del agujero negro suponiendo que éste es puntual y que se puede despreciar la
atraccién gravitatoria del resto de las estrellas.

c¢) Compara el resultado con la masa del Sol.

1 afioluz = 9,46-10"° m; M., = 1,98-10*° kg; G = 6,67-10™ N-m*/kg>; 1 afio = 365,3 d
Solucién

Apartado b): Considerando al sistema Solar como una particula, la fuerza centripeta que lo
mantiene girando (en una drbita circular) alrededor del agujero negro es la fuerza gravitatoria,

Mm v2
F=F =>G—=m— 2 2 2
g~ 'c 2 M 27r/T M 4
r r{ o g 2 =)*(( /) - ¥ _ ﬁzr
V_As_27zr r X r T
At T

donde M es la masa del agujero negro; m la masa del Sistema Solar; r el radio de la érbita del
Sistema Solar (cuyo centro es el agujero negro) y T el periodo de rotacién. Despejando M,

2,3 472 %(26000x9,46-105 )’ 2 61
_Azr _ ” X( X246 ) _47%x1,49-10

M =2,21-10" kg

2 2 21
GT"  667.101 x(200'106 ><365,3><24><3600) 2,66-10

Apartado c) La relacién de la masa del agujero negro con la del Sol es,
M 2,21.10%

_ 1nlt
M = 198107 =1,12-10

Nota: La razdn de que los resultados no coincidan con los reales se debe a que estamos despre-
ciando la masa del resto de las estrellas de la galaxia. Puesto que el Sol estda muy alejado del
centro de la misma, el resto de las estrellas de la Galaxia hacen que el periodo de rotacién sea
menor que el que tendria si solo estuviera el agujero negro.
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Un satélite meteoroldgico de masa m=680 kg describe una orbita circular a una altura
h =750 km sobre la superficie terrestre.

a) Calcula el nimero de veces que recorrera la orbita al dia.

b) Calcula las energias cinética y total que tendra el satélite en la drbita.

c) ¢éCuales el peso del satélite en la orbita?

Datos: G=6,67-10""* Nm” kg %; R, =6370 km; M, =5,97 -10** kg

Solucién
Observa que el radio de la drbita es,
r=R, +h=6370+750=7120 km=7,12-10° m

Apartado a): Para hallar las veces que recorre la érbita al dia necesitamos cono-
cer el periodo del satélite.

Al ser una trayectoria circular, la fuerza centripeta que mantiene al satélite en su
orbita es la fuerza gravitatoria y, ademas, F, = mvz/r; asi que,

2

v M-m M M

F.=Fp > m—=G—"—= vi=6—"L = v=6—L (1)
r r r r

En una drbita circular la fuerza gravitatoria es siempre perpendicular a la velocidad, por lo que
la magnitud de la velocidad permanece constante (es decir, se trata de un movimiento circular

uniforme). Entonces,
As 2 2
yoAs _2mr o 2mr
At T %

donde T representa el tiempo que le lleva al satélite completar una vuelta; es decir, el periodo.
Combinando las ecuaciones (1) y (2),

2 Jr? 2 3 7,12-10°)°
LA VR Ly Ve SRS Yul) S Y @, - ) - =5,98-10° s=1,66 h
JGM, /r JGM, /r GM;/r GM; 6,67-10 ' x5,97-10

N°=24/T =24/1,66 =14,4 veces recorre la 6rbita al dia

Apartado b): La energia total en una érbita circular se puede obtener con la ecuacion,

M _11 5,97-10** x680
Ep=-G1 =—6,67-10 1 22— "> __1 90x10" J
2 2x7,12-10

La forma mds fécil de obtener la energia cinética es,

M M M M M
E —E +E = E =F_—E =G _[ XM |__gYM MM _ oMM _ 4 90x10% J
m.oTe TP comop 2r r 2r r 2r

es decir, el valor de la E, es igual al valor absoluto de la energia total,

Apartado c): el peso del satélite en la drbita es simplemente la fuerza gravitatoria con la que la
Tierra lo atrae; entonces,

=5,34x10> N

P=mg M 5,97-10** x680
} = P=G Tm:6,67.10—11%

g=GM,/r? r? (7,12-10°)
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Se pone en Orbita un satélite artificial de 600 kg a una altura de 1200 km sobre la superficie
de la Tierra. El lanzamiento se realiza desde el nivel del mar.

¢Qué energia adicional hay que suministrar al satélite para que escape a la acciéon del campo
gravitatorio terrestre desde esa orbita?

Datos: G = 6,67-10 " N-m’/kg*; My=5,98-10*" kg; R;=6370 km

Solucién

Aunque el problema no lo dice expresamente, se sobreentiende que hay que hallar la energia
adicional minima que hay que comunicar al satélite.

Como el trabajo no es mas que una forma de transferir energia, tenemos que
realizar un trabajo sobre el satélite para comunicarle energia aplicando una
fuerza externa sobre él. Por otro lado, sabemos que la energia mecdnica mini-
ma que ha de tener un cuerpo para salir de un campo gravitatorio es cero. En-
tonces,

E,+E.,=0
donde E,, representa la energia mecanica del satélite en la 6rbita y E.,m la ener-
gia que le comunica la fuerza externa. Como,

M-m M:-m
I —=—G—T— vy r=R;+h
r 2r

En=E +E,=%mv’ -G

gueda al combinar las ecuaciones,
6.67.10-1 5,98-10%* x 600
2r com 2r 2x(6,37-10° +6-10°)

M:m

+E__ =0 = E._=4G =1,71x10"° v
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