Apuntes de Probabilidad para 22 E.S.O

1. Experimentos aleatorios

Existen fendmenos donde la concurrencia de unas circunstancias fijas no permite anticipar cual
serd el efecto producido. Por ejemplo, si una moneda cae al suelo, no es posible conocer por
anticipado el punto exacto donde ira a parar; cuando se colocan bolas idénticas numeradas en
una bolsa y se extrae una bola a ciegas, no es posible determinar con total certeza qué bola sera
elegida; si se realiza todos los dias el mismo trayecto entre dos puntos alejados, entonces nunca
se tardara exactamente el mismo tiempo; etc.

Estos experimentos son llamados aleatorios, puesto que el resultado del fenémeno en estudio
es consecuencia del azar. Los experimentos no aleatorios se llaman deterministas.

En estas situaciones el caracter impredecible de las consecuencias del azar hace inttil cualquier
intento de hallar reglas deterministas que rijan la aparicion de resultados individuales. Sin
embargo, es falso decir que el azar no esta sometido a leyes, lo que ocurre es que no son leyes
necesarias, que determinen univocamente el resultado de cada experimento, sino que atafien a
la frecuencia de los resultados que se obtienen cuando el fené6meno se repite un gran niumero
de veces.

El Calculo de Probabilidades se ocupa de estudiar fenémenos aleatorios, es decir, situaciones
que, repetidas bajo condiciones idénticas, pueden dar lugar a diversos resultados, de manera
que no puede predecirse con certeza absoluta cudl de ellos ocurrira. Se dice entonces que el
resultado es consecuencia del azar o que se trata de un fendmeno aleatorio.

Ante fendbmenos de azar, la tendencia natural es tratar de medir el grado de verosimilitud de
los diversos acontecimientos posibles asignando una probabilidad a cada uno de ellos; es decir,
un valor numérico que informa de la frecuencia con que hay que esperar que se presente cada
uno, después de numerosas observaciones del fendmeno. En concreto, la probabilidad de cada
acontecimiento posible es un nimero de [0, 1], que expresa la frecuencia tedrica con que dicho
acontecimiento se presentara en una serie indefinidamente larga de repeticiones del
experimento realizadas en condiciones idénticas.

En el estudio de un fendmeno en que interviene el azar hay dos facetas fundamentales:

¢ Los posibles acontecimientos que pueden producirse, es decir, el espacio muestral y sus
correspondientes sucesos.

e Lavaloracion de la probabilidad de los acontecimientos posibles.

2. Espacio muestral y sucesos aleatorios

En un experimento aleatorio, los resultados posibles constituyen un conjunto denominado
espacio muestral del fendmeno aleatorio y se denota por E. Se llaman sucesos a los distintos
subconjuntos de E, que en el caso de contener a un unico elemento son llamados sucesos
elementales y en el caso de contener dos o mas elementos son llamados compuestos (y son
uniones de sucesos elementales).

Ejemplo
Se considera el lanzamiento de una moneda. El espacio muestral es
E={CX}
donde C = "cara"y X = "cruz".
Se considera el lanzamiento de un dado. El espacio muestral es
E ={1,2,3,4,5,5,6}
El suceso "obtener un 2", {2} es elemental y el suceso "obtener par”, {2, 4, 6} es compuesto.

La identificacion de los sucesos relativos a un experimento aleatorio implica disponer de
operaciones para formar nuevos sucesos desde otros sucesos dados.




Ejercicio 1
Describe un experimento aleatorio y otro que no lo sea:
Aleatorio:

No aleatorio:

Ejercicio 2
Define el espacio muestral asociado a cada experimento aleatorio:

a) Extraer sin mirar una bola de una bolsa que contiene 5 bolas azulesy 6 verdes y anotar
el color.

E={ }
b) Sacar una bola de una urna que contiene cinco bolas numeradas del 1 al 5.
E={ }
c) Lanzar dos dados y sumar las puntuaciones obtenidas.
E={ }

3. Tipos de sucesos

- Suceso imposible: El que nunca se verifica. Se designa por @.

- Suceso seguro: El que siempre se verifica. Es E.

- Sucesos incompatibles: Los que no se pueden verificar a la vez.

- Sucesos compatibles: Los que se pueden verificar a la vez

- Complementario o contrario de un suceso: si A4 es un suceso, entonces A€ o A es el suceso
formado por todos los sucesos elementales que no estan en A.

- Sucesos equiprobables: Los que tienen la misma probabilidad de ocurrir.

Ejercicio 3
Razona si son equiprobables los sucesos elementales de los espacios muestrales del
ejercicio anterior.

a)

b)

c)

Ejercicio 4

En el experimento consistente en lanzar un dado equilibrado, describe los sucesos
siguientes:

a) A="Sacar impar”

b) B=Sacar impar y par”

¢) C=" Sacar par y primo”

d) D="Sacar al menos cuatro”

e) E= “Sacar menos de 7”

f) Contrario del suceso C

g) ;Son incompatibles los sucesos Cy D?

h) ;Son incompatibles los sucesos Ay D?

El Calculo de Probabilidades no se estableci6é por si solo como una ciencia matematica hasta

principios del siglo XX. En ese momento, el desarrollo de las Ciencias Naturales implico fuertes
demandas sobre esta disciplina.



4. Aproximaciones a la nocion de probabilidad

4.1 Definicion frecuentista

Ante un experimento aleatorio regido por el azar, la tendencia implica medir el grado de
verosimilitud de los acontecimientos posibles, asignando una probabilidad a cada uno de ellos
que informe de la frecuencia con que hay que esperar que se presente cada uno, después de
numerosas observaciones del experimento.

Por ejemplo, supongamos una urna con 3 bolas idénticas (2 rojas y 1 blanca).

La frecuencia real se conoce con exactitud cuando, por ejemplo,

(i) repitiendo el experimento 12 veces, se obtiene 7 rojas y 5 blancas; es decir

frecuencia de "obtener roja" = 2= 0’58333 ...

5
frecuencia de "obtener blanca" = 2= 041666 ...

(ii) repitiendo el experimento 120 veces, se obtiene 69 rojas y 51 blancas; es decir

frecuencia de "obtener roja" = % =0'575
frecuencia de "obtener blanca" = 15710 =0'425
(iii) repitiendo el experimento 1200 veces, se obtiene 822 rojas y 378 blancas; es decir
frecuencia de "obtener roja" = 1200~ 0’685
8
frecuencia de "obtener blanca" = 1200 = 0’315

Anilogamente, el experimento podria repetirse 10000,100000, ... veces, concluyendo que, en
una sucesion ilimitada de repeticiones, en idénticas condiciones, de un experimento aleatorio,
las frecuencias tras cada repeticion tienden a aproximarse hacia ciertos valores limites. El valor
limite de la frecuencia de un suceso es lo que se desea expresar mediante su probabilidad
frecuentista. (Ley de los grandes nimeros)
Entonces,

n : n 2 ’ n n 1 ’
p("Obtener bola roja") = 3= 07666 ... ; p("Obtener bola blanca") = 3= 0333 ... cuando se
extrae al azar una bola.
Ejercicio 5
Lanzamos una moneda al aire. Se pide:
a) Describe el espacio muestral E.

b) La probabilidad de los sucesos elementales de E.

Ejercicio 6
Una maquina produce tornillos. ;Como harias para calcular la probabilidad de que,
escogido un tornillo al azar, sea defectuoso?



4.2 Regla de Laplace

Para atribuir probabilidades a los sucesos relativos a un experimento aleatorio con espacio
muestral finito, existe una norma de utilidad cuando todos los sucesos elementales son
igualmente probables. La regla de Laplace fue propuesta por P.S. Laplace (1749-1827) y
representa el primer antecedente explicito del concepto de probabilidad.

La aplicacién de la regla de Laplace puede presentar dificultades a la hora de comprobar la
equiprobabilidad de los sucesos elementales. No obstante, en situaciones sencillas, la simetria
de los resultados del experimento permite garantizar su equiprobabilidad:

numero de casos favorables al suceso A

A) =
p(4) namero de casos posibles

Consecuencias

[1] La probabilidad de cualquier suceso A es positiva o cero.

[2] La probabilidad del suceso seguro es 1: p(E) = 1.

[3] La probabilidad de un suceso es igual a 1 menos la de su contrario: p(4) = 1 — p(A)
[4] La probabilidad del suceso imposible es 0: p(@) = 0

[5] La probabilidad de un suceso es un nimeroentre 0y 1: 0 < p(4) <1

Ejercicio 7

En un campamento hay 32 alumnos europeos, 13 americanos, 15 africanos y 23 asiaticos.
Se elige al azar un alumno para que sea el portavoz. ;Qué probabilidad hay de que sea
europeo?

Ejercicio 8
De una urna que contiene 5 bolas rojas, 4 verdes y 2 amarillas se extrae una bola sin
mirar. Halla la probabilidad de que sea:

a) amarilla

b) roja

c) verde

d) no amarilla

e) no verde

f) no roja

Ejercicio 9

Halla la probabilidad de los siguientes sucesos asociados a extraer una carta de una
baraja espafiola:

a) Que sea un as

b) Que sea una espada

¢) Que sea un numero mayor que 7
d) Que sea la sota de copas.

Ejercicio 10

La urna de un sorteo contiene 100 bolas numeradas del 1 al 100. Pedro lleva todas las
papeletas de los nimeros que terminan en 5 y Elena todas las papeletas de los naumeros
que son multiplos de 13. ;Quién tiene mas probabilidad de ganar?



Ejercicio 11

Se lanzan tres monedas al aire. Determina la probabilidad de obtener:
a) Exactamente dos caras.

b) Al menos una cruz.

Ejercicio 12
En una bolsa hay bolas numeradas del 1 al 5. Extraemos 5000 veces una bola, anotamos
el resultado y la devolvemos a la bolsa. Los resultados son los siguientes:

Bola 1 2 3 4 5
fi 1200 | 800 | 700 |1300 | 1000
a) Calcula la probabilidad de obtener multiplo de 2.

b) Si en la bolsa hay 100 bolas, justifica cuantas hay de cada clase.

Ejercicio 13
En una escuela de miusica los alumnos se tienen que matricular en el estudio de un
instrumento: guitarra o piano. La siguiente tabla recoge las matriculaciones:

Chico Chica

Guitarra X 6
Piano 9 12

a) Calcula el nimero de chicos que estudiaran guitarra, si corresponde al 25% de los

alumnos matriculados.

b) Si escogemos un alumno al azar, calcula la probabilidad de los siguientes sucesos:

A="Estudiar guitarra”; B="Ser chica y estudiar piano”; C="No ser chico y estudiar guitarra”

Ejercicio 14

Lanzamos dos dados y sumamos las puntuaciones obtenidas. Halla la probabilidad de
obtener:

a)12

b) 7

c) Por lo menos 3

d) Multiplo de 5



