Coleqio Vizcaya 4° E.S.O.

UNIDAD 1

NUMEROS REALES

OBJETIVOS DIDACTICOS:

1. Clasificar los numeros decimales en periédicos y no
periddicos o irracionales.

2. (**) Operar con radicales.
3. Simplificar expresiones radicales.

4. (**) Racionalizar expresiones fraccionarias con
radicales en el denominador.

** Indica objetivo minimo
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Esquema:
1. Introduccidn

2. Clasificacion de niumeros
2.1. Numeros naturales
2.2. Numeros enteros
2.3. Numeros racionales
a) Definicion
b) Clasificacion
2.4. Numeros irracionales
2.5. NuUmeros reales

3. Radicales

3.1. Definiciéon

3.2. Propiedades de los radicales
a) Propiedad fundamental de los radicales
b) Reduccion de radicales a indice comun
c) Multiplicacion y division de radicales
d) Introduccién y extraccion de factores
e) Racionalizacién de radicales
f) Suma y resta de radicales



Coleqio Vizcaya 4° E.S.O.

1. INTRODUCCION

La nocién de nimero natural y entero surge como respuesta a la necesidad que
tenia el hombre de contar. Estos numeros tienen una capacidad limitada para medir,
puesto que en la realidad rara vez una medida es un nimero entero. Asi aparecen los
numeros fraccionarios o racionales resolviendo este problema.

AlUn asi existen cantidades, como la medida de la diagonal de un cuadrado de
lado 1, que no pueden ser medidas mediante nimeros racionales y por ello los griegos
introdujeron cantidades llamadas irracionales.

El sistema de numeracién que se utiliza para medir, contar, comparar,... es el
sistema de los niimeros reales.

Actividad:

1. Sitda en el cuadro los siguientes nimeros:

0,5, -6, 027, V3, %, %, 32, 2—78, i64, 2, ¥-27, J16, 7313131...,
-5
T, —

9

=K |N|Z

2. CLASIFICACION DE NUMEROS

2.1. NUumeros naturales

N={1,23,4,..}

2.2. Numeros enteros

Son los numeros naturales, sus opuestos y el cero.
Z={..,-2-1012,..}

2.3. NUumeros racionales

a) Definicién

Se llama numero racional al que puede expresarse como una fraccidon de
nameros enteros, es decir:

Qz{%/a,b eZb = o}
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b) Clasificacién
=  Su expresion decimal puede ser exacta o periddica (pura o mixta):

b1) Decimal exacta: tiene un namero finito de decimales.

Ejemplo: 345, 5’689, 54’788

b2) Periddica pura: detras de la coma aparece el periodo (que es uno o varios
decimales que se repiten)

Ejemplo:
3745454545, ..
Observa en este ejemplo:
- Parte entera: 3
- Periodo: 45

b3) Periddica mixta: detras de la coma aparece el anteperiodo (un ndmero finito
de decimales) y luego el periodo.

Ejemplo:
3’578454545...

Observa en este ejemplo:
- Parte entera: 3
- Anteperiodo: 578
- Periodo: 45

* Si el nimero racional aparece en forma de fraccidon, también se
puede saber de que forma sera su expresion decimal (una vez que la
fraccién sea irreducible):

Recuerda: una fraccidon es irreducible cuando no se puede simplificar
mas.

b1l) Decimal exacta: en el denominador sdlo aparecen potencias de 2, 5 o de
ambos.

Ejemplo:
20 _5_ 55
8 2
Observa en este ejemplo: en el denominador sélo aparece una potencia de 2.
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b2) Periddico pura: en el denominador aparecen potencias distintas de 2 y de 5.

Ejemplo:
1 =0'333...
3

Observa en este ejemplo: en el denominador sélo aparecen potencia de 3 que
es distinta de 2 y de 5.

b3) Peridédico mixto: En el denominador aparecen potencias de 2 y/o de 5, y
alguna otra distinta de 2 y de 5.

Ejemplo:
L =0'1666...
6

Observa en este ejemplo: en el denominador aparece el 6, su descomposicion
es 23, es decir una potencia de 2 y otra distinta de 2 y 5, es decir el 3.

Actividad:
2. Clasificar en decimal exacto, periddico puro o periédico mixto los nimeros:

2,5 L ong 32 327313131, 52666...
3' 10" 7 14’18

2.4. Numeros irracionales

I = conjunto de nimeros cuya expresién decimal tiene infinitas cifras
decimales no periddicas. No pueden expresarse como cociente de numeros

enteros, por ejemplo \/f, n,e... por lo que no puede darse su valor exacto y por
ello se suelen utilizar aproximaciones mediante numeros racionales cercanos.

Ejemplo:
n=3'1415
(= este simbolo significa aproximadamente)
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2.5. NUmeros reales

R = Es el conjunto formado por todos los numeros racionales e
irracionales. Se representan en la recta real asignando a cada punto un nimero.
Entre cada dos nimeros reales hay infinitos nimeros reales, lo que impide que
sean consecutivos.

R=QuI

RQZ |

Actividad:

3. Clasifica los siguientes nimeros:

3, -5, %, %, 0999..., 327, 0'3222..,, %, 2'23555..., 43, \/Z, 3'2754...

3. RADICALES

Los numeros irracionales se expresan como numeros decimales de infinitas
cifras no periddicas y como radicales.

Actividad:

4. Escribe en forma de potencia:
a) I3
b) V7
c) ‘r\’/g

5. Escribe en forma de radical:
1
a) 32
2
b) 105
1
c) 54
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3.1 Definicién

Toda potencia con exponente fraccionario es igual a un radical cuyo indice es el
denominador del exponente y el radicando es otra potencia cuya base es la dada vy el
exponente es el numerador.

Los radicales de uso mas corriente son las raices cuadradas.

¢ = indice del radical
a° = radicando
raiz = radical

Ejemplos:
3 3
- 222423 e V57 -52
5 2 3
» 53 =35° e R3%2.73=35.75
3 1 12 1
- 65 =%6° =32° .33 e 425 -25% = (52)a =54 =52

Recuerda: cuando tenemos doble potencia los exponentes se multiplican.

Actividad:

6. Transforma en radicales las siguientes potencias de exponente fraccionario:

> 5 2 3
a)33 d) 46 g) 52° )72

3 2 5 1
b) 27 e) 43 h) x4 = kK)y2 =

5 3 2 =3
c)33 = f)44 = i)x3 = ) y?2 =

7. Transforma en potencia los siguientes radicales:

a)a b)a* c) Jab? d) Yab?c3
e)¥a? - f)Va® = »i7* - 37 -
5L 1

o %
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3.2. Propiedades de los radicales

a) Propiedad fundamental de los radicales

Si se multiplican o dividen por un nimero el exponente del radicando y el indice
de la raiz, el radical no varia:

n.p _ nm pm_%%
Yo = "Yarm = a

Ejemplos:

En caso que en el radicando aparezca un producto o cociente de potencias,
multiplicamos o dividimos todos los exponentes por el mismo nimero por el que se
multiplica o divide el indice.

Ejemplos:

- 2a-=%0p2a? —§>H353
. -i’/m = 1%2 +b2)2 = 1%/(a2 +b2)3

4 2 12
o 19X XD _ggX "
b2 b b6

La propiedad fundamental se utiliza para:

- Amplificar radicales
Multiplicando el exponente y el indice de la raiz por el mismo ndamero.

- Simplificar radicales
Dividiendo el exponente y el indice de la raiz por el mismo nimero.

Actividad:
8. Simplificar los radicales:
a) ‘{/aszz: b) 436 = c) Vabbocl® =
d) §x3 = e) Ix® - P W =
9) x2yiz® = hy 12/64 = i 332 -

i Y125 = k) §16x* = D 41+% _
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9. Amplificar radicales:

b) Reduccién de radicales a indice comun(homogeneizar)

Pasos:
1. Se halla el m.c.m. de los indices, que serd el indice comun a todos los
radicales.
2. Se divide el indice comun entre el indice de cada radical y el resultado sera
el exponente del correspondiente radicando.
Ejemplo:

Reduce a indice comun los siguientes radicales:
V2b?,§/3c?4b?, {5(x - a)®
1. m.c.m.(2,6,4) = 12

> b2 :12[2b2)6 _1256p12
o - e} - aTee

5(x - a)3 2(5(x a)3)3 1353(x - a)’

-

Actividad:

10.Reducir a indice comun los siguientes radicales:

a) V5, 93, {2 e) 3, 7, \5
by V5x, Jax2y, §7a%0 £ 2a, §152°x2, ¥3a%b
c) Va, Ya, %a 9) Va, ¥, e
d) Y6, 6, Y40 hy ¥6, ¥4
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¢) Multiplicacién y divisién de radicales

Para multiplicar o dividir radicales es necesario que tengan el mismo indice,
si no lo tienen reducimos a indice comun.

Va a
n, n, —_Ng. = n__
\/g . \/B =4ya b % b
Ejemplos:
» 2.87=%2.7=%14
. 8t -‘\‘/abg _ l%/a8a3b9 _ 1%/allb9
. V5 \E
2 V2
I e CUPA ey \ﬁ
4/a3 12/a9 a® a
Recuerda: - cuando multiplicamos potencias de la misma base los exponentes
se suman. | a"-am =a™"™
- cuando dividimos potencias de la misma base los exponentes se
restan. ( a':am = a”’m)
- una potencia elevada a un exponente negativo es el inverso.
1
( ai ) B _nJ
a
Actividad:
11.Calcula:
a) Vx -¥2x? = b) 3vy2ab - ¥8a® =
3(a3n 4 a2
c) {a?b? . 233a%b - d)u -
62a3b2
o /9m2 . 4en?2 ) 5 V2 .8 432 ~

Im3n2 . 3¥mn Ja .16
g) 527 - 46 = h) 72 -3/8 =

- 3. |8 _ - AE 8T
|)5\/; \/;— D x \/X_ X
K) \/;-3,x2y4 _ I)5)(2y2: Xy _

Y64a%0° _
Yaa

m)

10
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d) Introduccidn y extracciéon de factores

La introducciéon de factores dentro de un radical equivale a realizar una
multiplicacién de radicales no homogéneos.

Ejemplos:

o a2 Ya? =¥@%)® Ya? =3afa? =3t

Un factor que forma parte del radicando se puede sacar total o parcialmente
siempre y cuando el exponente sea mayor o igual que el indice de la raiz. Para ello se
divide el exponente del radicando entre el indice de la raiz, de forma:

-El cociente se toma como exponente del factor fuera del radical.
-El resto se toma como exponente del factor dentro del signo radical.

Ejemplos:

e Ib38 _p* Y2
e ya’b’c® = a%b3cyabc
« P35 -3 43

Actividad:
12.Extrae todos los factores que se puedan:
3
a) V50a%b b) v98a’b°>c’ c)6 Zsj >
X
3
d) 5 9”2 e) 3122 f) v/9a2
5m 4b>®
9) V50 = h)v12 = )18 =
D45 = k) V75 = n3i6 =
m) /40 = n)3/48 = A) Y64 =
0)3128a°b!! = p)va*b® = q) y12x%y°® =
2 4,3
" 125a°b _ s)316ax _ o l+l_
16 27y° 4 9
5 5
u) l+i: V) £+L: W) X_+X_:
9 16 9 16 25 144

11
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13.Introduce los factores dentro del radical:

a) 335 b) 2v7 c) %‘\‘/5

3a _ 12 2 /3x:
D 4N = ©) x X D x |8

[5 1 3 .[25
9)2-V5 = h4-37 = DESE el

.. 3X [32a
= . == k) 547 =
N5 ) 5V7

e) Racionalizacién de radicales

Tenemos dos casos:

el) El denominador es un monomio:

el.1) Radical de indice dos:

Se multiplican numerador y denominador por la raiz que aparece en el
denominador.

Ejemplos:

.5 52 52
V2 222 4
L6 6 2 202 22 _\2
5/18 5.3v2 52 522 10 5

Actividad:

14.Racionalizar:

1 2 2
—_— —_— h —_—
a) > e)\/5 )\/§
3 2-x Jxy
b = f = =
) 2 -X )\/2+x D 5Jvz
) - ) - -
V2 2 V3
X+Yy

12
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el.2) Radical de indice m:

Se multiplican numerador y denominador por la raiz m-ésima de una
expresion cuyo producto por el radicando del denominador sea potencia
m-ésima perfecta. (Al hacer la multiplicacién, en el denominador el indice de la
raiz debe coincidir con el exponente del radicando)

Ejemplos
5 52§50 %50 57 585 §5
25 23532 25 10 10 10 2
3 _  Heab’c _3Vahc
4ab2c3 ‘{/abzc3 Ya3b2c abc
Actividad:
15.Racionalizar:
2 6x 3
) 3£ b) - c)
& ab?x3 A(x +y)
2 2 12
d)—= e) 1)) =
3 Yx2y 27
12 3X+y ., a
g) = h) ==
V27 - y)? Va
2 1
£ _ k —
) T )3 =

e2) El denominador es un binomio con radical de indice dos:

Se multiplican numerador

y denominador

por el binomio conjugado del

denominador, el cual se obtiene cambiando el signo de uno de los términos (es decir el
conjugadodea + besa-byelconjugadodea-besa+b)

Ejemplos:

1 13 +1)

\/§+1

\/§+1

\/§+1

B-1 (B

_11\/§+1:(\/_)2 1:
32 -3 3*/_ */_IZVZ */_) 12-3J6 -26 +3 _15- sf

3-1 2

222 +43

(@+b)-(@-b)=a%-b?

V2 +\B2-43)

Observa en los ejemplos: en el denominador aparece una identidad notable

=3-
8-3 Ve

13
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Actividad:

16.Racionalizar:

1 J3 1
R Ve h VB2
2+43 2 1
V3T 0 Bos R
3\/§+2\/§
3v2 - 243

f) Suma vy resta de radicales (radicales semejantes)

f1) Suma y resta de radicales

Para poder sumar y restar radicales, estos tienen que ser semejantes, es decir
tener el mismo indice y el mismo radicando.

Ejemplos:

22+ 72 +5/2 =142
« 6Y¥x -3Yx —2¥x =x

- 54+ 8+ Y250 _g@_sm:
Y2.33 +2% +32.5° —%\/2_5—324 -
3§/§+2\/E+5\/§—%4\/§—2§/_=

3-2R2+(2+5-3N2 =32+4/2

Observa en el ultimo ejemplo:
- primero se descomponen los numeros.
- segundo se extraen aquellos factores que se puedan
- tercero se suman los coeficientes de los radicales

semejantes

14
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Actividad:

17.Realiza las siguientes operaciones.

a) V45 -27 -420 =
b) V175 ++/243 — 63 - /75 =
c) 80 - 24252 + 34405 - 34500 =

d) 24450 + 9412 - 74/48 - 3,98 =
e) %\/1_—%\/@+%\/48+é\/7_=

f) 354 -324 -316 -

g) 3040 +31029 -3/625 -

h) 3/81 - 33375 + 3686 + 23648 =

i) 3v5++180 -/80 =

i) 3v12 -5/48 + 24192 -

k) 3v32 -5/98 + 18 =

) 5v2 -11V2 +4y5 -135 + 442 + 45 =
m) 5v2 — V18 + 3472 + 1148 - 3450 =
n) 3v12 - 1142 + 843 + 58 + 24/75 =
0) 4420 - 345 +11J125 - 2045 =

p) 5\/%+\/§_4\/§—\/30 =

q) 5-316 +3-3250+2-354 - 4.32 =
) 5-42+7-J2-6-932+13 Y64 - Y1250 =

\F [18 1 [8 \F
—+4 | — + = [+, = =
5 125 3145 2

4
t)y 3 ¥s1abs +12b 33% 1337 -

S

o/

f2) Potencia de un radical:

Potencia de un radical es igual a otro radical de igual indice y cuyo radicando es
igual a una potencia de exponente la multiplicacion de exponentes.

-

15
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Ejemplo:

4
(3aej _ 3524 _ g8

f3)Radical de un radical:

Radical de un radical es igual a otro radical cuyo indice sera la multiplicacion de
los indices y el radicando sera el inicial.

Wa = mYa

Ejemplo:
4/3/3a2 _ 12/3a2
{a® a = 4\Na6a§/a_7

Actividad:

18. Simplifica las siguientes expresiones:

[ es | - o (B2t = o ({2 K2 -
D132 - e () - n \{¥x -

a) W = h) (%/E)4 - i)(\/§)3 -

) (i/x—Sjs = k)(i/x_zjg = 1) (327a4 )2 =

m V3 - M35 - M) VB =
0)Vala fa*Va® -{fa Fa=p)}\¥8 - 2242 =

7
25 /9 37 [au3 | _ /5 Yy _
r)4?3\/;_ s)( 8x]_ t)4y3{/;_

16
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MAPA CONCEPTUAL

NUMEROS REALES

Pueden ser De€llos se utilizan
Racionales Irracionales Aproximaciones Valores exactos
Pueden ser se obtienen mediante serepresentan mediante
Radicales
Enteros Fraccionarios Redondeo Truncamiento
Se expresan como
Pueden ser Su expresion decimal puede ser
Potencias de exponente fraccionario
Queimplican
Positivos Cero Negativos Con ellas serealizan
Naturales Errores
Operaciones
Que pueden ser
Decimal exacto Periédico puro Periédico mixto i
Absolutos Relativos

17
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EJERCICIOS

1. Clasifica los siguientes niumeros:
, 3 4 1 , , ,
5,27, - 7., Ja 3 V3, =, 2777, n, 382555.., 2'358573...

2. Extraer todos los factores posibles:

a) V18 h) V32
b) 316 i) Y16x°

¢) v/50a2b i) {6ax°®y®
d) 2 /75xy® K) z—;

o 27a°m3n? N 5 8X%y*z°
392b°c? 81la’b
f 2 | 27x* ™) 2%a°p’c®
3 \16a%pb* 36x3y®2°
9
oo {22

3. Introducir dentro del radical todos los factores posibles que se encuentren fuera de
él:

a) 3/5 d) %\/E
b)%% e) %a’zb Yaabx
c) 20a%p? Pon? f) 5mn2p3m

4. Calcula:
a)\/§+\/ﬁ—2\/§= h) 2\/E+3\/E+\/%+m=
b) v20 - 245 + 3.5 = i) V32 - /18 + 98 =
c)4\/g—3\/ﬁ+6§—\/%= i 2V8 + 472 - 7418 =
d)3\/§+4\/§—\/3_2+\/5_: K) 36x+g\/§—§\/§=
e)i/%—%%a‘?? +§§/b603a: 1) 643 - 443 +5¢3
) 2aV3 —V27a% + aW12 m) 3v2 - 3/8 + 318

g) 2av/2 — ay/8 + 3v2a2

18
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5. Realizar las siguientes operaciones:
a) l\/1 2 V21
2 7
b) |- - iﬁ
2a \b
4 5
) 3 2X "{/4)( Sy
25y° Sy
d) {75x%y® : 5\3xy

e)%i/x_zzia%“x3
Q)W:[ga\/WJ
DECEETR
i) (a—\/5)~(a+3b2j

i) 5vx* *§4x7a*2 x%25 =

6. Simplificar:
2) %(5@:3@)_(34 @

fa .

K) V2 :32

D g%.m@

S
3 5 4

n) 33¥16a° : 432a?

i) 5vVx* -g“x?a-z x625
SN R
2V3 31\s5 4
2
p) 7 3/ 3XY E 2Xz 44 5x
4z 4\ 3y 64y?

q)(\/3—a—\/3+a)~(\/3—a+\/3+a)—2a

X 2 1

\/Z \/% a 2 ab
D . j— - —+1/—+1/——1[—
b a 2b ab 2
m) 3,313
3

ES /az

b b
~ /30*5*1
) § 5*4

0) Y2242 =

19
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h) \/1+\/6+\/5+\/E =

) V3(/2 +6)*=

. Racionalizar las siguientes expresiones:

p) 125814256 =

1 1 V3
1)&+\/§_ 11)\/5_1_ 21)—5_@
2) 7§+_11: 12)—\/Ei el 22) 2*/52_\/25:

2-43 V2 Jx
3 = 3 = 23 =
)2+J§ . )3—\/5 )2—&

3 J5-1 J3+42
4 - 14 - 24 -
)51 )1 ) B2

5\/5+5\/§_ 8 V3
®) oz 5v3 ) 5" RN -
743 -1 6 5
6 = 16) — — 26) > -
)\/§+1 )i/i )\/5

1 \/E 3x -2y
0] 17) 27)

J2 -3 3-45 {3x2y?
8)%2 18)%: 28) \/52_1:
6 4 J5-1
9) > - 19) - 29) -
V2 o2 V5 +1

2 ab?

10)E: ZO)W
a

8. (Cuales de los siguientes radicales son semejantes? (Y cuales homogéneos?

3 1[4
g)v3a“, \/E \/; 2\/;
h)3 42xy, ‘{/32x5y, ‘\‘/2x9y5

a) 5v2, 348, V18
b) V81, ¥24, 98, 3
9a

) V3a, {81a*, §27a3, J2a i)v2,44,%8

d) V2,990,927 %2, 98 594
1 1 1

e) 64,368,154 k) Va, ¥a2, Ja®

) v2,v8,418 D+2,46,54

20
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1.

2.

CUESTIONES

Indica si son verdaderas o falsas las siguientes igualdades:

a) a*+a2=a°
b) 5% -2% =3?
c) am-b" =(a-b)™"

5x 2y ~?

d) —_Zy_3 - By
x%y
X y

ey X _Y _o
y1 x1

Indica si son verdaderas o falsas:

a) El numero \/g es real. ¢Es irracional?

b) El nUmero 5 es natural. ¢Es entero?
c) El nimero — 7 es entero. ¢Es racional?

. 2 . .
d) El numero . es real. ¢Es irracional?

e) El nimero = es irracional. ¢Es racional?
f) El nUmero 2'777777... es real. ¢Es racional?

3. Dado un cuadrado de lado \/5 cm. (Qué tipo de nimero sera su area? y ¢su

4.

perimetro?.

Indica si son verdaderas o falsas:

a) Todo numero real es racional.

b) Todo nimero natural es entero.

c) Todo numero entero es racional.

d) Todo numero real es irracional.

e) Todo numero natural es racional.

) Un ndmero irracional es decimal finito.
g) Algunos nimeros enteros son naturales.

Explica la diferencia que hay entre las expresiones decimales de los nimeros
racionales y los irracionales.

. 2 3 . .
¢Es cierto que entre 5 y 5 existen numeros?

Siendo la raiz cuadrada de un numero irracional, ¢;el ndmero debe ser
irracional?

Indica si son verdaderas o falsas:

) Vx-y =Vx -y
b) (3-+2f -1
o) iVx =¥

21
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9. De las tres opciones expuestas a continuacion elige la correcta, si es que la
hay:
a) Los numeros racionales contienen como subconjunto a los nUdmeros
enteros, pero estan contenidos en los nUmeros naturales.
b) Los ndmeros racionales contienen como subconjunto a los numeros
enteros, que a su vez contienen al conjunto de los naturales.
c) Los nimeros racionales estan contenidos en el conjunto de los nimeros
enteros, que a su vez contienen al conjunto de los naturales.

10.Indica cual de las siguientes afirmaciones es la correcta:
a) Hay dos clases de numeros racionales: los que se pueden escribir en
forma decimal y los que se pueden escribir en forma de fraccién.
b) Hay dos clases de numeros racionales: los que se pueden escribir en
forma decimal y los que no.
c) Todo numero racional se puede escribir en forma de fraccién y en forma
de decimal.

11.A la hora de multiplicar dos radicales lo primero que tenemos que hacer es:
a) Reducirlos a indice comun, si es que no lo tienen.
b) Observar si tienen el mismo radicando, y si no lo tienen debemos
reducirlos a radicando comun.
c) No son necesarias ninguna de las condiciones anteriores, siempre se
pueden multiplicar sin necesidad de transformarlos previamente.

12.Para poder efectuar la suma de radicales:
a) Deben tener el mismo radicando.
b) Deben tener el mismo indice.
c) Deben tener el mismo indice y el mismo radicando.

13.Indica cual de las siguientes afirmaciones es correcta:
a) El conjunto de los nimeros reales contiene a los nUmeros racionales pero
no a los irracionales.
b) El conjunto de los nimeros reales contiene tanto a los nUmeros racionales
como a los nimeros irracionales.
¢) El conjunto de los niumeros
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UNIDAD 2

POLINOMIOS

OBJETIVOS DIDACTICOS:

1. (*%*) Realizar operaciones con polinomios.

2. (**) Utilizar la regla de Ruffini para dividir polinomios
entre binomios.

3. Utilizar el Teorema del resto para hallar el resto de
las divisiones de polinomios entre binomios.

4. Factorizacion de polinomios.

5. (**) Operaciones y simplificaciones de fracciones
algebraicas.

** |Indica objetivo minimo
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Esquema:

1. Operaciones con polinomios.
1.1. Suma y resta de polinomios.
1.2. Multiplicacién de polinomios.
1.3. Divisién de polinomios.

2. Regla de Ruffini.
3. Teorema del Resto.

4. Divisibilidad de polinomios.
4.1. Divisibilidad de polinomios.
4.2. Factorizacion de polinomios.

5. Fracciones algebraicas.
5.1. Definicion
5.2. Simplificacion
5.3. Reduccién a comun denominador
5.4. Sumay resta
5.5. Producto
5.6. Cociente

24



Colegio Vizcaya 4° E.S.O.

1. OPERACIONES CON POLINOMIOS

Actividad:

1. Dados los polinomios:
PO) =x®-2x2 +3x -1
Q) =x% +3x-1

Calcular:

a) P(x) +Q()
b) 2P(x) — 3Q(x)
c) P(X) - Q%)

d) P(X):Q(x)

2. Calcula la division (x4 - x2 +5x - 2): (x +2) utilizando la Regla de Ruffini,
indicando el cociente y el resto.

3. Halla el valor numérico de P(x) = x® -3x%2 +2x -1 en los puntos x=0, x= -1.

1.1. Suma y resta de polinomios

Para sumar y restar polinomios, sumamos y restamos términos semejantes.
Términos semejantes: son aquellos que tienen la variable y el exponente
iguales.

Ejemplos:

a) (6x3+4x%2 -2x+3)+(@2x3 -3x2 +x-5)=7x3 +x? -x -2
b) 6x3 +4x% -2x+3)-(2x3 -3x? +x-5) =
5x3 +4x% -2x+3-2x3 +3x%2 - x+5 =

3x3 +7x%> -3x +8

1.2. Multiplicacién de polinomios

Para multiplicar polinomios, multiplicamos cada monomio de uno de ellos por
todos los monomios del otro polinomio y luego agrupamos términos semejantes.

Recuerda: cuando multiplicas potencias de igual base se suman exponentes
( por ejemplo: x®-x° = x%)

Ejemplo:

(3x2—2x+1)~(x+3):3x3—2x2+x+9x2—6x+3=3x3+7x2—5x+3
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1.3. Divisién de polinomios

a) La division de dos polinomios es otro polinomio, se puede hacer si el
dividendo contiene todas las variables del divisor con el grado igual o mayor:

Recuerda: cuando divides potencias de igual base los exponentes se restan
( por ejemplo: x° : x? = x?)

Ejemplo:

(24a3x3y2): 8a’xy = 3ax’y

b) Si hacemos la division de un polinomio entre un monomio, es necesario
que todos los monomios que formen el polinomio sean divisibles entre el divisor:

Ejemplo:

(3x4yz2 —dax?y® - 7x%y%z + 2x2y): 2x%y = gxzz2 - 2ay? - %xyz +1

¢) Si hacemos la divisién de un polinomio entre otro polinomio, normalmente
la divisién no suele ser exacta:

P(X) = D(X) - Q(X) + R(x)
Donde: P(x) dividendo
D(x) divisor
Q(x) cociente
R(x) resto

Ejemplo:
3x® +3x* —2x+x5): (x2 +2x—1)=

Antes de empezar a dividir, dividendo y divisor tienen que estar ordenados en
forma decreciente y en el dividendo si falta algun término se pone 0:

1°© paso: se divide el término de mayor grado del dividendo entre el término de
mayor grado del divisor, el monomio que resulte serda el primer término del
cociente.

2° paso: el monomio obtenido en el 1° paso se multiplica por el divisor y el
polinomio que resulte cambiado de signo, se coloca debajo del dividendo y se
realiza una suma (recuerda que so6lo puedes sumar términos semejantes),
resultando otro polinomio.

3° paso: el proceso se continda hasta que el polinomio sea de un grado menor que
el cociente, este polinomio sera el resto de la division.
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3x% + x® + 3x* + 0x® + O0x? -2x +0 X2 +2x -1

- 3x% - 6x° + 3x4 3x% - 5x3 +16x% —37x + 90

—-5x° +6x* +0x3 + 0x? —2x + 0
5x° +10x* - 5x3
16x* —-5x3 + 0x* —2x + 0
—16x* - 32x3 +16x>
-37x% +16x% -2x+0
37x3 + 74x% - 37x

90x° —39x + 0
—90x? —180x + 90

-219x + 90
Esta division no es exacta, ya que el resto es distinto de cero.

Actividad:

4. Calcula las siguientes divisiones:
a) (2x5 —14x* +14x3 +18x% - 30x — 18): (x2 —5X — 3)
b) x5 -18x® +16x2 - 25x + 30): ox?® - ax? + 6)
c) (x5 —7x* = 3x? —4): (xz +2x—3)

5. Dados los polinomios:
P(x) =3x>—4x*+ 3x -2
QX)) = 4x®—7x* +5x -3
R(X) =5x*+ 6x3+ 3x* —2x + 1
S(X) =x*—-7
Calcula:

a) P(x) + Q(x) =

b) R(X) — P(x) =

c) 3P(X) —5R(X) =

d) QG)*P(x) =

e) R(xX) : S(x) =

6. Resuelve la siguiente operacion:
a) 4x(3x% + 2x%) + (4x® +3x — 2xH)(2x® + 2x*) =

b) [(3xX°—4x3+2x—7)* (6x*=3x®+ 6x + 7 )] - (2x° + 3x4 — 4x)
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2. REGLA DE RUFFINI

La Regla de Ruffini es un algoritmo que permite obtener el cociente y el

P(x) =2x3%+x? -3x+5 y Q(x) =x-1

resto de una divisién sin necesidad de realizarla siempre y cuando el divisor sea de
la forma x —a. Vamos a utilizar la Regla de Ruffini en el siguiente ejemplo:

Luego para aplicar la Regla de Ruffini tenemos que tener en cuenta

los siguientes pasos:

» Se ordena el polinomio P(x) en forma decreciente y
escribimos los coeficientes con su signo de cada término,
en caso de faltar algun término su coeficiente sera 0. A la
izquierda se pone el término independiente del divisor
cambiado de signo, en este caso 1 y se baja el coeficiente
de mayor grado. (Fig. 1)

» Se multiplica el coeficiente que se ha bajado 2 por el que
se ha colocado a la izquierda 1. El resultado del producto
se coloca debajo del coeficiente del término siguiente y se
suman. (Fig. 2)

» El resultado de la suma se vuelve a multiplicar por el
nuamero situado a la izquierda y se repite el proceso. (Fig.
3y4)

1 -3 5§
1 -3 5§
2

3

1 -3 5§
2 3
3 0
1 -3 5
2 3 0
3 015

> Si nos fijamos en la figura 4 el Ultimo nimero de la fila inferior corresponde
con el resto de la divisidon y el resto de los nUmeros seran los coeficientes del

cociente, cuyo grado sera uno menos que el grado del dividendo.

Resto =5
Cociente = 2x? +3x + 0 =2x? + 3x

Como dividendo es igual a divisor por cociente mas resto, en este caso se

verifica:

2x3 +x%2 -3x+5=(x-1)-2x%2 +3x) +5

Actividad:

7. Realiza la siguiente division por Ruffini, especificando el resto y el

cociente:
a) (13x4 +50 + 15x3): (x +5)
b) (x5 - 6x3 +3x? +2x+2): (x -1)

o) [5x* —6x+1x2-2x_5 :(x-2)
3 3

d) (—2X4 +5x3 — 6x2 +7x+§]:[x—%)
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3. TEOREMA DEL RESTO

3.1. Valor numérico de un polinomio

Sea P(X) un polinomio y a un ndmero, entonces si sustituimos la x por a
obtenemos el valor numérico del polinomio P(x) en a.

Ejemplo:

Sea P(X) = x® —2x2 +3x -1 vamos a calcular el valor numérico del
polinomio en el punto x = - 1:

P-1) =(-1° -2(-1 +3(-1)-1=-1-2-3-1=-7

Si el resultado obtenido es cero, decimos que a es raiz o un cero del
polinomio.

3.2. Teorema del Resto

El valor numérico del polinomio P(x) cuando x = a es igual al resto r
de la division de P(x) entre (x — a), es decir P(a) =r

Demostracion

Si dividimos P(x) entre (x — a) obtenemos un cociente C(X) y un resto r.
Entonces se tiene:

Dividendo es igual a divisor por cociente mas resto.
P(X) = (x - a)~ Cx) +r

Si hallamos el valor numérico del polinomio en el punto x = a, se obtiene:
P@=@-a- -C@+r

Operando, se llega a:

P(@=0-C(@ +r
P@ =r

Ejemplo:
Calcular el resto de la divisién P(X) = 2x? - 3x +1 entre x + 1:
Aplicamos el Teorema del Resto parax = -1

P(-1) = 2(-1)* -3(-1) + 1 = 2 + 3+ 1 = 6 = resto de la division, en este caso
NO es exacta.
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Actividad:

8. Aplicando el Teorema del Resto, probar si son divisibles:
a) (5x3 - 3x? - 4x —3): (x-3)
b) (3x5 +2x* - 4x3 + 4x? +5x —2): (x +1)

c) (x5 +6x? —8x—3): (x +2)

d) (x5 - 6x3 +3x? +2x+2): (x -1)

4. DIVISIBILIDAD DE POLINOMIOS

4.1. Divisibilidad de polinomios

Del Teorema del Resto y de la Regla de Ruffini podemos deducir que
un polinomio es divisible entre (x — a) si a es un cero del polinomio, es decir,
si P(a)=0.

Las raices enteras de un polinomio se encuentran entre los divisores
del término independiente. La determinacidn de sus raices permite, por
ejemplo descomponer un polinomio en producto de binomios u otros
polinomios mas sencillos.

Para descomponer un polinomio como producto de polinomios de
grado mas pequefio vamos a utilizar la Regla de Ruffini aplicAndola varias
veces.

» Las posibles raices del polinomio se encuentran entre los divisores del
término independiente (nos interesan aquellos que den de resto cero).

» Se considera el cociente que resulta de realizar la Regla de Ruffini y se
vuelve a repetir lo anterior hasta que resulte un polinomio irreducible.

» El polinomio de partida se escribe como producto del polinomio
irreducible por todos los binomios del tipo (x — a), siendo a raiz del
polinomio

Ejemplo:
Descomponer en factores el polinomio: P(x) = x* + 6x3 + x? —24x + 16, las

posibles raices enteras del polinomio se encuentran entre los divisores del término
independiente 16, en este caso +1,+2,+4,+8,+16

1 6 1 -24 16
-4 -4 -8 28 -16
|1 2 -7 4 0

Entonces se tiene: P(x) = (x + 4)(x> + 2x% - 7x + 4)
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Continuamos aplicando la Regla de Ruffini al cociente:

1 2 -7 4
1 1 3 -4

1 3 -4 0 =x3+2x2 - 7x+4 = (X -1)(x? +3x - 4)
1 1 4

1 4 0=>x%2+3x-4=Kx-1D(x+4)

El polinomio P(x) queda descompuesto de la siguiente forma:
P(X) = (X + 4)(x - (X - 1)(X + 4) = (x - 1)?(x + 4)?
Las raices o ceros de este polinomio son:

X-1=0= x =1 doble
X+4=0= x=-4 doble

Actividad:

9. Descomponer en factores los siguientes polinomios, indicando las
raices:

a) P(x) = x* —5x> +5x2 +5x -6

b) P(x) = x> - 7x* + 7x +10x3 - 10 - x?
c) P(x) = 6x% —5x3 —23x2 +20x - 4
d) P(x) = x3 - 4x

e) P(x) = x3 -4x% +x+6

f) P(x) = x® -x? -8x+12

g) P(x) = x3 - 6x2 + 9x

h) P(x) = x3 +4x? —11x - 30

) P(X) = x® +6x% +5x-12

4.2. Factorizaciéon de polinomios

Descomponer polinomios en factores es expresarlos como producto de
monomios o de polinomios de grado menor.

a) Extracciéon de factor comudn

Cuando en todos los términos de un polinomio aparece un factor comun,
el polinomio se puede descomponer en una multiplicacién de dos factores:
- Uno de ellos es el factor comun
- El otro es el cociente de la division del polinomio entre el factor
comun
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Ejemplos:

o 6x3 +2x% +4x* =2x%2(Bx + 1+ 2x?)

o 3x2%y3 —oxy? +6x3y? +27xy?z = 3xy?(xy - 3y? + 2x2 + 9y?7)

Actividad:

10. Sacar factor comdn en las siguientes expresiones:

a)25a’h?’—10a’y*+5a’b’y + 15a° b®

bYy4day*z*—10a’y°z +24 ay?

c)169a’b®>c—-13ab’c®

d) 125 a*b3c® — 45 a’b%c*x® + 5 a®* b? ¢* — 300 a* b? c® x — 10 a® b? ¢®
e) 18a”bh*c®>—54a’b°c?*x—18ab’c®+36a’b*c* —90ab3c®x® + 72 ab*c® x® y
HDuax®y+4a°x’y’—-6a*x®10ax?

PD7/B3M Xy +7m>nx?+14/5m?nd®xy

b) Identidades notables

a® +2ab +b? = (a+b)?
a? —2ab +b? = (a-b)
a’? -b? =(a-b)(a+b)

Ejemplos:
25x? = (5x)?
e 25x% +30x+9=49=32 = (56X + 3)?
30x =2-5x-3

9y*z? = (3yz)’
e 9y?72 136 -36yz = {36 = 6° = (3yz - 6)?
36yz=2-6-3yz

o 49-4x% =72 - (2x)% = (7 + 2X)(7 - 2X)
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Actividad:

11. Factorizar:
a)x®*+ 10 x + 25
b)m? + 2m n + n?
) 9/25 x° + 12/5 x3y + 4 y?
d) 36/25 a* b® x°® + 6 a° b® x°® y* + 25/4 a® y*
e)16/9 m*y*c?—-8/5m?y?cn*z?> + 9/25 n® *
f) 0,25 m* n? — 1/7 m? n x* y°® + 1/49 x® y*?
g9)9 m? g* + 1,8 m p? g* + 0,09 p*
h)4 a? — 9 b?
i) 100 y* — 64 m? x®
j) 144 m® — 121 x® y*
k) ¥4 b* x> — 9/25 m? n®
D 4 x%y*z?—-1/36 m* n® d?
m) 1/9 x*® y* m® — 4/25 a” b®
n)4/49 x* — 1/9 y?

5. ERACCIONES ALGEBRAICAS

5.1. Definicion
Se llama fraccién algebraica al cociente de dos polinomios
5.2. Simplificacién

Para simplificar una fraccién, se dividen el numerador y el denominador por
uno o mas factores comunes a ambos. Se obtiene asi una fraccién equivalente.

5.2.1. Cuando en el numerador y en el denominador sélo aparecen factores
multiplicandose:

Ejemplo:
6x%y°z  xyz

12xy* 2

5.2.2. Cuando en el numerador o en el denominador aparecen sumas o restas:
- Se saca factor comun
- ldentidad notable

Ejemplo:
2x2 +4xy +2y?  2(x® +2xy +y?)  2(x+y)®  2(x+Y)
x2 —y? X+Y)X-y) X+X-y) X-y)
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Actividad:
12.Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
2 _ 5 3
4x a2 b) 3n: r; <) 35mr21
12xya —-6m~"n°z 21m~“n
_ 3 21,3 3 2
o) ax — bx e) 16a’b - 12a“b ) 2laxy” — 49x°y
mx —m mx + m .. mx-m
0 hy iy
ax —ay X< -y ay — ax
. 3ax-3a a+b m? + mn
D g D7 D —mn
9y“ — 9x (a+Db) m+n
@-by 3a%x _. a’-16
m) ——— n ——— A ——
a® - b? 6a% — 9a°x (a-4)?

5.3. Reduccién a comun denominador

Se sustituye cada fraccién por otra equivalente, de modo que todas tengan
el mismo denominador. Este sera multiplo a todos los demas.

Ejemplo:
i 5 6
X I y ’ y2
5 Denominador comun xy?
y 5xy 6X
xy? xy? xy?
Actividad:

13.Reduce a comun denominador las fracciones de los siguientes

apartados:
a 2,2 ¢ by 2B a-c b-c
bc ac ab ab ac bc
a a-1 a+b a b C
C R T d ] ]
) 2b 3b 6b )a—b a+b g2 _p?
) X-3 X+3 1 ) 2X 3y 2x — 3y
Xx+3'x-3"x2_9 (x+y)2’(x—y)2’x2—y2
D m+2n 3m-2n 6mn h) 3% 3-2x 5+2x
3m-n’3m+n 'gm2 _n? x2 -4 Xx+2 '2x+4
D X +Y X X-y
x2 —2xy +y? x% —y? 'x? 1+ 2xy +y?
. a a b
i)

a?b —2ab? + b3 "a?b-b3 a3 -a?b
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5.4. Suma y resta

Para sumar o restar fracciones algebraicas, estas se reducen a comudn

denominador y se suman o restan los numeradores, dejando el

mismo
denominador comun.

5.4.1. Cuando en los denominadores s6lo aparecen niumeros:

Ejemplo:
Xy . 3Xy OSXy _ 2xy +3xy -15xy _-10xy _ -5xy
3 6 2 6 =76 "~ 3

Actividad:

14. Calcula el resultado de las operaciones siguientes:

a 3a ba X 2X 7X
a)—+—-——= b) —-——+-—=
3 4 12 5 3 15
a+b a-b 2a-b a+b 3a-5b 5a-4b
c) + - = c) + - =
3 4 6 3 2 6
3a+2b 3a+2b 4a-7 2a+6 a-5
d) - —-a= e) - - =
2 3 6 9 3
5a-2 2a-3 2a+1 a+b a-b 3a-2b b
f) - - ) - - -~ =
3 4 4 2 4 6 3

5.4.2. Cuando en los denominadores aparecen letras multiplicandose:
Ejemplo:
1,5 6 _ y? . Bxy  6x _ y? +5xy - 6x
Xy y2 xy2 xy2 xy2 xy2
Actividad:

15. Calcula las siguientes operaciones:

3 4 5 3 2 1
a —+—-—-= b) = -——+==
) a a*> a° )a3 33’ a
) 3+§= d) 5a—2_2a—3+2a+1
b 4b 3 4 4
2 2
e) i+i+i_9a+2 f) i+£_u
2a® 2a 3a® 6a° x? y? x?y?
X y 1 ay-b a+b b?-2b 2a-4
=+ L= h) - - + =
9 a2 b2 ab ab?2 ) 2ab 4b2 8a
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5.4.3. Cuando en los denominadores aparecen letras y niUmeros sumandose y
restandose:
Ejemplo:
5X 33Xy _ 5 3xy B
X2 +2xy +y?  2x%2 -2y?  (x+y)? 2x+y)(X-Yy)
_5X2(x —y) - 3xy(x +y) _ 10x? —10xy — 3x%y — 3xy?
X +y)?2(x -y) X +y)?2(x -y)
Actividad:
16. Realiza las siguientes operaciones:
a) a  _a b) ax a
X+y X-Yy x2 —y? X+y
) 8 _ 4x d) 3 4 N b
x2 +2x 2X+4 a+b a-b a2 _p2
e) a—b_a+b: ) 2x o x-4
a+b a-b X+3 3+2x
Ix-m X +3m 5x + 2 x-1
9) - - h) - =
X -m X% —m 0 - 4x 3+ 2%
i)x+5_3—x_ 3x D 4-x 3 _ X=5 _
2X -4 x2_4 X+2 5-3x 25_9x2 5+3x
k)3—x_ 2x  x-1 D X-2 Xx+2 3-X _
X X -1 3% 6Xx+6 2x+2 4x+4
X-2 x(x-1) x+1 3a 2b a®-3ab
m) + - = n) - - =
x-1 X -2 2 a-b a+b g2 _p2

5.5. Producto

El producto de dos fracciones algebraicas es el producto de sus numeradores
partido por el producto de sus denominadores.

- Si hay sumas y restas primero se saca factor comudn y luego se mira
por si aparece una identidad notable

Ejemplos:
. 2x 5By 2x-5y 5
3y? 6x3 3y?.6x3 9x%y

a® -b> 2a+2b _(a+b)a-b) 2(a+h)
a® +2ab +b? 4a-4b (@a+b)? 4a-b)

1
2
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5.6. Cociente

El cociente de dos fracciones algebraicas es el producto de la primera por la
inversa de la segunda.

- Si hay sumas y restas primero se saca factor comudn y luego se mira
por si aparece una identidad notable.

Ejemplos:
2x . By 2x-6x>  4ax*

3y?2 " 6x3 3y?.5y 5y3

a>-b?> _2a+2b (a+b)fa-b). 2(+b)

" a®+2ab+b® 4a-4b  (arpp 4la-b)

(a+bp@a-b)P _2(a-b)
2(a+b)® (a+b)?

Actividad:

17. Simplifica todo lo que se pueda:

2 2 2 _

a) 2x  x° -y b) x+y)” x-y
X -y 2 x2 —y? X+y

2 3

o Bxtay X -xy el L 1)

ax x2_y2 X )(2 x3 X-1

e 4 x+2 3x+9 f x3 —x? 3x3-3x

3x-3 x2-2x+1) x+6 x-5 ~ x2_25
1 1

g @D @arby hy — x-1

a2 -b? (a-b)? 1
X+1

[ x 1 10z° O x-1 x?-1

)) );: = 1)) :
5z X+1) x° -1 X+1 X

2 2 2
X< -4 XT - X+

K) (@ X) ) LA y -
X< —-2x+1 X—Y X°+2xy+Yy
2 2 2 2 4 4

- X 3x X< + 2% X" -

m) y2 ' - n) 2 yzy "2 y2:
X°+Xy X-Y X -y X +Yy
1_5 l+y 1+g+12 _l

) X _ 0) a ; . al -
1+ % 1—X a+3+— 1-—+—

y X a a2
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MAPA CONCEPTUAL
POLINOMIOS
Operaciones Se distinguen en ellos
Suma Resta Producto Division Potencia Términos Grado

Tiene interés la division entre (x-a)

Divisibilidad
Regla de Teorema Descomposicion
Ruffini del Resto factorial del
polinomio
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EJERCICIOS

1. Calcula las siguientes divisiones:

a) (5x3 -x" =3x* +3x - 4x? +xB —2):(x3 -x2 +1)
b) (2x4 - 4x® - 20x* - 20x —12): (x2 —5x+1)
c) (12x2 ~-5+x* +21x+2x3):(3x—6+x2)

2. Aplicar la Regla de Ruffini:

a) (x5—2x4+x3—x2 +x—6):(x—2)
b) (5x“—6x3+ix2 —Ex—5j:(x+1)
3 3

c) (13x* +50 + 15x%): (x + 2)
d) (<2 +x%2-x-1):(x-2)
e) Bx® —-2x® +x®° -1 : (x? +1)

3. Aplicar el Teorema del Resto para hallar el resto de las siguientes divisiones:

a) [2x - 5x2 +12x* - 5): (x + 2)
b) (5x3 - 3x? —4x—3): (x -3)
c) (xs +1):(x+1)

d) (x® - 4x? +5x - 8) : (x - 2)

4. Hallar el valor de m en cada caso:

a) (4x3 - 6x + m) y (x —3) son divisibles
b) (x3 —2mx? +2x - 4) y (x-2) da de resto 1.
c) (3x5 -8x% + mx - 20) y (x-2) da de resto — 1.

5. Descomponer en factores, indicando las raices:

a)P(x) = x® —-4x? +x+6

b) P(x) = x* - 4x® - x? +16x —12
c) P(X) = 3x3 +5x% —4x -4

d) P(x) = 2x3 - 2x? —16x + 24

6. Halla m para que la division (x> +9x? + 7x -m) : (X + 2) :
a) Sea exacta.
b) Tenga resto 6.
7. Simplificar:
6a*b°c? 6abx3 - 5a’x3y?
3,2 b 21y 2 ©) 3,4
2a°b 12a“bx —2ax’y
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—15x°y*z3 a’ -b? a’? -25
I NS o -2 p a-2
30x7y’z (a+b) a“ —b5a
2 2 2.2 2 2
a--2ab+b a‘b“-b .« 1l4a“° - 7ax
9 T2 2 h) 2 o1 D
a‘ -b a? -2a+1 10ay - 5xy
3 2 2 2
) X® —2X 2y — 4a 3x° - 27
) P s K =2 h ==
X" —4x° + 4x 2y” - 8a‘y 3X° +6x+9
3 2 2 2 3 2
X7y + 2X°Yy + X 9a“ - 4b -+ 9b° -6b° +Db
my 2= I DR I e
Xy — Xy — 2y 9a“ +12ab + 4b 9b° - 3b

8. Simplificar las siguientes expresiones:

2a-4 a+x x?-2x 2b 2a+1 2a%+2b?
a) - - b) + -
8a  2ax 4x? a-b a+b a2 _p?
6a 3a 2a x2 —y? X +Y
©) 2 - =) 2 2 -
1-x* 1-x 1+Xx X—Y X% 4+2Xy+y
o) y?-x* 3x _ f x? +2xyy? x* -y*
XZ +xy X-Yy x? -y?  x®+y?
1—5 1+X 1+§+i2 a—;
a
Q) 3(/ X - h) f; — a1 -
1+— 1—X a+3+— 1-—+—
y X a a a2
1_1
< X2 y? (1 1 . 4a® -4 a®-1 a*-2a°
P,y Daiif-a @ 2 -1
X _5.Y @+17 -a a®-2a°> a°-
y X
@-17 . a® -1 a’ -2ab+b? _a-b
K) — . 2 D 2 _ 2 -
x? -1 (x-1) x2 -y X-y
8x x? -4 X+3 3 1 X +10
m) . - = n) . — =
4X+8 x? +4x+4 2x* -8 2x -4 x+2 2x%?-8
4 X+ 2 3x+9
o) — . =
3X-3 x2_2x+1) X+6
CUESTIONES

1. Hallar ay b para que P(x) = x3 + ax? + bx — 3 sea divisible entre (x+1)(x-1).

2. ¢Cual debe ser el término independiente del polinomio
P(X) = x* = 3x? + x + m para que sea divisible entre (x-2)?

2

3. En el polinomio P(x) = 2x3 —%x +%x —-3m ¢qué valor ha de tener m para

que (x - %) sea un factor?
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4. Halla el wvalor que debemos dar a p para que el polinomio
P(y) = 3a°y? —2a’ + 6a’y>® —py? +y’ —a’y® sea divisible entre (y — a).

5. Para poder dividir dos polinomios es necesario que:

a) El grado del dividendo sea menor que el grado del divisor.
b) El grado del dividendo sea mayor que el grado del divisor.
¢) El grado del dividendo sea igual que el grado del divisor.

6. El resto de la division (x® —2x? +3x +1): (x - 2) es:
a)7 b) -7 c)—-21

7. Indica qué afirmacion es cierta:
a) Si un polinomio es divisible entre (x — a) el resto de la divisién es
siempre distinto de cero.
b) Si un polinomio es divisible entre (x — a) el resto de la division es
siempre igual a cero.
c) Si un polinomio es divisible entre (x — a) el resto de la division puede
ser cero 0 un numero distinto de cero.

8. Six=1,x=-1, x =2 son ceros de un polinomio, este es:
a) P(x)=x3-2x+2
b) P(x) = —-x® —2x% - x +2
c) P(X)=x3-2x% —x+2
9. Halla polinomios que tengan las siguientes raices:
a) Xy =2, X, =-3
b) x;, =-1, x, =5
C) X1 =1, X, =-2, X3 =3

10.Dado P(x) = x* —kx? + 4x + 10
a) Halla k para que sea divisible entre (x — 3)

b) Halla k para que al dividirlo entre (x + 2) el resto sea 7.

11.Encuentra un polinomio de tercer grado que tenga por divisores (x2 + X + 1)
y (X — 3).

12.Calcula un polinomio que dividido entre (2x — 3) da (x2 + X —3) de cociente,
dejando un resto de 8 unidades.

13.;Cuéles son las raices de Q(x) = (x + 1)2x — 3)(x2 + 1)?
14.Si la divisién P(x) : (x — 2) es exacta, ,qué podemos afirmar de P(2)?
15.Si — 5 es una raiz de P(x), ¢qué podemos afirmar de la divisién P(x) : (x + 5)?

16.Halla el valor de k para que el resto de la divisién sea 6, siendo la division:
(x3 +kx—15): (x -3)
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17.Dado el polinomio P(x)=x3 —=5x% + x - m..

a) Halla el valor de m para que sea divisible entre (x + 1).
b) Halla el valor de m para que al dividirlo entre (x — 2), el resto valga
6.

18.Las raices enteras del polinomio P(x) = 2x® —3x? —3x + 2 son:

a) -1y-2
b) 1y2

c) -1y?2
d) 1y-2

19.El polinomio P(x) = x> — 8 es divisible entre:
a) x+1
b) x-1
c) x+2
d) x—-2
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UNIDAD 3

ECUACIONES

OBJETIVOS DIDACTICOS:

1. (**) Resolver ecuaciones de primer grado.
2. (**) Resolver ecuaciones de segundo grado.

3. (**)Resolver ecuaciones de grado superior:
bicuadradas y Ruffini.

4. Solucionar ecuaciones irracionales.
5. (**)Representar graficamente rectas.

6. (**)Representar graficamente parabolas.

** Indica objetivo minimo
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Esquema:
1. Ecuaciones de primer grado
1.1. Definicién
2. Ecuaciones de segundo grado
2.1. Definicién
2.2. Resolucion de una ecuacion completa
segundo grado
2.3. Descomposicién factorial
2.4. Discriminante
3. Ecuaciones de grado superior
3.1. Ruffini
3.2. Ecuaciones bicuadradas
4. Ecuaciones irracionales
5. Representaciéon grafica de rectas y parabolas.

5.1. Representacion grafica de rectas
5.2. Representacion grafica de parabolas.
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1. ECUACIONES DE 1° GRADO
1.1. Definicién

- Una ecuaciéon de primer grado con una incognita x es una igualdad de la
forma ax + b = 0 con a, b nimeros reales y a = 0.

- Los valores de x que satisfacen la igualdad se Ilaman soluciones.

- Resolver una ecuacién significa hallar el valor de la incognita que verifica la
igualdad.

Ejemplo 1:
Resolver la ecuacion:
3x +3(2x—4) =5(3x —2)
- Quitamos paréntesis:
3x + 6x - 12 = 15x - 10

- Transponer términos: (términos en X en una parte de la igualdad y
términos sin x en la otra parte)

3Xx + 6x - 15x =-10+ 12
- Se reducen términos semejantes:
-6x =2

- Se calcula el valor de x:

2
X=— = —
-6

- Comprobacion:
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Ejemplo 2:

Resolver la ecuacion:

2x—1_2x+5_6—x+7—2x
3 4 2 6

Reducimos a comun denominador:

4-2x-1)-3-@2x+5) _6-(6-x)+2-(7-2x)

12 12

Simplificamos denominadores:

4.2x-1)-3-2x+5)=6-(6 -x)

Quitamos paréntesis:
8X-4-6x-15=36-6x+14 -4x

Transponemos términos:
8X -6X+6X+4Xx =36+14+4+15
Reducimos términos semejantes:
12x = 69
Calculamos el valor de x:

69 23

X =— =
12 4

- Comprobacion:

2.23_1 2.23,5 .23 ;7.,.2
4 T 4 _ 4, 4
3 4 2 6
23, 23,5 .23 , 23
2 ) _ 4, 2

3 4 2 6
23-2 23+10 24-23 14-23
2 2 __ 4 .2
3 4 2 6
£:3—£ _ L 2—2:6
2 2 4 2

21 33_1 9

6 8 8 12
84-99 3-18 -15 -15
B 24 24
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Actividad:
1. Resuelve las ecuaciones de primer grado:

a) (4-2xfx-3)=(@2x-2)(5-x)-3
5x—4:4x—5+31x+7

b) 2x +
9 6
x-1 x-9 1(x-5 7-x 43
c) - == - + —
4 2 8\ 4 6 24
d) E_E_l 2_5 =0
6 6 35 3

2. ECUACIONES DE 2° GRADO

2.1. Definicién

- Una ecuacién de 2° grado es una igualdad de la forma: ax> + bx + ¢ = 0,
con a, by c nUmeros reales y a = 0.

- Los valores que verifican la igualdad se llaman soluciones o raices de la
ecuacion.

2.2. Resolucién de una ecuacion completa de 2° grado

ax’+bx+c=0

—b+yb? -4ac

Bl 2a

- Pasamos c al otro lado:
ax’ + bx = - ¢
- Multiplicamos por 4a:
4a’x’* + 4abx = - 4ac
- Sumamos b?:
4a’x? + 4abx + b? = b? - 4ac
- Identidad notable:

(2ax + b )? = b? - 4ac

- Despejamos el cuadrado:

2ax +b = +/b? — 4ac
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- Pasamos b restando:

2ax = -b +yb? - 4ac

- Pasamos 2a dividiendo:

—b+y{b? -4ac

2a

2.3. Descomposicién factorial

Salen dos soluciones x; y X, por tanto la descomposicién factorial sera:

a(x — X )(X-%5,)=0

2.4. Discriminante

Se llama discriminante de una ecuacion de 2° grado a :

A =b? - 4ac

a) Si A>0 = dos soluciones reales distintas
b) Si A=0= dos soluciones reales iguales
c) Si A <0 = no tiene soluciones reales

Ejemplo 1:
Resolver la ecuacidn: 2x> +3x +1 =0

= Discriminante: A =9 -8 =1 > 0 = dos soluciones reales distintas.
= Soluciones:

w —Stl_-2_ -1
o -3%49-8 -341_ ™4 T 4 2
4 4 -3-1 -4
4 4
Soluciones: _71 y -1
= Descomposicion factorial:
=0

Z(X + %j(x +1)
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Ejemplo2:
Resolver la ecuacién: x> —6x + 9 =0

= Discriminante: A =36 - 36 = 0 = dos soluciones reales iguales
= Soluciones:

X:6J_rx/36—36:64_r0

2 2

=3 doble

Soluciones: 3 doble
= Descomposicion factorial:

(x-3Yx-3)=0
(x-3 =0

Ejemplo 3:
Resolver la ecuacidon: x? —6x+13 =0

= Discriminante: A = 36 - 52 = —-16 < 0 = no tiene solucion real

Ejemplo 4:
Resolver la ecuacion: x2 —-x=0

= Ecuaciéon de segundo grado faltando el término independiente,
entonces para resolverla sacamos factor comun:

x(x—l):O:{X:O
XxX-1=0=x=1

= Soluciones: 0y 1
= Descomposicion factorial:

x(x -1)=0

Ejemplo 5:
Resolver la ecuacion 5x2 =0

= Ecuacién de segundo grado faltando el término independiente y el
término en x

5x2:0:>x2=%:0:x:0

= Soluciones: x = 0 doble
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Ejemplo 6:
Resolver la ecuacion: x2 -4 =0

= Ecuacién de segundo grado faltando el término en x, se resuelve de
la siguiente forma:

X2 -4=0=>x%x2=4=>x=1/4 = x=22

= Soluciones: 2y -2
= Descomposicion factorial:

(x-2)x+2)=0

Actividad:

2. Resuelve las ecuaciones de segundo grado, analiza el discriminante,
halla la descomposicidn factorial e indica las soluciones:

2
a) 37)‘—)‘ 4*4:1 b) 2x(3x - 4)- (1 - 3x)1+x) = -2
c) 6x> -7x-20=0 d) 16x> +8x+1=0
2
ey L XHx 4 X+2 f) 9x2-36-0
2 4 8
g) 4x? -24x+32=0 h) 6x%> -7x+2=0

i) 3x2 -12x+9=0

3. ECUACIONES DE GRADO SUPERIOR

3.1. Ruffini

Investiga sobre ello repasando los apuntes del tema anterior.

Ejemplo:
Resolver la ecuacion: x* —3x3-13x%2 +9x+30=0
1 -3 -13 9 30
-2 -2 10 6 -30
1 -5 -3 15 0
5 5 0 -15
1 0 -3

= Descomposicion factorial:
(x+2)(x—5)(x2 —3)= 0
(k2-3)=0=x2=3=x=+/3
(x+2)(x—5)(x—\/§Xx+\/§)= 0

= Soluciones: -2, 5, \/5 y —\/5
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Actividad:

3. Resuelve por Ruffini, descomponiendo en factores e indicando las

soluciones:
a) 2x% +4x> -8x? -4x+6=0 b) x* —4x3 -x?> +16x-12=0
c) 3x3 +5x%2 -4x-4=0 d) x* —=x3-16x% -20x =0

e) x3+2x2 -5x-6=0

3.2. Ecuaciones bicuadradas

a) Definicion

- Las ecuaciones bicuadradas son las que se pueden reducir a la forma
ax* +bx? + c =0, es decir no hay término en x> y en x.

b) Resolucion

- Se resuelven mediante un cambio de variable: z = x® de lo que se
deduce, elevando al cuadrado que z? = x*

- La ecuacion bicuadrada se convierte en: az? +bz+c=0 que es una
ecuacion de 2° grado y que resolvemos por la formula déandonos dos
soluciones para z que seran z; y z,, pero tenemos que hallar los valores
de x.

- Como z = X2 se tiene:

x? =2z, =X =4z,

X2 =2y = X = £4/2,

- Importante: no olvides que no existen raices de indice par de niumeros
negativos en los numeros reales.

c) Descomposicidn factorial

ax =Xy Jx = x5 fx = x3)x —x4) =0

Ejemplo 1:

Resolver la ecuacién: x* -13x? +36=0
0 Ecuacién bicuadrada, hacemos el cambio de variable: x? =z = x* =z2

0 La ecuacion resultante serd:z?> -13z+36 =0
0 Ecuacion de 2° grado y que resolvemos por la formula:

o _13+4169-144 13:425 13:5 |77 =9
- 2 2 2 13-5
22: 2 :4

o Como z = x?, hallamos los valores de x:
x2 =9 = x = +/9 = x = 43
X2 =4 = x=4+/4 = x=+2

= Descomposicion factorial:
(x - 3)x +3)x-2)x+2)=0
= Soluciones: 3,-3,2y -2
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Ejemplo 2:

Resolver la ecuacion: x% -3x%2-4=0

0 Ecuacién bicuadrada, hacemos el cambio de variable: x? =z = x% = z?

0 La ecuacion resultante serd:z?> -3z-4 =0
O Ecuacion de 20 grado y que resolvemos por la formula:

Z:3i\/9+16:3i\/£:3i5: 2p=—— =4

2 2 2 ~3-5
o Como z = x?, hallamos los valores de x:

X2 =4 = x =14 = x =+2
x? =-1= x = +/-1 imposible en los reales

= Descomposicion factorial:
(x-2)fx +2)x2 +1)=0

= Soluciones reales: 2y -2

Actividad:

4. Resuelve las siguientes ecuaciones de grado superior:

a) x*-5x2+4=0 b) x* -8x?2-9=0
c) 36x* —13x2 +1=0 d) 4x* -17x> +4=0
e) x* —20x% +64=0 f) 100x* —289x? +144 =0

g) x*-34x%2 +225=0

4. ECUACIONES IRRACIONALES

a) Definicion

Se llaman ecuaciones irracionales aquellas en las que alguna de las
incdgnitas esta bajo el signo radical.
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Ejemplol:
Resolver la ecuacidon: 18 - Vx +10 =2

a) Aislamos el radical en una de las partes de la igualdad:
18-2=4/x+10 =16 = /x - 10
b) Elevamos al cuadrado ambos miembros:
(16)2 = (Wx + 10)2 = 256 = x + 10

c) Resolvemos:
256 -10=x =246 =X

d) Comprobamos que el resultado satisface la ecuacion:
18-4246+10=2=18-4/256 =2 =18-16=2= 2=2

Ejemplo 2:

Resolver la ecuacion: vx+9 +v/x-3 =6
a) Aislamos el radical en una de las partes de la igualdad:
VX+9 =6-+Yx-3

b) Elevamos al cuadrado ambos miembros: (date cuenta que aparece una
identidad notable)

(Wx+9)2 =(6-vYx-3)2 =>x+9=36-12/x -3 +x-3
c) Volvemos a aislar el otro radical, reduciendo términos semejantes:
120X -3 =36+x-3-x-9=12/x-3=24=x-3=2
d) Volvemos a elevar al cuadrado:
(Wx=3f =P =x-3-4

e) Resolvemos:
X=4+3=>x=7

d) Comprobamos que el resultado satisface la ecuacion:

\/7+9+w/7—3:6:\/E+\/Z=6:4+2=6:6=6

Importante: Comprueba todas las soluciones pues hay muchas posibilidades de
que aparezcan falsas soluciones.
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Actividad:
5. Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales:
a) Vx-1-x+7=0 b) V9 -x —11=x
C) VX+2++42x+2 =1 d) V2x +1 +/3x+4 =1
e) Vx+3+V2x+4 =1 f) 2+/x-5=13-x
g) V2x -1 =x-2 h) VBx+4 —1=2x
i) V36— x —x =2 D V25-x =3+V4+x

5. REPRESENTACION GRAFICA DE RECTAS Y PARABOLAS

5.1.

Representaciéon grafica de rectas

Elementos de la recta:

La expresion analitica en su forma explicita de una recta es de la forma
y = ax + b, donde a y b son nimeros reales.
Cuando b = 0 hablamos de funcién lineal y cuando b # o se llama afin.
A a se le llama pendiente de la recta.
a > 0 = funcién es creciente
a < 0 = funcién es decreciente
Para representar una recta se necesitan dos puntos.
El punto de corte de la grafica con el eje de abscisas (OX) es la solucion
de la ecuacién y = 0, es decir de la ecuacién:

L, . -b
0 = ax + b que es una ecuacion de primer grado, entonces x =— y se
a

tiene el punto (_?b,oj

Si consideramos x = 0, entonces y = b y se tiene el punto (O,b), que

sera el punto de corte con el eje de ordenadas (QY).
Esos dos puntos seran los puntos de corte con los ejes.

Ejemplo 1:

Representa la funcién: y = 3x +2
a) b =2 =0 = funcién afin
b) a = 3 = por ser positiva es una funcién creciente
¢) Puntos de corte:
Six=0=>y=2=(0,2)
Siy=0=0=342=2-2=3X=>x=-2/3=

(-2/3,0)
A

/_

v
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Ejemplo 2:
Representa la funcién: y = - 4x

a) b = 0 = funcioén lineal
b) a = - 4 = por ser negativa es una funcién decreciente

c) Puntos de corte:
Six=0=vy=0=(0,0)
Consideramos otro valor para x o para y que sea
distinto de 0 por ejemplo:
XxX=1=>y=-4=(1,-4)

A

v

Actividad:

6. Representa las siguientes rectas:

a)y =X b)y=x+2
c) y=-5x dy=-5x+2
e) y=2x-6 ) y = 8x
gy=-2x+3 h) y = -3x

5.2. Representacién grafica de parébolas

Elementos de la parabola
La expresién analitica de una parabola es de la forma y = ax? +bx +c¢,

donde a, b y c son nimeros reales.
Si a > 0 = la parabola esta orientada hacia arriba

L

- Sia < 0= la parabola esta orientada hacia abajo

e
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Los puntos de corte de la grafica con el eje de abscisas son las
soluciones de la ecuacion y = 0, es decir, las soluciones de

ax? +bx + c =0 que es una ecuacién de segundo grado.

Una ecuaciéon de segundo grado puede tener dos soluciones, una o

ninguna segun el valor del discriminante A = b? — 4ac sea positivo, nulo
0 negativo respectivamente.
Recordamos que:

a) Si A >0 = dos soluciones reales distintas
b) Si A =0 = dos soluciones reales iguales
c) Si A <0 = no tiene soluciones reales

Graficamente las soluciones coinciden con los puntos de corte en el eje X
de la pardbola y = ax? +bx + ¢
b) I\ c)

¥ /

»
\/ . ]

El punto de corte de la grafica con el eje de ordenadas es decir si x = 0,
se tiene y = ¢ = se tiene el punto (0,c)

El vértice de una parabola tiene como abscisa x = - b/ 2a, para calcular
la ordenada se sustituye el valor hallado de la x en la parabola.

b) y=0= x?>-6x+8=0 = x

Ejemplo 1:

Representa la funcidn: y = x2 - 6x + 8
a) a = 1>0= la parabola esta orientada hacia arriba

2 2 X, =2

:6i«/36—32 2612={x1 =4

(4,00y(20)

) x=0=>y=8=(0,8)
d) Vértice: x:£—2:9=3 >y=9-18+8=-1=(3,-1)

2
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Ejemplo 2:
Representa la funcidn: y = —-3x% —x +2
a) a = - 3 <0 = la parabola esta orientada hacia abajo
X =-1
5 1+v1+24 145
b) y=0= —-3Xx"—-Xx+2=0 =x= = = -4 2
-6 -6 X, =——=—
-6 3
2
-1,0 =0
(-1,0)y (3 ]
c) x=0=>y=2=(0,2)
d) Vértice: x=_—b=L=_—1:>
2 -6 6
2
y =3 -y _-t,,_ 51t 1, , -1 1 5, -1+2+24 25
6 36 6 12 6 12 12
El vértice sera: —,2—5
12
Actividad:
7. Representa las siguientes parabolas:
a) y=x%+4x+3 b) y=-2x2+3x-5
c)y=-x*>+2x-1 d)y=x>+4x+4
e) y=x2+x-1 y=x2_-4
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ECUACIONES

Clases

Ecuaciones polinémicas

Ecuaciones irracionales

Son aquellas en las

Ecuaciones de grado superior

que la incégnita esta
baio el siano radical

Ruffini

Su expresion
analitica

Bicuadradas

Su expresion
analitica

Ecuaciones de 1° grado Ecuaciones de 2° grado
Su expresion Representacion Su expresion Representacion
analitica gréfica analitica gréafica
ax+b=0 Punto de corte con el ax’+bx+c=0 Posibles puntos de
eje X de la recta corte con el eje X
y=ax+b de la parabola
Y=ax®*+bx+c
Su soluciéon Su soluciéon
I
v D _ —b++/b®-4ac

58

X
2a

Estudiandolel discriminante

I
S A>0= 2 soluciones
A=b*-4ac{S A =0= 1solucion
S A <0 = 0 soluciones

ax"+..+ax+a,=0

ax*+bx*+c=0

Se resuelve por
cambio de variable

I
z=X

Se transforma en
ecuacion de 2° grado

az’ +bz+c=0
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EJERCICIOS
1. Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

X-3 X-8_5-X X

a) —
2 12 4 3
by L(2X+5 _x+3)_1,
2 3 2 5
C)x+9_1—2x_11—x_3x+5
2 7 14 4
dy 2x — [ 12X sy |2 X=6
9 3
11x+5 3x+2 6X X+6
e) - =—+
5 2 5 2

2. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado, indicando el valor del
discriminante y la descomposicion factorial:

a) 4x2 -9x-9=0
b) 2x? -3x+1=0
c) X2 +3x-4=0

d) 4x? -24x+32 =0
e) 6x%> -7x+2=0
f) 3x? -12x+9=0

3. Resuelve las siguientes ecuaciones de grado superior:

a) 9x* +5x2 -4=0
b) x* -26x% +25=0
c) x* —20x% +64 =0
d) x* -10x?2 +9=0
e) 4x* +11x*> -3=0
f) 4x* -9x? -9=0
g) 6x% -27x2 +12=0
h) 5x* +6x> -8 =0

4. Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales:

a)x+mz8
b)3x—3\/E:x+3
C)1+x/_:«/E
d)VI-x ++/x =2
e)x—\/_=2

f) x+5+/x =5
g)x-v25-x2 =1
h) V2x-1+4Jx+4 =6
i) V7+2x -4J3+x =1
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1)) J7+2x —4B3+x =1
K) -3++/x =9 -x

5. Representa las siguientes rectas y parabolas:

a) y = 6x
b)y=-3x+5

) y=x2+2x+1
d)y=-x%+5x+6

e)y = -6x
Hy=2x+6
g)y = 5x

h)y =x?+4x+5
) y=-x%+3x-2

6. Resuelve por Ruffini, descomponiendo en factores e indicando las
soluciones:

a) x* -5x>+4=0

b) x® +5x% —4x-20=0

c) x* +6x3 +3x? -26x-24=0
d)x®-4x> +x+6=0
e)x®-7x-6=0

f) x> -2x> -x-2=0
g)x3-3x+2=0

h) 2x* —5x® +5x-2 =0

CUESTIONES

1. Los numeros 2 y — 2 son las soluciones de la ecuacion:
a) x> +4=0
b) x?-4=0
c) x?2-2=0
d) 4x% =0

2. La ecuacién 2x? —3x +1 = 0 tiene una raiz, que es 1. La otra raiz es:

1

a) 2 b) —1 c) d) 5

1
3
3. ¢Qué ecuacion tiene discriminante negativo?

a) 2x2 +4x+2=0

b) -x2+x-1=0

c) x*-2x-1=0

d) 3x2 =0
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4. Averigua, en cada caso, si los numeros que se dan son solucidon de la
ecuacion correspondiente:

1
a) 3x* -10x+3=0 3 y 3
b) x2-2x=0 2y o0
c) -x?2+5x-6=0 2y 3
d x-D(x-3)=0 1y -3

5. Sin resolverlas, averigua el nudmero de soluciones de las siguientes
ecuaciones:
a) 2x2 -5x+7=0
b) x2-2x-5=0
c) x> -4x+4=0
d) x(x-1)=0

6. Escribe una ecuacién bicuadrada cuyas soluciones sean 3, - 3, 5y — 5.

7. Halla c en la siguiente ecuacién 4x? —6x + ¢ = 0, de forma que una solucién

3
sea —.
4

8. Observa las ecuaciones de las siguientes parabolas:
1 1
= 3x?, = —4x2, ==x2, =-=x?
y y y 3 y 2
¢Qué parabolas estaran orientadas hacia arriba? ¢y hacia abajo?

9. Escribe una ecuacion de segundo grado que tenga por soluciones:
a) Xq = 3 y Xz= =2

4 5
b) x;,=-16 y X, =9

3
c) xlzﬁ Yy X, =-4

10.Halla el valor de los coeficientes b y ¢ en la ecuacién 7x? +bx+c =0
sabiendo que sus soluciones son 5y — 6.

11. Calcula el coeficiente b en la ecuacién 5x® +bx +6 = 0 sabiendo que una
de las soluciones es 1. ;/Cual es la otra solucién?

12. Escribe en cada caso una ecuacibn de segundo grado que tenga por
soluciones 5y — 2 y tal que:

a) El coeficiente de x° sea 4.

b) El coeficiente de x sea 4.

c) El término independiente sea 4.

13. Determina para que valores de b la ecuacién x> —bx +25=0
a) Tiene dos soluciones distintas
b) Tiene una solucién
c) No tiene solucion
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14. La gréfica de la pardbola y = x? — 4x + ¢ pasa por el punto (2,6). Encuentra
el valor de c y averigua si la gréafica corta al eje de abscisas.

15. Indica cuantos puntos de corte con el eje de abscisas tiene una parabola
que verifica:
a) a=>0y el vértice esta por encima del eje OX
b) a>0y el vértice esta en el eje OX
c) a<0y el vértice esta por encima del eje OX
d) a<O0y el vértice esta por debajo del eje OX
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UNIDAD 4

SISTEMAS DE ECUACIONES
INECUACIONES

OBJETIVOS DIDACTICOS:

1. Interpretar graficamente la solucion de un sistema de
ecuaciones.

2. (**) Resolver algebraicamente sistemas de dos y
tres incognitas. Conociendo en qué consiste cada
método de resolucidon de sistemas de ecuaciones.

3. (**) Aplicar el lenguaje simbdlico y algebraico a la
resoluciéon de problemas.

4. Resolver sistemas de tres ecuaciones con tres
incognitas: Gauss

5. (**) Calcular las soluciones de un sistema de
inecuaciones de una incognita.

6. Interpretar inecuaciones con dos incognitas.

** Indica objetivo minimo
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Esquema:

1.

stemas de ecuaciones.

Introduccion.
Definicion.
Clasificacion.
Estudio gréafico.

Resoluciéon de sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas.

2.
2.
2.
2.

1.

2.
3.
4,

Método grafico.
Método de sustitucion.
Método de igualacién.
Método de reduccion.

. Resolucién de problemas.
3.1.

Pasos para resolver un problema.

Resolucion de sistemas de tres o mas ecuaciones.

5.1
5.2.
5.3.
5.4
5.5

. Inecuaciones.

Introduccion.

Inecuaciones de primer grado con una incégnita.
Propiedades.

Sistemas de inecuaciones de una variable.

Inecuaciones de primer grado con dos incdgnitas.
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1. SISTEMA DE ECUACIONES
1.1. Introduccién

Cuando queremos resolver un problema en el que aparece mas de una
incégnita, necesitamos relacionarlas mediante ecuaciones.

1.2. Definicién

- Para ello definimos: sistema de ecuaciones como un conjunto de
ecuaciones.
- Las ecuaciones que vamos a considerar en este tema son ecuaciones
lineales, es decir las variables tienen exponentes uno:
apXp +8p_1Xn_q1 +.e+ 83Xy +81Xy 489 =0

1.3. Clasificaciéon

Segun las soluciones un sistema de ecuaciones puede ser:

o Sistema compatible:
Tiene solucién y puede ser:
= Determinado: Existe una Unica solucion
= Indeterminado: Tiene infinitas soluciones
o Sistema incompatible
No tiene solucién

1.4. Estudio grafico

Graficamente, para un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos
incdgnitas se tiene:(recordamos que la representacién grafica de cada ecuacion es
una recta)

a) Si se cortan en un punto: sistema compatible determinado y seran dos
rectas secantes.

b) Si no tienen puntos en comun: sistema incompatible y seran dos rectas
paralelas.

c) Si tienen infinitas soluciones: sistema compatible indeterminado y seran dos
rectas coincidentes.

b) )

v

v
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2. RESOLUCION DE SISTEMAS DE PRIMER GRADO

Vamos a estudiar los métodos para resolver un sistema de dos ecuaciones con
dos incognitas.

2.1 Método grafico

Cada ecuacion de dos incognitas de primer grado es una recta.
Representamos cada recta y si se cortan en un punto, ese punto sera la solucién
del sistema.

Ejemplo:

2x-y=-4
X+y=7
Como cada ecuacion es una recta, calculamos los puntos de corte.

Resolver por el método grafico el sistema:{

e 2x-y=-4
0 Six=0=-y=-4=y=4=(04)
0 Siy=0=2>2x=-4=x=-2=(-2,0)
e X+y=7
0 Six=0=>y=7=(0,7)
o0 Siy=0=>x=7=(7,0)

(1,6)

v

/ N

(1,6) es el punto de corte de las dos rectas y la solucidén del sistema, en este
caso es un sistema compatible determinado

Actividad:

1. Analiza las soluciones de los siguientes sistemas graficamente:

2X+3y =1 b) X+y=1 : 2X+y =1
IX + 6y = 2 X+y=0 3X+y=3
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2.2. Método de sustitucidn

Pasos que se deben segquir:

1. Se despeja una incégnita en una de las ecuaciones.
2. Se sustituye el valor de esa incognita en la otra ecuacion.
3. Se resuelve la ecuacion resultante, ya que sdlo tiene una incégnita.

Ejemplo:

. o . 2x-y=-4
Resolver por el método de sustitucion el sstema:{ x-y
X+y=7
X+y=7=>Xx=7-Yy
2:(7-y)-y=-4
-18

0 14—2y—y=—4:>—2y—y:—4—14:>—3y=—18:>y=—3:6

o O

Como x=7-y=>x=7-6=1=>x=1

Luego la solucién sera: (1,6)
o Comprobacion en las dos ecuaciones

(]

Actividad:

2. Resuelve los sistemas empleando el método de sustitucién:

a) 2x -3y =-10 b) 2x -5y =9 0 X+y=1
5x + 4y = -2 7x + 4y =10 2X +3y =-3

2.3. Método de igualacién

Pasos que se deben sequir:

1. Se despeja la misma incégnita en ambas ecuaciones.
2. Se igualan los resultados obtenidos.
3. Se resuelve la ecuacidn resultante, que sodlo tiene una incognita.

Ejemplo:
e . ., . 2X—y=—4
Resolver por el método de igualacion el sistema:
X+y=7
0 X+y=7=>x=7-y
o] 2x—y=—4:>2x=—4+y:>x=_47er
_A+y N 14-2y -4+y

2 2 2
-18
—2y—y=—4—14:>—3y=—18:>y=_—3=6

=>14-2y=-4+y=

o 7-y

Como x=7-y=>x=7-6=1=>x=1

Luego la solucién sera: (1,6)
o Comprobacién en las dos ecuaciones
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Actividad:

3. Resuelve los sistemas empleando el método de igualacion:

4x -3y = 14 b 10(x-2)+y =1 0 3x-y=1
3Xx+2y =2 X+3(x-y)=5 4x -2y = 4

2.4.

Método de reduccién:

Pasos que se deben seguir:

1. Se transforman las ecuaciones de modo que una de las incognitas tenga
coeficientes opuestos en ambas ecuaciones.
2. Se suman ambas ecuaciones.
3. Se resuelve la ecuacidn resultante, que sdlo tiene una incognita.
Ejemplo:

Resolver por el método de reduccién el sistema:{

2x -y =-4
X+y=7

o Vamos a quitar la variable x para ello multiplicamos la segunda
ecuacién por - 2, es decir:
2Xx-y=-4
—-2x -2y =-14
o Sumamos ambas ecuaciones:
-3y =-18
o Resolvemos la ecuacion que es de primer grado:
-18
= — = 6
L
o Como y = 6, sustituimos en cualquiera de las dos ecuaciones de
partida, es decir:
X+y=7=>X+6=7=>x=7-6=>x=1
o Luego la solucién sera: (1,6)
o Comprobacion en las dos ecuaciones
Actividad:

4. Resuelve los sistemas empleando el método de reduccidn:

» |

3x +4y =20 b) 2X+y =6 0 10x +4y =3
5x -7y =6 X+4y =17 20x -5y =4
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3. RESOLUCION DE PROBLEMAS CON DOS INCOGNITAS

3.1. Pasos para resolver un problema

1) Definir incognitas.

2) Planteamiento verbal del problema.

3) Resolucion de la ecuacién o sistema de ecuaciones.

4) Comprobacion.

5) Respuesta directa a la pregunta, con sus correspondientes unidades.

Ejemplo 1:

Las dos cifras de un nudmero suman 12. Halla dicho numero
sabiendo que si se invierte el orden de sus cifras, el nUmero disminuye
en 36 unidades.

1) x = primera cifra del nimero
y = segunda cifra del nUmero
numero = 10x + vy

2) *Si sumamos las cifras de un nimero, es decir x + y, nos da de resultado
12
X+y=12
*nUmero con las cifras invertidas es 10y + X, numero disminuido en 36
unidades serd 10x + y — 36 y como son iguales, la ecuacion sera:
10y + Xx = 10x +y — 36

3) El sistema que debemos resolver sera:

X+y=12 - X+y=12 - X+y=12
10y +x =10x+y - 36 10y +x-10x -y =-36 9y -9x = -36
X+y=12
y-X=-4

Resolvemos el sistema por el método de reduccion, para ello sumamos vy
eliminamos la variable x:
Ry=8=y=4

Para hallar la x utilizo la primera ecuacién:
X+y=12=>Xx+4=12=>x%x=12-4=>x=8

4) Comprobamos en el sistema de partida:

X+y=12 8+4=12 12=12 12 -
= = =

10y + x =10x+y - 36 10-4+8=10-8+4-36 40+8=80+4-36 48 :

5) El nimero es 84
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Ejemplo 2:

Dos ciudades estan separadas por 450km. Una moto sale de una
de ellas a 50km/h y otra, de la otra ciudad a 40km/h (una va al
encuentro de la otra). ¢Cuando y dénde se encontraran?

1) Sea x el espacio que recorre la moto que va a 50km/h y 450-x el
espacio que recorre la moto que va a 40km/h. Sea t el tiempo que
tardan en encontrarse.

2) Sabemos que velocidad = S>P2<10
tiempo
I
A X 450 - x B
Punto de encuentro
Espacio Velocidad Tiempo
A x 50km/h ¢
B 450 - x 40km/h t

Sabemos que el espacio que recorre la primera moto mas el espacio que recorre
la segunda moto debe ser 450km:
50-t+40-t =450
Ademas x = 50t
3) Resolvemos la ecuacion de primer grado:
50-t+40-t=450=90-t=450=t=5
50:-t=x=50:5=x=x=250
4) Comprobamos:
50-5+40-5=450= 250+ 200 = 450 = 450 = 450
5) Se encuentran al cabo de 5 horas a 250km de la ciudad A y al de 200km
de la ciudad B

Actividad:

5. Las edades de un padre y un hijo suman 51 afos. Dentro de tres afios la
edad del padre sera el doble de la del hijo. ¢Cuantos afios tienen?

6. Un vinatero mezcla vino de 3’6 euros el litro con otro de 2 euros, de
modo que el litro de la mezcla lo vende a 3 euros. ¢Cuantos litros de
cada clase ha mezclado si tiene 600 litros de la mezcla?

7. En un establecimiento se han vendido 13 paquetes de almendras y 18 de
pipas pagando en total 31’50 euros. Halla el precio del paquete de cada
clase sabiendo que los de almendras cuestan 4 veces mas que los de

pipas.

8. Halla un nimero de dos cifras, tal que el doble de sus decenas mas el
triple de sus unidades sea 23, y que la suma de dicho nimero con el que
resulta de invertir el orden de sus cifras sea 110.

9. Un malhechor se escapa a 70 km/h; 90 km mas atras le persigue la
policia a 85 km/h. ¢Cuando y donde le alcanzara?

10.El perimetro de una finca rectangular es 480 metros. Sabiendo que la
largura es cinco veces la anchura, écuanto mide el largo y el ancho?
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4. RESOLUCION DE SISTEMAS DE TRES O MAS ECUACIONES

Para resolver sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas vamos a
utilizar el método de Gauss, para ello tenemos que llegar a tener un sistema
triangular

Consiste en aplicar reiteradamente el método de reduccién hasta conseguir
un sistema triangular en el que la 1@ ecuacién tenga tres incégnitas, la 22 dos y la
32 una.

Ejemplo:

Resolver por el método de Gauss el sistema:
X+y+z=1
2x-y-3z=0
-X+2y-2z=-5

= Fijamos una de las tres ecuaciones, en este caso la primera.
= Utilizamos el método de reduccion para quitar la variable x, 10 y 2°
multiplicando a la 1° por - 2, y 1° y 3° (nho hace falta multiplicar ya que la
variable x tiene coeficientes opuestos)
X+ y+ z=1
-3y-5z=-2
3y - z=-4
= Volvemos a utilizar el método de reduccion entre la 2° y 39, quitando la
variable y (no hace falta multiplicar ya que la variable y tiene coeficientes

opuestos)
X + y+ z=1
-3y- 5z=-2
-6z=-6

= Una vez conseguido el sistema triangular, resolvemos las ecuaciones
empezando por la 3° para hallar z, este valor lo sustituyo en la 2° y calculo
y, hasta llegar a la primera para calcular x {z =loy=-1=>x=1

= Soluciéon: (1,-1,1)

= Comprobacién en las tres ecuaciones

Actividad:

11.Resuelve los sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas utilizando el
método de Gauss:

X+y+z=11 X-y+z=7 X+3y-2z=4
a) <2x-y+z=5 b) <x+y-z=1 C) {2Xx+2y+z2=3
3Xx+2y +z =24 y+z-x=3 3Xx+2y+z=5
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5. INECUACIONES
5.1. Introduccién

Denominamos inecuaciones a las expresiones algebraicas que relacionan una
o varias incégnitas mediante una desigualdad.

5.2. Inecuaciones de 1° grado con una incdgnita

Una inecuacién de 1° grado, después de realizar las operaciones necesarias,
es de la forma:

ax+b=>0,ax+b<0,ax+b>0 ax+b<0

Solucidon de una inecuaciéon es todo numero real que, al sustituirlo en la
variable, satisface la desigualdad.

5.3. Propiedades

1) Si a los miembros de una desigualdad se les suma o resta un numero, la
desigualdad tiene el mismo sentido

2) Si a los dos miembros de una desigualdad se les multiplica o divide por un
numero positivo, la desigualdad tiene el mismo sentido

3) Si a los dos miembros de una desigualdad se les multiplica o divide por un
ndmero negativo, la desigualdad cambia de sentido.

Ejemplo:
Resolver la inecuacion: 3(x + 2) > 5 + 5x

3X+6>54+5xXx = 6-5>5x-3x = 1>2Xx = %>x

1/2
Solucién: (— ©, yz)

5.4. Sistemas de inecuaciones de una variable

Estan formados por un conjunto de inecuaciones con una variable. La
solucidén tiene que verificar todas las inecuaciones.

Se resuelve cada inecuacién por separado y la solucién del sistema seran los
puntos que sean solucidon de todas las inecuaciones que formen el sistema (si un
punto es solucion de una inecuacion, pero no de otra entonces no es soluciéon del

sistema)
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Ejemplo 1:

Resolver el sistema de inecuaciones con una incégnita:
2x -2 5-2x
+

<1

5 3
x+2_2x—3>§
3 4 4

= Resolvemos cada inecuacién por separado:

2)(_2+5_2X<1:>6X_6+25_10X<£:>—4X+19<15:>—4X<15—193
5 3 15 15

—4x<—4:x>%:x>1

X +2 ZX‘3>§:>4"*8_6“9>1i:>—2x+17>9:>—2x>9—17:»

3 4 4 12

—2X>—83X<%:>X<4

= Veamos graficamente cuadl es la solucién de cada una de ellas y del

sistema:
1
4
O O
1 4

*= Solucién: (1,4)

Ejemplo 2:

Resolver el sistema de inecuaciones:

3Xx+8<x+14

2x>3—x—1
2

= Resolvemos cada inecuacién por separado:

3Xx+8<x+14 % < 6 X <3
3x = = :XG(—Z,B]
2x>7—1 4x >3x -2 X > —
» La solucion del sistema sera:
-2 3
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Actividad:

12.Resuelve las inecuaciones con una incégnita:

a)7—x—ls3—x—5 X_zsx_l
5 2 2 4 2

3 -4x
15

b) 2x + 1 < 13 <1

5.5. Inecuaciones de 1° grado con dos incégnitas

Ejemplo:

Resolvemos la inecuacion de dos incégnitas: 2x -y <4

Convertimos la desigualdad en igualdad:
2x -y =4
Graficamente es una recta que para dibujarla necesitamos dos puntos.

(OI B 4) Yy (21 0)
La recta sera solucion en el caso que aparezca <,> y estara excluida si

es <,>
La recta divide al plano en dos semiplanos.

—/
—

\

El si significa que la recta es parte de la solucion.

Uno de esos dos semiplanos serd solucidén, para saber cual es
escogemos un punto que no pertenezca a la recta, si verifica la
inecuacion sera solucion el semiplano que contenga al punto, en caso
contrario la solucidn de la inecuacion sera el otro semiplano.

Por ejemplo en este caso se considera el punto (0,0), que no pertenece
a la recta y lo se sustituye en la inecuacién 0 < 4, que es cierto, luego
la solucién sera el semiplano que contiene al punto (0,0)

Actividad:

13.Resuelve las inecuaciones con dos incdgnitas:

a) 6x + 5y <30 b) 2x + 8 < 3y
c)3x+y<6 d)3x+y-5<0
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ECUACIONES

Varias forman

Sistemas de ecuaciones

Lineales No lineales
|
Tienen |solucién
Si No
I
Incompatible
Una Infinitas
Compatible Compatible

determinado

indeterminado
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Desigualdades

Pueden ser

Numeéricas
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EJERCICIOS
1. Resuelve los sistemas empleando el método grafico:

2) {5x +2y =10

3x-2y =6
b) {x +2y =11
2X -y =2
3X -y =
o X -y =4
4x -y =9
) {x +y=4
X-y=2
2. Resuelve los sistemas empleando el método de sustitucion, igualacion y
reduccién:
2 _ =
a) XxX-y=1
I4x -2y =2
b) 3X+2y =2
6x -2y =1
X-y X-y ¢
) 2 3
X+y+y:3

3. Resuelve los sistemas de inecuaciones con una incognita:

6X -3 <4x+7
a)
3X-1>-2x+4

b) X-4>%X+6
2X+3 <X +17
5x +1>2x+10

©)
{x—5£15—3x

d) 3X+1<2x-2
X+4<7-4x
2X+3 <bx +6

e)

-X-2>3x-4
4X_3—2x<3x—1

f) 4 3
3X+3 x+1

>—+3
4 2
§+§<5—%

9 2x—4>2x—5

3 12
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4. Resuelve las inecuaciones con dos incognitas:

a) 2x-3y+5>7

2X X

b) 5y < — - =
) 5y 3 2
1

c) 3y+2x>=
2

2

d) 4x -6y < —
) y<3

e) 2x-3<4-2y
f) 6-5x<8+3y
g) 4-x>y+18

5. Resuelve los sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas utilizando el
método de Gauss:

X+y+z=11
a) 2x-y+z=5

3X+2y+z=24
X-Yy+z=7

b) «x+y-z=1

y+z-x=3

X+3y-2z=4
C) 2x+2y+z=3
3X+2y+z=5
3X+2y-z2=3
d) <x+y-2z=-5
2Xx+y+3z2=16
X-2y-32=3
e) 2x-y-4z=7
3x-3y-52=8

Resolver los problemas siguiendo los cinco pasos dados en teoria:

6. La edad del padre es doble de la que el hijo tendra dentro de 10 afios. La edad
del hijo es un tercio de la que el padre tenia hace dos afios. {Cuantos afios
tiene cada uno?

7. En una granja hay conejos y pollos. En total hay 47 cabezas y 124 patas.
¢Cuantos animales hay de cada clase?

8. En el colegio se ha hecho una colecta con motivo de la campafa contra el
hambre. Los profesores han contribuido con 3 euros cada uno y los alumnos
con 0’60 euros. Se han recaudado 1512 euros. Sabiendo que hay 25 veces mas
alumnos que profesores, ¢cuantos profesores y cuantos alumnos hay en el
colegio?
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9. Halla dos numeros cuya diferencia es — 5 y el triple de uno de ellos es igual al
doble del otro.

10.La medida de los lados de un triangulo son tres numeros consecutivos. Si el
perimetro del triangulo son 12 centimetros, ¢cuanto mide cada lado?

11. La suma de las cifras de un numero es 11. Si lo invertimos, el nidmero obtenido
excede en 5 unidades al triple del nUmero dado. Hallar ese niamero.

12.Calcular las dimensiones de un rectdngulo de 20 metros de perimetro, sabiendo
que la altura es 2/3 de la base.

13.En una reunién de 49 personas hay doble nimero de mujeres que de hombres,
y el numero de nifios es cuadruplo del nimero de hombres. Hallar cuantas
mujeres, hombres y nifios hay.

14.Dos coches salen a la vez de dos puntos A y B, separados por una distancia de
300 kilbmetros y se dirigen uno hacia otro, el primero a 60 km/h y el segundo a
90 km/h. ¢Cuando y dénde se encontraran?

15.Un grupo de alumnos ha pagado 80€ por 3 entradas de palco y 6 de patio. Otro
grupo que ha llegado mas tarde, por 2 entradas de palco y 2 de patio ha
pagado 42€. Calcula los precios de cada localidad.

16.Un comerciante vende 84 pantalones vaqueros a dos precios distintos: unos a
27€ y otros a 21'6€, obteniendo de la venta 1863€. El problema es que no sabe
cuantos pantalones vendié de cada clase. ¢Podrias tu hallarlos?

17.Halla las edades de la abuela Ana y de su nieta Pamela, Sabiendo que hace 10
afos la edad de la abuela era 4 veces la edad de la nieta, y dentro de 20 afios
la edad de la abuela sera sélo el doble.

18.Las densidades de dos metales, en g/cm® son 1'4 y 2'6 y se funden
obteniéndose un metal de densidad 1'8. Halla la cantidad de metal que hay que
tomar de cada clase para obtener una mezcla de 60 g.

19.Un ganadero mezcla leche de 3% de grasa con leche de 4% de grasa para
obtener 400 litros de leche con 3’25 % de grasa. ¢Cuantos litros debe mezclar
de cada clase?

20.Ana ha comprado en las rebajas una falda y una blusa por 54’6€. La falda esta
rebajada un 20% y la blusa un 15% ¢Cual era el precio sin la rebaja si las dos
juntas costaban 66€?

21.He salido a comprar unos regalos y he comprado 3 libros, todos de igual precio,
y una agenda. Todo me ha costado 5’1€. Sabiendo que la agenda me ha
costado el doble que un libro. Halla el precio de cada cosa.

22.En el corral de un vecino del pueblo hay 2 ocas mas y una oveja menos que en
el de al lado, donde hay 6 animales, y el nUmero de patas es 16 en cualquiera
de los dos corrales. ;Cuantos animales de cada clase hay en cada pueblo?

23.Hallar un nimero de dos cifras tal que la suma de ellas es 10, y si el producto

de ellas se le afiade 40, se obtiene el niumero que resulta de invertir el orden de
sus cifras.
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24 Halla las dimensiones de un rectangulo sabiendo que su perimetro es 78 m y el
area 360 m2.

25.Halla dos numeros, sabiendo que su diferencia es 22 y que el mayor es triple
del menor.

26.La diferencia entre dos numeros es 121 y su cociente exacto es 12. Calcular
estos ndmeros.

27.Un padre tiene triple edad que su hijo. Si el padre tuviera 30 afios menos y el
hijo 8 mas, los dos tendrian la misma edad. Averigua la edad de cada uno.

28.Un terreno ha sido dividido en dos partes desiguales, cuya diferencia es 272 m?.
Los 5/6 de la primera parte, rednen igual nimero de metros que los 7/5 de la
segunda. Calcular el valor del total del terreno, vendido a 18000€ la Ha.
(10.000 m? = 1 Ha)

29.Un cesto contiene 72 unidades entre manzanas, peras y naranjas. Sabiendo que
el nUmero de manzanas es cinco veces el de peras y que el de naranjas es la
semisuma de los otros dos, hallar las unidades que contiene de cada clase.

30.Dividir el numero 63 en dos partes, tales que los cocientes de dividir la primera
parte entre tres y la segunda entre 6, sean iguales.

31.Una mujer lleva una cesta de huevos al mercado y pensaba venderlos a 10’8
céntimos la unidad. En el camino se le rompen 16 y calcula que vendiéndolos a
12’6 céntimos, obtiene el mismo dinero. ¢Cuantos huevos contenia la cesta?

32.En un garaje hay motos de 2 cilindros y autos de 6 cilindros; en total hay 80
cilindros y 58 ruedas. Calcular el numero de motos y autos que hay en el
garaje.

33.Hace dos anos la edad de Luis doblaba a la edad de Belén. Dentro de 3 afos la
razon de sus edades sera 3/2. Calcula las edades actuales.

34.En el recreo de ayer con 54€ compramos 6 bocadillos de tortilla y uno de
chorizo. Hoy con 6€ pesetas hemos comprado 4 de chorizo y 3 de tortilla,
sobrandonos 15 céntimos. ¢Cual es el precio de cada bocadillo?

35.La suma de las edades de un padre y de su hijo es de 42 afos. Dentro de 9
afos, la edad del padre sera tres veces la del hijo. ;qué edades tienen el padre
y el hijo?

36.La cifra de las decenas de un nidmero de dos cifras excede en 1 a la cifra de sus
unidades. Hallar este numero sabiendo que dividiéndolo por la cifra de las
decenas se obtiene 10 de cociente y 4 de resto.

37.Hallar un numero de dos cifras tal que la suma de ellas es 10, y si al producto
de ellas se le afiade 40, se obtiene el niumero que resulta de invertir el orden de
sus cifras.

38.Unos malhechores cometen un atraco en una ciudad y escapan a una velocidad

de 90Km/h, la policia comienza su persecucion 65km mas atras a 120km/h.
¢Cuando y dénde los detendran?
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39.Dos ciudades estan separadas por 450km. Una moto sale de una de ellas a
50km/h y otra, de la otra ciudad a 40km/h. ;(Cuando y dénde se encontraran?

40.Un tren sale de una ciudad a 80km/h. Dos horas mas tarde sale otro de la
misma ciudad a una velocidad de 100km/h. (Cuanto tiempo tardard en
alcanzarlo?

41.Dos ciudades A y B distan 720 km. A las 4 de la mafana sale un coche de la
ciudad A a la ciudad B con una velocidad media de 110 km/h. A la misma hora
sale un camion de la ciudad B hacia la ciudad A con una velocidad de 70 km/h.
¢A qué hora se encuentran? (A qué distancia de las ciudades A y B se
encuentran los dos vehiculos?

42.Dos ciudades A y B distan entre si 360 km. A las 5 de la tarde sale un coche de
la ciudad A a la ciudad B con una velocidad media de 70 km/h. A la misma hora
sale un camion de la ciudad B hacia A con una velocidad de 50 km/h. ¢A qué
hora se encuentran los coches?

43.Pablo va de la ciudad A a la ciudad B en moto a una velocidad de 80 km/h, y
vuelve a A a una velocidad de 120 km/h. Sabiendo que el viaje ha durado 6
horas, halla la distancia entre Ay B.

44 Esther viaja de Lugo a Madrid en su coche. Sale a las 8 de la mafana y lleva
una velocidad de 90km/h. A 110 km de Lugo, Juan coge a esa hora un autobUs
con la misma direccién que lleva Ester y una velocidad de 70 km/h. (A qué hora
se encuentran el coche de Ester y el autobus de Juan? (Qué espacio habra
recorrido cada uno?

45.Resuelve las inecuaciones con una incognita:

T LS o X2 _x-1

5 2°2 2 2

b) 2x + 1 < 13 X1
15

46.Resuelve las inecuaciones con dos incégnitas:

a) 6x + 5y <30 b) 2x + 8 < 3y
C)3Xx+y<6 dH3x+y-5<0

47 .Utiliza el método de Gauss:

X+y+z2=6
a) x+z=4
y+z=5
X-y+z=3
b) <2y +3z =15
3X+y=12

2x -3y +4z =8
C) {3x+by-3z=7
4X -y + 72 =23
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4x -3y +2z2=-1
d) 3x+2y-z=7
2x -3y +4z =1

48.En un canédromo la distancia de la salida de los perros a la liebre mecanica es
de 80m. Sabiendo que el perro que mas corre lleva una velocidad de 10 m/sg.
Y que la liebre va a 5 m/sg. ¢Cuanto tiempo tardara en alcanzarla?

49.Un coche sale de Lugo con direccién La Corufia a 80km/h. Se detiene en La
Corufia una hora y media y vuelve a Lugo a 90km/h. Calcular la distancia entre
ambas ciudades sabiendo que desde que sale hasta que vuelve han transcurrido
tres horas y media.

50.Un automoévil y un ciclista parten de un mismo punto a la misma hora y en igual
sentido, a las velocidades de 160km/h y 40km/h respectivamente. Al recorrer
150km el automoévil regresa y encuentra al ciclista. Hallar a qué distancia del
punto de partida se encontraran.

51.Un numero est4 formado por dos cifras cuya suma es 9. Invirtiendo el orden de
colocaciéon de dichas cifras, resulta un nidmero superior en 9 unidades al inicial.
Calcula el numero.

52.Halla un namero de dos cifras tal que la suma de ellas es 14, y este niumero
disminuye en 36 unidades cuando se invierte el orden de las cifras.

53.En otro corral del pueblo hay vacas y gallinas. Si les cuentan las patas, hay 24.
Cuando las vacas estan pastando, sélo se cuentan 16 patas. ¢(Cuantos animales
de cada clase hay?

54 .Laura comproé 30 sellos, algunos de 20 céntimos y otros de 30 céntimos, con un
coste total de 7’5 euros. {Cuantos sellos compré de 20 céntimos?

55.En un test de eleccién multiple, se puntlda 4 por una respuesta correcta y se
resta un punto por una equivocada. Un estudiante responde a 17 cuestiones y
obtiene 43 puntos. ¢(Cuéntas cuestiones respondié correctamente?

56.Invirtiendo los digitos de la edad de Carmen se obtiene la de su abuela. La
diferencia de sus edades es de 45 afos. Si la suma de los digitos es 7, halla la
edad de cada una de ellas.

57.Halla un numero de dos cifras que suman 6 sabiendo que si a dicho nimero se
le quita el que resulta de invertir el orden de sus cifras se obtiene 36.

58.Averiguar la edad de dos hermanos sabiendo que el séxtuplo de la que tenia el
mayor hace tres afios era igual a siete veces la del menor y que el doble de la
del mayor equivale a la del menor mas 30.

59.Halla un nimero de dos cifras, tal que el doble de sus decenas mas el triple de

sus unidades sea 23, y que la suma de dicho niumero con el que resulta de
invertir el orden de sus cifras sea 110.
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60.En la bolsa A y en la bolsa B hay un total de 80 bolas. Si pasamos 10 bolas de
la bolsa B a la bolsa A, el nUmero de la bolsa A es 3 veces el nimero de bolas
de la bolsa B. ¢{Cuantas bolas hay en cada bolsa?

61.Laura compré 30 sellos, algunos de 20 céntimos de euro y otros de 30 céntimos
de euro, con un coste total de 750 céntimos de euro. ¢{Cuantos sellos compré
de cada clase?

62.En un pequefio zoo que tiene soélo jirafas y canguros, el guarda conté soélo
cabezas y su hijo sélo patas. Habia 92 cabezas y 290 patas. ¢(Cuantos animales
hay de cada clase?

63.Halla dos nimeros, sabiendo que su diferencia es 22 y que el mayor es triple
del menor.

64.Un padre tiene triple edad que su hijo. Si el padre tuviera 30 afios menos y el
hijo 8 mas, entonces tendrian la misma edad.

65.Una mujer lleva una cesta de huevos al mercado y pensaba venderlos a 18
céntimos la unidad. En el camino se le rompen 16 y calcula que vendiéndolos a
21 céntimos, obtiene el mismo dinero. (Cuantos huevos contenia la cesta?

66.La suma de las edades de un padre y de su hijo es de 42 afios. Dentro de 9
anos, la edad del padre seréa tres veces la del hijo. {Qué edades tienen el padre
y el hijo?

67.Resuelve los sistemas por Gauss:

X-y+z=7 2X+y-z=15
a) < x+y-z=1 b) {5x-y+5z=16
-X+y+z=3 X+4y +z=20

68.Resuelve los sistemas de inecuaciones con una incognita:

i+5<5—5 5+X+1£x—2
a) 3 2 6 b) 2
2x—4+3x—1>2x—5 5x—2_x—8<x+14_2
3 3 12 3 4 2

69.Resuelve las inecuaciones con dos incégnitas:

a) 2x-3y+5>7
2xX X

b) sy < =~ - =
) Sy 3 2
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CUESTIONES

1. Dadas las siguientes representaciones graficas, indica si el sistema de ecuaciones
tiene una, ninguna o infinitas soluciones. Justifica tu respuesta:

A A A

N

2. ¢Cuales de los siguientes pares de niumeros son soluciones de este sistema?

{ZX -y=0 (-3,-6), (-2,-1), (1,2), (0,0)

-X+2y =3

3. Escribe el sistema de inecuaciones cuya solucidon esta representada por la siguiente

region:
A y=x+1
Si
no
X+y=0
. L, . 2x +3y =13
4. Los numeros 2 y 3 son solucion del sistema: 1 ¢Es correcta esta forma
-X+y=

de expresar la soluciéon del sistema?

5. Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, ¢puede tener
exactamente dos soluciones? Si la respuesta es afirmativa, da un ejemplo; en caso
contrario razona por qué no.

X+2y =4

2X+4y =4

7. Dada la ecuacién x — y = 12, afiade otra ecuacion de modo que el sistema
resultante sea incompatible. Justifica la respuesta.

6. Razona, sin resolverlo, ¢cuantas soluciones tiene el sistema {
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8. Indica a qué expresién corresponde la siguiente gréfica:

-2<x<5

-2<x2>5
-2>2x>5
-2<x<5

9. Un lado de un rectangulo mide 15 cm y el otro mide x cm. Determina la medida de
x para qué el area del rectangulo sea inferior a 40 cm.

10.Calcula la interseccion de las dos regiones:

no =

y=x+ 1 no

11.Indica analiticamente las soluciones representadas graficamente:

o) Q o 0
-2 15 -1 1/2

L4 ® L g

-1 1 -3

12.Calcula la interseccion de las dos regiones:

Si

N

x S
X+y=1 X =Yy
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13.La siguiente region corresponde al sistema:

2x+y <5 b) 2x+y <5
-X+3y<1 -X+3y>1
c) 2X+Y>5 d) Ninguno de los anteriores
-X+3y>1
2x+y =5

»
»

\
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UNIDAD 5

SUCESIONES

OBJETIVOS DIDACTICOS:

1. (**)Obtener el término general de una sucesion.
2. (**)Calcular el término n-ésimo de una progresion.

3. Realizar las sumas de términos de sucesiones
aritméticas y geométricas.

4. Diferenciar una progresion aritmética de una
geométrica.

** Indica objetivo minimo
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Esquema:

1. Sucesiones.
1.1  Definiciones.
a) Sucesion de numeros reales.
b) Término de una sucesion.
c¢) Término general de una sucesion.
1.2 Clasificacién de sucesiones.

2. Progresiones aritméticas.
2.1. Definicion.
2.2. Clasificacion.
2.3. Término general.
2.4. Suma de términos.

3. Progresiones geomeétricas.
3.1. Definicion.
3.2. Clasificacion.
3.3. Término general.
3.4. Suma de términos.
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1. SUCESIONES

Hay colecciones de objetos o nimeros que se comportan siempre cumpliendo
una determinada regla, un determinado orden es decir, guardan una regularidad.

Ejemplos:

b) El conjunto de ndmeros:
1,3,5,7,9, ..

Son los nimeros impares y la regla a seguir es que cada nimero se obtiene
sumando 2 unidades al anterior.

En este interés por ordenar las cosas se basa la idea del concepto de sucesion
matematica. En esta Unidad estudiaremos

1.1 Definiciones

a) Sucesidn de numeros reales
Es un conjunto de numeros reales ordenados.

Ejemplo:
2,4,6, 8, 10, ..

b) Término de una sucesién

Es cada uno de los nimeros que compone la sucesién. Los términos se desighan
con una letra y un subindice, que indica el lugar que ocupa dentro de la sucesion
(a1, a, as, ag, as, ...)

Ejemplo:

a1:21 a2:41 a3:61 as= ) as=

c¢) Término general de una sucesion

Es aquel a partir del cual se obtienen todos los demas, es una expresion que
relaciona la posicién n que ocupa el término de la sucesién con el valor que tiene.
Se representa por a,

Ejemplo:
an,=2n

e Toda sucesion la representaremos por: { a, }
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1.2. Clasificacién de sucesiones

a) Sucesiones limitadas

Tienen un numero finito de términos.

Ejemplo: 1, 3,5,7,09.

b) Sucesiones ilimitadas

Tienen un numero infinito de términos.

Ejemplo: 1,3,5,7,9, ..,2n-1, ...

c) Sucesién { a, | es creciente

Si cada término es igual o mayor que el anterior.

a1<a,<ag<ay<as<..<aps.

Ejemplo: 2, 2, 3, 3,4,4,5,5,...

d) Sucesion { a, } es estrictamente creciente

Si cada término es mayor que el anterior.

Q< <agzg<ag<as<...<ap<...

Ejemplo: 7, 8,9, 10, ..., n + 6, ...

e) Sucesion { a, } es decreciente

Si cada término es igual o menor que el anterior.

a;>a,>az>a,>as>...>a,>.

Ejemplo: 9,9, 9,8,7,7,7, ...

f) Sucesion { a, } es estrictamente decreciente:
Si cada término es menor que el anterior.

aj; > ap > asz > ag > asg>....> ap>...

Ejemplo: 9, 7,5, 3, ...,-2n + 11
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g) Sucesion { a, } es constante

Si todos los términos son iguales.

) — Ay — adz = ag — as =.... Ap

Ejemplo: 1,1,1,1, 1, ..

h) Sucesion { a, } es oscilante

Los términos de la sucesidon van cambiando alternativamente de signo

Ejemplo: 2, -2, 2, -2, 2, ...

2. PROGRESIONES ARITMETICAS

Consideramos la siguiente sucesion:

2,4,6, 8, 10, ..
si nos fijamos cada término se consigue sumando al anterior la constante 2, es
decir:

4=2+2

6=4+2

8=6+2

10=8+2

a esa constante fija que sumamos se le llama diferencia (por ser la resta que
hay entre cada término y el anterior) y se le representa por “d”. Podemos
definir:

2.1. Definicién
Una progresion aritmética es una sucesiéon de nimeros reales en la que cada

término (exceptuando el primero) se obtiene a partir del anterior sumandole una
constante d, llamada diferencia.

Ejemplo

3,5,7,9, .. progresion aritmética cuya diferencia d=2

2.2 Clasificaciéon

En el ejemplo 2, 4, 6, 8, 10, ... d>0 como cada término es mayor que el anterior, la
sucesion es estrictamente creciente
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Ejemplo:
Consideramos el siguiente ejemplo:
8,5,2,-1, -4, ..

¢Cuanto vale en este caso d?
¢Es estrictamente creciente?
¢Es estrictamente decreciente?
¢Qué se puede deducir?

a) Estrictamente creciente

Una progresioén aritmética decimos que es estrictamente creciente cuando d>0.

Ejemplo
3,5,7,9, ..

progresion aritmética estrictamente creciente con d= 2>0

b) Estrictamente decreciente

Una progresion aritmética decimos que es estrictamente decreciente cuando d< O.

Ejemplo
8,5,2, -1, -4, ..

progresion aritmética estrictamente decreciente con d=-3<0

2.3 Término general

En las progresiones aritméticas podemos calcular el término general
directamente. Por definicién, cada término es igual al anterior mas una constante d,
por lo que se tiene:

a; = a;

a=a +d

az=—a+d=a +d+d=a; +2d
a4=a3+d=a1+2d+d:a1+3d

Nos fijamos que cada término es igual a a; mas la constante d cuyo coeficiente
coincide con el subindice del término anterior, de aqui podemos deducir:

a,=a +(n-1)d
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Actividad:

1. Halla el noveno término de una progresion aritmética
{7, 10, 13, 16,...}

2. Calcula la diferencia de una progresion aritmética donde a; =3 vy
aG = 8 .

3. El quinto término de una progresién aritmética es 7 y el séptimo
término es 2;’—5 Halla la diferencia.

4. ;Cudl es el término general de una progresiéon aritmética cuyo primer
término es 2 y el a;; es 52?

5. La suma del segundo y el undécimo término de una progresion
aritmética vale 46, el cuarto término tiene un valor de 13. Halla a; y
d.

2.4. Suma de términos

Queremos encontrar una férmula que nos permita sumar los n primeros
términos de una sucesion aritmética, es decir:

S,=as+a; +az+as+.. +a,
(donde S, denota la suma de los n primeros términos)

Para ello vamos a utilizar la idea puesta en practica por Gauss cuando contaba
con 10 afios.

Vamos a sumar los 100 primeros nimeros naturales, es decir:

S=1+2+3+...+98+99 +100
S=100+99+98+...+3+2+1
2S=101+101+101+...+101+101+101

Hemos escrito la suma S, y después la misma suma en orden inverso.
Sumamos las dos expresiones y cada suma parcial suma 101. El sumando 101 aparece
100 veces, luego se tiene:

~100-101

25=100-101 =S = 5050

Vamos a llevar este ejemplo a cualquier progresién aritmética, sumando los
primeros n términos de la sucesion:

Consideramos la suma de los n primeros términos de una progresiéon aritmética:

S,=ag+a+az+as+..+a,
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(donde S, denota la suma de los n primeros términos)

Utilizando la definicion de cada término de una progresion aritmética tenemos:

Sn :a1+al+?+%1+2d+a1+3d+...+%1+(n—1)9

az as ay an

Podemos expresar la suma en orden inverso (ya que cada término es igual al
siguiente menos d)

S,=a, + a,-d + —2d + e— - (n-1)d

An-1 an-2 a;
Sumamos las dos expresiones anteriores miembro a miembro:

Sh=a + a,+d + a+2d + a+3d+..+a + (n-1)d
Sh=a, + a,-d + a,-2d + a,- 3d+..+a,- (n-1)d
2Sn = (a;+a,) + (ap+ay) + (ar+a,) + (ar+a,) + ... + (agtay)

n(al + an )

2Sn = n (ay+an) = Sh = >

Ejemplo:
Dada la sucesion 2, 4, 6, 8, 10, ... calcula el término general, el octavo término y la
suma de los ocho primeros términos.

Observamos que es una progresion aritmética de diferencia d = 2, para calcular el
término general aplicamos la formula:

a, :al+(n—1)d:2+(n—1)2:2+2n—2:2n:an = 2n término general

ag =2-8=16 = ag =16 (al tener la formula del término general para calcular cualquier

término so6lo tenemos que sustituir la n por el término que queramos calcular, en este
caso por 8)

82+16) _8-18 _144

Sg = > = =72 = la suma de los ocho primeros términos de la sucesion

es 72

Comprueba este resultado calculando dichos términos y realizando la suma
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Ejemplo:

Las edades de cuatro hermanos forman una progresion aritmética, y su suma es
32 afos. El mayor tiene 6 afios mas que el menor. Halla las edades de los cuatro
hermanos.

» Como las edades de los cuatro suman 32 afios, el dato que da el problema es:

_ n(al + an)
2
» Como son cuatro hermanos, se tienen cuatro términos de la progresion aritmética
81,8y, ag, a4

S, =32

» El mayor a, es 6 aflos mayor que el menor a; teniendo la ecuacion:

a, =6+a,
» Al ser una progresion aritmética a, = a; + 3d donde d es la diferencia teniendo
que resolver el sistema:
a, =6+a,
{a4 =a; +3d
>6=3d=d=2
» Comod=2y S, =32, se tiene:

= utilizamos el método de igualacién y se tiene 6 + a;, = a; +3d

n(al + an) Ay +ay)
2 2

sustitucioén, resultando la siguiente ecuacion:

4(a, +a,) 4(al +6 + al)
2

S, = =32 y como a, =6+a; utilizamos el método de

=32= =32 = 4(6 +2a,) = 64 =

6+2a; =16 >2a, =10=>4a; =5
> Sabiendo que d=2 y que a; =5, podemos calcular todos los términos de la
sucesion, es decir las edades de los cuatro hermanos:
a; =5
a, =a, +d=5+2=7
az; =a,+d=7+2=9
a, =ag+d=9+2=11

» Las edades de los cuatro hermanos son 5, 7, 9y 11.
» Comprobamos:
= La suma de los cuatro debe ser 32:
5+74+9+11=32

= El mayor tiene 6 afios mas que el menor:

El mayor tiene 11 afos que efectivamente son 6 afios mas que el
menor que tiene 5 afnos.
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Actividad:

6. Eduardo sale en bicicleta todos los dias, de modo que cada dia recorre
3 km mas que el dia anterior. Si el quinto dia ha recorrido 24 km,
¢cuantos kilémetros recorrio el primer dia? Calcula el término general.

7. En un jardin hay 6 filas de arboles. Cada fila tiene 3 arboles mas que la
anterior. La fila tercera tiene 11 arboles. Halla los arboles que hay en la
primera fila, en la ultima y el nUmero total de arboles.

8. Una persona compra a plazos un televisor. El primer mes paga 132
euros, el segundo 120 euros, el tercero 108 euros, hasta el Gltimo mes
que paga 24 euros, con lo que el televisor queda totalmente pagado.
¢Cuantos meses fueron necesarios para pagar el televisor?

9. Una persona compra a plazos un televisor. El primer mes paga 132
euros, el segundo 120 euros, el tercero 108 euros, hasta el Ultimo mes
que paga 24 euros, con lo que el televisor queda totalmente pagado.
¢Cuantos meses fueron necesarios para pagar el televisor?

10.Un carro que baja por un plazo inclinado recorre un metro en el primer
segundo, 3 metros en el segundo segundo, 5 metros en el tercero y asi
sucesivamente. Se desea saber:
a) ¢Cuanto recorrera en los 30 primeros segundos?
b) ¢Cuanto tiempo tardara en recorrer los 2.500 m que tiene de
longitud el plano inclinado?

11.En una progresion aritmética, la suma de todos ellos es 176 y la
diferencia entre los extremos es 30, ¢cual es la progresion de 11
términos?

3. PROGRESIONES GEOMETRICAS

Consideramos la sucesién:
3,6, 12, 24, ..

si nos fijamos cada término se consigue multiplicando al anterior por la constante 2,
es decir:

6=3-2
12=6-2
24 =12.2

a esa constante fija que multiplicamos se le llama razén (por ser la division de
cada término entre el anterior) y se le representa por “r”. Podemos definir:

3.1. Definicién
Una progresion geométrica es una sucesion de numeros reales en la que cada

uno de los términos (exceptuando el primero) se obtiene multiplicando el anterior por
una constante r, que se denomina razén de la progresion.

96



Colegio Vizcaya

4°E.S.O.

Ejemplo

1, 2, 4, 8, 16, ... progresidon geométrica de razén r = 2

3.2. Clasificacion

En el ejemplo 3, 6, 12, 24, .. r=2>1 y como cada término es mayor que el

anterior, la sucesién es estrictamente creciente

Ejemplo:

Consideramos los siguientes ejemplos:
a) 8,4,2,1,1,1,...
2 4
b) 4, -8, 16, -32,
¢Cuanto vale en cada caso r?
¢Es estrictamente creciente?
¢Es estrictamente decreciente?
¢Qué se puede deducir?

a) Estrictamente creciente

Una progresion geométrica de términos positivos es estrictamente creciente si la

razén es mayor que 1.

Ejemplo
3,6, 12, 24, ..

progresion geomeétrica estrictamente creciente de razén r=2>1

b) Estrictamente decreciente

Una progresion geométrica de términos positivos es estrictamente decreciente si la

razén esta comprendida entre O y 1.

Ejemplo
1, 1/2, 1/4, 1/8,...

(comprendida la razén entre O y 1)

progresiébn geométrica estrictamente decreciente de razon

r=1/2

c) Oscilante

Una progresion geomeétrica es oscilante si la razén es negativa, ya que los términos

de la sucesidén van cambiando alternativamente de signo.
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Ejemplo
3, -6, 12, -24,...

progresion geomeétrica oscilante de razén r=- 2<0

3.3. Término general

En las progresiones geométricas podemos calcular el término general directamente.
Por definicién, cada término es igual al anterior por una constante r, por lo que se
tiene:
ap = aj
a, = a;r
az = ar = ayrr = a,r’
as = agr = a,r’r = a;r’

Nos fijamos que cada término es igual a a; que multiplica a la constante r elevada al
subindice del término anterior, de aqui podemos deducir:

Actividad:

12.Calcula el noveno término de una progresion geométrica {2, 8, 32,...}

13.El noveno término de una progresidon geométrica es y Su razoén es 3

187
Hallar el primer término.

14.Escribe el término general de una progresion geométrica en la que az; = 75 y
a,= 375.

15.Calcula la razén y el término general de la progresién geométrica definida por
a, =20 Y as = 07 16.

16.En una progresiéon geométrica de cuatro términos, la suma de los dos primeros
es 2 y la de los dos ultimos es 50. Calcular dichos términos.

3.4. Suma de los términos de una progresién geométrica

Queremos encontrar una férmula que nos permita sumar los n primeros
términos de una sucesién geomeétrica, es decir:

Sh=a;+a,+az+ay +... +a,
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Para ello, consideramos el siguiente ejemplo:

“ A Pepe y a Juan les han contado un secreto. Aunque les han pedido que no se
lo cuenten a nadie cada uno de ellos pasado un cuarto de hora se lo ha contado a 3
amigos de toda confianza y un cuarto de hora mas tarde cada uno de ellos se lo ha
contado a otros tres amigos. ¢Cuanta gente lo conocera pasadas tres horas?

Hagamos un esquema de cuanta gente va conociendo el secreto:

* Primero lo conocen 2 personas.

= Cada una de ellas se lo cuentan a tres es decir a 6 personas que es lo
mismo que 2-3

= Cada una de esas 6 se lo cuentan a otras 3, es decir a 18 que es lo
mismo que 2 -32

= Cada una de esas 18 se lo cuentan a otras 3, es decir a 54 que es lo
mismo que 2 - 33

» Asi sucesivamente.

Nos piden saber cuantas personas lo conocen pasadas 3 horas, o lo que es lo

mismo 12 cuartos de hora. El niumero total de personas se conocera sumando 13
términos de la sucesién geométrica.

Consideramos S=2+2-3+2-32+2.3% +...+2.31 12.312

Consideramos la misma suma pero multiplicada por la razén que en este caso
es3: 3.S=2.3+2.324+2.3%4+..42.3112.32,2.313

Haciendo la resta 3:-S - S nos quedara:

3.8=2.3+2.32+2.3%3+...+2.314+2.312 2.3
S=2+2.3+2-324+2.3%3+...+2.31 4+2.3%?

13
3.5-5=-2+2-38 :>s-(3—1):2(313—1):5:432—_1):313—1:1.594.322

de personas lo conoceran pasadas 3 horas

Vamos a llevar este ejemplo a cualquier progresion geométrica, sumando los n
primeros términos de la sucesion:

Consideramos la suma de los n primeros términos de una progresion
geométrica, entonces:

Sp,=as+a+az+as+.. +a,
(donde S, denota la suma de los n primeros términos)

Utilizando la definicién de cada término de una progresidon geométrica tenemos:
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Sn = a; + air, + a:r’ +a;r’+ ... + a;r"?t
Multiplicamos por r, la expresion anterior:
r-S,=air +ar’ +ar’+ar*+ ..+ ayr"
Hacemos la resta rSn — Sn:
— 2 3 4 n
rSn = a;r + ar° + a;r’+ a;r- + ... + a;r

Sn=a; +a;r +a;r’ +a;r’+ .. +ar"t
rSn - Sn = -a;+a;r"

Sn(r—1)=a,(r"-1) = al(r”—l)_anr—al

r-1  r-1

S, =

Ejemplo:
Dada la sucesion 2, 6, 18, 54, ... calcula el término general, el séptimo
término y la suma de los siete primeros términos.

Observamos que es una progresion geométrica de razén r = 3, para calcular
el término general aplicamos la formula:

a,=a -r"*t=2.3"t=a, =2.3""1 término general

a; =2-3% ==ag =2-729 = 1458 = ag = 1458 (al tener la férmula del término general

para calcular cualquier término s6lo tenemos que sustituir la n por el término que
queramos calcular, en este caso por 7)

a;r —a .3- : : .
S, ==~ I 1= 145823 2 _ 43272 = 2186 = la suma de los siete primeros términos
r —
de la sucesion es 2186
Compruébalo.

Ejemplo:

Halla los &ngulos de un cuadrilatero sabiendo que estan en progresion
geomeétrica y que el mayor es 27 veces el menor.

» Sabemos que en un cuadrilatero los angulos suman 360°, podemos plantear
la primera ecuacion de la forma:

S, =360 = como es una progresién geométrica se tiene:
al(rn - 1) asr-ag
r-1 r-1

S, = =360
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» Como un cuadrilatero tiene 4 &ngulos tenemos cuatro términos
a.l,az, 613, a4

» El angulo mayor es 27 veces mayor que el menor, planteamos la ecuacion:

a4 :al '27

> Ademas a, =a, -r®, y se tiene el sistema:

a4 = al . 27
a, =a; -r

Para resolverlo empleamos el método de igualacién:

a, = 0 imposible

a, 27=a, -r’=>a, - 27-a, - r’=0=a,27-r3)=0>
1 1 1 1 1( ) 27_r3:0

3

Resolvemos la ecuacion 27 -r° =0=27=r> =33 =r* =3 =r

» Como hemos averiguado que r=3, sustituimos este valor en la ecuacion de

la suma:
a,lrm-1)] a,3% -1 a,(81-1 a, - 80
Sp = 1( )= 1( )=360:>—1( )=360:> L =360 =
r-1 3-1

40

» Sabiendo los valores de a; =9 y r=3, calculamos los cuatro angulos:

a; =9

a, =a; - r=9.3=27
ag=a, r=27-3=81
a, =az - r=81-3=243

» Los cuatro angulos son: 9°, 27°, 81° y 243°
» Comprobamos:
* La suma de los angulos es 360°:
9+27+81+243 =360
= El angulo mayor es 27 veces mayor que el menor:

243 =27 -9 =243
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Actividad:

17.Una persona envia una copia de una carta a dos amigos suyos,
rogandoles a su vez que cada uno de ellos envie otra copia a otros dos
amigos con el mismo ruego. Después de 12 envios, ¢cuantas copias se
han enviado?

18.La poblacién de una ciudad ha aumentado en progresiéon geométrica. En
1996 era de 200.000 habitantes y en 1999 de 345.600. Calcula la
poblacién en 1997. (Cual es la razén con la que crece la poblacion?

19.Un laboratorio estudia como aumenta la cantidad de hierro en el
organismo, suministrando dicho componente a una persona con anemia.
Observan que es una progresion geométrica donde la razén vale 1”2, y
que la suma total, al final del quinto dia, de hierro en sangre, es de
1500 mg/l. ;Qué cantidad de hierro tenia la persona inicialmente?

20.Halla el valor de cada uno de los angulos de un cuadrilatero, los cuales
forman una progresion geométrica y el cuarto es igual a nueve veces el
segundo?

21.Una empresa de fabricacion de automdéviles vende 100.000 automaviles
el primer ano y cada afio triplica sus ventas. ¢(Cuantos coches vendi6
durante los cinco primeros afios de funcionamiento?

22.A las ocho de la mafiana un alumno de un instituto cuenta un rumor a
dos de sus compafieros. Un minuto después cada uno de éstos se lo
cuenta a otros dos que no lo conocen y asi, sucesivamente, de manera
que cada alumno que conoce el rumor lo cuenta una sola vez a dos que
no lo conocen. (A qué hora conoceran el rumor los 2047 alumnos del
centro?

Actividad:

23.Halla término general de las siguientes progresiones indicando si son
aritméticas o geomeétricas:

a) 10, 20, 40, 80, ... b)-7,-4,-1,2,5, ...
c)1,2,3,4,.. d)2,4,6,8, ...

e) 1,3,5, 7,0, ... 51,2 L

5 25

9)0,3,6,09, ... h) 0, 2, 4,6, ...

i) 2,4,8,16, ...

24 .Halla el término general de las siguientes sucesiones:
y2,3, 4 3> 8 by >, 2 7 9 |
2 3 4 5 2 3 4 5
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SUCESIONES

clases
Aritméticas
Término Suma de Término
general n términos general
a,=a;+(n-1)d S n(a1 +an)
n > a, =a, n-1
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conocidas

por

Geométricas

Descripcién de sus
términos

Suma de
n términos

Expresion del
término general

Un término cualquiera
viene expresado a
través de una formula
en funcién del lugar
que ocupa

Ley de recurrencia
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EJERCICIOS

1. Escribe los cuatro primeros términos de las sucesiones siguientes que tienen
como término general:

) a, Thttl

b) an=”T1

2. Halla la suma de los 12 primeros multiplos de 5. Siendo el primero 5.

3. Calcula el numero de pisos de un hotel sabiendo que la primero planta tiene
una altura de 4 m, que la azotea esta a 37 m del suelo y que la altura de cada
piso es de 2’75m.

4. En una gran ciudad hay una avenida cuya longitud es 4.560 m. Se han colocado
dos farolas, una a 20 m del principio de la calle y otra a 20 m del extremo.
¢Cuéantas farolas seran precisas colocar entre estas dos si la distancia entre dos
consecutivas ha de ser de 40 m?

5. Un afortunado jugador de bingo gana el primer dia 30 euros; el segundo dia 90
euros; el tercer dia, 150 euros, y asi, durante seis dias. Sabiendo que el primer
dia jugo6 3 euros, el segundo 12 euros, el tercero 48 euros y asi sucesivamente,
hacer el balance a los seis dias.

6. Averiguar la profundidad de un pozo si por perforar el primer metro se han
pagado 15 euros y por cada uno de los restantes 5 euros mas que por el
anterior, sabiendo que el pozo ha costado 510 euros.

7. Un mendigo pidié hospitalidad a un avaro haciéndole la siguiente proposicion:
Yo le pagare 6 euros el primer dia, 12 euros el segundo, 18 euros el tercero y
asi sucesivamente durante 30 dias, en cambio usted me dard 0’01 euro el
primer dia, 0’02 euros el segundo, 0’04 el tercero y asi sucesivamente. El avaro
encontré interesante la proposicion y consinti6 en este arreglo. Liquidad la
cuenta al cabo de 30 dias.

8. ¢(Cual es la razén de una progresion geométrica de 9 términos, sabiendo que
ag = 192 y a; = 127 Calcula la suma de sus términos y el quinto término.

9. El perimetro de un tridngulo rectangulo es 1'8m. Calcula la longitud de sus
lados sabiendo que estan en progresion aritmética.

10.Calcula la distancia que recorre un peén que arroja un cubo de agua en cada
uno de los 30 arboles de un lado de la calzada, sabiendo que el primer arbol
dista del pozo 10 m. Y entre si distan 6 m. Y al final deja el cubo al lado del
pozo.

11.Un coronel que manda 2.485 soldados los quiere formar en triangulo, de tal

forma, que la primera fila tenga un soldado, la segunda 2, la tercera 3, y asi
sucesivamente. ¢Cuantas filas podra formar?
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12.En una poblacién que cuenta con 29524 habitantes mayores de siete afios, uno
de ellos se entera de una noticia en un cierto instante. Al cabo de un minuto lo
ha comunicado a tres de sus amigos. Cada uno de estos lo comunica en otro
minuto a otra tres personas distintas, las cuales continlan extendiendo la
noticia de igual modo, y asi sucesivamente. (Al cabo de cuanto tiempo se
habran enterado todos los habitantes mayores de siete afios?

13.Un avioén de papel avanza en linea recta y cada segundo progresa la mitad de lo
recorrido en el segundo anterior. Si sabes que en el primer segundo avanzé
10m. ¢Llegard a tocar una pared que esta a 18m de distancia?

14.Halla el término general y el 50 de las siguientes sucesiones:

a)

N
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15.;Cuéanto dinero llevé Mercedes a sus vacaciones si el primer dia gasté 200
euros, cada dia que pasaba gastaba menos a razén de 5 euros diarios y el
dinero le durd 20 dias?

16.Carlos quiere colocar su coleccion de 5050 soldados de plomo en un tablero
formando un tridngulo de la siguiente manera: en la primera coloca uno, en la
segunda dos, en la tercera tres, y asi sucesivamente. ¢(Cuéantas filas tendra el
triangulo?

17.Calcular las medidas de un triangulo rectangulo sabiendo que sus longitudes
estan en progresion aritmética y que el menor de todos ellos mide 3 cm.

18.La suma de los seis primeros términos de una progresidn geométrica es 728, y
dos de ellos consecutivos son 18 y 54. Calcular el primero y el sexto términos,
asi como la razon.

19.En un parque hay 50 filas de arboles y se sabe que la diferencia entre el
ndmero de arboles de una fila y el del anterior es constante y ademas que en la
fila ocho hay 41 arboles y en la quince 62. Hallar:
a) La diferencia entre el nimero de arboles de dos filas consecutivas.
b) Valor de la plantacién si cada arbol vale 2 euros.

20.Los tres primeros términos de una progresion aritmética son 12, 16 y 20.
Calcular el numero de términos que hay que afadirle para que la suma total sea
300.

21.Halla el cuarto término de una progresién aritmética, sabiendo que el séptimo
es nueve veces el primero y que la suma de los siete primeros términos es 105.

22.¢;Cuantos términos de la progresion 3, 1, -1, -3, -5,... se deben tomar para que
la suma sea -1407?
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23.Sabiendo que la diferencia de una progresion aritmética es 3 y que la suma de
los 25 primeros términos es 29 veces el Ultimo, calcular este y el primero.

24 .Una empresa compra a plazos una mercancia por 620€ se compromete a pagar
60€ el primer mes, 65€ el segundo mes y asi sucesivamente con un aumento
constante por mes de 5€. ;Cuantos meses necesitara para pagar la mercancia?

25.¢,Cuantos numeros impares consecutivos a partir de 1 es preciso tomar para
que su suma sea igual a 15217

26.Pepe y Juan deciden apuntarse al maratén de su ciudad. Con el fin de conseguir
una buena forma fisica, deciden realizar el siguiente entrenamiento: recorrer el
primer dia 4km e ir aumentando sucesivamente 3km cada dia. Busca una
expresion que nos dé los kilbmetros recorridos segin el niumero de dias.

27.Se ha remodelado una carretera entre dos ciudades y se quieren situar 5
gasolineras en ella. En el kilbmetro 135 se sitda la primera y en el kilbmetro
335 se localiza la ultima gasolinera. ¢(Dénde deberan situarse las otras
gasolineras si las cinco deben encontrarse a la misma distancia?

28.En el afio 1970 por el alquiler de una casa se acuerda pagar 15000 pesetas al
mes durante el primer afio, y cada afio se aumentara el alquiler en 6000
pesetas mensuales. ¢(Cuanto dinero se pagara mensualmente en el afilo 19907
¢Cuanto dinero se habra pagado desde el inicio del alquiler hasta el final del afo
20007

29.Un coche deportivo costo inicialmente 48000€. Al cabo de dos afios se vendi6
por la mitad de precio; pasados otros dos afios se volvié a vender a la mitad de
I dltimo precio, y asi sucesivamente. (Cuanto le costé el coche al décimo
propietario? ¢(Qué cantidad se pago en total por los seis primeros propietarios?

30.Se cuenta que hace muchos afios un tratante de ganado propuso a un sefor el
siguiente negocio: “Yo le vendo este caballo a condicién de que usted me pague
un céntimo por el primer clavo de la herradura del caballo, dos céntimos por el
segundo clavo, cuatro por el tercero, y asi sucesivamente hasta llegar al clavo
32, que es el ultimo” Averigua el precio del caballo.

31.En el laboratorio de Ciencias Naturales se realiza un experimento para observar
el crecimiento de las bacterias XY34 que se reproducen por biparticién (es decir,
cada bacteria al cabo de 30 segundos se divide en dos nuevas bacterias).
Partiendo a las doce del mediodia de un cultivo de 100 bacterias, intenta
escribir la cantidad de bacterias que debe haber al cabo de medio minuto, un
minuto y cinco minutos. ¢;Cuéntas bacterias habra aproximadamente a las doce
y media?

32.Halla el término general y el décimo término de las siguientes sucesiones
indicando si alguna de ellas es progresion:

a) 128, 64, 32, ...
b) 72, 68, 64, ...
c) 24, 48, 96, ...
d) 3,7, 11, ..
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33.Halla el quinto término de una progresion geométrica si a; =2 y r = % y la

suma de los cinco primeros términos.

34.En una progresion geométrica el quinto término es 81 y el segundo es -3. Halla
el término general.

35.¢,Cuéntos términos se han tomado en una progresion geométrica si a; =7, el
dltimo 448 y su suma 889?

36.En una granja hay 200 pollos y cada dia nacen 15. ;Cuantos hay al cabo de 20
dias si no ha muerto ninguno?

37.Alberto decide ahorrar y guarda en la hucha 1€ la primera semana, 1'25€ la
segunda y 1'5€ la tercera y asi sucesivamente. ¢Cuanto tiene ahorrado al cabo
de 20 semanas?

38.Un buscador de oro encuentra el primer dia 3 g de dicho metal y cada dia
consigue doble cantidad que el dia anterior. {Cuanto oro reunié en 15 dias?

39.En una prueba de laboratorio se ha comprobado que el nimero de bacterias
crece en progresion geométrica a medida que pasan los dias. Si al iniciarse el
experimento habia 250.000 y el sexto dia 8.000.000, ¢;cuantas bacterias habia
los dias 2°, 3°, 4° y 5°?

40.En cierta ciudad un ciudadano se enterd casualmente de un chisme sobre el
alcalde. Al cabo de una hora lo habia contado a otras 5 personas. Cada una de
estas, a su vez, lo cuenta a otras 5 en la siguiente hora y asi sucesivamente.
¢Cuantos habitantes conocian el chisme al cabo de 7 horas?

41.Un caminante ha de recorrer 500 Km. El primer dia hace 10 Km. Y va
aumentando cada dia 2 Km. Mas. ¢;Cuanto tardara en hacer los 500 Km.?

CUESTIONES

1. Comprueba cuales de las siguientes sucesiones son progresiones y, las que lo
sean, indica si son aritméticas o geométricas:
a) -3,0,6,9..
b) 2, 4,7, 11, 16...
c) 7,5,3,1, -1, -3..
d) 5, 15, 45, 135...
e) 2,4,8, 24, 96...

p 222 2
3 9

27 81

2. Halla los siete primeros términos de una progresion aritmética:
a) Cuyo primer término es 5 y su diferencia 3.
b) Cuyo primer término es — 4 y su diferencia 2.
c) Cuyo tercer término es 7 y su diferencia 3.
d) Cuyo quinto término es 17 y su diferencia — 3.

107



Coleqio Vizcaya 4° E.S.O.

3. Halla el término general de una progresion aritmética si su primer término es 5
y su diferencia es 3.

4. Halla el término general de una progresion aritmética si sus dos primeros
términos son 4 y 9. Halla también el vigésimo término y la suma de los veinte
primeros.

5. Entre las siguientes progresiones, identifica las aritméticas y las geométricas.
Indica en cada caso cual es la diferencia o la razén:
a) 2,4,8,16..
b) 4, 12, 36, 108...
c) 20, 40, 60, 80...
d) 2 4 8 16

39’27’81
e) 2, -4, 8, -16, 32...
f) 6,

g) 2, -2, 2, -2..

h) v2,2,242,4...

3,33
2’4

6. Halla el término general de una progresion geomeétrica de razén 3 y cuyo primer
término es 2. Halla también el séptimo término.

7. Halla el término general de una progresibn geométrica cuyo segundo y tercer
término son 6 y 12, respectivamente. ;Cudl es su octavo término?

8. Construye la progresiéon geométrica que empieza por 25 y en la que cada
término es los 2/5 del anterior.

9. Halla la suma de los diez primeros términos de la progresién geométrica de
razén 3 sabiendo que su primer término es 1/9.

10.Halla el término general de las sucesiones:
a) -3,-1,1,3,5..
b) 1, 8, 27, 64...
c) 2,5, 10, 17, 26...
1 8 27 64

d) A~ = ) ..
3 5 7 9
3 6 9 12 15
e) —, —, =, —, —...
-3 1 5 9 13

f) -1, 2, -3, 4, -5..

o 5 10 17 26 37
345 6" 7"

11.Halla los términos 4° y 7° de las sucesiones cuyo término general es:

2
n° -3

a

) n+1

b) (-1)'(n+3)
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12.Halla los cinco primeros términos de las sucesiones cuya ley de recurrencia es:
a) a; =2;a,=a,,+2n (h>1)
b) a, =a, =1, a, =a,1 +a,_», (h>2)

13.Comprueba que la sucesién de término general a, = 4n-5es una progresion

aritmética y halla su diferencia.
¢Es 395 un término de la progresion? ;Qué lugar ocupa?
¢Es 900 un término de la progresion?

14.Escribe una progresion aritmética cualquiera. Después multiplica cada término
por un nimero distinto de cero. Prueba que obtienes otra progresion aritmética
indicando la nueva diferencia.

15.Indica si es cierta o falsa cada una de las siguientes afirmaciones:
a) Las progresiones aritméticas son siempre crecientes, es decir, cada
término es mayor que el anterior.
b) Las sucesiones constantes como 5, 5, 5, 5, 5... se pueden considerar
como progresiones aritméticas y como progresiones geométricas.

16.Considera las progresiones aritméticas:
a, = {4,7,10,13,16,19,22,25}
b, = 1,35,7,9,11,13,15}
a) Escribe las progresiones opuestas, es decir, —-a, y -b,. Comprueba que

también son progresiones aritméticas. ;Cual es la diferencia de cada
una?

b) Suma a, +b, sumando los términos del mismo orden. ¢(Es la suma otra
progresién aritmética?

c) ¢Cuél es la diferencia de la progresiéon a, —b,?

17.Estudia si son crecientes o decrecientes las siguientes sucesiones de término

general:

1
a) a, = H
b) bn — (_1)2n+1
c) ¢, =

n
d) d, =
) dhn n+1

18.;Existe una progresion aritmeética que empiece por 5 y cuyo sexto término sea
7?
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UNIDAD 6

TRIGONOMETRIA

OBJETIVOS DIDACTICOS:

1. (**)Expresar los angulos tanto en radianes como en grados

sexagesimales.

Deducir las razones trigonométricas de 30°, 450 y 60°.

(**)Estudiar el signo de las diferentes razones trigonomeétricas.

Conocer la relacién entre las razones trigonométricas del mismo

angulo.

5. Deducir a partir de sus lados las razones trigonométricas de un
angulo agudo.

6. (**)Deducir las razones trigonométricas de un angulo a partir de
una dada.

7. (**)Resolver triangulos rectangulos.

8. (**)Reconocer las relaciones que existen entre las razones
trigonométricas de angulos complementarios, suplementarios,
angulos que difieren en 180° y opuestos.

9. Reducir el cdlculo de las razones trigonométricas de cualquier
angulo a las de un angulo del primer cuadrante.

10. Deducir qué angulos tienen el mismo seno, coseno y tangente.

11. Resolver poligonos regulares y tridngulos isdsceles.

S WnN

** Indica objetivo minimo
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Esquema:

1

2

0.

10.

Introduccion.

Unidades para medir angulos.

. Razones trigonométricas de un angulo agudo.
. Signo de las razones trigonométricas.

. Relaciones trigonométricas.

5.1. Relaciones inversas.
5.2. Relacién pitagorica
5.3. Relacién entre las razones trigonométricas

. Razones trigonométricas de 30°, 60° y 45°

6.1. Angulos 30° y 60°
6.2. Angulo 45°

. Resolucién de triangulos.

. Reduccioén al primer cuadrante.

8.1. Angulos que pertenecen al 2° cuadrante.

Angulos que pertenecen al 3° cuadrante.

Angulos que pertenecen al 4° cuadrante.
Reduccion a angulos comprendidos entre 0° y 459,
Angulos mayores que 3600°.

@ ® 0 o
vihwnN

Resolucion de triangulos equilateros e isdsceles.

Resolucion de poligonos regulares.
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1. INTRODUCCION

El origen de la palabra trigonometria proviene del griego. Es la composicion de
dos palabras griegas trigonon (tridngulo) y metron (medida), luego trigonometria
es la medida de los tridngulos.

Aunqgue el origen de la trigonometria se remonta a las Matematicas Egipcias y
Babilonias, consideran a Hiparco, astrénomo de Nicea (Turquia) como el padre de
la trigonometria debido principalmente a sus hallazgos de algunas relaciones entre
lados y angulos de un triangulo.

El estudio de la trigonometria no limita sus aplicaciones a la resolucion de
triangulos que utilizan sobre todo en geometria, navegacion, astronomia; sino
también para el tratamiento matematico en el estudio del movimiento ondulatorio,
vibraciones, sonido, corriente alterna, termodinamica, investigacién atomica.

2. UNIDADES PARA MEDIR ANGULOS

La trigonometria se encarga de estudiar las relaciones entre lados y angulos.
Se define angulo como la parte del plano limitada por 2 semirrectas del mismo

origen.
Puede ser medido en grados
a sexagesimales o en radianes.

Se consideran angulos con sentido positivo si el sentido de su recorrido es
contrario al de las agujas del reloj.

o >0 positivo

Se consideran angulos con sentido negativo si el sentido de su recorrido
coincide con el de las agujas del reloj.

B B <0 negativo

La medida oficial de los angulos es el radian.
Un radian es la medida de un angulo central al que ;qrresponde un arco de

igual longitud que el radio con que se ha trazado. OA=0B=AB

1rad =57°

Donde o = 1 rad
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La relacién fundamental para pasar de grados a radianes o viceversa es la siguiente:

27 rad = 360°=> n rad = 180°

Los mas conocidos:

360° 270° 180° 90° 60° 45° 30° 0°
2n 3n/2 T n/2 /3 /4 /6 0
Ejemplo:

a) Dado el angulo 210° écuantos radianes son?

Hacemos una regla de tres: 180° n rad
2100 x rad
210-n  7n
= = —rad
180 6

b) Dado el angulo % rad écuantos grados son?

Hacemos una regla de tres: n rad 1800
3n rad X0
5
3n
= .180
x5 :3'180:1080
n
Actividad:

1. Expresar los siguientes angulos tanto en radianes como en grados.

a) a= 3 rad e) o= 450

b) a= 2’5 rad f) a= 210°
c) o = %’rad g) o =3150
d) «=0'5 rad h) o= 2400
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3. RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO

Observa estos triangulos:

—

Los angulos de estos tridangulos son iguales, pero écdmo son los lados? éexiste
relacién entre ellos? Vamos a observar esa relacidn en el siguiente dibujo

C kb
b

Si en un triangulo rectdngulo mantenemos los angulos pero agrandamos sus
lados, estos son proporcionales (estamos hablando de tridngulos semejantes) y las
divisiones posibles que se pueden hacer entre sus lados se mantienen constantes.
Puedes comprobarlo con el dibujo anterior.

A las razones entre los lados de un tridngulo rectangulo se les llama razones
trigonométricas. (Se pueden establecer seis razones)

hipotenusa
Cateto
opuesto

cateto contiguo

Definimos:

cateto opuesto
hipotenusa

Seno del angulo a: sena =

cateto contiguo
hipotenusa

Coseno del angulo a: cosa =

cateto opuesto
cateto contiguo

Tangente del angulo a: tga =
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De aqui deducimos:

cateto opuesto
_ cateto opuesto  hipotenusa _ sena
 cateto contiguo cateto contiguo cosa
hipotenusa

sena
a —
cosa

Sus inversas son:

1 hipotenusa

Cosecante del angulo a: coseca = =
sena cateto opuesto

_ hipotenusa
cosa cateto contiguo

Secante del dngulo a:seca =

Cotangente del angulo a: cotga = _1 _cateto contiguo

tga cateto opuesto

Ejemplo:
Calculamos las razones trigonométricas del angulo o
5cm
3cm
(04
4 cm

Primero identificamos respecto al angulo:
o Cateto opuesto: 3 cm

o Cateto contiguo: 4 cm
o Hipotenusa: 5 cm
cateto opuesto 3 5
sena = - == = coseca = ==
hipotenusa 5 sena 3
cateto contiguo 4 5
cosa = - =— = seca-= ==
hipotenusa 5 cosa 4
cateto opuesto 3 1 4
a= - =—=cotga=—=—
cateto contiguo 4 tga 3

a) Dibuja un tridngulo cuya hipotenusa valga 5.
b) Dibuja un tridangulo cuyo coseno valga 0'7
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Estas proporciones permanecen invariables en cualquier tridngulo rectangulo en
el que esté el angulo o, luego podemos considerar el mas comodo que sera el de
hipotenusa igual a 1 y asi las razones trigonométricas quedaran mas visibles.

a=senao 1

b=cosa

A partir de ahora vamos a considerar la circunferencia de radio 1, llamada
circunferencia goniométrica o unidad.

Consideramos la circunferencia goniométrica, es decir de radio 1, donde el
centro de la circunferencia esta situado en el origen de unos ejes de coordenadas,
construimos un angulo o el cual determina un tridngulo rectangulo, cuya
hipotenusa coincide con el valor del radio, es decir 1 y los catetos tienen el valor de

las coordenadas del punto P(x,y) donde x sera el cateto contiguo y la y el cateto
opuesto.

(x,y)

Aplicando la definicién, las razones trigonométricas quedarian expresadas:

y 1 1
sena==-=Yy cosec a =— =
1 sena
X 1 1
cosa=-—=X seca = — =
1 X CcOoSa
sena 1 cos a
tga:X: cotga = — = — =
X COoSa y tg a sena

Tanto el seno y el coseno toman valores entre -1 y 1 ambos incluidos (ya que
en un tridngulo los lados son siempre menores que la hipotenusa)
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Actividad:

2. En un tridngulo rectangulo, los dos catetos miden 5y 12 cm. Calcula las
razones trigonométricas de los dos angulos agudos.

3. Calcula las alturas de los tridngulos equilateros cuyos lados miden:
a) 10 cm
b) 50 cm

4. Calcula el lado de un tridngulo equiladtero cuya altura vale:
a) 12 cm
b) 33 cm

5. Halla el lado del cuadrado cuya diagonal vale:
a) 12cm
b) 32 cm

6. Halla, en los casos siguientes, las razones trigonométricas de los angulos
B y C de un tridngulo rectangulo cuyo angulo recto es A.

a. b=3cm vy c=4cm
b. a=25cm y c=24cm
c. a=8cmyb=7cm

4. SIGNO DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

Los signos de las razones trigonométricas vienen dadas por los signos de las
coordenadas del punto P(x,y), es decir el signo lo determinara el cuadrante donde
se encuentre el punto.

=n/2

900
20 10
cuadrante | cuadrante
180° = ¢ 09,
30 40
cuadrante | cuadrante /| 360° = 2=

2700 | = 3n/2

+ | + K \ -+
b N P
seno coseno tangente
cosecante secante cotangente
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Ejemplo:

¢Qué signo tienen las razones trigonométricas de los angulos 300, 3359,
2600 y 13507
a) 300 esta en el primer cuadrante, luego las seis razones trigopnométricas
seran positivas.
b) 335° esta en el cuarto cuadrante:
Seran positivas: coseno y secante
Seran negativas: seno, cosecante, tangente y cotangente.
c) 2600 esta en el tercer cuadrante:
Seran positivas: Tangente y cotangente.
Seran negativas: seno, cosecante, coseno y secante.
d) 1350 estd en el segundo cuadrante:
Seran positivas: seno y cosecante
Seran negativas: coseno, secante, tangente y cotangente.

Actividad:

7. Averigua los signos que corresponden a las razones trigonométricas de los
angulos 130°, 2200, 1799, 2999, 910, 3550, 180 y 2720,

8. ¢Qué signo tienen las tangentes de los angulos siguientes?
a) a= 1239 b) o= 2220
c) a=3039° d) o= 197°

5. RELACIONES TRIGONOMETRICAS

5.1. Relaciones inversas

sena-coseca =1

coso-seco =1
tga - cotga =1

5.2. Relacién pitagérica

Consideramos un triangulo rectangulo cuya hipotenusa sea igual a 1:

sena =y
cosa = X

X

por Pitagoras se tiene:
1=x>+y’
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Luego se tiene la relacién fundamental:

1=sen?q +cos?q

5.3. Relacidén entre las razones trigonométricas

% De la definiciéon de tangente podemos deducir:

cateto opuesto

tgo = cateto opuesto hipotenusa _ sena
cateto contiguo cateto contiguo cosa
hipotenusa
tgo = sena
cos a

% Si dividimos la relacion fundamental entre cos? a se tiene:

sen®o.  cos® a 1 ) 1
+ = =>tga+1-=

sen?a +cos® o =1 = 5 5 > ——
cos’a cos’a cos’a cos? a

1

1+tgza=—2
COS™ o

% Si dividimos la relacion fundamental entre sen®a se tiene:

2 2
sen“oa  COs‘ a 1 1
sena+cos’a=1= "S-+ —-—=——— = 1+cotg’a = ———
sena  sen®o  sen®a sen?a
1
1+cotg?a=——5—
senZq

A partir de estas formulas conociendo una sola podemos calcular todas las
demas, teniendo en cuenta el signo de cada una de ellas que se determinara
dependiendo del cuadrante en el que se encuentre el angulo
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Ejemplo:

Si cosa = T y el angulo esta en el cuarto cuadrante calcular el resto de las
razones trigonométricas.

Al estar en el cuarto cuadrante:
o

Razones positivas: coseno y secante
0

Razones negativas: seno, cosecante, tangente y cotangente
= Como sabemos el valor del coseno primero hallaremos su inversa:
5
secao = —
4
Utilizamos la relacién fundamental para hallar el seno:

2
1:sen2a+coszoc:>1:sen2a+(§j :>1:sen2a+E:>sen2a=1—§:>

2 9 9 3 . .
sen‘a = — = sena = * 55 = + T como el angulo esta en el cuarto

cuadrante, sabemos que debe ser negativo, se tiene:

3
seno = - —
5

Calculamos la inversa del seno:

5
coseca = - —
3
= Calculamos la tangente:
sena -3.4 -3
tga = =—!=—=—
cosa 5 5 4

Calculamos la inversa de la tangente:

-4
cot =—
ga 3

Actividad:

9. Halla las razones trigonométricas del angulo o si sena =0'8 y 0°< o <90°

10.Calcula las razones trigonométricas del

angulo o si cosa=05 vy
2700< o <3600

11.Halla las razones trigonométricas del angulo o sitga =5y 180°< a <2700°.
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6. RAZONES TRIGONOMETRICAS DE 309, 60° Y 45°

6.1. Angulos de 30° y 60°

Consideramos un tridngulo equilatero de lado 1, el cual dividimos en dos
triangulos rectangulos iguales, cuyos angulos miden 30° y 600,

x= 22
2
- Angulo de 300:
sen300 — cateto opuesto ﬁ 1
hipotenusa 1 2
cos 300 - Cateto contiguo _ V3-15 B
hipotenusa 1

tg300 = cateto opuesto % 1

~ cateto contiguo ﬁ/ NG
2

2

3
3

Las inversas seran:

sec30°0= _ Lt = &
cos 300 3
cos ec300° = 1 =2
sen30°
cotg30° = \/5
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- Angulo de 600:

sen60° =

cateto opuesto \/54 B J3
T

hipotenusa

cateto contiguo ﬁ 1
hipotenusa 1 2

cos 600 =

cateto opuesto \/%
tg60° = = =43
g cateto contiguo % 3

Las inversas seran:

sec 600 = ; =2
cos 60°
cos ec60° = 1 = &
sen60° 3
cot g60o° = 1 = ﬁ
tg600° 3

6.2. Angulo de 45°

Consideramos un cuadrado de lado 1 y trazamos la diagonal, la cual divide al
cuadrado en dos triangulos rectangulos iguales.

Triangulo rectangulo

AN

Para calcular la diagonal que es la hipotenusa del tridngulo rectangulo
aplicamos Pitagoras:

h?=c?+c3=>h?>=1+1=h=+2

Como estamos calculando una medida h = \/5

sen45o — cateto opuesto =1 E
hipotenusa 22

oS 450 — cateto contiguo = 1 ﬂ
hipotenusa 202

Q450 — catetoopuesto _ 1 _ 1

 cateto contiguo 1
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Las inversas seran:

1
sec450= —— =42
cos 4590 \/_
1
cos ec459 = =42
sen45° \/_
cot g45° = 1 _ 1
tg450

Se tiene la siguiente tabla:

sena | cosa |tga
0o° 0 1

300 1/2 \/5/2
45° V272 | V272

60° | /3,2 | 1/2
1

I—‘&'O
~
w

V3
900 0 %
180° | 0 -1 0
2700 | -1 0 %

Actividad:

12.Resolver el siguiente tridngulo, sabiendo que a=12 y A=300°.

B

C

13.Resolver el siguiente triangulo, sabiendo que A=300 y ¢=20, sin utilizar la
calculadora:
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14.Desde un punto A en la orilla de un rio se ve un arbol justo enfrente. Si
caminamos 100 metros rio abajo, por la orilla recta del rio, llegamos a un
punto B desde el que se ve el pino formando un angulo de 30° con
nuestra orilla. calcular la anchura del rio.

B 100m. A,

15.Cuando un avidn esta directamente sobre un pueblo A, el angulo de
depresidén de la ciudad B, distante 4’5 kildmetros de A, es 30°. Halla la
altura del aparato.

q .

=
TIeeig

i A

HEQEML 1

16.La longitud del hilo que sujeta una cometa es de 15 metros. Si el dngulo
de elevacion de la cometa es de 30°, équé altura alcanza la cometa?

7. RESOLUCION DE TRIANGULOS

Un tridngulo queda determinado si se conocen tres de sus seis elementos
(salvo en el caso de que sean los tres angulos)

7.1. Se conocen un cateto v la hipotenusa

C

B 13cm
5cm

A B
X
Para calcular el otro cateto utilizamos Pitagoras:
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h? =cf+c§ =137 =x*+52=169=x*+25=x*>=169-25= x> =144
=Xx=%J144 = x=12cm

Para calcular los angulos utilizamos la definicion del seno:
sena = % =0'3846 = a=arcsen0'3846 = a=22037'12"

B=900-22037'12"=67022"48"

7.2. Se conocen los dos catetos

C
B X
12m
ol
A B
10m

Para calcular el otro cateto utilizamos Pitéagoras:

h®=c?+c=>x*=12°+10> = x> =144+100 = xX* =244 = x =++/244
=x=15'62 m

Para calcular los angulos utilizamos la definicidon de la tangente:
12 1 1 1 n
tgoc=ﬁ=1 2> oa=arctgl’'2=a=500911"39

B=90°-50°11"'39"=39°48'20"

7.3. Se conocen la hipotenusa y un angulo agudo

C
B 18m
y
a=250
A B
X

B =900-250=650

Para calcular los catetos utilizamos las definiciones del seno y el coseno:
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sen25°=%:> y=18-5en25°=y=18.-0'423=>y=7'614m

c0525°=%:> x=18-c05259=y=18-0'906 > y=16'308 m

7.4. Se conocen un cateto y un angulo agudo

B=900° - 30° = 60°

Para calcular los catetos utilizamos las definiciones del coseno y el tangente:

20 20 20 40 V3 _40-43
c0s300=—=h= h= h=——=.Y2 T 'NI
h ' cos300 ' 32 | B3 3
t9300= Y oy =20-tg300m y=20. 3 = y=20¥3
20 3 3
Actividad:

17.Una persona de 175 cm de altura, situada a una distancia de 12m de un
arbol, mira al extremo superior de éste formando un angulo de 30° con
la horizontal. éCudl es la altura del arbol?

18.Un poste de 15m de altura se sostiene verticalmente atando su extremo
superior con unos cables de 25m que se sujetan al suelo. éQué angulos
forman los cables con el poste?

19.En un tridngulo isdsceles, los dos angulos iguales miden 37° y los lados
iguales miden 18cm. Calcula la base, la altura y el area del triangulo.

20.Un poste de 6m de altura proyecta una sombra de 8m. Si se unen el
extremo superior del poste y el extremo de la sombra, calcula los
elementos del triangulo formado.

21.Una escalera de 5m de longitud tiene su extremo superior apoyado sobre
una tapia a 2’5m de altura. ¢éQué angulos forma la escalera con la tapia y
el suelo?
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8. REDUCCION AL PRIMER CUADRANTE

Vamos a estudiar las relaciones entre las razones trigonométricas de algunos
angulos. Para ello vamos a considerar la circunferencia goniométrica, es decir, la
circunferencia de radio 1. Vamos a calcular las razones de cualquier angulo conociendo
las razones de los angulos del primer cuadrante, incluso podemos relacionarlos con los
angulos comprendidos entre 0° y 4509,

8.1. Angulos que pertenecen al 2° cuadrante

Angulos suplementarios, suman 180°

P o 1800-a \ P’

Como P y P’ son simétricos se verifica, que tienen el mismo seno, pero
coseno y tangente opuestas.

sena = sen(180°-a)
cos o = — cos(180°—a)
tga = ~tg(180°-a)

Ejemplo:

Si cos 25°= 0’906 y sen25°9=0'423. Calcular las razones
trigonomeétricas de 155°
1559 es un angulo del 2° cuadrante, 180°-1550=250= 1550 y 250
son angulos suplementarios y se tiene:

sen1550=s5en25°=0'423

€0s1550= - c0s25%= - 0’906

senl55° 0'423

tgl550 = - - -0'467
cos1550  —0'906

8.2. Angulos gue pertenecen al 3° cuadrante

Angulos que difieren en 180°

Pl

Ja (1'1?00
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Se compara cada angulo del tercer cuadrante con el angulo del primer
cuadrante que excede en 180° de forma que tienen la misma tangente, pero
Seno y coseno opuestos.

sena = —sen(a — 180°)
cos o = —cos(o — 180°)
tga = tg(a — 180°)

Ejemplo:

Si cos 259= 0’906 y sen259=0423. Calcular las razones
trigonométricas de 205°
2059 es un angulo del 3° cuadrante, 205°-180°0=250= 2050 y 250
son angulos que difieren en 180° y se tiene:

sen205°= - sen25°= - 0’423

€0s1559= - cos25°= - 0’906

sen205° -0'423

tg2050 = - - 0'467
c0s205°  — 0'906

8.3. Angulos que pertenecen al 4° cuadrante

Angulos opuestos, suman 360°

Se compara cada angulo del cuarto cuadrante con el angulo del primer
cuadrante que sera su opuesto de forma que tienen el mismo coseno, pero seno
y tangente opuestos

sena = -sen(- o)
cos o = cos(- a)
tga = —tg(— a)

Ejemplo:
Si cos 259= 0’906 y sen25°9=0'423. Calcular las razones
trigonométricas de 335°
3359° es un angulo del 4° cuadrante, 360°0-335°=250—= 3350 y 250
son angulos opuestos y se tiene:
sen3350= - sen25%= - 0’423
€0s3359= cos25°= 0’906
tg3350 = sen335°  -0'423
cos335° 0906

= -0'467
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8.4. Reduccién a angulos comprendidos entre 0° y 45

*/900-g

Se observa que:

sen(90%-a) = a = cos a
€cos(90%-a = b = sena
tg(90°-a) = cot ga

Los angulos que suman 90° se llaman complementarios.

Ejemplo:
Si cos 25°= 0’906 y sen259=0'423. Calcular las razones
trigonométricas de 65°

650 es un angulo del 1° cuadrante, 90°-65°=250= 659 y 259 son
angulos complementarios y se tiene:

sen65°%= c0s25°= 0’906

Cc0s650= sen250= 0’423

tg650 = sen65° _ 0'906

cos 659 0'423

= 2142

IMPORTANTE:

Para hallar las razones trigonométricas de cualquier angulo a
través de uno del primer cuadrante, son necesarios:
» Identificar en que cuadrante esta.

= Asignar el angulo del 1° cuadrante que le corresponde:
0 19 cuadrante 90°-«

0 209 cuadrante 180°-q

0 39 cuadrante o-180°

0 49 cuadrante 360°-a, 0 bien -a
Asignar el signho del cuadrante correspondiente.
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Ejemplo:
Calcula sen1509, cos2259° y tg3300:
= 15009 esta en el 2° cuadrante = 180°-150° = 30°, es decir 150°

y 30° son suplementarios y el signo del seno es positivo=
sen1500 = sen30° = %

= 2250 estd en el 3% cuadrante = 225°-180° = 459, es decir 225°
y 4590 son angulos que difieren en 180° y el signo del coseno es
negativo =
Ny

€0S2250= - cos45° = —

= 3300 estd en el 4° cuadrante = 360°-330°= 309, es decir 330°
y 309 son angulos opuestos y el signo de la tangente es

negativa =
tg330°=-tg30°= #

8.5. Angulos mayores que 360°

Los angulos mayores que 360° siempre se pueden reducir a un angulo
comprendido entre 0° y 360°. Para ello dividimos el angulo entre 360° para
saber cudl es el numero de vueltas completas (cociente) y nos quedamos con el
resto, que sera el angulo equivalente. Las razones trigonométricas del angulo
seran iguales a las razones trigonométricas del angulo equivalente (resto de la
division)

En las divisiones no se pueden simplificar ceros por tratarse de un
sistema sexagesimal.

Ejemplo:

Consideramos el angulo 9359, serd equivalente a 215° ya que:
9359 =2.3600+2159°, es decir 2 de cociente y 215° de resto, 2 vueltas
completas y 2159 de la tercera vuelta. Se tiene:

sen9350 = sen215°

€0s 9359 = cos 2150

tg935% = tg215°

Actividad:

22.Conociendo sen30° y cos309°, calcula el seno, el coseno y la tangente de
los siguientes angulos:
a) a=1500° b) o= 3300 c) o= 300°
d) o =480° e) o= 600°

23.Si conocemos sen45° y cos459, halla el seno, el coseno y la tangente de
los siguientes angulos:
a) a=225° b) o= 405° c) o= 585°
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24, Halla el valor de las siguientes razones trigonométricas relacionando
cada angulo con uno del primer cuadrante:

a) tgls50° c) tg240° e) sen225° g) cotg180° i) cosec810°
b) sec120° d) sec315° f) tg330° h) sec420° j) cosec330°

9. RESOLUCION DE TRIANGULOS EQUILATEROS E ISOSCELES

a) Triangulo equiladtero

o

Son conocidos sus angulos: a = 60°

Al trazar la altura tenemos dos triangulos rectangulos, con:
Hipotenusa = |
Catetos = h, I/2

Conocidos h 6 | puedo hallar el que no conozca a través de la relaciéon

sen600° = ?

b) Tridangulo isdsceles

[ %\

b
2a+pB=180°
Al trazar la altura tenemos dos tridngulos rectangulos con:

Hipotenusa = |
Catetos = h, b/2
Basta saber que:

h
seno = T

cosa = b/—z
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Actividad:
25.Resuelve un tridngulo equilatero de 10cm de lado.

26.Soluciona un triangulo isdsceles cuyos lados iguales miden 8cm y
los angulos iguales 35°.

27.Resuelve el tridngulo isésceles cuya base mide 24cm y su altura
28cm.

28.Determina el tridngulo isdsceles cuyos lados iguales miden 16cm y
el angulo desigual 720°.

10.RESOLUCION DE POLIGONOS REGULARES

El estudio y resolucién de poligonos regulares se reduce al estudio de triangulos
rectangulos, trazando la apotema vy el radio.

Si n = ndmero de lados:
(0]

o= (angulo central)

B= 180°¥(éngulo interior)

Radio = hipotenusa
Catetos = apotema, 1I/2

cosE—l/—2
2 r
senE=ﬂ
2 r
B_ap
tge=—%
97y
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Actividad:
29.Resuelve un pentagono regular de 16cm de lado.

30.Averigua el lado de un pentdgono regular inscrito en una
circunferencia de diametro 30cm.

31.El lado de un pentagono regular inscrito es 6’8m. Halla el radio de la
circunferencia circunscrita.
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TRIGONOMETRIA

Estudia en los triangulos

- Relaciones entre las longitudes

de sus lados
- Amplitudes de los angulos

A través de

Razones trigonométricas

Se definen para

Angulos agudos Cualquier angulo

Coseno Tanaente

Seno Coseno Tanaente Seno

Nos sifven para Se relacionan con las expresiones En la circunferencia goniométrica se convierten en

Resolver triangulos ; ) Lineas
rectangulos sen“x + cos“x =1
tgx = senx Se utilizan para
COS X
1+tg°x = ———— . , - .
g cos? x - Reduc!r un z‘imgulo al primer giro
- Reducir un &ngulo al primer

cuadrante
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EJERCICIOS

1. Para hallar la distancia AB a través de una laguna, un agrimensor traza la
recta AC perpendicular a AB. El segmento AC mide 101m. La medida del
angulo ACB es de 81°. {Qué longitud tiene AB?

2. Si las dos ramas de un compas forman un angulo de 45° y su longitud es
12cm, halla la distancia entre las puntas de las ramas.

3. En un trozo de una carretera la inclinacion es de 6°. ¢(Cuanto sube la
carretera en 42m, medidos sobre el plano inclinado?

4. ;Cual es el angulo de elevacion de una carretera que sube 0’90 metros en
una distancia de 16 metros, medidos sobre el plano inclinado?

5. Desde un punto se observa un edificio cuya parte mas alta forma con el
suelo un angulo de 30°, si avanzamos 30 metros, el angulo pasa a ser de
45°. Calcular la altura del edificio.

6. Si las puntas de las ramas de un compas distan 6’25 cm, y cada rama mide
11’5 cm, ¢qué angulo forman?

7. Di si es verdadera o falsa cada una e las siguientes expresiones, justificando
las respuestas:

a) tga=-20 d) coseca =-0'75
b) cosa=-2 e) cotga =0'01
c) seca=-5 ) cosa=-1'001

8. (Comob son entre si (iguales, opuestas o no hay relacién entre ellas) las
razones trigonométricas que se indican? Justifica tu respuesta:

a) sen22° y cos68°

b) sen45° y cos225°

c) tg73°y tg253°

d) secl10° y cosec70°

e) sen395° y sen35°

) tg25° y cotg225°
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. 1 . .
9. Si senoc=§, averigua el seno, el coseno y la tangente de los angulos

complementario, suplementario y opuesto de o. Halla también las razones
trigonométricas del angulo que se diferencia de o en 180°.

10.Expresa las siguientes razones trigonométricas en funcién de la razén de un
angulo menor de 45°:
a) cos340°
b) tg250°

11.Conociendo senl11°= 0’19 y cosl11® = 0’98, calcula el seno, el coseno y la
tangente de los siguientes angulos:

a) a=101°
b) o= 191°
C) o= 349°

12.Si conocemos sen37°=0'6 y cos37°=0'8, halla el seno, el coseno y la
tangente de los siguientes angulos:

a) a=127°
b) o= 143°
Cc) a= 323°

13.Calcula los siguientes triangulos isésceles (A y C son los angulos iguales, b
es la base, | cada uno de los lados iguales y h la altura):
a) A =68° 57" yl|=235m
b) b=14my h =15m

14. Halla las razones trigonométricas de los angulos 150°, 315°, 120°, 210°,
75° y 330° relacionando dichos angulos con un angulo comprendido entre
0°y 45°.

15.Halla el resto de las razones trigonométricas, sabiendo que seno=2/3 y
90°<a<180°.

16.Halla el resto de las razones trigonométricas, sabiendo que cosa=3/5 y
0°<a<90°.

17.Halla el resto de las razones trigonomeétricas, sabiendo que tga=4/5 y
180°<a<270°.

18.La longitud del hilo que sujeta una cometa es de 15 metros. Si el angulo de
elevacién de la cometa es de 30°, ¢qué altura alcanza la cometa?

19.Pasar de radianes a grados o viceversa los siguientes angulos:
a)a = (2n)/5 rad
b)a = (97)/8 rad
c)a = 185°
d)a = 356°

20.Un avion vuela a 350 metros de altura, y el piloto observa que el angulo de

depresion de un aeropuerto proximo es de 15°. /Qué distancia le separa del
mismo en ese instante?
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21.;Cuanto medira la sombra que proyecta un arbol de 10 metros de alto si el
Sol tiene una inclinacion de 40° respecto a la linea horizontal trazada por el
pie del arbol?

22.Encuentra la altura a la que se encuentra el aviéon de la figura:

36° 36

400m

23.Desde un acantilado, situado a 32 metros sobre el nivel del mar, se divisan
dos embarcaciones. Halla la distancia entre las mismas si los angulos de
depresioén respectivos son de 36° 16”7 y 25° 207.

24 .Sabiendo las razones trigonomeétricas de 30°, calcula las de 60°, 150° y 330°.
25.Para medir la altura de una montafia se obtuvieron las medidas de la figura

adjunta. Si los dos puntos de observacion estan situados a 1200 metros
sobre el nivel del mar, ¢(qué altura alcanza dicha montafia?

26.Dos edificios distan entre si 150 m. Desde un punto que esta entre los dos
edificios, vemos que las visuales a los puntos mas altos de éstos forman con
la horizontal angulos de 35° y 20°. ;Cudl es la altura de los edificios, si
sabemos que miden lo mismo?

27.Se desea calcular la altura de una torre de television. Para ello se hacen dos
observaciones desde los puntos A y B, obteniendo como angulos de
elevacion 60° y 45° respectivamente. Sabiendo que la distancia entre Ay B
es de 126 m y que la torre esta situada entre los dos puntos, halla la altura
de la torre.

28.Una escultura esta colocada sobre un pedestal de 1'5m de altura. Desde un
punto del suelo se ve la escultura bajo un angulo de 42° y el pedestal bajo
un angulo de 18°. Calcula la altura de la escultura.

29.Un tobogan tiene una altura maxima de 3 y una longitud de 5 ¢(Cual es su
inclinacion?

30.Un turista observa un monumento desde cierta distancia bajo un angulo de
70°. ¢Bajo qué angulo lo vera si se aleja cuatro veces dicha distancia?

31.Calcula la altura de un arbol sabiendo que proyecta una sombra de 8m,

cuando los rayos del sol inciden sobre la tierra un angulo cuya tangente es
1'6351.
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32.Se desea calcular la altura de la torre, para ello se miden los angulos de
elevacién desde los puntos A y B. Calcula la altura de la torre.

I
=
A r35“ B 63" ', :
10 tm ’ .
4 e

33.A una cierta distancia, una antena de telefonia se ve bajo un angulo de 60°,
si me alejo 20m se ve bajo un angulo de 45°. ;Qué altura tiene la antena?
¢A qué distancia estoy de la antena inicialmente?

34.Desde el punto mas alto de un faro, que se encuentra a 32 m sobre el nivel
del mar, se observa un barco con un angulo de 80°. ;A qué distancia de la
costa esta el barco?

35.La torre Eiffel proyecta una sombra de 77m de largo cuando la inclinacién de
los rayos del Sol respecto al horizonte es de 78°. ;/Qué altura tiene la torre?

36.En un triangulo rectangulo la hipotenusa mide J2 cm. Halla el area del
tridngulo y el perimetro sabiendo que es un triangulo isGsceles.

37.Calcula la altura de un seméaforo, sabiendo que desde un cierto punto A, se
ve bajo un angulo de 60° y si nos alejamos 40 m se ve bajo un angulo de
30°.

38.Desde un puesto de caza, un cazador apunta con su escopeta a una tértola,
que se encuentra posada en la copa de un arbol, con un angulo de 50°.
Cuando iba a disparar la tortola sali6 volando y se posé en una rama 4m
mas abajo; la apunta cuidadosamente con un angulo de 40° y cuando fue a
disparar decidié no hacerlo; se acordd del pesado de su profesor de “mate”
de 4° y se hizo las siguientes preguntas: ¢(Qué altura tiene el arbol?, ;Qué
distancia me separa de él?

39.La distancia de un barco a un faro es de 137 m, y a la orilla 211 m. El
angulo bajo el cual se ve desde el barco el segmento cuyos extremos son el
faro y la orilla es de 43°. ;{Qué distancia hay entre el faro y la orilla?

40.Calcula, reduciendo al primer cuadrante el seno y el coseno de los angulos:
a) 150°
b) 240°
c) 315°

41.Sabiendo que tga = \/5 y que 180°< a < 270°, calcula todas las razones
trigonométricas que faltan.
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42.Sabiendo que cosA = _?1 , obtener las demas razones trigonomeétricas de A,

si A es un angulo del segundo cuadrante.

43.Si sen55°=0'819:
a) Calcula el valor de las demas razones trigonomeétricas.
b) Obtén, las razones de 125°, 235° y 305°.

44 .Si cos25°=0'906:
a) Calcula el valor de las demas razones trigonomeétricas.
b) Obtén, las razones de 155°, 205° y 335°.

44 .Sabiendo que seno =04 halla razonadamente las siguientes razones
trigonomeétricas:
a) tg(90°-a) =
b) tg(r - @) =
c) sen(-a) =
d) sen(n + o) =
e) cos(m + o) =
f) cos(n—a) =

45.Calcular las razones trigonométricas de un &angulo o, que pertenece al
segundo cuadrante, y sabiendo que cotga = -3

46.Sabiendo que cosa =04 halla razonadamente las siguientes razones
trigonomeétricas:
a) tg(90°+a) =
b) tg(n + o) =
c) cos(—a) =
d) sen(t — o) =
e) cos(n —a) =
1)) sen(n - oc) =

. 1
47.De un angulo sabemos que tga=T. Calcula el resto de las razones
3

trigonométricas, sabiendo que el angulo pertenece al 2° cuadrante.

. 2 .
48.Sabiendo que sena = 3 y que o pertenece al primer cuadrante, calcula las

siguientes razones trigonométricas:
a) cosa =
b) sen(180°-a) =
c) cos(180°+a) =
d) tg(360°-a) =

49.Sabiendo que tgoa =-3 y que 270°< o <360°, calcula todas las razones
trigonomeétricas que faltan.

50.Sabiendo que tgo =% y que o pertenece al primer cuadrante, calcula las

siguientes razones trigonométricas:
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a) tg(90°-u) =
b) tg(180°-a) =
c) sen(-a) =

d) sen(90°+a) =
e) sen(180°+a) =

/3

51.Sabiendo que el sena = >

a) Calcula las demas razones trigonométricas sabiendo que todas son
positivas.
b) Calcula el valor de:
i. tg(90%°%+a) =
ii. tg(180°+a) =
iii. cos(-a) =
iv. sen(180°-a) =
V. ¢0s(180°-q) =

52.Calcular las restantes razones trigonomeétricas, conocidas:

a)cosa:4,0$as900

5
3
b) sena = T 90°< ¢ £180°

53.Calcular las razones trigonométricas de un angulo o, que pertenece al
tercer cuadrante, y sabiendo que seca = -3.

Orilla

54.Si tu sombra es la mitad de tu altura, ;qué angulo forman los rayos del Sol
con el horizonte?

55.Dos jugadores de un equipo de futbol ensayan un “tiro a puerta” desde un
punto situado a 5 m y a 8 m de cada uno de los postes de la porteria, cuyo
ancho es de 7m. ¢(Bajo qué angulo ven la porteria?

56.Un avién que vuela a 3000 metros de altura, ve un pueblo A bajo un angulo

de 40° con respecto a la horizontal de vuelo (dngulo de depresion) y otro
pueblo B bajo un angulo de 15° ;Qué distancia hay entre Ay B?
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57.Desde los puntos A y B situados en la misma orilla de un rio, se observa un
punto P de la orilla opuesta y se toman los siguientes datos: PAB = 60°, PBA
= 45°, AB = 50 m. Calcular las distancias PA y PB.

58.Desde una altura de 6000 metros, el piloto de un avién observa la luz de un
aeropuerto bajo un angulo de depresion de 30°. Calcula la distancia entre el
avion y el foco.

59.Si las ramas de un compéas forman un angulo de 75° y miden 12 cm, ¢cual
serd la distancia entre sus puntas?

60.Halla la altura de un poste, sabiendo que desde cierto punto del suelo se ve
bajo un angulo de 14°, y si nos acercamos 20 m al pie del poste lo vemos
bajo un angulo de 18°.

61.Calcula la altura de una torre situada en un terreno horizontal, sabiendo que
con un aparato de 1’20 m de altura, colocado a 20 m de ella, se ha medido
el angulo que forma con la horizontal la visual dirigida al punto mas elevado,
y se ha obtenido 48° 30'.

62.Para hallar la altura de una montafia, medimos el angulo que forma la
horizontal con la visual a su cima, obteniendo 65°. Nos alejamos 100 m,
medimos de nuevo y obtenemos 58°, ;cudl es la altura de la montafia?

63.Una antena esta situada sobre un monticulo. Un camino de 20 m de longitud
y que forma un angulo de 18° con la horizontal conduce a pie de esta.
Calcula la altura de la antena si desde el punto de inicio del camino se ve el
punto mas alto de ella bajo un angulo de 80°.

64.Un avidén vuela en linea horizontal. Desde un punto situado en el suelo se ve
bajo un angulo, con respecto a la horizontal, de 45°. Cuando el avion ha
recorrido 1000 metros y desde el mismo punto se observa de nuevo el
avion, que no ha perdido ni ganado altura, y el angulo que resulta, con
respecto a la horizontal, es de 30°. ;A qué altura vuela el avion?

65.Desde el lugar donde me encuentro, se ve la veleta de la torre de una iglesia
formando un angulo de 52° con la horizontal. Si me alejo 25 m, el angulo es
de 34°. ;{Cudl es la altura de la torre?

66.Epi y Blas ven pasar un avion con angulos respectivos de 30° y 45°. Si la
distancia que les separa es de 2 km, calcula la altura a la que vuela el avion.

CUESTIONES

1. Simplifica las siguientes expresiones, utilizando las relaciones trigonométricas
que conoces:

cos? o — sen®a
a) =

cos? a - sen‘a

b) sen®a + sena - cos? o =
sec? o + cos? a

c) =

sec? o - cos? a
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2. Simplifica:
2 2
cos a~(l+tg a)

a
) cot ga

b) (sena + cos oc)z + (senoc - Cos oc)z =

3. Reduce al primer giro los siguientes angulos:
a) 390°
b) 2500°
c) 1720°
d) 835°
e) 482

4. Indica el signo que tienen las razones trigonométricas de los siguientes
angulos identificando el cuadrante en que se encuentran:

a) 66°

b) 175°
Cc) 342°
d) -18°
e) 135°
f) -120°

5. Calcula los angulos agudos que cumplen:
a) sena =1

b) tgo =3

1
C) cosa =-——
2

6. Completa la siguiente tabla:
Grados 105° 320° 35°
Radianes 47 n

9 5

7. Sicosa = «/E ¢qué se puede asegurar del angulo x?

8. Prueba que si un tridngulo rectangulo tiene un angulo de 60°, entonces la
hipotenusa es igual al doble del cateto menor.

9. Dibuja en la circunferencia goniométrica el menor angulo positivo cuyo seno
sea -3/5.

10.Una ventada rectangular mide 100 cm de alta por 75 cm de ancha. ¢Cual es
la longitud de su diagonal?
a) 150 cm
b) 75 cm
c) 125 cm
d) 110 cm

11.Si sena = % el producto tga - cosa es:

1

1

N|§|
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12.Razona si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) El seno de un angulo puede ser mayor que 1.
b) El seno de un angulo es siempre menor que 1.
c) El seno de un angulo puede ser igual a 1.
d) El seno de un angulo siempre es mayor que O.

13.;Cuanto vale el coseno del angulo cuyo seno es igual a su tangente?

14.;Puede existir un angulo cuyo seno valga 2? (Y cuyo coseno sea 3/27?
Razona las respuestas.

15.,Qué angulo del cuarto cuadrante tiene el mismo coseno que 28°?
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UNIDAD 7

VECTORES Y ECUACIONES DE LA RECTA

OBJETIVOS DIDACTICOS:

1. (**) Representar vectores.

2. (**) Realizar operaciones con vectores analitica y
graficamente.

3. (**) Expresar la ecuacion de la recta en todas sus
formas.

4. Hallar la ecuacién paralela o perpendicular a una
dada.

** Indica objetivo minimo
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Esquema:
1. Introduccion.

2. Vectores.
2.1. Definicion
2.2. Elementos de un vector
2.2.1. Mddulo
2.2.2. Direccion
2.2.3. Sentido

2.3. Componentes de un vector
2.4. Vectores equipolentes

2.5. Vector libre

2.6. Modulo de un vector

3. Operaciones con vectores
3.1. Suma y resta de vectores
3.2. Producto de un vector por un numero real
3.3. Producto escalar

4. Ecuaciones de la recta
4.1. Ecuacion vectorial.
4.2. Ecuaciones paramétricas
4.3. Ecuacion continua
4.4, Ecuaciéon general
4.5. Ecuacién punto-pendiente
4.6. Ecuacién explicita

5. Ecuacién paralela y perpendicular a una dada

5.1. Ecuacion de la recta paralela a una dada.
5.2. Ecuacion de la recta perpendicular a una dada.
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1. Introduccidén

Sabemos que hay conceptos fisicos que se pueden determinar por una
Unica magnitud como son la presiéon, temperatura,..., esas magnitudes son las
llamadas escalares. Sin embargo hay otras magnitudes que necesitan de una
direccion y un sentido ademas del valor asignado para que quede perfectamente
determinado, entre ellos la posicién de un objeto respecto a otro, la velocidad,
la aceleracioén, la fuerza,... Esto es lo que llamamos magnitudes vectoriales que
quedan representadas por vectores.

Luego, dentro de las Matematicas, el algebra vectorial es uno de los campos
con mas aplicaciones fisicas, desde la cinematica hasta la mecanica cuantica.

2. Vectores

2.1. Definicién

Se llama vector AB al segmento orientado desde el punto A (origen)
hasta el punto B (extremo).

2.2. Elementos de un vector

Ademas de origen y extremo un vector consta de:

2.2.1 Mdbdulo:
Longitud del segmento AB . Se escribe ‘A_B"

2.2.2. Direccion:
La de la recta que lo contiene o cualquiera de sus paralelas.

2.2.3. Sentido:
El del recorrido desde A hasta B. ( El sentido de AB es opuesto al de
BA)

Actividad:
1. Dibuja dos vectores que tengan el mismo médulo, direccién y
sentido.

2. Dibuja dos vectores que tengan el mismo modulo, direccion y
distinto sentido.

3. Dibuja dos vectores que tengan la misma direccion, sentido contrario
y distinto médulo.

2.3. Componentes de un vector

Se llaman componentes de un vector a las coordenadas del extremo

menos las coordenadas del origen. Es decir, dado el vector AB, con
A=(a,a,) Yy B=(4,b,), entonces las componentes del vector seran:

AB’ =(b1 - ay,b, —a2)
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Gréaficamente serd, la primera componente lo que me tengo que
desplazar respecto a la x para ir de A hasta B y la segunda componente lo
que me desplazo respecto a la y para ir desde A hasta B.

A

v

A=(1,2) B=(6,5) y AB = (6 - 1,5 - 2) = (5,3)

Graficamente nos tenemos que desplazar 5 unidades respecto a X,
para ir de A hasta B y 3 unidades respecto a y para ir desde A hasta B.

Actividad:

4. ;Cuales son las componentes del vector que tiene por origen el punto
A(-3,-2) y como extremo el punto B(2,4)?

2.4. Vectores equipolentes

Dos vectores son equipolentes cuando tienen el mismo maddulo,
direccion y sentido.

Si tienen el mismo maédulo y direccion pero distinto sentido entonces
son vectores opuestos.

Si pensamos en todos los vectores equipolentes a uno dado y los
consideramos un solo vector que puede desplazarse paralelamente a si
mismo, estaremos ante lo que llamamos vector libre.

a. Vector libre

Se llama vector libre al conjunto formado por un vector y todos sus
equipolentes. Al representante de un vector libre que tiene su origen en el
origen de coordenadas lo llamamos representante candénico o vector de

posicion.

b. Médulo de un vector

Se llama modulo de un vector u=(a,b) a su longitud. Se escribe
Ju]l vy se calcula

U] = ++va* +b?
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Evidentemente, la férmula se debe al teorema de Pitagoras.

u(a.b)

Cuando no nos dicen cual es el origen del vector, hablamos del
representante candnico o vector de posicion.

Ejemplo:
Dado el vector u = ( 2,2), entonces su moédulo seré:

U] = +v22 +22 =Ja+4 =8 =22

Actividad:
5. Si u es un vector de componentes (1,2), halla su médulo.
6. Dados los puntos A(-2,-5) y B(3,7), halla el médulo del vector AB.
7. Dado el vector u de componentes (2,4) con origen el punto A(2,1).
a) Halla las coordenadas del extremo B.

b) Halla el moédulo del vector.
C) Representa graficamente.

3. Operaciones con vectores

3.1. Suma y resta de vectores

Dados los vectores u (a,b) y \7(c,d), se define su suma como el vector
U+v= (a+c , b+d) e, igualmente se puede definir su resta como el vector
u- v= (a-c, b-d).

Ejemplo:
Si u=(-3,6) y v=(1,-2) entonces u+v=(-2,4)
y u-v=(-4,8)

Los vectores pueden sumarse también graficamente a través de la regla del
paralelogramo. Para ello, se dibujan los dos vectores con el mismo origen y se
traza el paralelogramo que forman. El vector suma sera la diagonal de dicho
paralelogramo, teniendo como origen, el mismo que los vectores sumados, es
decir, dados los vectores:
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b,

Para simplificar este proceso, se puede colocar el origen del segundo vector en el
extremo del primero de la siguiente manera:

a+b

)

La operacidon resta a-b se realiza sumando al vector a el opuesto de b
que es el vector de igual mddulo y direccién que b y sentido opuesto.

3.2. Producto de un vector por un numero real

Dados el vector u(a,b) y el n° real k, se define k-u como el vector k-u=(ka,kb)

Ejemplo:
Si a=(-3,1) 2-a=(-6,2)

Podemos deducir de la definiciédn que:

1) El médulo:
[keu| =|k|-|u|.

2) La direccioén: de k-u esla misma que la de u

3) El sentido de k-u es:
- Si k>0 entonces k-u tiene el mismo sentido que u
- Si k<0 entonces k-u tiene sentido contrario al de u
- Si k=0, entonces 0-u =0 =(0,0) (vector nulo, origen y extremo coinciden)

Actividad:

8. Dibuja un vector cualquiera y multiplicalo por 2 y por -2. Analiza
de ellos el médulo, direccion y sentido.
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3.3. Producto escalar

e Se llama producto escalar de u y v al no real resultante de
multiplicar sus mddulos y el coseno del angulo que forman, es decir,

u-v =|ull v| cos(u,v)

¢ Se entiende por angulo entre dos vectores, el que va del primero al
segundo por el camino mas corto.

ul=0

u-v0> M;ﬁo

a={5,v)=900 y 2700

e Otra forma de expresar el producto escalar es mediante sus
componentes:

U'V:U1 'Vl +U2'V2

e Una condicidon necesaria y suficiente para que dos vectores sean
perpendiculares (ortogonales) es que su producto escalar sea cero.

e Angulo de dos vectores:
De la definicidon de producto escalar se tiene:

J-V:‘JHV‘-COS(J,V), luego:

|

-V

ol ¥

cos(J, 7) =

Clle

e Propiedades del producto escalar:

—

o Conmutativa: U -v =v

-u
o Asociativa mixta: k(JV):(kJ)V =J(k7)

o Distributiva: u -(v +W]J]=U- -V +U -W

o

. )
u-u:‘u‘ #0
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Ejemplo:

Sean los vectores u = (2,4) y v = (-2,3), entonces:

—_

U-v=2.(2+4-3=-4+12-8
y si quisiéramos calcular el angulo que forman los dos vectores:

8 4

8
‘J‘.‘\T‘_zﬁ-ﬁ_ﬁ

cos(u,v) =

= o= arccos(ij =60°15'18"

Je5

‘J‘:\/22+42 = J4+16 =20 =25 ‘7‘:4(—2)&32 —J4+9-13

Actividad:

9. Dados los vectores U (2,3) y V (-3,2), halla:
a) La suma. Represéntala.
b) La resta. Represéntala.
c) El opuesto de cada uno de ellos. Represéntalos.
d) Halla el producto escalar.

10.Dados los vectores U (4,5), V (2,3) y W(1,-7), calcular:
a) u+v+w
b) 2u-3v+4w
c) 2u+vVv)-3w
d) Halla el producto escalarde u-v, U-w y wW-Vv

11.Sean u(4,-3) y V (4,3). Halla el producto escalar y el angulo que forman.

12.Consideramos un triangulo de vértices A(3,2), B(5,1) y C(1,-2):
a) Halla las componentes de AB, BA y BC..
b) AB-AC
c) BA-BC
d) ‘ﬁ‘
e) Angulos del triangulo.
) Area del triangulo

13.Dados los vectores u(2,5), v (-6,3) y w (5,6):
a) Represéntalos.
b) Calcula: u+v//u-w//3G+5v//u-v//v-w
c) Representa —u//u+w//v -u

14.Sean u(1,-1) y v (3,h) halla h para que sean perpendiculares.
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4. Ecuaciones de la recta

Vamos a estudiar como determinamos una recta, es decir conocer todos
los puntos que componen una recta; como una recta pasa por infinitos puntos y
es imposible escribirlos todo lo que vamos a buscar es una caracteristica que
cumplan todos ellos y asi determinaremos la ecuacion de la recta.

4.1. Ecuacion vectorial

Sabemos que una recta queda determinada por completo si conocemos
dos de sus puntos o, lo que es lo mismo, si conocemos un solo punto y un vector
de su misma direccién (aprovecharemos asi, lo que hemos aprendido sobre
vectores).

/'

Supongamos que conocemos un punto A (a,,a,) de la recta y un vector

de su misma direccién v (v,,Vv,).

A -

Afa,,a X(x,y)

0]
v

Para determinar la ecuacién de la recta es necesario conocer la
condicion que cumplen todos sus puntos. Por ello, elegimos un punto X(x,y)
cualquiera de la curva y observamos su comportamiento.

Si trazamos los vectores de posicion de Ay X y los llamamos a y X
respectivamente, tendremos:

A V(VII\I/Z)/>

X(x,y
A(a 1 Ia 2 ) e

Observa que se verifica una suma de vectores a + AX=x
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Por tanto, al ser AX y v paralelos, se cumplird que son proporcionales, es
decir, existird algun n° real t tal que AX =t-v.
Si sustituimos en la igualdad a + AX = x , obtenemos:
X=a +tv
Y sabiendo que Q(x,y), 5(a1,a2), (por ser vectores de posicién) y que V(vl,vz)
tendremos finalmente:

(X ’ Y) = (a1la2) + t (Vl,Vz) donde teR

Esta expresidn es la ecuacién vectorial de la recta, dando los valores a t
obtendremos diferentes puntos de la recta. El punto A lo obtenemos dando el valor
t=0.

Ejemplo:

Halla la ecuacién de la recta en su forma vectorial que pasa por el punto
A(2,3) y tiene como vector director U:(-1,2)

x,y)=(2,3) +t(-1,2) te®R

(x,y) es cualquier punto de la recta. Si queremos conocer otro punto por donde
pase la recta ademas del punto A, damos valores a t:

Sit=1=(x,y)=2,3)+(-12)=(1,5)
éPertenece el punto (3,-5) a la recta?
35 ) (2= P2
-5=3+2t=> -8=2t=>t=-4

No pertenece ya que no ha salido la misma t

4.2 Ecuaciones paramétricas

Operando la ecuacidon vectorial, obtendremos otras ecuaciones de la recta
con formatos distintos.

(XIY) = (a1laz) + t'(VllVZ) = (XIY) = (a1/az) + (t'vut'vz) =

(x,y) =(a,+tv,,a,+tv,) =
X=a, +tv,
teR

Ecuaciones paramétricas y=a, +tv,

Ejemplo:

La ecuacion anterior de la recta en su forma paramétrica:

Xx=2-t teR
y=3+2t

Para obtener otros puntos de la recta dariamos valores a t
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£ o X —ay
Vi
po Y~
Va2
de donde se deduce que x-a, _y-a,
Vl V2

Ecuacién continua de la recta.

Ejemplo:

La ecuacion anterior de la recta en su forma continua sera:

X-2 y-3

-1 2
En este caso para conseguir el resto de los puntos por los que pasa la recta hay
que dar valores a “x” y despejar la “y”.
%:yT%:l:yT_?’:Z:y—B:y:S luego otro punto de la
recta sera: (1, 5)

Six=1=

De la ecuacion continua pasamos a la ecuacidn general sin mas que
multiplicar “en cruz”.

X-a, y-a,
v = :VZ(X-a1)=V1 (Y'az) = V,'X-V,:a, =V,;'y-v,+a, =
1 2

V,'X -V,'y+vVv,:a, -v,-a, =0 expresion que incluye un término en x (v, -X),
un término en y (v, +y) y un término independiente (v,-a,- v,-a,).
Distinguiremos esto mas claramente si llamamos A, B y C a dichos términos:

A=v, , B=-v, y C=v,:a,-v,-a,

Entonces la ecuacién queda expresada:
AXx+By+C=0

Ecuacidon general de la recta

Ejemplo:

La ecuacidén de la recta en su forma general:

X__lz:YT_B:>2(X—2)=—1(y—3):2X—4:—y+3:2x+y—4—3:

2Xx+y-7=0

Otro punto lo podemos calcular dando valores a x:
Six=lentonces 2-1+y-7=0=>y=7-2=>y=5
El punto sera: (1,5)
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A diferencia de las tres ecuaciones anteriores (vectorial, paramétricas y
continua), en la ecuacién general no son evidentes el punto y el vector director,
pero se obtienen facilmente.

El vector se obtiene recordando que en el paso anterior, A=v, y B=-v,

es decir, v,=-B y v,=A. Como el vectores v=(v,, Vv,), tendremos:

v= (-B,A) vector director de la recta

Ejemplo:
Dada la ecuacion 2x —y + 3 = 0 halla un punto y el vector director.
Six=0=-y+3=0=y=3= unpuntosera(0,3)

Como el vector tiene como componentes (-B, A) = se tiene v = (1,2)

Podemos sacar otra conclusion importante. Sabemos que la recta de ecuacién
Ax+By+C=0, tiene como vector director v = (-B,A). Si consideramos el vector
n= (A,B), tendremos un vector perpendicular a la recta ya que el producto
escalar de v y n esO.

v n= (-B,A)-(A,B) = -B-A+A-B =0, luego v L n

El vector n recibe el nombre
de vector normal o vector

3
-

\% asociado de la recta.

Vectores de la recta:
v= (-B,A) vector director ( de su misma direccion)

n= (A,B) vector normal (direccion perpendicular)

4.5 Ecuacién punto-pendiente

La siguiente ecuacion que vamos a estudiar no depende de un punto y del
vector director de la recta, sino de un punto y de la pendiente de dicha recta que
designaremos con la letra m, entendiendo por pendiente la mayor o menor
inclinacion de la recta.

Definimos pendiente de la recta como:

v
m=—2
Vi
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A partir de la ecuacién de la recta en su forma continua, vamos a definir la
ecuacion en forma punto-pendiente:

v
= = V_Z(X_al)zy-aZ = m.(X-al)zy-aZ =
1

y-a, = m(x-a,) Ecuacion punto-pendiente

En su expresion se observa que depende de m y de (a,,a,), que son la
pendiente y un punto cualquiera de la recta.

Ejemplo:

De la ecuacién de la recta anterior, vamos a hallar la ecuacién de la recta en su
forma punto pendiente:
m=Y2_2 _ 5y 3-.2.(x-2)
vy -1
Observa que si operas esta ecuacion se llega a la forma general:
y-3=-2-(x-2)=>y-3=-2x+4=2x+y-7=0

4.6 Ecuacion explicita

Puede deducirse tanto de la ecuacion general como de la punto-pendiente,
sin mas que despejar vy.

y-a,=m-(x-a,) >y =m-(x-a,)+a, > y=mx-ma,+a,

Como (-ma,+ a,) esun término independiente, podemos referirnos a él
llamandole b. De esta forma la ecuacién quedaria:

y=mx+Db Ecuacidn explicita

Queda a la vista que el coeficiente de x representara siempre la pendiente
de la recta.

¢Qué representa b? Veamoslo.
Si damos a x el valor 0 (x=0), tendremos: y = m-0+b, esdecir six=0, y=>b

Eso significa que la recta pasa por el punto (0,b) que, por su forma, es un

punto del eje Y.

Luego “b”, (en realidad (0,b)), es el punto donde la recta corta al eje Yy
recibe el nombre de ordenada en el origen.
A

N

=mx+Db

v
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Ejemplo:

Si consideramos la ecuacidon general o en su forma punto-pendiente
llegamos a la forma explicita.
Delaecuaciongeneral2x +y -7=0=>y =-2X+7

Delaecuacionpunto - pendientey-3=-2- (X-2) >y =3-2X+4 =y =-2X+7

Actividad:

15.Escribe de todas las formas posibles la recta que pasa por P(1,1) y tiene
como vector director u(3,2).

16.Encuentra la ecuacion de la recta que:
a) Pasa por (3,1) vy (7,5).
b) Pasa por (-4,7) y m = -1/2
c) Pasa por (2,5) yu(-1,6)
d) De pendiente 3 y ordenada en el origen 2
e) De pendiente — 3 y ordenada en el origen — 4

17.Halla la pendiente, vector director y un punto de las siguientes rectas:
a) 3x+y—-2=0
b) y=2x+3
d) X—-4 _y
7 -2
=7+2t
© {x +

y =3-5t

5. Ecuacién paralela y perpendicular a una dada

5.1 Ecuacién paralela a una dada

Hemos visto que dada la ecuacion de la recta en su forma general
AX + By + C = 0, un vector en su misma direcciéon es (-B,A), como dos rectas
que sean paralelas tienen la misma pendiente, se tiene:
A A
-B B
donde m seré la pendiente de la recta paralela a una dada.

m =

Ejemplo:

Hallar la ecuacién de la recta paralela a 2x-3y+2=0 y que pasa por el punto

A(1,0)

-A -2 2 . .
m = B = 3 = 3 que sera la pendiente de la recta paralela y como pasa
por el punto A(1,0), calculamos la ecuacién de la recta en su forma punto
pendiente:

yv-a, = mx-a,) = y—O=%(x—l):3y=2x—2:>2x—3y—2=0
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5.2. Ecuacién perpendicular a una dada.

Hemos visto que dada la ecuacion de la recta en su forma general
Ax + By + C = 0, el vector normal, asociado o perpendicular es (A,B), podemos

calcular la pendiente:

, B
m'=—
A
Se verifica que m-m'= -1, vamos a demostrarlo:
. -A B -A-B
m-m'=s—-—-= =-1
B A B-A
Ejemplo:

Hallar la ecuacion de la recta perpendicular a 2x-3y+2=0 y que pasa por el
punto A(1,0)

-1 -3 2 . .

m'= P = - yaquem = 3 que sera la pendiente de la recta paralela y como
pasa por el punto A(1,0), calculamos la ecuaciéon de la recta en su forma punto
pendiente:

y-a, = mX-a,) = y—0=_?3(x—1):>2y:—3x+3:>—3x—2y+3=0

Actividad:

18. Dadas las siguientes rectas di cudles son paralelas:

a) X=1+t X=3+t
y=1+2t y=-2+2t
x=t X-2 Vy+3

®) y =Lt 1 0

2

CO)X+y+4=0 2x -3y +4=0

d)5x—-y+6=0 5 -y +2=0

19.Escribe la ecuacién de la recta paralela a y = 2x + 3 en los siguientes casos:
a) Pasa por (0,5)
b) Pasa por (3,2)

20.a) Obtener la pendiente, la ordenada en el origen y la representacion grafica
de la recta que pasa por los puntos A(1,2) y B(5,-1).
b) Obtener la ecuacién explicita y la general de la recta paralela a la recta
anterior que pasa por (0,-1).
c) Obtener la ecuacién vectorial y continua de la recta perpendicular a la
recta del apartado a) que pasa por (0,-1).
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VECTORES

Elementos Operaciones ECUACIONES DE LA RECTA
Suma - resta Producto por un Producto
escalar escalar
Formas de expresar la ecuacion de la recta
origen extremo maodulo direccion sentido
Vectorial Paramétrica Continua General Explicita Punto - pendiente
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EJERCICIOS

1. Sea u un vector de componentes (5,3) y origen en A(1,1). Halla el extremo
B y el médulo de u.

2. Conociendo los puntos A(3,4) y C(5,3), halla las coordenadas del punto B de

modo que CR = %Tﬁ

3. Siu-v=2y u-w =3, calcula los siguientes productos escalares:
a) u(3v -2w)
b) (-2u)(-V +w)
c) (30)(-2V - 3w)

4. Siu-v=11 ,u+v=(46)yv=2Ux. Hallauyv.

5. Halla los mdédulos de los siguientes vectores:
a) u(12,-5)
b) u(s,12)
c) u(s,15)

6. Dados los vectores u(2,-3), v (6,1),w(-3,5) y r(4,2) efectia las siguientes
operaciones:
a) Calcula los médulos de cada vector.
b) Representa los opuestos.
c) Realiza: u+v//v-w//w+r

7. Dados los vectores (1,2) y (0,-3). Halla la suma y la resta analitica y
graficamente.

8. Calcula la siguiente operacién de vectores: 3{(1,2)-2(2,-1)} - 5(-1,1) + 4(2,-1)

- . -
9. Calcula las componentes del vector u(u;,uU,) sabiendo que se verifica

. , - - - - . - —
simultaneamente v-u =0y w-u =2, siendo v (2,-3)y w(-1,0).

10.Dados los vectores S(—1,4), \_;(2,—3) y V_\)/(Z,—l). Calcula:

- = > > - =
a) Los productos escalares u- v, u-w Y w-v

b) El médulo de cada uno de los vectores.
c) Los angulos que forman entre si dos a dos.

11.;Cuéles son las componentes del vector que tiene por origen el punto
A(-3,-2) y como extremo el punto B(2,4)?

12.Halla el mddulo de los vectores siguientes:

a) U(3,-5)

b) VvV (10,6)

c) AB, siendo A(2,-3) y B(-2,7)

d) Halla el producto escalar de u -V
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13.Dado el vector U de componentes (-1,-2) con origen el punto A(-3,4).

a) Halla las coordenadas del extremo B.
b) Halla el médulo del vector.
c) Representa graficamente.

14 .Escribe de todas las formas posibles :
2 3

b) {X:S—Zt
y=5+4t

c) (xy)=(2,4) +t(5,1)
d y=5x-4
e) 3x—-y+2=0

15.Representa las siguientes rectas:
a) (xy)=(11) +1t(-2,5)

b) {x:3+2t
y=-2+3t
3 -2

16.Halla dos puntos y un vector director de las rectas (indica en que forma esta
cada una de ellas:
a) X+ 3 _y- 4
-2 7
b) X =-3+2t
y=-5-3t
c) (xy) =(2,7) +1(-3,5)

17.Halla las ecuaciones de la recta paralela a x —y + 1 = 0 y cuya ordenada en
el origen es 5.

18.Ecuacion de la recta que pasa por el punto de intersecciéon de
3X+5y =13 y 4x—-3y =-2 yesparalelaabx -8y + 12 =0.

19.Dados el punto P(1,-2) y el vector H =(-1,3), calcula:

a) Las ecuaciones de la recta en todas sus formas.
b) Tres puntos distintos de la recta.
c) Representa la recta.

20.Halla la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(-3,-6) y B(3,-2).

21 .Halla la pendiente de las rectas:
a) y=-3x+1
b) y=2-x
Cc) 3x-2y-4=0

x-1 y+1

d) 3
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22.Dados los puntos A(1,-3), B(2,0) y C(-4,1) se pide:
a) Ecuaciéon de la recta r que pasa por Ay B.
b) Ecuacion de la recta paralela a r que pasa por C.
c) Ecuacion de la recta perpendicular a r que pasa por C.

23.Encuentra la ecuacion de la recta que tiene por direccion el vector 3 =(-1,3)
y pasa por el punto de corte de las rectas de ecuaciones x+y-1=0,
2x -3y =0

24.Sean A(1,0), B(4,-3) y C(5,2) los tres vértices de un tridngulo. Halla la
ecuacion de la recta que pasa por el punto A y es paralela a la que pasa por
ByC.

25.Dadas las rectas r = x;lz% y s=2x-3y+m=0

a) Halla a para que sean paralelas.
b) Halla m para que s pase por A(2,1)

26.Halla la ecuacion de la recta en todas sus formas que pasa por A(1,-2) y
tiene como vector director U (2,3).

27. a) Representala recta 3x — 2y + 5 =0.
b) Halla un vector director de la recta del apartado a).
c) Halla la pendiente de la recta del apartado a).

28. a) Pasa a la forma explicita la siguiente ecuacion, indicando en que forma
esté:
X=3-2t
y=-1+ 3t

b) Pasa a la forma punto pendiente la siguiente ecuacion, indicando en que
forma esta:
x,y) = (2,-3) + 1 (-5,6)

c) Pasa a la forma paramétrica la siguiente ecuacion, indicando en que
forma esta:

3-2 —3+4

X—2 y+4

29.Representa las siguientes ecuaciones:
a) 2x—-5y+2=0
b) (ny) = (116) +1 (_ 31_1)
) y—-2=2x+1)
30.Dados los vectores: u=(-12), v=(0,-3) y w=(-23). Resuelve la siguiente

ecuacion: 2u—3w + X = 3(ﬁ+\7).

31.Calcula las ecuaciones (explicita, general, punto pendiente y continua) de la
recta paralela a (x, y) = (-2,0) + t(3,-5) .

32.Escribe las ecuaciones de una recta paralela ay = 4x — 1 y que pasa por
A(3,0).
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33.Dados los vectores u=(-13), v=(3,-3) y w=(5-2); resuelve la siguiente

ecuacion: —3u+v—3x = 2w

34.Dados el punto P(1,-2) y el vector v =(-13) obtener:
a) Las ecuaciones vectorial, continua, general y explicita de la recta r
que pasa por P y tiene como direccién V.
b) Halla la pendiente de la recta.
c) Calcula la ecuacién de la recta paralela a r que pase por el origen de
coordenadas.
d) Representar la rectar.

35.Dados los vectores u=(0,-1), v=(7,-2) y w=(-5,6), calcular:

a) 2u-3v=
b) u-v-w=

36.Escribir las ecuaciones de las rectas que contienen a cada uno de los lados
del triangulo cuyos vértices son: (2,1), (0,2) y (-3,-4)

37.Dados los puntos A(1,-3), B(2,0) y C(-4,1) se pide:
a) Ecuacion de la recta r que pasa por Ay B.
b) Ecuacion de la recta paralela a r que pasa por C.

X +22 = yT—l (x,y) = (0,2) + t(4,-6) son paralelas o se
cortan. Calcula una recta paralela a cada una de ellas y que pasen por el

origen de coordenadas.

38.Razona si las rectas

39.Dados los puntos P(8,2) y Q(2,1); calcular la pendiente, la ordenada en el
origen y la representacion grafica de la recta que los une. Obtener la
ecuacion explicita, general y punto pendiente de la recta paralela a r
(definida por los puntos P y Q) que pasa por el punto R(0,-2)

CUESTIONES

1. Si dos vectores tienen la misma longitud, ¢(podemos asegurar que son
iguales? Razona la respuesta. Pon ejemplos.

2. Las componentes de un vector son 5 en el eje x y — 4 en el eje y. (Cuanto
vale el médulo?

3. ¢Cudles de los siguientes vectores tiene mayor modulo? u = (3,0, u = 21,

Uu=@22yu =@32)

4. Demostrar que los puntos A(0,1), B(3,5), C(7,2) y D(4,-2) son los vértices
de un cuadrado.

5. ¢Cudl es el vector opuesto a (1,2)? ¢COmo son sus modulos? y ¢sus
sentidos?

6. Dados los vectores S =12y C =(-2,1), ¢qué vector deberé sumar a G + C

para obtener el vector (0,0)?
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7. ¢Pertenece el punto P(0,5) a la recta determinada por u(-5,2) y A(5,3)?
8. Determina el valor de a para que las rectas sean paralelas:
ax+(@a—-1l)y-2(aa+2)=0
3ax — (3a+1)y — (5a+4) =0

9. Dados A(1,2) y B(2,b), determina b para que la recta que pasa por Ay B
tenga pendiente 1.

10.Dados los puntos A(-2,3), B(4,1) y C(-1,-1); calcula un punto D de forma
que los cuatro puntos formen un paralelogramo.

11.Calcular x para que los vectores a= @B, X))y 6(5,2) formen un angulo de 60°.

12.Si dos vectores tiene la misma longitud, ¢podemos asegurar que son
iguales? Razona la respuesta.

13.a) (Cuantos sentidos pueden existir en una direccion dada?
b) ¢Es posible que dos vectores tengan la misma direccién, punto de
aplicacion e intensidad y que sean distintos?

14.Halla el valor de m de modo que la recta y = mx +3 pase por el punto de
intersecciéon de lasrectasy =2x + 1, y=x+5

15.Un vector tiene moédulo a = 5 y su primera componente es a; = 3, ;cual es
la segunda componente?.

16.Un vector de médulo 5 tiene las dos componentes iguales, ¢cuanto valen?.
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UNIDAD 8

FUNCIONES

OBJETIVOS DIDACTICOS:

1. (**)Distinguir si una grafica es funcion o no.

2.Hallar el dominio de una funcion dada su expresion
analitica.

3. (**)Reconocer las caracteristicas generales de una funcién.

4.Hallar la simetria de una funcion dada su expresion
analitica.

5. Diferenciar funcidon continua de discontinua, clasificando los
diferentes tipos de discontinuidad.

6. (**)Estudiar las funciones polindmicas de grado 0, 1 y 2.
7. Estudiar las funciones de proporcionalidad inversa.

8. Estudiar las funciones trigonométricas seno, coseno Yy
tangente.
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Esquema:
1. Introduccion.
2. Funciones reales de variable real.
3. Formas de encontrarnos la funcion.
4. Dominio y recorrido de una funcion.
4.1. Dominio de una funcién
- Analiticamente:
4.1.1. Funciones polindmicas.
4.1.2. Funciones racionales.
4.1.3. Funciones irracionales.
- Graficamente.
4.2. Recorrido de una funcién
5. Monotonia.
5.1. Funcidén creciente y estrictamente creciente.
5.2. Funcién decreciente y estrictamente decreciente.
6. Extremos relativos y absolutos.
6.1. Maximo relativo.
6.2. Minimo relativo.
6.3. Maximo absoluto.
6.4. Minimo absoluto.
7. Continuidad
a) Discontinuidad inevitable de salto finito.
b) Discontinuidad inevitable de salto infinito.
c) Discontinuidad evitable.
8. Funciones acotadas
8.1. Acotada superiormente
8.2. Acotada inferiormente
9. Funciones simétricas
9.1. Simetria par
9.2. Simetria impar
10. Funciones periodicas.
11. Puntos de corte.
12. Funciones polindmicas
12.1. De grado cero: Funciones constantes
12.2. De grado uno: Rectas
12.3. De grado dos: Parabolas
13. Funciones de proporcionalidad inversa
14. Funciones trigonométricas
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1. Introduccion

En los medios de comunicacion podemos encontrar situaciones en las que estan
relacionadas dos magnitudes denominadas variables:
- Consumo de gasolina de un coche en funcién de la velocidad.
- Factura del teléfono en funcién del tiempo hablado.
- Numero de personas en paro en funcidon del dia del afio en que nos
encontramos.
- La temperatura en funcién de la hora del dia.
- El espacio que recorre un ciclista en funcién del tiempo transcurrido.

Vamos a observar el ultimo ejemplo: “Espacio que recorre un ciclista en funcién
del tiempo transcurrido”

En este caso el espacio que recorre el ciclista depende del tiempo transcurrido,
por eso denominamos variable dependiente al espacio transcurrido y variable
independiente al tiempo transcurrido. Ademas para cada valor del tiempo
tenemos un Unico valor del espacio recorrido.

80 km

60 km

40 km

20 km

v

1 2 3 4 5 6 7 8 9

( En el eje X se representa el tiempo transcurrido en horas y en el eje Y el
espacio recorrido en kildmetros)

Cada valor de la variable independiente lo identificamos con la letra x y se
representa en el eje de abcisas X, estos valores forman el conjunto origen llamado
dominio que sera siempre un subconjunto de R (conjunto de los nimeros reales),
se admite R como un subconjunto de si mismo. Y cada valor de la variable
dependiente que le corresponde lo identificamos con la letra y, y se representa en
el eje de ordenadas Y, estos valores forman el conjunto imagen llamado recorrido
o imagen. Como y esta en funcion de x, si llamamos f a la funcién podemos
escribir y = f(x).

Estos pares de valores (x,y) (x origen e y imagen) determinan los puntos en el
plano y representan la grafica de la funcidn.

Se puede definir: Una funcién es una correspondencia entre dos variables de

forma que a cada valor de la variable independiente le corresponde un Unico valor
de la variable dependiente.
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a)
b)
©)
d)
e)
)
9)
h)

Actividad:

1. De los ejemplos antes expuestos écuales seran las variables independientes?
y écuales las variables dependientes?

2. ¢Sabrias poner algun otro ejemplo de la vida real en la que una variable
dependa de otra?

3. Observando la grafica anterior, responde a las siguientes preguntas:

¢A cuantos kilometros decide parar?

¢Cuanto tiempo habia transcurrido?

¢Cuanto tiempo ha estado parado?

¢Cuanto tiempo tarda en volver a casa desde que decide regresar?
¢Cuantos kildbmetros ha recorrido en total?

¢Cual seria el conjunto Imagen?

¢Cuanto tiempo ha durado la ruta que ha hecho?

¢Cual seria el conjunto dominio?

2. Eunciones reales de variable real

Una funcidn es una relacién entre dos variables a las que en general, llamamos

Xey.

x es la variable independiente (en el ejemplo de la grafica seria el
tiempo)
y es la variable dependiente (en el ejemplo seria la distancia respecto al
punto de partida)
La funcidén asocia a cada valor de x un Unico valor de y. Se dice que y
esta en funcion de x y se escribe y = f(x).
Sobre los ejes cartesianos se representan las dos variables:

= La x en el eje de abcisas X

= Layenelejedeordenadas Y
Los valores de x para los cuales hay valores de y forman el dominio de la
funcion.
Los valores de y correspondientes a esas x forman el recorrido o imagen
de la funcién.

Una funcién real de variable real f es toda aplicacién de un subconjunto D < R
en R, entendiendo por aplicacion una correspondencia que asocia a cada elemento
de D un Unico elemento de R. Se expresa:

o simplemente y = f(x), donde x es el origen o variable independiente, e y es la
imagen de x mediante f o variable dependiente.
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A A
@ ()
</ Y2
‘ <y ‘
X
_/

La grafica (1) es funcion pues para cada valor de x existe un Unico valor de vy.
La grafica (2) no es funcidon pues existen valores de x que le corresponden
varios valores de y.

Actividad:

4. (Cuales de las siguientes graficas corresponden a funciones?

Ao = AL/,
178 B AV

7

3. Formas de encontrarnos las funciones

Las funciones pueden venir dadas mediante una formula matematica (lo que se
denomina expresién analitica), mediante una tabla de valores, mediante una
grafica o bien mediante un enunciado.

a) Mediante una féormula:

e Areadelcirculo: A=n-r
e Espacio recorrido: e=v -t

e Pardbola: y =ax? +bx +c¢

2

b) Mediante una tabla de valores:
e Consumo de gasolina de un coche en funcién de la velocidad.

X (velocidad) 100 120 140 160
y (litros) 59 62 6’8 7’5

¢ NuUmero aproximado de bacterias en funcién del tiempo:
x (horas) | O 1 2 3 4 5 6
y (miles) 3 6 12 24 48 96 192
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c) Mediante una grafica:
e Grafica de la pardbola: y = 3x° +1

Jix

e Grafica: cotizacion en bolsa de un producto la primera semana
gue se saco a bolsa.

i /
3 /

v

1 2 3 4 5 6 7

d) Mediante un enunciado:

e El parking de unos grandes almacenes cobra 80 céntimos por
aparcar la primera media hora y 50 céntimos por cada media
hora siguiente que pase.

e La funcién que asocia a cada numero real su cuadrado mas
dos unidades.

4. Dominio y recorrido de una funcién

4.1. Dominio de una funcién

Es el conjunto de valores que puede tomar la variable independiente x, para los
cuales existe un valor de la variable dependiente y, es decir, existe imagen
mediante la funcién. Se escribe Dom(f).

Analiticamente:

4.1.1. Funciones polindbmicas

f(x) = a,x" +...+a;x + a, todos los valores reales de x admiten imagen.
Dom(f) = R
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Ejemplo
f(x) = 3x% - 5x + 2 = por ser una funcién polinémica

Dom(f)=R

4.1.2. Funciones racionales

Cocientes de polinomios: f(x) = % No pertenecen al dominio aquellas x que
X
anulen el denominador ( ya que no tiene sentido dividir entre cero)
Ejemplo
F(3) = 2X =2 L 3x+6-0=3x=-6= x =2
3X+6
a)
Dom(f) =R - {~ 2}
b) f(x) = — >x>+4=0=>x%2=-4 imposible, no
Xc+4
encontramos ninguna x que anule el denominador, de donde deducimos
Dom(f)=R

4.1.3. Funciones irracionales

Sea f(x) = %/g(x) (la variable independiente viene bajo el signo radical)
> Sines par: g(x)=0
(puedes pensar en -4, \/5, \/Z)

Ejemplo
f(X) =V2x -3 =>2Xx-320=>2x23=> x>

N W

Dom(f) = E , ooj

> Sin esimpar: Dom(f) = Dom(g)
(puedes pensar en 3-27,30,327)

Ejemplo

f(x) = 3¥2x — 3 = Dom(f) = Dom(2x - 3) =R,
por ser 2x — 3 una funcion polindmica
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Actividad:

5. Calcula el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x)=3x?> -5x+3 b) f(x) = 22—X
X° -5x+6
7x -1 3x -2
) )= ra d) 100 =5
e) f(x)=+v4x+7 ) f(x) =v6x +3
9) f(x) =+2x h) f(x) = ¥2x + 6

i) f00) = 253 B ) =27
X 2x+1

Graficamente:

Cuando la funcion viene dada graficamente para calcular el dominio, simplemente
aplastamos la grafica sobre el eje X. De esta forma, colocamos cada valor de la imagen
y sobre su origen x, y asi tendriamos sefialados los x que tienen imagen, quedando
huecos en los x que no tienen imagen.

En este caso el dominio seria lo que hemos dibujado debajo del eje de
abcisas, es decir:

Dom(f) = R — {0} = (~%,0) U (0, »)

4.2. Recorrido de una funciéon

Es el conjunto de todas las imagenes de la funcidn f, es decir:
Im(f) ={f(x)/xeDom(f)}

Cuando la funciéon viene dada graficamente para calcular la imagen,
simplemente aplastamos la grafica sobre el eje Y.

En la grafica anterior Im(f) = (0, »)
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Actividad:

6. Calcula el dominio y la imagen de las siguiente funciones:

a) b) o)
Y Y Y
8 ]
4 G
S ’ T
> X
: 9 A X = 7674772 X d 2 -
] 4
6 Y _4
5. Monotonia

Cuando hablamos de crecimiento de una funciéon enseguida lo asociamos a subir,
y si nos referimos al decrecimiento pensamos en bajar.

Se dice que una funcién es creciente si al aumentar la variable x también
aumenta la y, decimos que es decreciente si al aumentar la x disminuye la vy.

Pero, nos preguntamos ¢équé pasa cuando al aumentar la variable x, la variable y
se mantiene? Podemos encontrarnos graficas de la siguiente forma:

v
A

Al ver este tipo de graficas debemos ampliar el concepto de crecimiento y
decrecimiento.

5.1. Funciones estrictamente crecientes y crecientes

a) Una funcidn es estrictamente creciente en un punto a si existe un entorno de a,
es decir, un intervalo (a-r,a+r) Vxi,X>e(a-r,a+r) con x;<x, se cumple f(x;)< f(x3)

J
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Es decir en un intervalo pequeno alrededor del punto a al aumentar la x aumenta la y.

b) Una funcidn es creciente en un punto a si existe un entorno de a, es decir,
un intervalo (a-r,a+r) Vxi,x;e(a-r,a+r) con x;<x, se cumple f(x;) < f(x3)

A

v

a b

En este caso en el punto x = a, la funcidn es estrictamente creciente y en el punto
x = b la funcién es creciente.

5.2. Funciones estrictamente decrecientes y decrecientes

a) Una funcion es estrictamente decreciente en un punto a si existe un intervalo
(a-r,a+r) Vxy,Xxze(a-r,a+r) con x;<x; se cumple f(x;)>f(x3)

»
»

Es decir en un intervalo pequefo alrededor del pﬁnto al aumentar la x disminuye la y.

b) Una funcién es decreciente en un punto a si existe un intervalo (a-r,a+r)
VXi,Xoe(@-r,a+r) con x;<x, se cumple f(x;) >f(x;)
A

v

o

En este caso en el punto x = a, la funcién es decreciente y en el punto x = b la
funcion es estrictamente decreciente.

a

Las funciones constantes son crecientes y decrecientes a la vez ya que verifican
ambas definiciones.

y = f(x) = cte

v
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Una funcién sera (estrictamente) creciente o (estrictamente)
decreciente en un intervalo si lo es en cada punto del intervalo.

Ejemplo 1:
Si estudiamos la grafica de la introduccion:

Estrictamente creciente:(0,3) U (4,6)

Estrictamente decreciente: (6,9)

Creciente y decreciente: (3,4) x=3, x=4 la funcidn es creciente.
A
80 km

60 km

40 km

20 km

v

Ejemplo 2:

v

Estrictamente creciente: (-« ,-4) U(1,2)u(4,»)

Estrictamente decreciente: (2,4)

Creciente y decreciente: (-4,1)

¢Cémo es la funcidn en los puntos x = -4, x =-1,x=1,x=2yx =4?
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Ejemplo 3:

v

1 2 3 4 5 6 7

En este caso, écudles serian los intervalos de monotonia?

Actividad:

7.

Calcula los intervalos de monotonia de la actividad 6.

6.

Extremos relativos v absolutos

6.1. Maximo relativo

Una funcion f(x) alcanza un maximo relativo en x = a si su imagen f(a) es el
mayor valor que toma la funcidén en un intervalo alrededor del punto, es decir si
existe un intervalo (a-r,a+r) : V xe (a-r,a+r) f(x) < f(a)

6.2. Minimo relativo

Una funcién f(x) alcanza un minimo relativo en x = a si su imagen f(a) es el
menor valor que toma la funciéon en un intervalo alrededor del punto, es decir si
existe un intervalo (a-r,a+r) : V x € (a-r,a+r) f(x) > f(a)

6.3. Maximo absoluto

Una funcién f(x) alcanza un maximo absoluto en x = a si f(a) es el mayor valor
gue toma la funcién en todo su dominio.

6.4. Minimo absoluto

Una funcién f(x) alcanza un minimo absoluto en x = a si f(a) es el menor valor
gue toma la funcién en todo su dominio.

Los extremos absolutos son también extremos relativos.
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Ejemplo:
A
T\
2’5
-5 -4 -2 2 4
Dom(f)= R
Im(f)=[0.4]

Estrictamente creciente: (- 5,-4) U (-2,0) U (2,4)

Estrictamente decreciente: (- 4,-2)uU (0,2)

Creciente y decreciente: (- o,~5)U (4, «)

Maximo relativo: (-4,2'5), (0,4) este ultimo es también absoluto

Minimo relativo: (-5,0), (-2,0), (2,0) los tres son también absolutos
X = 4 la funcidn es creciente

Actividad:
8. Analiza los extremos del ejemplo 3 del apartado 5 de teoria.

9. Calcula los extremos de la actividad 6.

7. Continuidad

(a)

[\ >
N
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(b)

v

Si nos fijamos en la grafica (a), no presenta ningun salto y se puede dibujar sin
levantar el lapiz del papel, en cambio en la grafica (b) presenta tres saltos en x = -3,
X=2,x=5

Una funcion diremos que es continua siempre y cuando la podamos dibujar sin
levantar el lapiz del papel, es decir no presenta ningun salto. En caso contrario seria
una funcion discontinua y los puntos donde no es continua son los puntos de
discontinuidad.

Veamos los tipos de discontinuidad:
a) Discontinuidad inevitable de salto finito:
Cuando observamos en la grafica un salto entre dos trozos de ella que puede
medirse, diremos que es discontinua de salto finito en x = a
Si observamos la grafica (b) en x = 2 es discontinua de salto finito éexiste algln
otro punto donde ocurra esto?

b) Discontinuidad inevitable de salto infinito:

Cuando observamos en la grafica un salto entre dos trozos de ella que no puede
medirse, es decir uno de los trozos (o ambos) se aleja en el infinito.

Si observamos la grafica (b) en x = 5 es discontinua de salto infinito, en este
caso los dos trozos de grafica que se acercan a x = 5 sus imagenes se van a mas y
menos infinito

c) Discontinuidad evitable:

Cuando la grafica de la funcidn se interrumpe en un punto donde no hay imagen
o la imagen esta desplazada del resto de la grafica, diremos que en el punto x = a es
discontinua evitable

A

/“2\ °

v
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Esta grafica presenta una discontinuidad evitable en x = 1

Actividad:
10. Analiza los puntos de discontinuidad de la siguiente funcion.
A
—_— \
-4 -1 1
8. Funciones acotadas.

8.1. Funcién acotada superiormente

Y

4

2

a4 I\
1 \

Si nos fijamos en esta grafica, vemos que el mayor valor que puede tomar la
funcidon (es decir, la imagen mayor) es y = 0. Por ello podemos definir:

Una funcién f(x) estd acotada superiormente si todas las imagenes son menores
o iguales que un numero real, es decir si y sélo si 3 keR tal que f(x) < k,
vxeDom(f). K se llama cota superior y cualquier valor mayor que k también lo es.

En el ejemplo podemos decir que esta acotada superiormente por k = 0.

8.2. Funcién acotada inferiormente

v

/
/
/

>
™~

Si nos fijamos en esta grafica, vemos que el menor valor que puede tomar la
funcién (es decir, la imagen menor) es y = -2. Por ello podemos definir:
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Una funcidn f(x) esta acotada inferiormente si todas las imagenes son mayores
o iguales que un numero real, es decir si y sélo si 3 k’eR tal que f(x) > k’,
vxeDom(f)

En el ejemplo podemos decir que esta acotada inferiormente por k'=-2

Una funcidn estd acotada si lo esta superior e inferiormente.
Graficamente si la funcidn es acotada estd contenida por completo en
una banda horizontal.

Actividad: A

11.

d

/

¢Esta acotada superiormente?
¢Estd acotada inferiormente?
¢Esta acotada?

9. Funciones simétricas

9.1. Respecto al eje Y: simetria par

A

F(-3)|f(x)

v

Si observamos la grafica anterior y la doblamos por el eje Y la grafica nos quedaria
de la siguiente forma:

Se verifica que cada x y su opuesto tienen la misma imagen, es decir f(x) = f(-x)
vxeDom(f). Hablamos de funcién par.
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Ejemplo:

Dada la funcidn f(x) = x* + 2x? + 3 veamos si presenta simetria par:

f(—x) = (-x)* + 2(- x)* + 3 = x* + 2x2 + 3 =f(x), como f(-x)=f(x) la funcién es par

9.2. Respecto al origen de coordenadas: simetria impar

A

f(x)

v

f(-x)

Si observamos la grafica anterior y la doblamos por el eje Y la grafica nos quedaria
de la siguiente forma:

Si volvemos a doblar pero esta vez por el eje X nos quedaria de la siguiente forma:

Se verifica que cada X y su opuesto tienen imagenes opuestas, es
decir, f(x) = -f(-x) vxeDom(f). Hablamos de funciones impares.

Ejemplo:

Dada la funcién f(x) = x3 - 3x veamos si presenta simetria impar:
f(-x) = (-x)® - 3(- x) = -x3 + 3x = f(x) la funcién no es par

—f(-x) = -(—x3 + 3x) = x3 - 3x = f(x) como f(x) = —f(-x) la funcién es impar
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No puede existir simetria respecto al eje X puesto que se contradice con
la definicidn de funcién al exigir que cada punto tenga dos imagenes.
Pueden existir otros ejes o puntos de simetria, de igual forma que no tiene
porqué existir ningun tipo de simetrias.

Actividad:

12. Halla las simetrias de las siguientes funciones:
3X2 +2 2 4
a) f(x)= —a b) f(x) = 3x° - 5x
2X x2
c) f(X)=—5——= d) f(x) = —5——
x3 - 5x° x3 — 2x

10. Funciones peridédicas

3 —2 1

S T I :

Si observamos esta grafica, cada 1 unidad se repite el dibujo es lo que
llamamos funciones periddicas y el intervalo en que se repite periodo. Esta
funcion seria periédica de periodo 1.

Una funcidn es periddica de periodo T, si se repite parte de la grafica en
cada intervalo de amplitud T, es decir T es el menor nimero real que cumple
f(x) = f( x + T) vxeDom(f).

Actividad:

-4-3-2-1(1 i 2 3 4 5 6

13. ¢Cudl es el periodo de esta funcion?

11. Puntos de corte

Los puntos de corte de una funcién con los ejes, son los puntos en los que la
grafica de la funcién corta a los ejes. Se calculan:

- Puntos de corte con el eje Y: x=0

- Puntos de corte con el eje X: y=0
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Actividad:

14. Analiza las siguientes funciones:

a) b)
Y
4 8 A
2 2 -
X X
-4 |-D D N P
_n -2
-—~\ _4

12. Funciones polindmicas

12.1. De grado cero: Funciones constantes

Son de la forma f(x) = k, donde k es un niimero real.

Ejemplo: Dibujamos f(x)=3

v

Dibujamos f(x)=3, pero en este caso Dom(f)= [-2,3)

v

12.2. De grado uno: Funciones afines vy lineales (Rectas)

a) Funcién lineal o de proporcionalidad directa:
Graficamente son rectas. Son de la forma f(x)=mx, donde m es la pendiente de
la recta. Si m>0 es creciente y si m<0 es decreciente. Siempre pasan por (0,0)
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Ejemplo:

A
f(x)=3x f(x)=-3x \

/

b) Funcion afin:
Graficamente son rectas. Son de la forma f(x)=mx+n (ecuacién de la recta en
su forma explicita), donde m es la pendiente de la recta y n es la ordenada en el
origen es decir pasa por (0,n). No pasan por (0,0)

v
v

Ejemplo:
f(x)=2x+2 f(x)=-2x+2

/ l ; l\ ;
Actividad:
15. Representa la funcién f(x) = -2x + 3 en el intervalo (— 3,5].
16. Una recta y = ax + b, pasa por los puntos A(1,3) y B(2,1). Hallaay by
represéntala.

12.3. De grado dos: Parabolas
Graficamente son pardbolas. Son de la forma f(x)=ax? +bx+c. Si a>0 la
parabola estd orientada hacia arriba y si a<0 estd orientada hacia abajo. El vértice

. . -b
tiene como abscisa x = >a
a
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Ejemplo: f(x) = x? —x -2
0o a=1>0= parabola orientada hacia arriba.
2
o Vértice: x:1:>y: ol o, 11, -9 (L-9
2 2 2 4 2 4

o Puntos de corte:
x=0=y=-2=(0,-2)

yzoszli\/1+8:1i3: 2 - (2,0)
2 2 -1 (-1,0)
A
| | -
I\ | v
Actividad:

17. Representa la funcién f(x) = x?> + x + 1 en el intervalo (- 3,3]

18. Una pardabola pasa por los puntos A(0,1), B(2,1) y tiene como vértice el
punto C(1,0). Halla su expresiéon analitica.

19. Representa graficamente la funcién f(x) = -4x2 + 8x + 5.

13. Funciones de proporcionalidad inversa

Graficamente son hipérbolas. Son de la forma f(x) :5 donde k es un nimero

real. No pasa por (0,0) ni corta a los €jes.
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y= 2/xf -. y= -2/x

Actividad:

20. Analiza las funciones y = 2/x, y = -2/X

21. Representa la funcion f(x) = 3 y f(x) = _—3 ¢Qué diferencias observan
X X

en las gréficas?

14. Eunciones trigonométricas

Son las funciones periddicas mas conocidas siendo el periodo T =2n en el caso
del f(x)=senx y f(x)=cosx, y de periodo T =n en el caso de la tangente.

SETL X i

\, i e F \ Py
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Cos X )
(]
a
0.5
i - - iy At
=3 =4 =3 i =i ¥ 1 R 1
-k
"
“1.%
L=
N
(X
1
3 il T T .
=3 4 AT i “t ¥ ' 1
-4
Actividad:

21. Analiza las funciones trigonométricas dibujadas anteriormente.
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Dominio

FUNCION
Caracteristicas La gréfica puede ser
Puntos de corte Extremos Periodicidad Simetria
Imagen Monotonia Continuidad Acotacion

Segun su grafica

puede ser
Funcion lineal, afin, Funcién cuadratica Funcién de proporcionalidad Funciones circulares
constante (recta) (parabola) inversa

Seno Coseno Tangente
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EJERCICIOS

1. ¢Cuadles de las siguientes graficas corresponden a funciones?

A
A

= -

v

Sy

&l
2. Decide razonadamente si las siguientes correspondencias son funciones o no,
en caso de que lo sean, indica cudl es la variable dependiente y la
independiente:
a) A todo nimero natural le corresponde su niimero natural.
b) A todo numero natural le corresponden sus divisores.
c) A todo numero entero le corresponde su valor absoluto.
d) A cada dia se le asocia la cotizacion del euro frente al ddlar.
e) A todo nimero fraccionario se le asocia su inverso.

f) A todo numero se le asocia su triple.
g) A cada fase de la luna le asociamos la fecha en que se da.

v
v

v

N
7

3. La siguiente grafica muestra la audiencia de una radio entre las siete de la

mafana y las tres de la madrugada:
A

; \
- N A

°L \

7 9 11 13 15 17 19 21 23 1 3

v

( Eje X el tiempo en horas, eje Y porcentaje de audiencia)

189



Coleqio Vizcaya 4° E.S.O.

a) ¢Cual es el dominio de esta funcién? éQué significa en este caso?

b) éCudl es la imagen de esta funcién? ¢Qué significa en este caso?

c) ¢En qué horas aumenta el porcentaje de audiencia? ¢En qué horas
disminuye?

d) ¢En qué hora se produce la maxima audiencia?

e) ¢Cual es la maxima audiencia en la tarde? Y ¢En la noche?

) ¢éCuadl es el porcentaje de oyentes a las 2 de la tarde? Y éa las 11 de la
noche?

4. Un remonte de una pista de esqui funciona de 9 de la mafiana hasta las cinco
de la tarde y su recorrido es el siguiente:

Desde la salida hasta la pista, que se encuentra a 1300 metros, tarda 15
minutos. Se para en la pista 15 minutos. Baja hasta la base en 10 minutos. Estd
parado 20 minutos, y empieza de nuevo el recorrido.

a) Dibuja la grafica que representa el recorrido del remonte.
b) éCudl es la posicion del remonte a las 12h 30 min?
c) ¢Observas alguna caracteristica especial en la grafica?
5. Calcula el dominio y la imagen de las siguiente funciones:
a) b) c) v
Y
\ [ 4 4
o) 2
I~
-4 |-D o) X —4 |-D D X D 6 X
D [ =2 =2
_ ——— 4
d) e
'/ |
4 2
o) 5 3 ] X
jy)
X
q N |
2 —6
R

6. El dia del libro (23 de abril) se aplica un descuento del 10% sobre el precio
inicial de cada libro. Escribe una férmula que exprese el precio de venta de los
libros ese dia.

7. El precio de una ventana cuadrada depende de su tamafio. El cristal vale a 3€ el
metro cuadrado, y el marco a 6€ el metro. Escribe una formula que dé el precio
de la ventana en funcion de la longitud x del lado.

8. Un grupo de amigos quiere comprar un balén que cuesta 30€. Lo que debe

pagar cada chico, y, depende del nimero de amigos X, que intervengan. Escribe
una féormula que exprese esta situacion.
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9. En la siguiente grafica se muestra el nUmero de viajeros de un autobuls entre

las 7 de la mafiana y las 5 de la tarde:
A

100

80

40

|
ll
°° I/ / \
/
/

20

v

7 9 11 13 15 17

( Eje X el tiempo en horas, eje Y nUmero de pasajeros)

a) ¢A qué hora hay nimero maximo de pasajeros? ¢Cuantos lleva?
b) ¢En qué franjas horarias hay aumento de pasajeros? éen cuadles disminuye?
c) ¢A que hora hay niumero minimo de pasajeros?

10.La siguiente grafica muestra el nivel de ruido que se produce en una calle de
una ciudad:

a) ¢Cuando es maximo el nivel de ruido? Y éminimo?
b) é¢Hay otros horas en el que el nivel de ruido es alto o bajo?
c) ¢En qué franjas horarias el ruido crece? éen cudles decrece?

° \
/,

4 /

2 /
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11. Analiza la siguiente funcion:

A

v

N

12. El recibo bimensual emitido por telefénica especifica:
- Cuota de abono por mes 7'5€
- Equipo 1'5€ por mes
- Servicio automatico 0'03€
a) Obtén la funcién correspondiente sin IVA
b) Si el IVA es el 16% del total. Obtén la funcién que determina el importe
del recibo.

13.Dada la funcién f(x), analizala:

v

14.La tabla adjunta relaciona la altura de un arbol y la longitud de su sombra a una
hora determinada:

X (altura arbol) 05 |1 2 8 9

y (longitud sombra) 1'5 |1 3 9 12

a) Completa la tabla. ¢Qué cumple el cociente x/y?
b) Da una formula que relacione y con x.
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15.La tarifa de los taxis de una determinada ciudad es de 60 céntimos de euro por
la bajada de bandera y 24 céntimos de euro por kildmetro recorrido. En otra
ciudad la bajada de bandera cuesta 36 céntimos de euro y 30 céntimos de euro
por cada kildbmetro recorrido.
a) Haz una tabla que exprese el precio del viaje en funcidn de los kildémetros
recorridos para cada ciudad.
b) Encuentra la funcidn que relaciona los kildbmetros recorridos (x) con el
precio del viaje (y) en cada caso.
c) Representa en los mismos ejes las dos funciones.
d) ¢Cuantos kildmetros hay que recorrer para que el precio del viaje sea
menor en la primera ciudad?

16.Ana ha quedado con sus amigos para merendar en el campo. Sale de casa y
tiene que entrar en la tienda a comprar coca cola; después va al lugar donde
han quedado y espera a que llegue el resto de la panda. Por fin, ya estan todos,
y se van al rio a merendar. Después de pasar la tarde, vuelve a casa haciendo
un alto para despedirse de sus amigos

Distancia(m)

A

600 ,

500

400

300

200

100

4

10 20 30 4D 60 N 180 190 210 \220

Tiempo

(minutos)

a) ¢(Qué distancia hay de la casa de Ana a la tienda? ¢Y entre esta y el lugar
de la cita? ¢A que distancia esta del rio?
b) éCuanto tiempo pasa en la tienda? ¢Cuanto estan en el rio?

17.Un ciclista sale de excursién a un lugar que dista 20 km de su casa. A los
quince minutos de salida, cuando se encuentra a seis km hace una parada de
10 minutos. Reanuda la marcha y llega a su destino una hora después de haber
salido.
a) Representa la gréfica tiempo-distancia a su casa.
b) éLleva la misma velocidad antes y después de la parada? Suponemos que
la velocidad en cada etapa es constante.
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18. Estudia los puntos de discontinuidad de la siguiente grafica:

/N

/ \ SN

e
g

19. De las siguientes funciones, écudles son periddicas, hallando T?

A
A

A/

v

/3 -5\/-1 1 -4 2 q 2 P

20.Calcula los dominios de las funciones:

2
a) f(x) = 2):‘+ - b) f(x) = y >_<;X2_ .
3
f(x) = x2 -3 d) f(x) = X =2
©) f(x) = x2 - 3x )00 =25
1-x2
e) f(x) = m ) f(x)=vx-3
9 f(x) = 3,/5)( f G h) f(x) = ¥x2 + 3
2
i) f(x) = 2% D fx) = Vx2 +1
x% - 25

K) f(x) = 7| 22“1
X< — 6X

21.Calcula si existe simetria en los apartados a, d, h, i del ejercicio anterior.
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22.En un aparcamiento nos cobran por la primera hora 1 euro y por cada una de
las horas siguientes 60 céntimos . Fijate que es una funcién escalonada:
a) Haz una tabla de valores para las 6 primeras horas.
b) Represéntala graficamente.
c) ¢En qué puntos la funcion es discontinua?

23.Halla las simetrias de las funciones:
a) f(x)=x

b) f(x)=x% +x% +x2

c) f(x)=x>+x3+x

d) f(x)=§

24.Analiza las funciones siguientes:

R

SN N

25.Representa las siguientes funciones a trozos:

2x +4 X >2
a) f(x) = {x? —2<x<2
-4 X < -2
X+1 X< -3
b) f(x)=4-2 -3<x<0
1 x>0
X
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26. Piensa en la pregunta “ ¢Si dos personas realizan un trabajo en 4 horas, cudnto
tardaran 4 personas?” Completa la tabla:

N© de personas |2 4 1 8 3 6 5

Horas 4

Llamando x al n° de personas e y al tiempo en horas, équé cumple el producto
x -y . Da la formula que expresa y en funcion de x.

27.Para realizar una zanja 4 trabajadores tardan 15 dias. Si en lugar de 4 personas
trabajaran 6, {cudanto tardarian?. ¢Y si fueran 8? Completa la tabla:

X: n° de trabajadores |4 6 8 2 1 X
y: dias que tardan 15

a) ¢Qué tipo de funcidn definen?
b) Expresion algebraica de la funcidon.
c) Representacién grafica

28.Una persona tarda 12 horas en llevar todo el papel inservible de una clase al
contenedor de reciclado.

a) ¢(Cuanto tardarian en llevarlo 3 personas? Realiza una tabla de valores
variando el nimero de personas.
b) Si se considera el tiempo en funcidn del nimero de personas, équé tipo de
relacion hay entre las variables?
c) Escribe la expresién algebraica.
d) Representa graficamente.

29.Representa las siguientes funciones a trozos:

2 X <-5
a) f(x) =ix2 +x-6 ~5<x<2
3x+5 X >2
ﬂ X< -4
X
b) f(x)=5-2 -2<x<0
COSX x>0

30.Representa la funcién f(x) = 2 - senx e indica los parecidos y las diferencias con
el senx.

31.Alvaro sale de su casa para ir al instituto. Primero pasa por una panaderia para
comprarse un bollo; luego se dirige a una esquina para esperar a su amigo
Miguel con el que va a ir al instituto. Cuando llega Miguel, se dirigen al instituto
y llegan a la hora en que comienzan las clases. Cuando acaban las clases Alvaro
se vuelve a su casa. )
Con ayuda de la gréafica que relaciona el tiempo con la distancia de Alvaro a su
casa, contesta a las siguientes preguntas:
a) ¢Cuanto tiempo esta en la panaderia comprando el bollo?
b) ¢A qué distancia esta la panaderia de la casa de Alvaro?
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¢) éCuanto tiempo espera al amigo? )

d) ¢A qué distancia se encuentra el instituto de la casa de Alvaro?
e) ¢Cuanto duran las clases?

f) ¢Cuanto tiempo tarda en volver a casa?

g) Comenta las velocidades de los diversos trayectos.

h) Si las clases empiezan a las 10 h. {donde estaba a las 9h.377?.4Y a las

9h.43"? ¢y a las 9h.50"?

400 T

350 +

300 +

250 +

Distancia en
metros respecto a 200 +
la casa de Alvaro
150 +

100 +

50 +

0 t t t t t t t t t t 1
0 5 10 15 20 25 30 210 215 220

Tiempo en minutos

32.Una avioneta vuela entre Cadiz y Ceuta. Su altura de vuelo viene dada por la

formula:
h(t)=800t-30t?

donde h(t) es la altura de la avioneta en metros a los t minutos de haber

despegado de Cadiz.

Representa la gréafica para determinar:

a) ¢En qué periodos de tiempo la avioneta asciende y en cuales desciende?.
b) Cual es la altura maxima que alcanza la avioneta y en qué tiempo.

¢) ¢Cuanto dura el vuelo?.

CUESTIONES

1.Contesta razonadamente a las siguientes cuestiones:
a) ¢Qué funcidn trigonométrica es siempre creciente?

b) Si una funcién trigonométrica sélo puede tomar valores comprendidos

entre -1 y 1, éde qué funcidn se trata?

c) ¢éQué funcion trigonométrica tiene un maximo en x = E?y un minimo en

X=n?

2.Las parabolas siguientes:
f(x) = X2 — 2% + 4; f(x) = 2x% — 4x + 8; f(x):%xz %42

tienen el mismo vértice ¢En qué se diferencian?
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3. Relaciona cada funcién con su respectivo dominio de definicion:

1
6) y= R
7))y =4x?-1

1
x%?-9

8y

9) y=+3x-1

11) y=+/x+1

12) y=+/x+3
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4. ¢Existe alguna funcién par e impar a la vez? éCual?

5. Dibuja una funcién periddica que no sea trigonométrica.

écual es el dominio?

, 1
6. Dada la funci =
ada la funcién g(x) <+ 5

a) [-5,» ) b) (-5») ¢)R-{5} d) R - {-5}
7.Dadas las funciones f(x) =2 -x vy g(x) = x*+x -2, se puede
asegurar que:
a) f es una funcién impar
b) g es una funcion par
8. Indica, cuales de las siguientes funciones son crecientes:

a) y = 3X b) y = - 3x c) y = 5x d)y = - 5x

9. Si de una funcién f(x) = k/x sabemos que es decreciente, podemos afirmar:
0 k es positivo [ k es negativo (1 Es simétrica
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UNIDAD 9

FUNCIONES EXPONENCIALES Y
LOGARITMICAS

OBJETIVOS DIDACTICOS:

1. (**)Representar graficamente la funcion exponencial y
logaritmica.

2. (**)Operar con logaritmos.
3. Resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas.

4. Solucionar sistemas de ecuaciones exponenciales vy
logaritmicas.
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Esquema:

1.

2.

Introduccion.

Funciones exponenciales.
2.1. Propiedades.
2.2. Representacion grafica

Logaritmos.
3.1. Propiedades

3.2. Representacion gréafica.

Ecuaciones exponenciales.

Sistemas de ecuaciones exponenciales.

Ecuaciones logaritmicas.

Sistemas de ecuaciones logaritmicas
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1. Introduccion

En los fendmenos que observamos a nuestro alrededor estan presentes las
funciones elementales, entre ellas, la funcién exponencial, que aparece por ejemplo
en la reproduccidon de una colonia de bacterias, algunos crecimientos demogréaficos,
la variacion de presion de la atmdsfera con la altura... Al estudiar las caracteristicas
y propiedades de esta funcién podemos comprender mejor esos fenémenos.

Junto a la funcibn exponencial aparece la funciéon logaritmica, cuyas
propiedades son muy Uutiles ya que podemos transformar productos en sumas y
divisiones en restas.

El origen de los logaritmos data del siglo XVI por la necesidad de efectuar
complejos calculos. EI matematico escocés John Neper después de trabajar veinte
anos en procedimientos para simplificar calculos public6é sus ideas en el libro
“Descripcion de la maravillosa regla de los logaritmos” en 1616, fue el primero en
dar a conocer los logaritmos. Pero la primera tabla de logaritmos decimales fue
escrita por el matematico inglés Henry Briggs y durante mucho tiempo fueron
conocidos como logaritmos “vulgares”.

2. Funciones exponenciales

Las funciones exponenciales son aquellas en las que la variable aparece en el
exponente de un nimero real positivo, es decir:

f(x) = a* donde a es un namero real positivo y x es la variable.

2.1. Propiedades

|
Q
<

a) axty — gx .

by a*¥ =&

2.2. Representacion grafica

Vamos a diferenciar dos casos cuando a>1 y cuando a<l1, para ello

X
representaremos f(x) = 2* y f(x) = (lj .

2
a) f(x) = 2%
X -3 -2 -1 0 1 2 3
f(x) = 2% 1/8 1/4 1/2 1 2 4 8
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25 )

25T

Analizamos la funcion:
- Domf=R
- Imf=(0, )

25

- Puntos de corte: (0,1)
- Funcién estrictamente creciente.
- Acotada inferiormente por O.

x -3 -2 -1 0 1 2 3
1| 8 4 2 1 1/2 1/4 1/8
f(x) = (Ej
\\ -

-2

Analizamos la funcion:
- Domf=R
- Imf=(0, )

- Puntos de corte: (0,1)
- Funcién estrictamente decreciente.
- Acotada inferiormente por O.
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Actividad:

1. Representa las siguientes funciones exponenciales:

a) f(x) = 3° b) f(x) = (éj

3. Logaritmos

Si consideramos la ecuacion 2* =8, es facil resolverla, basta expresar el 8
como potencia de 2, es decir 2% =23 = x =3

Si considero la ecuacion 2* = 9, nos resulta dificil despejar la x ya que el 9 no
se puede poner como potencia de 2, podemos dar un valor aproximado de x que

debe estar entre 2y 3yaque 2° =8y 2% =16
Debemos definir una herramienta mateméatica que nos permita halla
exponentes:

- Si conocemos la base y el exponente sabemos calcular el resultado, estamos
considerando la operacién potencia 2° = ?

- Si conocemos el exponente y la potencia sabemos calcular el resultado,
estamos considerando la operacién radicaciéon ?° =32, normalmente
aparecera de la forma /32 = ?

- Si conocemos la base y el resultado de la potencia, necesitariamos conocer el
exponente 27 = 32 . Esto se conoce con el nombre de logaritmo

LOGARITMO=EXPONENTE

El logaritmo presenta el siguiente formato:
2?7 =32=1l0og,32="
Definimos:

Sea a un ndmero positivo y distinto de 1, se llama logaritmo, en base a, de un
numero N, al nUmero x al que hay que elevar la base a para obtener N:

log,N=x < a* =N

Los logaritmos mas utilizados son:

- Logaritmos decimales: son aquellos logaritmos en los que la base es
el 10. Se representa log,, N = logN

- Logaritmos neperianos: son aquellos logaritmos en los que la base es
el numero e. Se representa log, N =InN
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3.1. Propiedades

a) Los numeros negativos no tienen logaritmo, ya que cualquier potencia de
base positiva es positiva.

b) logl1=0

c) log;a=1

d) IOga(xy) =log, X +log, y

X
e) IOga(_ =log, x - log, y
y
f) log, x™ = mlog, x
|
g) Ioga Q/; = M
Ejemplo 1:

Calcula: Iogz(16 . 4)

log,(16 - 4) = log, 16 + log, 4 = log, 2* +log, 2% = 4log, 2 +2log, 2 =4+2 =6

i i i

Propiedad d Propiedad f Propiedad c

Ejemplo 2:
Calcula x en la siguiente igualdad: log, 9 =2
log, 9 = 2, aplicamos la definicion de logaritmo:

x?=9=x=43=x=3 ya que la base tiene que ser un namero
positivo.

Ejemplo 3:

Calcula el resultado de la ecuacion: log; 9 -log; 27 +log, 8

logs 9 - logs; 27 +log, 8 = log; 3% —log; 32 +log, 2% = 2log; 3 - 3log; 3 + 3log,, 2 =
2-3+3=2

Ejemplo 4:
Resuelve 53 =2

Aparentemente es una ecuacion exponencial, pero las bases son distintas, para
resolverla utilizamos la definicién de logaritmo:

53 =2=logs2=x-3=x=3+logs 2
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Actividad:
2. Calcula x en las siguientes igualdades:

a) I092%=x b) Iog3x:%
3.Deduce el valor de los siguientes logaritmos:

a) log, 32 = b) Iog3381 = c) IOg“é -

4 .Halla el resultado de las siguientes igualdades:

a) log, 8 +log; 27 +log, 64 +log; 125 + logg 36 =
b) log, 8 +log, 16 + 5log, 64 - 3log, 32 — 4log, 128 =

c) logz9 - %Iog3 27 + glog3 243 -4log; 81 +10g; 3 =

3.2. Representacion grafica

Vamos a diferenciar dos casos cuando a>1 y cuando a<l1, para ello
representaremos f(x) =log, x y f(x) =log; X.
2
a) f(x)=Ilog, x

X 1/4 1/2 1
f(x) =log, x -2 -1 0 1 2 3

N
N
o4}

25T

25T

Analizamos la funcion:
- Domf=(0, »)
- Imf=R
- Puntos de corte: (1,0)
- Funcién estrictamente creciente.
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b) f(x) = Iog1 X
2

X 1/4 1/2 1 2 4 8
f(x) =log; X 2 1 0 -1 -2 -3
2
H‘"“EH_

Analizamos la funcion:
- Domf=(0, »)
- Imf=R
- Puntos de corte: (1,0)
- Funcién estrictamente decreciente.

Actividad:
5. Representa las siguientes funciones logaritmicas:

a) f(x) =logs x b) f(x) = Iogl X
3

4. Ecuaciones exponenciales

Una ecuacién exponencial es aquella en la que la incognita aparece en el
exponente.

Ejemplo 1:
Tenemos una igualdad y s6lo hay un término en cada miembro:
32X—l = 9
Descomponemos los nimeros, en este caso sélo el 9 = 32, se tiene:

32¥-1 = 32y como son potencias de igual base que son iguales entonces

los

exponentes tienen que ser iguales, 2x-1=2 ecuacion de 1° grado:

2X=2+1= 2x:3:x:g
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Ejemplo 2:

Tenemos una igualdad pero en cada miembro pueden aparecer varios términos y
las bases son distintas (en este caso una es el cuadrado de la otra):

2X+3 +4X+1 — 320

= Primero separamos los exponentes utilizando las propiedades
a

ay

X
aX”y =a*-a’ aXy =

2% .23 +4%.4=320=2%.8+4%.4=320
* Como 4 =22 y 4% = (22)* = 22¢, hacemos el cambio de variable
t=2% =2 = [p*f = 22
2X.8+4%.4=320=8t+4t? =320

pasando todos los términos a un lado de la igualdad observamos que nos queda
para resolver una ecuacion de 2° grado:

8t+4t? =320=>41t>+8t-320=0
esta ecuacion se puede simplificar quedando t> +2t-80 =0

 —2+44+320 -2++324 -2+18 _{tzs

t =
2 2 2

= Como t =2* se tiene:
t=8=23=22=23=>x=3

t = -10 = 2* = —-10imposible ya que cualquier niumero positivo elevado a una
potencia su resultado sera siempre positivo.
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Ejemplo 3:

Tenemos una igualdad pero en cada miembro pueden aparecer varios términos
y las bases son iguales:

3 +3*1+3¥2 =13

= Primero separamos los exponentes utilizando las propiedades

axty =g*¥.ay axy :a_
aY
X X
3% +3—+3—:13
3 32

= Hacemos el cambio de variable 3* =t

t+£+i=13
3 32

Ecuaciéon de primer grado, llevamos a comdn denominador:

9t+3t+t 13-9
5 =

=13t=13-9=>1t=9

= Como 3* =t:

t=9=323=32>x=2

Actividad:
6. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
X+1
a) 32° =273 b) 2% =16

7. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
a) 2**t 4 2x 4 2%l =28
b) 3%"2 +3*1 13X+ 3%1 =120
) 32x-1 _g.gx1_3
d) 9 -2.3%2.:81=0
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5. Sistemas de ecuaciones exponenciales

Un sistema de ecuaciones es exponencial si, al menos una de las ecuaciones
que lo componen es exponencial.

Ejemplo 1:

3%.3Y =27
32X
3

» 3% .3Y =27 aplicando la propiedad de las potencias a**yY =a*-a’ vy
descomponiendo el 27 se tiene:

Y =3 x+y=3

32 . . . .y a* .
3 3 aplicando la propiedad de las potencias a*™¥ = —~ se tiene:
3 a

323 3l 5 ox -3y =1

= Luego, el sistema que debemos resolver sera:

ox .3 1 sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas que
X -3y =

se puede resolver por el método de reduccion, sustituciéon o igualacién.

{x+y:3

= Vamos a emplear el método de reduccion multiplicando la primera
ecuacioén por 3:

3x+3y=9
{X+ y =>5x=10=>x=2=>comoxXx+y=3=>2+y=3=>y=1

2x -3y =1

= Solucién: (x,y)=(2,1) comprobamos:

27 =27

3X.3Y =27 32.3t =27 9.3=27
{3:3

32x = 32-2 = ﬂ_

= =3
33y 331 3 27
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Ejemplo 2:

15.5*1 _6Y =339
= Vamos a aplicar las propiedades de potencias para separar los
exponentes:

{3~5X +2.6Y* =807

3.5 +12.6Y =807

X
> 3.-5% -6Y =339

3.5%+2.6Y .6 =807
=
15-2— —6Y =339

5

= Como las base de las exponenciales son distintas, hacemos un
cambio de variable: 5 =t,6Y =z el sistema nos queda:

sistema de dos ecuaciones lineales con dos
3t-z =339

incognitas que se puede resolver por el método de reduccion,
sustitucién o igualacion.

{St +12z = 807

=  Vamos a emplear el método de reducciéon multiplicando la segunda
ecuacion por -1:

{3t+122:807 =132 =468 =z =36como3t-z=339 = 3t-36 =339 =

-3t+z=-339

5X =t, t=125=>5% =125 5% =53 = x =3
= Como

6Y =2,2=36=>6Y=36=>6Y=6"=y=2

Actividad:

8. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones exponenciales:

2*%Y =80
a) y-1

3 =32

2X+2Y =24

2XY =128
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6. Ecuaciones logaritmicas

Una ecuacioén logaritmica es aquella en la que la incoégnita aparece bajo el

signo logaritmico:

Ejemplo 1:

logl +log(d +3) = 2log(1 +1) = 0 +log4 = 2log2 = log 4 = log2? = log 4 = log 4

logx +log(x +3) =2log(x+1)

Aplicamos en el primer miembro la propiedad Ioga(xy) =log, Xx+log, Yy, en

el segundo miembro log, x™

=mlog, X se tiene:
log[x(x + 3)] = log(x + 1)2

Hemos llegado a una ecuacion donde dos logaritmos de igual base son
iguales de donde se tiene:

x(x+3):(x+1)2 =>x?+3x=x+2x+1=3x=2x+1=x =1
= Comprobamos:

Ejemplo 2:

1 1
logl —— + 1| —log— = 2 = log =22 _ jog— = 2 = (log100 - log 99) - (log1 — log 99) = 2
9[99 j 955 g 955 (log 999) - (log1 - log 99)

log10% —10g99 -0 +10g99 =2 = 2log10 =2 =2 =2

log(x+1)-logx =2

Aplicamos en el primer miembro la propiedad Ioga[ij =log, x-log, y, en
y

el segundo miembrocomo 2=2-1, log,a=1

Iogx—+l=2Iogloz>IogX+l =log10?

X X
X+1 100 = x+1=100x = 1 = 99X = x = =
X 99

Comprobamos x = 1
99

100 1
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Actividad:
9. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) logx+log2=1

b) logx -log3 =1

c) log(2 - x) +log(- x - 3) = log6
d) log(l - 2x)+log(x +1)=1

7. SISTEMAS DE ECUACIONES LOGARITMICAS

Un sistema de ecuaciones es logaritmico si, al menos una de las ecuaciones que
lo componen es logaritmica .

Ejemplo 1:

X+2y =21
logx—-logy =-1

= Consideramos la segunda ecuacion la cual es una ecuacién logaritmica y
la tratamos como tal para quitar los logaritmos:

logx —logy = -1 = log>X = -1-1 = log> = ~1l0g10 = log= = log10~* = X =10
y y y y

= El sistema a resolver seria:

X+2y =21 {x+2y:21

1
X 10x =y

y 10
= Sistema de dos ecuaciones lineales, resolvemos por el método de

sustitucion:
X+2-10X=21=>Xx+20x=21=21x=21=>x=1

y=10x=y=10-1=y =10
= La solucién sera (1,10)
= Comprobamos:

X+2y =21 - 1+2-10=21 - 1+20:21: 21=21
logx —logy = -1 logl-logl0=-1 0-1=-1 -1=-1
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Ejemplo 2:

logx +2logy =5
3logx-logy =1

=Consideramos cada ecuacioén logaritmica por separado.

"logx + 2logy =5 = logx + logy? =5 -1 = logx - y* = 5log10 = logx - y* =log10°
x-y2 =10°
3
*3logx - logy =1 = logx® - logy =log10 = log=— = log10
y

X3

Z_-10
y
*El sistema que se debe resolver es:
X - y2 =10°
x3/y =10

=sResolvemos por sustituciéon:
_10° [105 105 105 .

3
X ] 1y =10 = 1y =10 = =y -y® =>10" =y

y2 y2 6
5

= Xx =10

=>y=10° =y =100 = x =
100

=Solucién: (10,100)
=Comprobacion:

Iogx+2logy:5:> IoglO+2IoglOO=5:> 1+4=5:> 5=5
3logx —logy =1 3log10 -1log100 =1 3-2=1 1=1

Actividad:

10. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones logaritmicas:
-y =27
a) XY
logx -1 =logy
2 —
logx = 6 + logy?

o {x+y:22
logx —logy =1
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FUNCION

Funciéon exponencial
f(x) = a*

Segun la base

a>1

O<ax<l

Funcién logaritmica
f(x) =log, x

Segun la base

a>1

Estrictamente creciente

Estrictamente decreciente

Estrictamente creciente

O<ax<l

Estrictamente decreciente

Definicién de logaritmo

log,N=x < a* =N
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EJERCICIOS
1. Representa las siguientes funciones exponenciales:
a) f(x) = 4%
1 X
b) f(xX)=|=
) GO ( 4J
¢) Senala las diferencias y las semejanzas entre las funciones a) y b)

2. Representa las siguientes funciones logaritmicas:

a) f(x) =log, x
b) f(x) =log,; X
4
c) Sefala las diferencias y las semejanzas entre las funciones a) y b)

3. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 7%%°2 = 2401
2x-3

b) 10 5% =1000

4. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 4 +4°1 142 =336
b) 5% + 5% 45X 1 =775

5. Calcula las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 2% .3% =216
b) 4% .5%1 =1600
C) 42x+3 — 22x+5
d) 5x2—5x+6 -1

6. Calcula las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 22%1_6.214+4=0
b) 4%+ 1 2%*3 =320

c) 5X +5%1 15%2 =31

d) 3272 _28.3* +3=0

e) 3-2¢14+6.22_-9=15
f) 3% +3**1 1 3**2 = 1053

Q) 3'i+2'4‘x =5
4X

h)y 2. 753 —7%% 4 5=0
i) 4.2t 16.2¢t_5=-0
j) 9-3%2_-2.3*3 150=0
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7. ldentifica cada funcién con su grafica:

a) f(x) = 3* b) f(x) = 15* ) f(x) = 0'4% d) f(x) = 07*
a b
& &
4 4
2 2
-4 -2 2 4 -4 -2 x 4
c cd
& ]
4 4
= 2
-4 -2 2 4 -4 -2 2 4

8. En un laboratorio se realiza un cultivo de bacterias. El nimero de estas se
duplica cada minuto, y al comenzar el cultivo era de 1 millén. Construye una
tabla de valores en la que figure el niUmero de bacterias existente cuando han
transcurrido 1, 2, 3, 4, 5 y 6 minutos. Expresa el niumero de bacterias en
funcién del tiempo y representa graficamente la funcién.

9. Un depdsito de agua se esta vaciando de manera que la cantidad de agua, en
miles de litros, que queda a los t minutos de haberse abierto el desagle viene

dado por la funcién f(x) = (11)
a) Halla e interpreta la imagen de 4.
b) ¢(Cuanta agua queda a los 3 minutos?

c) ¢Qué cantidad de agua habia en el momento de abrir el desaglie?
d) Representa la funcién en el intervalo [0,7]

e) ¢Qué ocurre cuando el tiempo va aumentando indefinidamente?

10. El precio de un coche (en miles de euros) a los t afios de su compra viene dado
por la funcién siguiente f(x) =24 .2793t:
a) ¢Cuanto costo en el momento de la compra?
b) ¢Cudl es el valor a los 3 afios?

c) Representa la funcién. Estudia e interpreta su crecimiento.
d) En los tres primeros afios, ¢aumento o disminuyd su valor?

11. Un trabajador entra en una empresa con un sueldo anual de 21 miles de euros.
En el convenio colectivo esta estipulado que durante los proximos diez afios, el

salario que percibira a los t afios viene dado por la funcién f(x) =21- (1‘03)X

a) Halla el sueldo que cobrara el segundo afio.
b) Representa la funciéon. Estudia e interpreta su crecimiento.
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12. La funcién exponencial f(x) =k -a* pasa por los puntos (0,2) y (2, 1'28).
Calcula las constantes k y a. Representa la funcion.

13. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones exponenciales:

5X*l — 25y*1
a)
4x — 22y+2

4% +5Y =12

b) +5 6
25.4% =gy
5.2X-2.3Y=-34
21 1 3Y =35

14.Calcula x en las siguientes igualdades:

a) log, 27 =3
b) log, 0125 = -3

15.Desarrolla los siguientes logaritmos:
3 2
a) Iog[x 32 J =
y

b) IOgS(\/g—gzj =

c4.

C) lo 4& =
¢)) §/a_2~b"4 =

16. Calcula el valor de las siguientes expresiones:

¥32.48
a) |092 T =
24 .Y64
25.%625
125
C) |og ﬂ—
4279 .812

b) logs

17.Conociendo los valores de 1og2=0'’301 y log3=0’477, calcula:

a) log0'0048 =
b) log5 =
c) log 128 =
J576
d) log+/032 -32400 =
0'64 - 027
100

e) log
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18. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) Iog(x2 X+ l) = log(3x + 1)
b) %Iogx = logx?

c) logx =4log2
d) 2logx =log(-6 + 5x)

e)logx® —10g40 = log—
)log g 970

X X 32
5log— + 2log— = 3logx — log—
1)) 95 93 g 95

19. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones logaritmicas:

y
logx =log=+1
a) g 92
logx —logy = -5
3x-5y =0
logx +logy =1

CUESTIONES

1. Determina la alternativa correcta:

Si log b = x, entonces log 100b = ?

a) 100 + x b) 100x c) 2x d)2+x e)x

2. Sabiendo que el log, (a - b) = m, y log, (a + b) = 8, obtener el log, (a* - b®) en
funcion de m.

3. De la funciéon y = A -b* se sabe que f(-2) = % yque f(1) =6. Halla Ay b.

4. Sefala qué afirmaciones o igualdades son correctas y corrige las falsas:
a) Toda funcién exponencial y = a* pasa por el punto (1,a)
b) Toda funcién exponencial es creciente.
c) Las funciones logaritmicas son crecientes.
d) El logaritmo de un nimero es siempre mayor que cero.
e) log6 -log5 =1logl

f) log9® =3log9

5. Indica los resultados que son ciertos y los que son falsos. Razona tu respuesta.
a) La grafica de la funcién exponencial y =2* corta al eje de ordenadas en el
punto (0,1).
b) El valor de la funcién y = 10* parax = -2esy = 0,1.
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c) El logaritmo en base 2 de 2 esigual a 1.
d) El logaritmo de 1 en base 3 es igual a 1.
e) El logaritmo de 1 en base a es igual a O.
f) La gréfica de la funcion y =log, x corta al eje de abscisas en el punto (0,1).

g) La gréfica de la funcién y = -3* pasa por el punto (0,-1)

6. La igualdad 100.000 = 10°, ;cémo se escribe en forma logaritmica?
a) logs;100.000 =10

b) logs 10 = 100.000
¢) log100.000 =5
d) 109100.000 5 =10

7. ¢Cudl es el valor de logg 2167?

a) 2 b) 3 c) 6 d) 12
8. (A qué expresion se puede igualar log 45?

a) log9 -log5s b) log9 -log5

c) log9:log5 d) log9 +log5

9. Teniendo en cuenta que log 10 = 1, ;cual de las igualdades siguientes es falsa?
a) log1l00 =2 b) log200 =log2 + log100
c) log1000 =3
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