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Resumen

Ya conoces los numeros naturales, los nimeros enteros y los numeros racionales. En este capitulo
vamos a estudiar los nimeros reales que estan formados
por los nimeros racionales y los irracionales. El namero df oro en la Gioconda

Con algunos numeros reales irracionales ya te habias
encontrado, como con \/E, o con 1... Pero hay muchos,
muchos mas. Hay muchos mas nudmeros irracionales que
racionales. Y te preguntards, {cdmo se puede decir eso si
son infinitos? Resulta que hay unos infinitos mas grandes
que otros. Al infinito de los numeros naturales se le
denomina “infinito numerable”. El infinito de los numeros
enteros y de los numeros racionales también es “infinito
numerable”, pero el de los nimeros reales ya no es
numerable, es mucho mayor, se le denomina “la potencia del continuo”.

Una de las propiedades mds importantes de los nimeros reales es su relaciéon con los puntos de una
recta, por lo que aprenderemos a representarlos en la recta “real” en la que no dejan “agujeros”.
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# Numeros reales. 42A de ESO

En este primer capitulo vamos a repasar muchas cosas que ya conoces, como las operaciones con los
nimeros, representar los numeros en una recta, las potencias.. Si todo eso lo dominas
suficientemente, lo mejor es que pases muy deprisa por él, y dediques tu tiempo a otros capitulos que
te resulten mas nuevos. Sin embargo, seguro que hay pequefos detalles que si pueden resultarte
nuevos, como por ejemplo que los numeros irracionales, junto con los nimeros racionales forman el
conjunto de los numeros reales, y que a cada numero real le corresponde un punto de la recta
(propiedad que ya tenian los nimeros racionales) y a cada punto de la recta le corresponde un nimero
real. Por eso, a la recta numérica la vamos a llamar recta real.

Empezamos con un problema para que midas lo que recuerdas sobre operaciones con fracciones:

1. Las perlas del raja: Un raja dejo a sus hijas cierto nUmero de perlas y determind que se hiciera del
siguiente modo. La hija mayor tomaria una perla y un séptimo de lo que quedara. La segunda hija
recibiria dos perlas y un séptimo de lo restante. La tercera joven recibiria tres perlas y un séptimo de
lo que quedara. Y asi sucesivamente. Hecha la divisién cada una de las hermanas recibié el mismo
numero de perlas. ¢ Cuantas perlas habia? ¢ Cuantas hijas tenia el raja?

1. DISTINTOS TIPOS DE NUMEROS

1.1. Operaciones con nimeros enteros, fracciones y decimales

Operaciones con himeros enteros

Recuerda que:

Los nimeros naturales son: N ={1, 2, 3....}.

Existen ocasiones de la vida cotidiana en las que es preciso usar nimeros diferentes de los niumeros
naturales. Fijate en estos ejemplos:

Ejemplos:

e Sisetienen 20 €y se gastan 30 euros, se tendra una deuda de 10 euros, es decir —10 €.
e Cuando hace mucho frio, por ejemplo 5 grados bajo cero, se indica diciendo que hace -5 eC.
e Al bajar en ascensor al sdtano 3, has bajado al piso —3.

Los nimeros enteros son una ampliacion de los nimeros naturales (N). Los nimeros enteros positivos
son los numeros naturales y se escriben precedidos del signo +: +1, +2, +3, +4, +5... Los enteros
negativos van precedidos del signo —: -1, =2, —3... El cero es el Unico nUmero entero que no es ni
negativo ni positivo y no lleva signo.

El conjunto de los numeros enteros se representa por Z: Z.={..-3,-2,-1,0, 1, 2, 3...}.
Recuerda que:

Para sumar (o restar) niumeros enteros podemos sumar por un lado todos los nimeros enteros
positivos, y los negativos por otro, restando el resultado.

Ejemplo:

Sia, by cson nUmeros enteros entonces:
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8ab?c — 5ab’c + 2ab?c — 6ab’c = 10ab’c - 11ab’c = —-ab’c

Para multiplicar o dividir nUmeros enteros se tiene en cuenta la regla de los signos.

Ejemplo:
(+5) - (+4) = +20 (-3)-(-5)=+15 (+5)-(-4)=-20 (-6) - (+5)=-30

2. Realiza las siguientes operaciones:
a)+8 + (-1) - (+6) b) -6+ (-7) : (+7) c) +28 — (-36) : (—9-9)
d) +11ab + (+7) - (+6ab—8ab) e)-7a’b —[+4d’b — (—6a°b) : (+6)] f) +9 + [+5 + (—8) - (-1)]

3. Utiliza la jerarquia de operaciones para calcular en tu cuaderno:
a.6:(-5)-3:(-7)+20 b.—-8 - (+5)+(-4)-9+50

. (=3)- (+9) = (-6) - (=7) +(=2) - (+5)  d.—(=1) - (+6) - (=9) - (+8) = (+5) - (-7)
Operaciones con fracciones

Recuerda que:

.y ., m ,
Una fraccion es una expresion de la forma — donde tanto m como n son ndimeros enteros. Para
n

referirnos a ella decimos "m partido por n"; m recibe el nombre de numerador y n el de denominador.

Las fracciones cuyo numerador es mayor que el denominador reciben el nombre de fracciones
impropias. Las fracciones cuyo numerador es menor que el denominador reciben el nombre de
fracciones propias.

Para sumar o restar fracciones que tienen el mismo denominador se realiza la suma, o la resta, de los
numeradores y se mantiene el mismo denominador.

Para sumar o restar fracciones con distinto denominador, se reducen a comin denominador, buscando

el minimo comun multiplo de los denominadores.
Ejemplos: + =
52,13

77777 217 + 1/7 = 3/7
b) l_i_l

3 4
Los denominadores son diferentes, 3 y 4. Su minimo -
comun multiplo es 12. Al dividir 12 entre 3 nos da 4y al + = ‘
hacerlo entre 4 obtenemos 3.

— =t — = —
3 4 12 12 12

4. Efectula las siguientes operaciones con fracciones:
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5 7 4 (-7) (-9) (-1 7 [5 9)
-2 b) =+~ A/ d) =+ ==
373 A Pt 12%(38
7 5)9 7(5 9 15 5 6 1 3
—+—=|= f) | z+—= — = h) —:— i)15:—
e)(z 3]8 )2[3 8) 85 )i V15
5. Simplifica las siguientes fracciones:
)(x—l x+2j 9 b) x+1 x> —6x+9 x-3 " a2—4[ 1 N 1 j
a)| —(/—+——|— c ; :
2 3 ) x x? -1 X-3  x+2 a? \a+2 a-2

Operaciones con expresiones decimales

Una expresion decimal consta de dos partes: su parte entera, el nimero que esta a la izquierda de la
coma y su parte decimal, lo que se encuentra a la derecha de la coma.

Observa que:

La coma se puede escribir arriba: 3’5, o abajo: 3,5, e incluso en Estados Unidos se utiliza un punto: 3.5.
En este capitulo vamos a escribir la coma abajo.

Para sumar o restar expresiones decimales, basta conseguir que tengan el mismo nimero de cifras
decimales.

Ejemplo:
a) 24,7 + 83,15-0,05 = 24,70 + 83,15 -0,05 = 107, 80 b) 53,39 -56 + 0,06 = 53,45 - 56,00 =-2,55

Para multiplicar dos expresiones decimales, se multiplican ignorando la coma que posee cada una de
ellas. Al resultado de ese producto se le pone una coma para que surja una expresion decimal con una
parte decimal de longitud igual a la suma de las cantidades de cifras decimales que tienen las
expresiones decimales multiplicadas.

Ejemplo:
5,7a - 3,2a - 7,14a = 130,23360°

Para dividir expresiones decimales igualamos el numero de cifras decimales de ambos nimeros, y luego
dividimos.

Ejemplo:

93 _930_930 .
4'81 4'81 481

6. Realiza las operaciones:

a) 31,3+5,97 b) 3,52:6,7 ¢) 11,51-4,8 d) 191-7,35
e) 4,32+32,8+8,224 f)46,77-156+423 g) 1,16-3,52 h) 3,2-5,1-1,4
i) 2,3-4,11-3,5 i) 4-(3,01+2,4) k) 53-(12+3,14)  1)3,9-(25,8-21,97)
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1.2. Numeros racionales. Fracciones y expresiones decimales

Toda expresion decimal exacta, o periddica, se puede poner como fraccion.

Una expresion decimal exacta se convierte en la fraccion cuyo numerador coincide con el numero
decimal, tras eliminar la coma, y el denominador es el nimero 1 seguido de tantos ceros como cifras
tenia la parte decimal del nimero en cuestion.

Ejemplo:

9315 =93+ = = 231
100 100

Para escribir en forma de fraccién una expresién decimal periddica, como por ejemplo N =

1,725252525..., tenemos que conseguir dos numeros con la misma parte decimal para que al restar

desaparezcan los decimales:

N =1,7252525...
1000N =1725,2525...
10N =17,2525...
Sirestamos :990N =1708 = N :@=8ﬂ
990 495

Para ello multiplicamos a N de forma que la coma quede después del primer periodo, en este caso
después de 1725. También multiplicamos a N de manera que la coma quede al principio del primer
periodo, en este caso detras de 17. Ahora 1000N y 10N tienen la misma parte decimal (infinita) que si
restamos desaparece, y podemos despejar N.

7. Escribe en forma de fraccion las siguientes expresiones decimales y reducelas. Comprueba con la
calculadora que estd bien:

a) 7,92835; b) 291,291835; c) 0,23; d) 2,353535.....
e) 87,2365656565....; f) 0,9999.....; g) 26,5735735735.....
Todas las fracciones tienen expresion decimal exacta, o periddica.

Recuerda que:

Si el denominador (de la fraccion irreducible) soélo tiene como factores primos potencias de 2 0 5 su
expresion decimal es exacta.

Ejemplo:

1 93 10°
=5%10"" =0,025; ya que
2°5 ya 4t 555

de 10 que sea multiplo del denominador si éste sélo contiene doses o cincos. Fijate que el
nimero de decimales es el mayor de los exponentes de 2 y 5.

° =52, y esto es general ya que siempre habra una potencia

Si el denominador (de la fraccion irreducible) tiene algun factor primo que no sea 2 ni 5 la fraccion
tendra una expresion decimal periddica.
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Ejemplo:

e Sjdividimos 1 entre 23 obtenemos un primer resto que es 10, luego otro que es 8 y seguimos,
pero, ése repetird alguna vez el resto y por lo tanto las cifras del cociente? La respuesta es que
si, seguro que si, los restos son siempre menores que el divisor, en este caso del 1 al 22, si yo
obtengo 22 restos distintos (como es el caso) al sacar uno mas itiene que repetirse!, es el
llamado Principio del Palomar. Y a partir de ahi los valores del cociente se repiten. Por lo tanto la
expresion decimal es periddica y el numero de cifras del periodo es como maximo una unidad
inferior al denominador (no siempre ocurre esto pero 1/23 tiene un periodo de 22 cifras, 1/97 lo
tiene de 96 cifras, sin embargo 1/37 tiene un periodo de sdlo 3 cifras.

Se llaman numeros racionales a aquellos cuya expresiéon decimal es finita o periddica, y se les
representa por Q. Acabamos de ver que se pueden escribir en forma de fraccién por lo que se puede
definir el conjunto de los nimeros racionales como:

Q- {%;aez,bez,b;tO}.

éPor qué imponemos que el denominador sea distinto de cero? Observa que no tiene sentido una
fraccién de denominador 0.

8. Mentalmente decide cuales de las siguientes fracciones tiene una expresién decimal exacta y cudles
la tienen periddica.

a)1/3  b)7/5 c) 11/30 d) 3/25 e) 9/8 f) 7/11

9. Calcula la expresién decimal de las fracciones del ejercicio anterior y comprueba si tu deduccion era
correcta.

1.3. Numeros irracionales. Expresion decimal de los numeros irracionales

Existen otros numeros cuya expresion decimal es infinita no periddica. Ya conoces algunos: m, \/E

Cuando los griegos demostraron que existian nimeros como \/E, o como el numero de oro, que no se
podian poner en forma de fraccion y que tenian, por tanto, infinitas cifras decimales no periddicas, les
parecié algo insélito. Por eso estos numeros recibieron ese extraiilo nombre de “irracionales”. No lo
podian entender dentro de su filosofia. Lo interesante es que existe una longitud que mide

exactamente \/E, gue es la diagonal de cuadrado de lado 1, o la hipotenusa del triangulo rectangulo
isosceles de catetos 1.

El método para demostrar que \/E no se puede escribir en forma de fraccidon se denomina “reduccién
al absurdo” y consiste en suponer que si se puede, y llegar a una contradiccion. Este procedimiento

sirve igual para todas las raices no exactas, como con \/§ , VD ..

Pero no vale para todos los irracionales. Para demostrar que 7 es un numero irracional hay que
estudiar mucho. Estd relacionado con el interesante problema de la cuadratura del circulo. Fue
demostrado a finales del siglo XVIII por Lambert. Hasta ese momento todavia se seguian calculando
decimales para encontrar un periodo que no tiene.

Estos numeros cuya expresion decimal es infinita y no periédica se denominan nimeros irracionales.
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Se llaman nimeros reales al conjunto formado por los nimeros racionales y los nimeros irracionales.

Con estos numeros tenemos resuelto el problema de poder medir cualquier longitud. Esta propiedad de
los nimeros reales se conoce con el nombre de completitud.

A cada numero real le corresponde un punto de la recta y a cada punto de la recta le corresponde un
ndimero real.

Observa que también a cada nimero racional le corresponde un punto de la recta, pero no al contrario,
pues /2 esun punto de la recta que no es racional.

10. Dibuja un segmento de longitud /2 . El Teorema de Pitadgoras puede ayudarte, es la hipotenusa de
un triangulo rectangulo isdsceles de catetos 1. Midelo con una regla. Su longitud no es 1,4, pues
(1,4)% es distinto de 2; no 1,41 pues (1,41)* es distinto de 2; ni 1,414, pues (1,414)° es distinto de 2; y
sin embargo (/2 )? = 2.

11. Halla la expresién decimal aproximada de V2 . Hemos visto gue no es un numero racional, por lo
gue no puede tener una expresion decimal finita, o periédica, de modo que su expresion decimal
tiene infinitas cifras que no se repiten periddicamente. Y sin embargo has podido dibujarlo
exactamente (bien como la diagonal del cuadrado de lado 1, o como la hipotenusa del tridngulo
rectangulo isésceles de catetos 1).

1.4. Distintos tipos de niumeros ..

P Notacion:

Ya conoces distintos tipos de niumeros:

€ significa “pertenece a”

Naturales=>» N ={1, 2,3, ..} P
U significa “unién

Son los numeros que se usan para contar y ordenar. El 0 no suele | — sjgnifica “incluido en”

considerarse un numero natural. c e o
M significa “interseccion

Enteros=> 7Z ={..,-3,-2,-1,0,1,2,3, ..}

Son los numeros naturales, sus opuestos y el cero. No tienen parte decimal, de ahi su nombre. Incluyen
a los Naturales.

A los numeros que se pueden expresar en forma de cociente de dos nimeros enteros se les denomina
nimeros racionales y se les representa por la letra Q. Por tanto

Racionales 2 Q = {%;an,beZ,b;tO}

Los numeros racionales incluyen a los Enteros.

También contienen a los nimeros que tienen expresion decimal exacta (0,12345) y a los que tienen
expresion decimal periddica (7,01252525...) pues pueden escribirse en forma de fraccién.

Los numeros como ﬁﬁn son los numeros irracionales, y tienen una expresion decimal infinita
no periddica. Junto con los numeros racionales forman el conjunto de los nimeros reales. Por tanto

Irracionales & I =R — Q.

Son numeros irracionales aquellos nimeros que no pueden ponerse como fraccion de numeros
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enteros. Hay mas de lo que podria parecer (de hecho hay mas que racionales i!), son todos aquellos
gue tienen una expresion decimal que no es exacta ni periddica, es decir, infinitas cifras decimales y sin
periodo. Ejemplos: 17,6766766676... que me lo acabo de inventar o 0,1234567891011... que se lo
inventd Carmichael. Invéntate uno, busca en Internet y si no lo encuentras, pues es tuyo (por ahora ©)

Reales> R=QuU L

Es la union de los nUmeros racionales
y de los irracionales. Z

Q -Q

0| =
E]

-1 —10" =
Tenemos por tanto que: N V2

NcZcQcHh. 0 1 1010 o

I c ER 0,1010010001...

éSon estos todos los numeros? 0. 125 L o7 0,1234567...
1 s 2

No, los reales forman parte de un \/
conjunto mas amplio que es el de los
Numeros Complejos C (en 12 de R

bachillerato se estudian en la opcion
de Ciencias).

12. Copia en tu cuaderno la tabla adjunta y sefiala con una X a qué conjuntos pertenecen los siguientes
ndmeros:

Numero N Z Q I R
—7,63
-8

0,121212...

L
1/2
1,99999...

13. Copia en tu cuaderno el esquema
siguiente y coloca los numeros del
ejercicio anterior en su lugar:

14. iPuedes demostrar que 4,99999... = 5?,
écuanto vale 2,5999...?7 Escribelos en
forma de fraccion.

15. ¢Cudntas cifras puede tener como

N

1
maximo el periodo de —?
P 53 R
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2. POTENCIAS

2.1. Repaso de las potencias de exponente natural

Recuerda que:

Para calcular la potencia de exponente un nimero natural y de base un nimero cualquiera se
multiplica la base por si misma tantas veces como indique el exponente.

Ejemplos:
a) (+2)* = (+2) - (+2) - (+2) - (+2) = +16 b) (=3)* = (-3) - (-3) - (-3) =-27
c) (1/2)° = (1/2) - (1/2) - (1/2) = 1/8 d)(V2)'=v2-V2-VJ2 -2 =2-2=4
Conviene tener en cuenta algunas particularidades que nos ayudan a abreviar el célculo:
Las potencias de base negativa y exponente par son nimeros positivos. _— e . -
(-2)%=+4 |

Las potencias de base negativa y exponente impar son nimeros negativos

Ejemplos: | (-2)3= -8 l

(-5)% = +25
(-5)*=-125
16. Calcula:
a)1)% b) (-1)7*% c) (-4)? d) (-4)° e) (1/2)° f) (V2 )°

2.2. Potencias de exponente fraccionario

Si el exponente es, por ejemplo, —2, no sabemos multiplicar algo menos dos veces. Tampoco sabemos
multiplicar algo por si mismo cero veces. Ahora la definicidon anterior no nos sirve. Las definiciones que
se van a dar van a mantener las propiedades que conocemos de las operaciones con potencias de

exponente natural, que van a seguir siendo validas.
) Recuerda
R . 0_
Se define: a = y se definea" =1 Siempre se verifica que:
03 03 bm-bn=bm+n
En efecto, — =1 y —=g>3%=¢". Para que continden
3 3 m, n_ _m-n
a a c:c=c
verificdndose las propiedades de las operaciones con (d)™)" = d™™
potencias se define a° = 1.
. al 1 a? . - .
También, === Y —= a®>> =g%. Para que continden verificdndose las propiedades de las
a a a
. . U |
operaciones con potencias se define a =—.

a
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Actividades propuestas

17. Expresa como Unica potencia:
a) (—4/3)° - (-4/3)* - (-4/3)® b) (1/9)°- (1/9)*- (1/9)2
c) (5/4)® - (-2/3)% (-3/5)° d) (=3/5)7*- (-8/3)*- (-5/4)™

s GG
D3t byamyt U] T e L8) L6

18. Calcula: d
(92.42'72)3 (_2).45

2.3. Operaciones con radicales
La raiz enésima de un numero a es un nimero x que al elevarlo a n, da como resultado a.
Ha=x = x"=a.

La raiz cuadrada de un numero real no negativo a es un unico nimero no negativo x que elevado al
cuadrado nos da a:

Ja=xex*=a,a>0,x>0.

Observa que +/—1 no existe en el campo real. Ningin numero real al elevarlo al cuadrado da un
numero negativo. S6lo podemos calcular raices de exponente par de numeros positivos. Sin embargo

/-1 =-1siexiste, pues (-1) - (-1) - (1) = -1.

1\" n
Observa que: (x"} =x" =x, por lo que se define:

Ejemplo:

. -3

Podemos operar con radicales utilizando las mismas propiedades de las potencias de exponente

fraccionario.
Ejemplo: / \

Recuerda
o 3/8.27-64 =3/8.327-3/64=2.3.4=24 Hay operaciones con radicales que NO
32 32 estan permitidas.
. e = 10 = +/100 = v64+36 que es distinto de:
243 3243 3
o 3/3/6s =364 =8/64 =§2° =2 V64 + /36 =5 +6=14.

° X2/3-yl/3=3x2~%/;:3x2~y \ /
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7
I ER T
[ ] — = = =
5
2 3 x.32 3,2
X

En ocasiones es posible extraer factores de un radical.

Ejemplo:

o s =3 xt=x-AUx
o 2%.33.5=422.22.32.3.522.2.3.4/3-5212.4/15

19. Simplifica los radicales V3, W9 usando potencias de exponente fraccionario.

20. Calcula +/484 y 3/8000 factorizando previamente los radicandos
21. Calcula y simplifica: NE) (12\/5— 743 + 6\/§)

3 62
22. Calcula 25°°; 645 y [75J

23. Expresa en forma de radical:  a) (-5)*° b) 273 c) 723

2.4. Notacion cientifica

Un numero expresado en notacidn cientifica estd formado por un nimero decimal cuya parte entera
estd entre 1y 9, multiplicado por 10", siendo n un nimero entero positivo o negativo.

a-10" siendo 1<a<9

Si el exponente n es positivo se utiliza para expresar numeros grandes y si el exponente n es negativo
para expresar numeros pequenos

Ejemplo:
e 7810000000000 = 7,81 - 10* 0,000000000038 = 3,8 - 10
e 500.000=5-10" 0,00002=2-10"

e Hay galaxias que estan a 200.000.000.000.000 km de nosotros, y lo escribimos 2 - 10™
e La masa de un electréon es aproximadamente de 0,000000000000000000000000000911 gramos,

que se escribe como 9,11 - 10

Actividades resueltas

e En la leyenda del ajedrez utilizamos niumeros muy grandes. Si
no nos interesa tanta aproximacién sino hacernos una idea
Unicamente de lo grande que es, podemos usar la notacién
cientifica.

Una aproximacion para el nUmero de granos de trigo de la casilla
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64 es 9 - 10, con lo que nos hacemos una idea mejor de lo enorme que es que con el nimero:
92233720368547758089223372036854775808 que da un poco de mareo.

e Escribe en notacién cientifica: 2*¢, 232y 2%

2% = 65536 ~6,5 - 10*
232 = 4294967296 ~ 4,29 - 10°
2% = 18446744073709551616 ~ 1,8 - 10*°

24. Escribe en notacion cientifica:

a) 400.000.000 b) 45.000.000 c) 34.500.000.000.000 d) 0,0000001 e) 0,00000046

Operaciones con notacion cientifica

Para realizar sumas y restas, con expresiones en notacién cientifica, se transforma cada expresién
decimal de manera que se igualen los exponentes de 10 en cada uno de los términos

Ejemplo:
e Para calcular 4 - 10 + 2,3 - 10° - 6,5 - 10° expresamos todos los sumandos con la misma

potencia de 10, eligiendo la menor, en este caso 10°: 4000 - 10> + 23 - 10° - 6,5 - 10°. Sacamos
factor comun: 10°- (4000 + 23 — 6,5) = 4016,5 - 10° = 4,0165 - 10°

El producto (o el cociente) de dos expresiones en notacidn cientifica es el resultado de multiplicar (o de
dividir) los nimeros decimales y sumar (o restar) los exponentes de base 10.

Ejemplo:
e 25:10°-1,36-10°=(2,5-1,36) - 10°**=3,4 - 10™

e 54-10°:4-10"=(5,4:4)-10°"=1,35-10°
e Para hacer el cociente para calcular 2% dividiendo 2°* entre 2 en notacidn cientifica:

2%3=2%/2-18-10"/2=0,9-10"=9-10%,
Usa la calculadora

Las calculadoras utilizan la notacién cientifica. Muchas calculadoras para escribir 9 - 10™ escriben
9e+18.

16 432
, 2

25. Utiliza tu calculadora para obtener 2 y 2°*y observa cémo da el resultado.

26. Utiliza la calculadora para obtener tu edad en segundos en notacidn cientifica.

27. Efectua las operaciones en notacion cientifica:

a) 0,000481 +2,4 - 10 b) 300000000 — 5,4 - 10° + 7,2 - 10°
) (2,9-10°) - (5,7 -107%) d)(3,8-107%-(3,5-10°%-(8,1- 107"
e)(4,8-10%):(3,2-1073) f) (6,28 - 107) - (2,9 - 10%) : (3,98 - 107')
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3. REPRESENTACION EN LA RECTA REAL DE LOS NUMEROS REALES

3.1. Representacion de nimeros enteros y racionales

Recuerda que:

Para representar un nimero entero en la recta numérica se traza una recta horizontal en la que se
marca el cero, que se denomina origen, y se marca el 1. Se divide la recta en segmentos iguales, de
longitud 1. Se representan los nimeros positivos a partir del cero a la derecha y los nimeros negativos
a partir del cero a la izquierda.

=5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

De esta forma quedan ordenados los nimeros enteros. Cuanto mas a la derecha esté un numero
situado en la recta numérica es mayor, y cuanto mas a la izquierda esté situado es menor.

Ejemplo 6:
e Representa en una recta numérica y ordena los nimeros enteros siguientes:

-2,0,4,-1,8,-7,-3y1

8 57 6542882510 & 2 3 4 5 6 78

Orden de menora mayor: —7<-3<-2<-1<0<2<4<8.

Orden de mayoramenor:8>4>2>0>-1>-2>-3>-7.

28. Representa en una recta numérica en tu cuaderno los siguientes nimeros y ordénalos de menor a
mayor:-9,7,6,-5,9,-2,-1,1y0.

29. Representa en una recta numérica en tu cuaderno los siguientes numeros y ordénalos de mayor a
menor: +1, -4, =8, +9, +4, —6, =7

30. Pitagoras vivié entre el 569 a. C. y el 475 afios a. C. y Gauss entre el 1777 y el 1855, ¢qué diferencia
de siglos hay entre ambas fechas?

31. Representa graficamente y ordena en sentido creciente, calcula los opuestos y los valores absolutos
de los siguientes nimeros enteros: 10, -4, -7,5, -8, 7, -6, 0, 8.

Para representar una fraccion en la recta numérica:
Distinguimos entre fracciones propias e impropias.
En cualquier caso debemos recordar cémo se divide un segmento en partes iguales.
Actividades resueltas
e Si la fraccion es propia (numerador menor que el denominador, valor menor que 1), por
ejemplo % bastara con dividir la primera unidad en 6 partes iguales y tomar 5. En caso de ser

negativa contaremos hacia la izquierda. (Ver figura)
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Dividir un segmento en parte iguales

Para dividir el segmento AB en por
ejemplo 6 partes iguales, trazamos por A
una linea auxiliar oblicua cualquiera,
abrimos el compds una abertura
cualquiera y marcamos 6 puntos en la
recta anterior a distancia igual. Unimos el
ultimo punto con B y trazamos paralelas
que pasen por los puntos intermedios de
la recta oblicua. Por el Teorema de Tales,
el segmento AB ha quedado dividido en 6
partes iguales. Para representar 5/6,
tomamos 5 de esas partes.

Normalmente no te exigiran que lo hagas tan exacto, lo haras de forma aproximada, pero ten
cuidado en que las partes parezcan iguales.

e Sila fraccidon es impropia (humerador mayor que denominador y por tanto valor mayor que 1)
haremos la divisién entera (sin decimales) quedandonos con el cociente y el resto. Esto nos

permite ponerla en forma mixta (suma de un entero y una fraccion propia). Asi por ejemplo:

50 6
— =4+ — ya que al dividir 50 entre 11 obtenemos 4 de cociente y

11
11
6 de resto. El cociente es la parte entera y el resto el numerador de la a0 l—

, . 6
fraccién propia. /5{:
20 6

Para representarla sélo nos tenemos que ir donde dice la parte entera (4) y o
la unidad siguiente (la que va del 4 al 5) la dividimos en 11 partes iguales y 11 1
tomamos 6.

17 3 , .
e Otro ejemplo: 7 = 2+7 , pues la divisién da 2 de cociente y 3 de resto.

Nos vamos al 2, dividimos la unidad siguiente (del 2 al 3) en 7 partes iguales y tomamos 3.

11 3 3
e En caso de ser negativa: _Z:_(2+Zj:_ _Z , se hara igual pero contando hacia la

izquierda. Nos vamos al —2, la unidad que va del —2 al —3 se divide en 4 partes y tomamos 3
(pero contando del —2 al —3 jclaro!).

4

]
[ ]
[
1]
-
(=]
R
L]

;

T
11 & 5
6
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L. .. , 7 =17 2
32. Representa en la recta numérica de forma exacta los siguientes niumeros: —;——;2,375;—3,6

33. Representa en la recta numérica 6,5; 6,2; 3,76; 8,43; 8,48; 8,51y 8,38.

34. Ordena los siguientes numeros de mayor a menor: +1,47; -4,32; -4,8; +1,5; +1,409; 1,4, —4,308.

3.2. Representacion en la recta real de los niumeros reales:

Elegido el origen de coordenadas y el tamafio de la unidad (o lo que es igual, si colocamos el 0y el 1)

todo numero real ocupa una posicidn en la recta numérica y al revés, todo punto de la recta se puede
hacer corresponder con un nimero real.

Esta segunda parte, es la propiedad mas importante de los niUmeros reales y la que los distingue de los
numeros racionales.

Veamos como representar de forma exacta algunos nimeros reales:

Representacion en la recta de las raices cuadradas:

Para representar raices cuadradas usamos el Teorema de Pitdgoras. Si en un tridngulo rectangulo la
hipotenusa es h y los catetos son a, b tenemos que h? =a’+b?* = h=+a?+b?.

Actividades resueltas

I
e Representaen larecta /2 :

Sia=b=1tenemos que h=+/2.Sélo tenemos que construir |
un triangulo rectangulo de catetos 1y 1, su hipotenusa mide ! \ \
V2, (la diagonal del cuadrado de lado 1 mide J2). Ahora

utilizando el compas, llevamos esa distancia al eje X (ver 0
figura).

e Representa en larecta \/g

Como /5 =+/22+1% sélo hay que construir un tridngulo rectéangulo de catetos 2 y 1, y su hipotenusa

mide \/g

¢Has pillado el truco?, el radicando hay que expresarlo como suma de 2 cuadrados. El triangulo
rectangulo tendrd como catetos esos dos numeros.

e Asi, para representar 13, expresamos 13 como suma de 2 cuadrados:

13=9+4=32+22:>\/1_3=\/32+22 luego en un tridngulo rectdngulo de lados 3 y 2 la
hipotenusa sera V13 .
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e (Pero, y si el niumero no puede ponerse como suma de 2 cuadrados?, por ejemplo el 11
(isiempre complicando las cosas! ®).

Habrd que hacerlo en 2 pasos. 11 = 2 + 9, ¢hay algun
numero cuyo cuadrado sea 2?, por supuesto que si, V2. ‘ I

2 -~
Por tanto +11= (\/E) +3%, tenemos que hacer un X

tridngulo rectangulo de catetos /2 y 3. Para ello N

primero se construye ~/2 como antes y se traza una %
perpendicular de longitud 3 (ver figura). 1

¢Pueden dibujarse ya asi todas las raices?, no. Hay !

algunas para las que hay que hacer mas pasos (\/7 por 0 !
ejemplo requiere 3), pero mejor lo dejamos aqui, éno? V2

a2

ra

-

-
—“"

k[ =T
o

-

Actividades resueltas

e Representa en la recta numérica de forma

, 1+5
exacta el nimero de oro ¢=
2 i
it i : - ~s
¢Has oido hablar del nimero de oro? RSO
\\ I //
P , 4 .y L
El Ndmero de Oro (o Razén Aurea o Proporcion b
14 ,’I\
o L 145 A
Armonica o Divina Proporcién) es igual a ¢ = 70N
2 0 f VB
|
e (¢Como lo representamos en la recta? 0 11 D 3
\ ! i
v : {’\/g
Sélo hay que construir \/g como arriba, sumar 1 '
(trasladamos 1 unidad con el compas) y dividir entre 2 & v
hallando el punto medio (con la mediatriz), hecho.
e Otra forma distinta:
A
Construimos un cuadrado de lado 1 (¢un qué?, jun lo que 11
quieras!). Hallamos el punto medio del lado inferior (M) y
llevamos la distancia MA con el compas al eje horizontal,
OF es el numero de oro.
0 F
Veamos: 0 Y R
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35. Busca rectangulo aureo y espiral durea en Internet.

36. Ya de paso busca la relacién entre el Numero de Oro y la Sucesion de Fibonacci.

37. Busca en youtube “algo pasa con phi” y me cuentas.

38. Representa en la recta numérica de forma exacta:
1-+/5
V20; —/8; V14; T\/_

Densidad de los nimeros reales

Los numeros reales son densos: entre cada dos numeros reales hay infinitos nimeros reales en medio.

L . . . a+b . .
Eso es facil de deducir, si a, b son dos nUmeros con a < b sabemos que a<T< b, es decir, la media

estd entre los dos niumeros. Como esto podemos hacerlo las veces que queramos, pues de ahi el
resultado.

Curiosamente los racionales son también densos en los nimeros reales, asi como los irracionales.

39. Calcula 3 numeros reales que estén entre

1+\/§
—2 y

1.

40. Halla 5 numeros racionales que estén entre \/E yl5

41. Halla 5 numeros irracionales que estén entre 3,14y r
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4. INTERVALOS, SEMIRRECTAS Y ENTORNOS:

Como ya sabemos entre dos numeros reales hay infinitos nUmeros. Hay una notacion especial para
referirse a esos infinitos nimeros que deberds dominar para éste y futuros cursos.

4.1. Intervalos. Tipos y significado

(Del lat. intervallum): 2. m. Conjunto de los valores que toma una magnitud entre dos limites dados.
RAE.

Definicion:
Un subconjunto de R es un intervalo si para cualquier par de elementos, a y b, de ese subconjunto se
verifica que si a < x < b entonces x debe pertenecer a dicho subconjunto.

Vamos a estudiar en este apartado intervalos acotados de distintos tipos: los intervalos abiertos, los
intervalos cerrados y los intervalos semiabiertos (o semicerrados)

Intervalos abiertos:

Si nos queremos referir al conjunto de los nimeros que hay entre dos valores pero sin contar los
extremos, usamos un intervalo abierto

Ejemplo:

e Los numeros superiores a 2 pero menores que 7 se representan por (2, 7) y se lee “intervalo
abierto de extremos 2 'y 7. A él pertenecen infinitos nUmeros como 2,001; 3,5; 5; 6,999; ... pero
no son de este conjunto ni el 2 ni el 7. Eso representan los paréntesis, que entran todos los
numeros de en medio pero no los extremos.

Ejemplo:

e Los numeros positivos menores que 10, se representan por (0, 10), el intervalo abierto de
extremos 0y 10. Fijate que 0 no es positivo, por lo que no entra y el 10 no es menor que 10, por
lo que tampoco entra.

Nota: No se admite poner (7, 2), iel menor siempre a la izquierda!
También hay que dominar la expresion de estos conjuntos usando desigualdades, preparate:
(2,7)={xe R/2<x<7}.

Traducimos: Las llaves se utilizan para dar los elementos de un conjunto, dentro de ellas se enumeran
los elementos o se da la propiedad que cumplen todos ellos. Se utiliza la x para denotar a un nimero
real, la / significa “tal que” (en ocasiones se utiliza un punto y coma “;” o una raya vertical ”|") y por
ultimo se dice la propiedad que cumplen mediante una doble desigualdad. Asi que no te asustes, lo de
arriba se lee: los numeros reales tal que son mayores que 2 y menores que 7.

Usaremos indistintamente varias de estas nomenclaturas para que todas te resulten familiares.

Es necesario dominar este lenguaje matematico puesto que la frase en castellano puede no entenderse
en otros paises pero te aseguramos que eso de las llaves y la | lo entienden todos los estudiantes de
matematicas del mundo (bueno, casi todos).

El otro ejemplo: (0, 10) = {x € R/ 0< x < 10}.
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Por ultimo la representacion grafica:

Se ponen puntos sin rellenar en los extremos y se resalta 2.7 = —3 o—
la zona intermedia.

o"

En ocasiones también se pueden poner en el 2 y en el 7 paréntesis: “()”, o corchetes al revés: “] [“.
Pregunta: { Cual es nimero que esta mas cerca de 7, sin ser 7?
Piensa que 6,999...=7 y que entre 6,999 y 7 hay “muchos, muchisimos ...” nimeros.

Nota:

En algunos textos los intervalos abiertos se representan asi: ]2, 7[ lo cual tienen algunas ventajas como
que los estudiantes no confundan el intervalo (3, 4) con el punto del plano (3, 4), que aseguramos que
ha ocurrido (pero tu no seras uno de ellos ¢no?), o la fastidiosa necesidad de poner (2,3 ; 3,4) porque
(2,3,3,4) no lo entenderia ni Gauss.

Intervalos cerrados:
Igual que los abiertos pero ahora si pertenecen los extremos.
Ejemplo:
e Elintervalo de los nUmeros mayores o iguales que —2 pero menores o iguales que 5. Ahora el -2
y el 5 si entran. Se hace igual pero poniendo corchetes: [-2, 5].
En forma de conjunto se escribe:
[-2,5]={x e M; -2 <x<5}.
Fijate que ahora ponemos < que significa “menor o igual”.
Ejemplo:

e El intervalo de los nimeros cuyo cuadrado no es superior a 4. Si lo piensas un poco verds que
son los numeros entre el =2 y el 2, ambos incluidos (no superior < menor o igual). Por tanto:

[-2,2]={x e M; -2<x<2}.

., /g . . —2,2| = ® -
La representacion grafica es igual pero poniendo [=2,2] -2 2

puntos rellenos. En ocasiones también se puede
representar graficamente con corchetes: “[ ]”.

Intervalos semiabiertos (o semicerrados, a elegir)

Por supuesto que un intervalo puede tener un
extremo abierto y otro cerrado. La notacién sera
la misma. [—8,0) = % S

Ejemplo:

e Temperatura negativa pero no por debajo de —8 2C:
[-8,0)={x € R; -8 <x<0}.

Es el intervalo cerrado a la izquierda de extremos —8 y 0.
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e Numeros superiores a 600 pero que no

excedan de 1000. (600, 1000] = -
(600, 1000] = {x € R; 600 < x < 1000}. ’ 600 10c

Es el intervalo cerrado a la derecha de extremos 600 y 1000.

4.2. Semirrectas
Muchas veces el conjunto de interés no esta limitado por uno de sus extremos.
Ejemplo:

e Los numeros reales positivos: No hay ningin numero positivo que sea el mayor. Se recurre
entonces al simbolo oy se escribe:

(0, +0) = {x € R| x >0}.
Noétese que es equivalente poner x > 0 que poner 0 < x, se puede poner de ambas formas.
Ejemplo:
e Numeros no mayores que 5:
(0, 5] = {x € R| x<5}.
Aqui el 5 si entra y por eso lo ponemos cerrado (“no mayor” equivale a “menor o igual”)
Ejemplo:

e Solucionde x> 7:
(7, +0) = {x R| x>7}

Nota: El extremo no acotado siempre se pone abierto. No queremos ver esto: (7, + ]

(Oe +OO) = —© (_00,5} =

Las semirrectas también son intervalos. Son intervalos no acotados.
Incluso la recta real es un intervalo:

(=00, +0) = {x € R| —o0 < x < +o0} = R.
Es el Unico intervalo no acotado ni superiormente ni inferiormente.

Observa que con esta nomenclatura estamos diciendo que —oo y que +0 no son nimeros reales.

4.3. Entornos
Es una forma especial de representar los intervalos abiertos.
Se define el entorno de centro a y radio r y se denota E(a, r) (otra forma usual es Er(a)) como el
conjunto de nimeros que estan a una distancia de a menor que r.
E(a,r)=(a —r,a+r)
Observa que un entorno es siempre un intervalo abierto y acotado.
Autor: Paco Moya y Nieves Zuasti
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Con un ejemplo lo entiendes mejor:

Ejemplo:

e Elentorno de centro 5y radio 2 son los nimeros que estan de 5 a una distancia menor que 2. Si
lo pensamos un poco, seran los
nimeros entre 5 -2y 5+ 2, es

. . ’ E(5,2)=(3,7) =
decir, el intervalo (3, 7). Es como (5,2) =(@3,7) 3 ) 2 7
coger el compds y con centro en
5 marcar con abertura 2.

T

Fijate que el 5 esta en el centro y la distancia del 5al 7y al 3 es 2.
Ejemplo:
o E(2,4)=(2-4,2+4)=(-2,6)
Es muy facil pasar de un entorno a un intervalo. Vamos a hacerlo al revés.
Ejemplo:
e Sitengo el intervalo abierto (3, 10), écdmo se pone en forma de entorno?

3+10 13

Hallamos el punto medio ? = 6,5 que serd el centro del entorno. Nos falta hallar el radio:

(10-3):2=3,5es el radio (la mitad del ancho).

Por tanto (3, 10) = E(6,5; 3,5)

En general:

El intervalo (b, c) es el entorno E(b—zc,c—;b)

Ejemplo:

e Elintervalo (-8, 1) = E(_82+1,1_;_8)) =E(-3,5;4,5).

42. Expresa como intervalo o semirrecta, en forma de conjunto (usando desigualdades) y representa
graficamente:

a) Porcentaje superior al 15 %. b) Edad inferior o igual a 21 afios.
¢) Numeros cuyo cubo sea superiora 27. d) Numeros positivos cuya parte entera tiene 2 cifras.
e) Temperatura inferior a 24 °C. f) NUmeros que estén de 2 a una distancia inferior a 3.

g) Numeros para los que existe su raiz cuadrada (es un nimero real).
43. Expresa en forma de intervalo los siguientes entornos:

a) E(2,7) b) E(-3, %) c) E(-1; 0,001)

44. Expresa en forma de entorno los siguientes intervalos:
a)(1,7) b) (-5, -1) c)(-4,2)
45. ¢ Los sueldos superiores a 500 € pero inferiores a 1000 € se pueden poner como intervalo de
numeros reales? *Pista: 600,222333€ ¢ puede ser un sueldo?

Autor: Paco Moya y Nieves Zuasti
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CURIOSIDADES. REVISTA
*-~\\\\ A M ]

Foliosy /2

Ya sabemos que un cuadrado de lado L tiene una diagonal que
vale /2 L, veamos algo mas:

La imagen representa un folio con la norma DIN 476 que es la mas
utilizada a nivel mundial.

Esta norma especifica que un folio DIN AO tiene una superficie de
1 m” y que al partirlo por la mitad obtendremos un DIN Al que 1
debe ser un rectangulo semejante al anterior. Partiendo el Al en 2 Una tabla
iguales obtenemos el DIN A2 , después el DIN A3 y el DIN A4 que

]

B

es el mas usado. Todos son semejantes a los anteriores.
¢Qué significa ser semejante? Largo (cm) |Ancho (cm)| Area (cm?)
AD AB A0| 118,92 84,09 10000

Pues que e AM = AD/2 luego ALl 84,00 50,46 5000

1 AD A2 59,46 44,04 2500
AB? = = AD? = AB =—= = AD =+/2AB A3| 4204 29,83 1250

2 ) \/5 A4 29,73 21,02 625
Por lo tanto en los folios DIN 476: A5 21,02 14,87 4152
la razén entre el largo y ancho es 7

No queda aqui la cosa, fijate que al partir el folio en 2 partes
iguales el nuevo folio tiene el lado mayor que coincide con el lado
menor del original: AB es ahora el lado mayor y antes era el
menor, como AB = AD/~/2 resulta qgue la razén de semejanza es
2 . Es decir, para pasar de un folio AO a otro Al dividimos sus
lados entre /2 . Lo mismo para los siguientes.
Calculemos las dimensiones:

Para el AO tenemos que el dreaes AD - AB = 1m?

- A'?/'_ZAD =1= AD*=2= AD=+2 =42~ 1,189 m;
Al

42

AB = ﬁ ~ 0,841 m. Para obtener las medidas del A4

A2

A4

A3

dividimos 4 veces entre /2 :
4

(V2]

Ancho= Largo/~/2 ~ 0,210 m = 21,0 cm Cuestiones:
Z

1) Comprueba los valores de la tabla anterior (hay al menos tres valores equivocados @)
2) éCuantos folios A4 caben en un folio AO?
3) éCuales son las dimensiones del A6?, ¢y del A7?

Largo = ~ 0,297 m=29,7 cm
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El nUmero de oro

Dividimos un segmento en dos partes de forma que si
dividimos la longitud del segmento total entre la parte
mayor debe de dar lo mismo que al dividir la parte o o o
mayor entre la parte menor.
Tenemos que (a+b)/a = a/b.

El nimero de Oro (o Razén Adrea) llamado @ (fi) es precisamente el valor de esa

proporcion, asi: a a+b a 1
Ya tenemos dos curiosidades: D =—; = l+—=DO=>P*-Dd-1=C
OO R
1 2 ) 2 _
PT=0+1 :>q>=1+2*/§z1,618034
O> =D +1 O =2d+1
1 O =30 +2
—=0-1
() LO"=FO+F,,

Donde F, es el n-ésimo NUmero de Fibonacci. Estos nimerosson1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34
... donde cada término a partir del tercero se obtiene sumando los dos anteriores.

Mas relaciones entre el NUmero de Oro y la Sucesion de Fibonacci:

a) Si vamos dividiendo un nimero de la sucesidon entre su anterior obtenemos: 1/1 =1;
2/1=2;3/2=1,5;5/3 =1,666...; 8/5=1,6; 13/8 = 1,625

A C EG D B

*

1 105 11 145 12 125 13 135 14 145 15 15 16 ® 165 17 175 18 18 19 185 2 205

Como puede verse, nos acercamos rapidamente al valor del nimero de Oro, primero por

debajo, después por arriba, por debajo, ... alternativamente.

b) Formula de Binet:

Para calcular un nimero de Fibonacci, por ejemplo el que ocupa el lugar 20 hay que

calcular los 19 anteriores.

Esto no tiene que ser necesariamente asi, pues Binet dedujo esta férmula, que para los

autores es una de las mds bonitas de las matematicas. 1y
w3

Si por ejemplo sustituimos n por 20 obtenemos F;o = 6765.
Realmente podemos prescindir del 22 término del numerador, paran >3 | "n :T

se hace mucho mas pequefio que el primero. Por ejemplo, para n = 6, si
6

hacemos T obtenemos 8,0249 que redondeado es 8, el valor correcto.

Actividades:

a) Calcula F3; y F3g con la féormula de Binet.

b) Haz el cociente y mira si es una buena aproximacion del Numero de Oro.

Autor: Paco Moya y Nieves Zuasti
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El pentagono regular y el Niumero de Oro.

En un pentagono regular la razén entre una
diagonal y el lado es ® . Como sabemos
construir @, la construccion de un pentagono
regular es muy sencilla:

Si AB va a ser un lado de nuestro pentagono,
construimos el punto F alineado con A y B
que cumpla AF/AB igual a Fi (se indica cémo
hacerlo en el texto).

Entonces, AB serd el lado y AF la medida de la
diagonal.

Trazamos la mediatriz de AB y una
circunferencia de centro A y radio AF. Se
cortan en D que es un vértice del pentagono.

Trazamos ahora una circunferencia con
centro B y radio AB, se corta con la anterior
en C que es otro vértice del pentagono. Sélo
queda hallar E que es muy facil.

El pentdgono regular con sus diagonales se
conoce como “Pentagrama Mistico” y parece
ser que volvia loquitos a los pitagéricos, en él
el numero de Oro aparece de forma
desmesurada.

Del Pentagrama hemos sacado este triangulo,
llamado Tridngulo Aureo que permite
obtener mas triangulos aureos haciendo la
bisectriz en uno de los angulos iguales y
formar esta espiral. Esta espiral es parecida a
la Espiral Aurea, a la de Fibonacci y a la
espiral logaritmica que es la que aparece en:

galaxias, huracanes, conchas, girasoles ... /

Autor: Paco Moya y Nieves Zuasti
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El ajedrez

Cuenta la leyenda que cuando el inventor del ajedrez le
mostré este juego al rey Shirham de la India, éste se
entusiasmoé tanto que le ofrecid regalarle todo lo que
quisiera.

El inventor pidié un grano de trigo para la primera casilla del
juego, dos para la segunda, 4 para la tercera, y asi
duplicando la cantidad en cada casilla.

Al rey le parecid una peticion modesta, pero.. como se
puede comprobar ese nimero de granos dan poco mas de
15 billones de toneladas métricas lo que corresponde a la
produccién mundial de trigo de 21.685 afios.

ilmposible que el rey tuviera tanto trigo!

iTe gusta hacer magia! | - y o~
Puedes hacer este juego con tus amigos. Para o B € D E
hacerlo necesitas papel y ldpiz, o mejor, una 1 iTe gusta hacer magia!
calculadora, o todavia mejor, una hoja de ; . -
calculo. B ) 112
Escribe en una columna los niumeros del 1 al 20. ° ; 1088
6 4 1800 :I
Al lado del 1 escribe el nUmero que te diga tu 7 5 2888 |
amigo o amiga, de una, dos o tres cifras (376). Al B 6 4688
lado del 2 escribe también otro numero 190 ; 1;2;3
inventado de 1, 2 o 3 cifras (712). Al lado del 3, Ia = 9 19840
suma de los dos numeros anteriores (1088). Al 12 10 32104
lado del 4, lo mismo, la suma de los dos nimeros e 1 21944
anteriores (ahora los de al lado del 2 y del 4), y E i; 12:2:2
asi hasta llegar a la casilla 20. 16 14 220040
17 15 356032
Ahora divide el numero de al lado del 20 18 16 576072
(3948456) entre el nimero de al lado del 19 19 17 932104
(2440280), y imagia!, puedes adivinar el 20 18| 1508176
resultado. {Se aproxima al niumero de oro! 2 ;2 i:::izz
23
1,618... 24 | 3942456 dividido por 2440280 esiguala 1,61803
¢Por qué? ¢Sabes algo de la sucesion de 25
Fibonacci? Buscalo en Internet.

Haz una hoja de calculo como la del margen.
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RESUMEN

Conjuntos de

numeros

Ejemplos
Naturales = N ={1, 2,3, ...}; Enteros 2 Z ={..., -3,-2,-1,0,1, 2, 3, ...}
Racionales & Q = {%;a € Z,be Z,b#0};lIrracionales 2 I =R — Q; R= QuUI
Fracciones y

o periddica.

Todas las fracciones tienen expresion decimal exacta
expresion decimal

Toda expresion decimal

17 7
0,175=—5=—
exacta o 1000 40
periddica se puede poner como fraccion. x=1,7252525... = 854/495
Numeros Su expresion decimal es exacta o periddica. 2/3;1,5;0,333333333....
racionales
Representacion | Fijado un origen y una unidad, existe una biyeccién
en la recta real entre los niumeros reales y los puntos de la recta. A

cada punto de la recta le corresponde un niumero real
y viceversa.

[
]
1
[
1 [}
[ 1
L] [} ]
] [ 1
1 [
1 [l
Fy

[] 1 \/5 i:\/g 3 \/ﬁ H
N. Reales Toda expresiéon decimal finita o infinita es un nimero 0.333333: 10 V2
real y reciprocamente.
Intervalo abierto | Intervalo abierto en el que los extremos no| (2,7)={xeR/2<x<7}
pertenecen al intervalo
(2,7) =
°
Intervalo cerrado | Los extremos Sl pertenecen al intervalo [-2,2]= {x eR; -2<x<2}
[—2,2] = —= :
Intervalos Intervalo con un extremo abierto y otro cerrado [-8,0) = {X ell/-8<x< 0}
Semiabiertos ( o
semicerrados) (-8,0) =>—e o
Entornos Forma especial de expresar un intervalo abierto: .
E(a,r)=(a—r,a+r) E(5,2) = (3,7) > —0———¢
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

Numeros
1. Efectla las siguientes operaciones con fracciones:
4 5 3 (-7) (-2) (-1 5 (5 9}
———— b) —+——~ c)—+— d =+| ==
2) 7 2 ) 5 9 ) 3 8 ) 3 (32
3 7 5 9 5 9
2 3 2 3 2 3 9 3 9 5
2. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
a-1 a+1) 6 x_2 x®2+6x+9 x*-9 at—4 (1 1
a) | —/—+—|'— b) c) : d) —— +
3 2 )a x: -4 x—3 x+3 a a+2 a-2
3. Realiza las operaciones:
a) (24,67 + 6,91)3,2 b) 2(3,91 + 98,1) c) 3,2(4,009 +5,9)4,8

@

0,4
4. Halla el valor exacto de —— sin calculadora.

5. Dicudles de estas fracciones tienen expresiéon decimal exacta y cudles periddica:
9 30 37 .21

40'21'250'15

6. Halla 3 fracciones qg, b, c tal que %< a<b<c< %

N

1
¢Cudntos decimales tiene —— 5 ?, éte atreves a explicar el motivo?

8. Haz la division 999 999:7 y después haz 1:7. éSerd casualidad?
9. Ahora divide 999 entre 37 y después haz 1:37, ¢es casualidad?
10. Haz en tu cuaderno una tabla y di a qué conjuntos pertenecen los siguientes nimeros:

2,73535.... 72 J-32 . 10 13?72; -2,5; 0,1223334444...

11. Contesta verdadero o falso, justificando la respuesta.
a) QN (R-Q ={0}
b)ZcQ
c) La raiz cuadrada de un ndmero natural es irracional.
) V7¢Q

e) 1/47 tiene expresion decimal periddica.

Autor: Paco Moya y Nieves Zuasti
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2. Pon ejemplos que justifiquen:

a) La sumay la resta de numeros irracionales puede ser racional.
b) El producto o division de numeros irracionales puede ser racional.
13. {Qué serd la suma de numero racional con otro irracional? (Piensa en su expresion decimal)

14. La suma de 2 numeros con expresion decimal periddica ¢puede ser un entero?

15. Halla el area y el perimetro de un rectangulo de lados \/E y \/é m.

16. Halla el area y el perimetro de un cuadrado cuya diagonal mide 2 m.
17. Halla el area y el perimetro de un hexagono regular de lado \/§ m.
18. Halla el 4rea y el perimetro de un circulo de radio v10 m.

19. Halla el area total y el volumen de un cubo de lado 3/7 m.

20. iPor qué numero hemos de multiplicar los lados de un rectangulo para que su area se haga el
triple?

21. ¢ Cuanto debe valer el radio de un circulo para que su drea sea 1 m*?

22. Tenemos una circunferencia y un hexagono regular inscrito en ella. ¢Cudl es la razén entre sus
perimetros? (Razén es division o cociente)

Potencias
23. Calcula:
a) (+2)’ b) (-1)*% ¢) (-5)° d) (-5)° e) (1/3)° f) (v/2)°
24. Expresa como Unica potencia:
a) (-5/3)" - (-5/3)* - (-5/3)° b) (1/9): (1/9)"- (1/9)”?
c) (2/3)° - (=3/2)*: (-3/5)° d) (=3/5)" - (-8/3) " : (-5/4)™
25. Calcula:

0 (1% (—2)*.5*) g 95 5 6

(25%.4%2.11%)3 )(—5)2-45 °) (5)‘4(5j6
8 8

26. Extrae los factores posibles en cada radical:

a) Va’ -p° b) ¥/15° -3%.5° c) v25-7° 163

27. Expresa en forma de Unica raiz:

a) /50 b) 439

a)(=2/3)*  b)(-1/5)

28. Expresa en forma de potencia:
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30.

31.

32.

9. Simplifica la expresion:

2\3

[ )
T Ux

Se estima que el volumen del agua de los océanos es de 1285600000 km? y el volumen de agua
dulce es de 35000000 km?>. Escribe esas cantidades en notacidn cientifica y calcula la proporcién de
agua dulce.

Se sabe que en un dtomo de hidrégeno el nucleo constituye el 99 % de la masa, y que la masa de un
electrén es aproximadamente de 9,109 - 10 kg. ¢Qué masa tiene el ndcleo de un atomo de
hidrégeno? (Recuerda: Un atomo de hidrégeno esta formado por el nucleo, con un protén, y por un
Unico electron)

A Juan le han hecho un andlisis de sangre y tiene 5 millones de glébulos rojos en cada mm?®. Escribe
en notacion cientifica el nUmero aproximado de gldbulos rojos que tiene Juan estimando que tiene
5 litros de sangre.

Representacion en la recta real

33.

34.
35.
36.
37.

38.

39.

40.

Pitagoras vivio entre el 569 y el 475 anos a. C. y Gauss entre el 1777 y el 1855, ¢qué diferencia de
afos hay entre ambas fechas?

Representa de forma exacta en la recta numérica: —2,45; 3,666...

Situa en la recta real los niumeros 0,5; 0,48; 0,51 y 0,505.

Ordena los siguientes numeros de mayor a menor: 2,4; -3,62; -3,6; 2,5; 2,409; —3,9999...
Representa en la recta numérica de forma exacta los siguientes nimeros:

3,—3 > ;1,256; 3,5
3" 5727

La imagen es la representacion de un nimero irracional, écual?

Representa de forma exacta en la recta numérica: —\/éi 2\/5;7 e

Halla 5 numeros racionales que estén entre 3,14 y m.

Intervalos
41. Expresa con palabras los siguientes intervalos o semirrectas:
a. (-5, 5] b.{x e R| —2<x<7).
c.ixe Rl x>7} d.(-3,+)
42. Halla:
a.(2,4]U(3,5] b.(2,4] N (3,5] C. (—90,1] N(-1, 4 )
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43. i Puede expresarse como entorno una semirrecta? Razona la respuesta.

44. Expresa como entornos abiertos, si es posible, los siguientes intervalos:
a. (0, 8) b. (-6, -2) c. (2, )
45. Expresa como intervalos abiertos los siguientes entornos:
a. Ey5(4) b. E1/2(—7) c. E(1, 2) d. E(O, 1)
46. {Qué numeros al cuadrado dan 7?
47. {Qué numeros reales al cuadrado dan menos de 7?

48. i Qué numeros reales al cuadrado dan mas de 77

Varios

49. Un numero irracional tan importante como Pi es el nimero “e”. e~ 2,718281828... que parece
periédico, pero no, no lo es. Es un numero irracional. Se define como el nimero al que se acerca

n
vez mayores, por ejemplo: 10, 100, 1000, ...

n
(1+1j cuando n se hace muy, pero que muy grande. Coge la calculadora y dale a n valores cada

Apunta los resultados en una tabla.

50. Otra forma de definire es e :l+£+i+l+—+...
1 21 31 4!
Que diras tu iqué son esos numeros tan admirados!, se llama factorial y es muy sencillo: 4! =
4-3-2-1 = 24, se multiplica desde el nimero hasta llegar a 1. Por ejemplo: 6! = 6:5:4-3-2:1= 720.
No te preocupes, que la tecla “!” estda en la calculadora. ¢Puedes calcular e con 6 cifras
decimales correctas? *Nota: Fijate que ahora la convergencia es mucho mas rapida, sélo has
tenido que llegar hastan=¢?

51. Ordena de menor a mayor las siguientes masas:

Masa de un electrén 9,11-107* kilogramos
Masa de la Tierra 5,983 - 10%* kilogramos
Masa del Sol 1,99 - 10°° kilogramos
Masa de la Luna 7,3 - 10%% kilogramos

52. Tomando 1,67 - 107 gramos como masa de un protéon y 1,2 - 10" metros como radio, vy

suponiéndolo esférico, calcula: a) su volumen en cm?® (Recuerda el volumen de una esfera es
(4/3)rr. b) Encuentra el peso de un centimetro cubico de un material formado exclusivamente por
protones. c) Compara el resultado con el peso de un centimetro cubico de agua (un gramo) y de un
centimetro cubico de plomo (11,34 gramos).
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AUTOEVALUACION

1. Indica qué afirmacién es falsa. El nimero —0,3333333... es un nimero

a) real b) racional  c)irracional d) negativo

o’ —4a+4 a-2

2. Operando y simplificando la fraccidon 72 a:3 se obtiene:

a)a+3 b)1/(a+3) cJa-2 d)1/(a-2)
3. Laexpresiéon decimal 0,63636363.... Se escribe en forma de fraccién como

a) 63/701 b) 7/11 c)5/7 d) 70/111
4. Alsimplificar /2 (7+/2 =5+/2 +4/2 ) obtienes:

a) 6+/2 b) V2 (5v/2) c) 12 d) 8

5. Contesta sin hacer operaciones. Las fracciones 4/7; 9/150, 7/50 tienen una expresion decimal:
a) periddica, periddica, exacta b) periddica, exacta, periddica c) periddica, exacta, exacta
6. El conjunto de los numeros reales menores o iguales a —2 se escribe:

a) (—oo0, —2) b) (—o0, 2] c) (-2, +0) d) (—oo, =2[

7. Elentorno de centro -2 y radio 0,7 es el intervalo:

a) (-3,7,-2,7) b) (2,7, -1,3) c) (-3,3,-2,7) d) (2,7, -1,3]
8. Elintervalo (-3, —2) es el entorno:
a) E(-2’5; 1/2) b) E(-3’5; —0,5) ¢) (-3’5, 1/2) d) (-2’5; —0,5)
1 7 1
9. Al efectuar la operacion (g)z (gje (gjs se obtiene:

5 5

52 5\e
a) (5) b) 25/4 c) (5]

10. Al efectuar la operacién 0,000078 + 2,4 - 10" se obtiene:
a)3,6 -107° b) 1,8912 - 107™° c)10,2 - 107 d) 18,72 -10°°
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Resumen

En la vida cotidiana es interesante saber manejar Ia
proporcionalidad, por ejemplo para calcular el descuento de unas
rebajas, o el interés que se debe pagar por un préstamo. En
multitud de  ocasiones debemos efectuar repartos
proporcionales, directos o inversos: premios de loteria, herencias,
mezclas, aleaciones...

El tanto por ciento y el interés es un concepto que aparece
constantemente en los medios de comunicaciéon y en nuestra
propia economia. En este capitulo haremos una primera

aproximacion a la denominada “economia financiera”.

La proporcionalidad es una realidad con la que convivimos a nuestro alrededor. Para comprenderla y
utilizarla correctamente, necesitamos conocer sus reglas. Reconoceremos la proporcionalidad directa o
inversa, simple y compuesta, y realizaremos ejercicios y problemas de aplicacion.
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INTRODUCCION

A Esther le gusta ir en bicicleta a la escuela y ha comprobado que en hacer ese recorrido tarda andando

cuatro veces mas. Tenemos aqui tres magnitudes: tiempo, distancia y
velocidad.

Recuerda que:
Una magnitud es una propiedad fisica que se puede medir.

A mas velocidad se recorre mas distancia.

Son magnitudes directamente proporcionales.
A mais velocidad se tarda menos tiempo.
Son magnitudes inversamente proporcionales.

Pero, cuidado, no todas las magnitudes son proporcionales. Esto es una confusion muy frecuente.
Porque al crecer una magnitud, la otra también crezca, aun no se puede asegurar que sean
directamente proporcionales. Por ejemplo, Esther recuerda que hace unos afios tardaba mas en
recorrer el mismo camino, pero la edad no es directamente proporcional al tiempo que se tarda. Vamos
a estudiarlo con detalle para aprender a reconocerlo bien.

1. PROPORCIONALIDAD DIRECTA

1.1. Magnitudes directamente proporcionales

Recuerda que:

Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando al multiplicar o dividir la primera por un
numero, la segunda queda multiplicada o dividida por el mismo niumero.

Ejemplo:

e Sj tres bolsas contienen 15 caramelos, siete bolsas (iguales a las primeras) contendran 35
caramelos, porque:
3-5=15 7-5=35

La razon de proporcionalidad directa k es el cociente de cualquiera de los valores de una variable y los
correspondientes de la otra:

a_b_c_d_,
a b ¢ d
Ejemplo:
. . , . . 15 35
e En el ejemplo anterior la razén de proporcionalidad es 5, porque: 3 = . =5
Ejemplo:

e Copia en tu cuaderno la siguiente tabla, calcula la razdn de proporcionalidad y completa los
huecos que faltan sabiendo que es una tabla de proporcionalidad directa:
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Magnitud A 18 1,5 60 2,7 0,21

Magnitud B 6 0,5 20 0,9 0,07

. . . 18 .
La razén de proporcionalidad es k = r = 3. Por tanto todos los valores de la magnitud B son tres veces

. 18 15 60 2,7 0,21
menores que los de la magnitud A: —=—=—=—=—-=3.
6 05 20 09 0,07 J

Observa que:

Si se representan graficamente los puntos de una proporcionalidad directa,
todos ellos estdn sobre una recta que pasa por el origen de coordenadas. ————
La razén de proporcionalidad es la pendiente de la recta. La funcidn lineal
y = kx se denomina también funcion de proporcionalidad directa.

Ejemplo:

L. . . Rectd =3x
e Ecuacion de la recta del ejemplo anterior y

La ecuacién de la recta es y = 3x. Comprobamos que todos los puntos la verifican:

18 = 3-6; 1,5=3.0,5; 60=3-20; 2,7=3-0,9; 0,21=3-0,07.
Reduccion a la unidad

Si debemos usar la misma ecuacién de la recta en distintas ocasiones el problema puede simplificarse
con la reduccidn a la unidad. Si x = 1 entonces y = k.

Ejemplo:

e Para celebrar su cumpleanos José ha comprado 3 botellas de refresco que le han costado 4,5 €.
Piensa que no van a ser suficientes y decide comprar 2 mas. Calcula el precio de las 2 botellas
utilizando la reduccién a la unidad.

4 4
y :—’5X =Yy :—1;5-1 = k =1,5 = y = 1,5x. Ahora podemos calcular el precio de cualquier

3
numero de botellas. En nuestro caso x =2, luegoy=1,5-2=3 €.

1. Copia en tu cuaderno y completa la tabla de proporciéon directa. Calcula la razéon de
proporcionalidad. Representa graficamente los puntos. Determina la ecuacion de la recta.

Litros 12 7,82 1 50
Euros 36 9,27 10
2. Calcula los términos que faltan para completar las proporciones:
) 2430 x4 36 x
100 «x 80 12 128 60

3. Si el AVE tarda una hora y treinta y cinco minutos en llegar desde Madrid a Valencia, que distan 350
kildbmetros, écuanto tardara en recorrer 420 km?
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1.2. Proporcionalidad simple directa

Acabamos de ver que la proporcionalidad simple directa consiste en encontrar la ecuacion de una recta
gue pasa por el origen: y = kx.

Ejemplo:
e \Veinte cajas pesan 400 kg, écuantos kg pesan 7 cajas?

Buscamos la ecuacion de la recta: y = kx = 400 = k20 = k = 400/20 = 20 = y = 20x Ecuacion de la recta

Six =7 entonces y =20 - 7 = 140 kg.

4. En una receta nos dicen que para hacer una mermelada de frutas del
bosque necesitamos un kilogramo de azucar por cada dos kilogramos
de fruta. Queremos hacer 7 kilogramos de mermelada, écuantos
kilogramos de azucar y cuantos de fruta debemos poner?

5. La altura de una torre es proporcional a su sombra (a una misma hora). Una torre que mide 12 m
tiene una sombra de 25 m. ¢ Qué altura tendra otra torre cuya sombra mida 43 m?

6. Una fuente llena una garrafa de 12 litros en 8 minutos. ¢ Cuanto tiempo tardara en llenar un bidén de
135 litros?

7. Hemos gastado 12 litros de gasolina para recorrer 100 km. ¢ Cuantos
litros necesitaremos para una distancia de 1374 km?

8. Mi coche ha gasta 67 litros de gasolina en
recorrer 1250 km, écudntos litros gastard en un viaje
de 5823 km?

9. Un libro de 300 paginas pesa 127 g. {Cuanto

pesara un libro de la misma coleccion de 420 paginas?

10. Dos pantalones nos costaron 28 €, écudnto pagaremos por 7 pantalones?

1.3. Porcentajes
El porcentaje o tanto por ciento es la razén de proporcionalidad de mayor uso en la vida cotidiana.
El tanto por ciento es una razén con denominador 100.

Ejemplo:

37 % = ﬂ La ecuacién de larectaes: y = ﬂx.
100 100

Los porcentajes son proporciones directas.
Ejemplo:

e La poblacién de Zarzalejo era en 2013 de 7380 habitantes. En 2014 se ha incrementado en un 5
%. ¢Cual es su poblacién a final de 20147
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73800 x, por lo que el 5 % de 7392 es y = 7380 5 = 369 habitantes. La poblaciéon se ha

100
incrementado en 369 habitantes, luego al final de 2014 la poblacidon serd de: 7380 + 369 = 7749
habitantes.

11. Expresa en tanto por ciento las siguientes proporciones:
27

a) —

100

12. Si sabemos que los alumnos rubios de una clase son el 16 % y hay 4 alumnos rubios, écuantos
alumnos hay en total?

b) “1 de cada 2” c) 52
90

13. Un depdsito de 2000 litros de capacidad contiene en este momento 1036 litros. ¢Qué tanto por
ciento representa?

14. La proporcidn de los alumnos de una clase de 42 de ESO que han aprobado Matematicas fue del 70
%. Sabiendo que en la clase hay 30 alumnos, écudntos han suspendido?

1.4. Incremento porcentual. Descuento porcentual. Porcentajes encadenados

Incremento porcentual
Ejemplo:
e El ejemplo anterior puede resolverse mediante incremento porcentual: 100 + 5 =105 %

y= 7380 x, por lo que el 105 % de 7392 es y = % - 105 = 7749 habitantes.

100

Descuento porcentual

e En las rebajas a todos los articulos a la venta les aplican un 30 % de descuento. Calcula el precio
de los que aparecen en la tabla:

Precio sin descuento 75 € 159 € 96 € 53 €

Precio en rebajas 52,50 € 111,3 € 67,2 € 37,1€

0 L
Ya que nos descuentan el 30 %, pagaremos el 70 %. Por tanto: k = 100 = 0,7 es la razén directa de

proporcionalidad que aplicaremos a los precios sin descuento para calcular el precio rebajado. Por tanto:
y=0,7 x.

Porcentajes encadenados

Muchas veces hay que calcular varios incrementos porcentuales y descuentos porcentuales. Podemos
encadenarlos. En estos casos lo mas sencillo es calcular, para cada caso, el tanto por uno, e irlos
multiplicando.
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Ejemplo:

e En unas rebajas se aplica un descuento del 30 %, y el IVA del 21 %. ¢{Cuanto nos costara un
articulo que sin rebajar y sin aplicarle el IVA costaba 159 euros? ¢Cudl es el verdadero
descuento?

En un descuento del 30 % debemos pagar un 70 % ((100 — 30) %), por lo que el tanto por uno es de 0,7.
Por el incremento del precio por el IVA del 21 % ((100 + 21) %) el tanto por uno es de 1,21. Encadenando
el descuento con el incremento tendremos un indice o tanto por uno de 0,7 - 1,21 = 0,847, que
aplicamos al precio del articulo, 159 €, 0,847 - 159 = 134,673 € ~ 134,67 €. Por tanto nos han descontado
24,33 euros.

Si estamos pagando el 84,7 % el verdadero descuento es el 15,3 %.
Ejemplo:

e Calcula el precio inicial de un televisor, que después de subirlo un 20 % y rebajarlo un 20 % nos
ha costado 432 €. ¢{Cual ha sido el porcentaje de variacion?

Al subir el precio un 20 % estamos pagando el 120 % vy el tanto por uno es 1,2. En el descuento del 20 %
estamos pagando el 80 % y el tanto por uno es 0,8. En total con las dos variaciones sucesivas el tanto
porunoesde0,8-1,2=0,96, y el precio inicial es 432 : 0,96 = 450 €. Precio inicial = 450 €.

El tanto por uno 0,96 es menor que 1 por lo tanto ha habido un descuento porque hemos pagado el 96
% del valor inicial y este descuento ha sido del 4 %.

15. Una fabrica ha pasado de tener 130 obreros a tener 90. Expresa la disminucién
en porcentaje.

16. Calcula el precio final de un lavavajillas que costaba 520 € mas un 21 % de IVA,
al que se le ha aplicado un descuento sobre el coste total del 18 %.

17. Copia en tu cuaderno y completa:

a) De una factura de 1340 € he pagado 1200 €. Me han aplicado un ......... % de
descuento
b) Me han descontado el 9 % de una factura de ................. €y he pagado 280 €.

c) Por pagar al contado un mueble me han descontado el 20 % y me he ahorrado 100 €. ¢Cual era el
precio del mueble sin descuento?

18. El precio inicial de un electrodoméstico era 500 euros. Primero subioé un 10 % y después bajoé un 30
%. ¢Cual es su precio actual? ¢Cual es el porcentaje de incremento o descuento?

19. Una persona ha comprado acciones de bolsa en el mes de enero por un valor de 10 000 €. De enero
a febrero estas acciones han aumentado un 8 %, pero en el mes de febrero han disminuido un 16 %
¢Cual es su valor a finales de febrero? ¢En qué porcentaje han aumentado o disminuido?

20. El precio inicial de una enciclopedia era de 300 €y a lo largo del tiempo ha sufrido variaciones. Subid
un 10 %, luego un 25 % y después bajo un 30 %. ¢Cudl es su precio actual? Calcula la variacion
porcentual.

21. En una tienda de venta por Internet se anuncian rebajas del 25 %, pero luego cargan en la factura un
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20 % de gastos de envio. {Cual es el porcentaje de incremento o descuento? ¢Cuanto tendremos que
pagar por un articulo que costaba 30 euros? ¢Cudnto costaba un articulo por el que hemos pagado

36 euros?

1.7. Escalas

En planos y mapas encontramos anotadas en su parte inferior la
escala a la que estan dibujados.

La escala es la proporcién entre las medidas del dibujo y las

medidas en la realidad.

Ejemplo:

e Se expresa de la forma 1 : 2000 que significa que 1 cm del __
plano corresponde a 2000 cm = 20 m en la realidad. « Y

o

Por tanto si “y” son las medidas en la realidad, y “x” lo son en el
plano, esta escala se puede escribir con la ecuacion de la recta:

Las escalas también se representan en forma grafica, mediante una barra
dividida en segmentos de 1 cm de longitud

Ejemplo:

0 20 40

Esta escala identifica cada centimetro del mapa con 20 m en la realidad
es decir 1 : 2000, y = 2000x.

N N gy ]
|
%m.f.m

60 80

Principales calzadas romanas

y = 2000x.

1;25 l””.’””.'””!"”f"”f/

"”I””ﬂm/m
S0

100 m ,
Escalimetro

Al estudiar la semejanza volveremos a insistir en las escalas.

Un instrumento sencillo para realizar trabajos a escala es el pantégrafo que facilita copiar una imagen o

reproducirla a escala.

JI
|
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El pantégrafo es un paralelogramo articulado que, al variar la distancia
entre los puntos de articulacién, permite obtener diferentes tamafios de
dibujo sobre un modelo dado.

22. La distancia real entre dos pueblos es 28,6 km. Si en el mapa estan a
7 cm de distancia. ¢ A qué escala estd dibujado?

23. ¢Qué altura tiene un edificio si su maqueta construida a escala 1 :
200 presenta una altura de 8 cm?

24. Dibuja la escala grafica correspondiente a la escala 1 : 60000.

25. Las dimensiones de una superficie rectangular en el plano son 7 cm

y 23 cm. Si esta dibujado a escala 1 : 50, calcula sus medidas reales.
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2. PROPORCIONALIDAD INVERSA

2.1. Magnitudes inversamente proporcionales

Recuerda que:

Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando al multiplicar o dividir la primera por un
numero, la segunda queda dividida o multiplicada por el mismo nimero.

Ejemplo:

e Cuando un automdvil va a 90 km/h, tarda cuatro horas en llegar a su destino. Si fuera a 120 km/h
tardaria 3 horas en hacer el mismo recorrido.

90-4=120-3
La velocidad y el tiempo son magnitudes inversamente proporcionales.
La razon de proporcionalidad inversa k” es el producto de cada par de magnitudes: k’=a-b=a" b’
Ejemplo:

e Copia latabla en tu cuaderno, calcula la razén de proporcionalidad inversa y completa la tabla de
proporcionalidad inversa:

a 18 150 1,5 3600 100
b 50 6 600 0,25 9

k= 18 - 50 = 900. Comprueba que todas las columnas dan

este resultado.

Observa que:

Si se representan graficamente los puntos de una
proporcionalidad inversa, todos ellos estan sobre la grafica de

1 1]

una hipérbola de ecuacion y=—. La razén de
X

proporcionalidad inversa es la constante k’. A esta hipérbola

y = — también se la denomina funcién de proporcionalidad
X

inversa.

Hipérbolas:y = 3/x; y = 2/x; y = 1/x

Ejemplo:

e Ecuacion de la hipérbola del ejemplo anterior

La hipérbolaes y = ﬂ Comprobamos que todos los puntos verifican la ecuacion de dicha hipérbola:
X

18 150 15 3600 100
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26. Para embaldosar un recinto, 7 obreros han dedicado 80 horas de trabajo. Completa en tu cuaderno
la siguiente tabla y determina la constante de proporcionalidad. Escribe la ecuacién de la hipérbola.

Numero de obreros 1 5 7 12 60

Horas de trabajo 80 28 | 10

2.2. Proporcionalidad simple inversa

Para calcular el cuarto término entre dos magnitudes inversamente proporcionales calculamos la
constante de proporcionalidad y escribimos la ecuacién de la hipérbola

Ejemplo:

e Cuatro personas realizan un trabajo en 18 dias, écuantas personas necesitaremos para realizar el
mismo trabajo en 8 dias?

k=4-18=8-y=y= %-4 = 9 personas.

27. Al cortar una cantidad de madera hemos conseguido 5 paneles de 1,25 m de largo. ¢Cudantos

paneles conseguiremos si ahora tienen 3 m de largo?

28. En un huerto ecoldgico se utilizan 5000 kg de un tipo de abono de
origen animal que se sabe que tiene un 12 % de nitratos. Se cambia el
tipo de abono, que ahora tiene un 15 % de nitratos, écuantos
kilogramos se necesitaran del nuevo abono para que las plantas
reciban la misma cantidad de nitratos?

29. Ese mismo huerto necesita 200 cajas para envasar sus berenjenas en
cajas de un kilogramo. ¢ Cuantas cajas necesitaria para envasarlas en cajas de 1,7 kilogramo? ¢Y para
envasarlas en cajas de 2,3 kilogramos?

30. Para envasar cierta cantidad de leche se necesitan 8 recipientes de 100 litros de capacidad cada uno.
Queremos envasar la misma cantidad de leche empleando 20 recipientes. ¢Cudl debera ser la
capacidad de esos recipientes?

31. Copia en tu cuaderno la tabla siguiente, calcula la razén de proporcionalidad y completa la tabla de
proporcionalidad inversa. Escribe la ecuacion de la hipérbola.

Magnitud A 40 0,07 8

Magnitud B 0,25 5 6,4

2.3. Proporcionalidad compuesta

Una proporcidon en la que intervienen mds de dos magnitudes ligadas entre si por relaciones de
proporcionalidad directa o inversa se denomina proporcién compuesta.
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Para resolverlo, lo reduciremos a un problema simple de proporcionalidad directa o inversa.
Ejemplo:

e En el instituto 30 alumnos de 42 A de ESO han ido a esquiar y han pagado 2700 € por 4 noches
de hotel; 25 alumnos de 42 B de ESO han ganado en la loteria 3375 € y deciden ir al mismo hotel.
¢Cuantas noches de alojamiento pueden pagar?

Tenemos tres magnitudes: el nimero de alumnos, la cantidad en € que pagan por el hotel y el nimero
de noches de hotel. Observa que a mds alumnos se paga mas dinero, luego estas magnitudes son
directamente proporcionales. A mas noches de hotel se paga mas dinero, luego estas otras dos
magnitudes son también directamente proporcionales. Pero para una cantidad de dinero fija, a mas
alumnos pueden ir menos noches, luego el nimero de alumnos es inversamente proporcional al nUmero
de noches de hotel.

El mejor método es reducirlo a un problema de proporcionalidad simple, para ello obtenemos el precio
del viaje por alumno.

Cada alumno de 42 A ha pagado 2700 : 30 = 90 € por 4 noches de hotel. Luego ha pagado por una noche
90/4 = 22,5 €. La ecuacién de proporcionalidad directa es: y = 22,5x, donde “y” es lo que paga cada

o . n

alumnoy “x” el numero de noches.

Cada alumno de 42 B cuenta con 3375 : 25 = 135 € para pasar x noches de hotel, por lo que 135 = 22,5x,
luego pueden estar 6 noches.

32. Seis personas realizan un viaje de 12 dias y pagan en total 40800 €. ¢{ Cuanto pagaran 15 personas si
su viaje dura 4 dias?

33.Si 16 bombillas originan un gasto de 4500 €, estando encendidas durante 30 dias, 5 horas diarias,
équé gasto originarian 38 bombillas en 45 dias, encendidas durante 8 horas diarias?

34. Para alimentar 6 vacas durante 17 dias se necesitan 240 kilos de alimento. ¢Cuantos kilos de
alimento se necesitan para mantener 29 vacas durante 53 dias?

35.Si 12 hombres construyen 40 m de tapia en 4 dias trabajando 8 horas diarias, écudntas horas diarias
deben trabajar 20 hombres para construir 180 m en 15 dias?

36. Con una cantidad de pienso podemos dar de comer a 24 animales durante 50 dias con una racion de
1 kg para cada uno. ¢{Cuantos dias podremos alimentar a 100 animales si la racién es de 800 g?

37. Para llenar un depédsito se abren 5 grifos que lanzan 8 litros por minuto y tardan
10 horas. ¢Cudnto tiempo tardaran 7 grifos similares que

lanzan 10 litros por minuto?

38.  Si 4 maquinas fabrican 2400 piezas funcionando 8
horas diarias. éCudntas maquinas se deben poner a
funcionar para conseguir 7000 piezas durante 10 horas
diarias?

Matematicas 42 A de ESO. Capitulo n? 2: Proporcionalidad Autora: Nieves Zuasti

( Revisor: Javier Rodrigo y Maria Molero
www.apuntesmareaverde.org.es == 1 llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/�

3. REPARTOS PROPORCIONALES

Cuando se realiza un reparto en partes desiguales se debe establecer previamente si se trata de un
reparto proporcional directo o inverso.

3.1. Reparto proporcional directo

En un reparto proporcional directo le corresponderd mas a quien tiene mas partes.

Actividad resuelta

e Tres amigos deben repartirse los 400 € que han ganado en una competicidon de acuerdo a los
puntos que cada uno ha obtenido. El primero obtuvo 10 puntos, el segundo 7 y el tercero 3
puntos.

El reparto directamente proporcional se inicia sumando los puntos: 10 + 7 + 3 = 20 puntos.

Calculamos el premio por punto: 400 : 20 = 20 €.

El primero obtendra 20 - 10 = 200 €.

El segundo: 20-7=140¢€.

El tercero: 20-3=60¢.

La suma de las tres cantidades es 200 + 140 + 60 = 400 €, la cantidad total a repartir.
Como se trata de una proporcion, se debe establecer la siguiente regla:

Sea N (en el ejemplo anterior 400) la cantidad a repartir entre cuatro personas, a las que les
correspondera A, B, C, D de manera que N = A + B + C + D. Estas cantidades son proporcionales a su
participaciéon en el reparto: g, b, ¢, d.

a+b+c+d=neselnimero total de partes en las que ha de distribuirse N.
N : n =k que es la cantidad que corresponde a cada parte. En el ejemplo anterior: k=400 : 20 = 20.

El reparto finaliza multiplicando k por g, b, c y d, obteniéndose asi las cantidades correspondientes A, B,
CyD.

. . A+B+C+D N
Es decir, ahora la ecuacién de larectaes: y=————X=—X

a+b+c+d n

39. Cinco personas comparten loteria, con 10, 6, 12, 7 y 5 participaciones respectivamente. Si han
obtenido un premio de 18000 € ¢ Cuanto corresponde a cada uno?

40. Tres socios han invertido 20000 €, 34000 € y 51000 € este afio en su empresa. Si los beneficios a
repartir a final de afio ascienden a 31500€, ¢cuanto corresponde a cada uno?

41. La Unidn Europea ha concedido una subvencion de 48.000.000 € para tres estados de 1.500, 900 y
600 millones de habitantes, écomo debe repartirse el dinero, sabiendo que es directamente
proporcional al nUmero de habitantes?

42. Se reparte una cantidad de dinero, entre tres personas, directamente proporcional a 2, 5 y 8.
Sabiendo que a la segunda le corresponde 675 €. Hallar lo que le corresponde a la primera y tercera.
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43. Una abuela reparte 100 € entre sus tres nietos de 12, 14 y 16 aiios de edad; proporcionalmente a sus
edades. ¢Cuanto corresponde a cada uno?

3.2. Reparto proporcional inverso

En un reparto proporcional inverso recibe mas quien menos partes tiene.

Sea N la cantidad a repartiry a, b y c las partes. Al ser una proporcion inversa, el reparto se realiza a sus
inversos 1/a, 1/b, 1/c.

Para calcular las partes totales, reducimos las fracciones a comun denominador, para tener un patrén
comun, y tomamos los numeradores que son las partes que corresponden a cada uno.

Actividad resuelta

e Repartir 4000 € de forma inversamente proporcional a 12 y 20.
Calculamos el total de las partes: 1/12 + 1/20 = 5/60 + 3/60 = 8/60.
4000 : 8 =500 € cada parte.
500-5= 2500 €.
500 -3 = 1500 €.
En efecto, 2500 + 1500 = 4000.

44. En un concurso se acumula puntuacion de forma inversamente proporcional al nimero de errores.
Los cuatro finalistas, con 10, 5, 2 y 1 error, deben repartirse los 2500 puntos. {Cuantos puntos
recibird cada uno?

45. En el testamento, el abuelo establece que quiere repartir entre sus nietos 4500 €, de manera
proporcional a sus edades, 12, 15 y 18 afios, cuidando que la mayor cantidad sea para los nietos
menores, écudnto recibird cada uno?

46. Se reparte dinero inversamente proporcional a 5, 10 y 15; al menor le corresponden 3000 €. ¢Cudanto
corresponde a los otros dos?

47.Tres hermanos ayudan al mantenimiento familiar entregando
anualmente 6000 €. Si sus edades son de 18, 20 y 25 aiios y las
aportaciones son inversamente proporcionales a la edad, écuanto
aporta cada uno?

48. Un padre va con sus dos hijos a una feria y en la tdmbola gana 50
€ que los reparte de forma inversamente proporcional a sus

edades, que son 15 y 10 afos. ¢Cudntos euros debe dar a cada
uno?
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3.3. Mezcla y aleaciones

Las mezclas que vamos a estudiar son el resultado final de combinar distintas cantidades de productos,
de distintos precios.

Actividad resuelta

e Calcula el precio final del litro de aceite si mezclamos 13 litros a
3,5 € el litro, 6 litros a 3,02 €/l y 1 litro a 3,9 €/I.
Calculamos el coste total de los distintos aceites:
13-3,5+6-3,02+1-3,9=67,52 €.
Y el numero total de litros: 13+6+1=201.
El precio del litro de mezcla valdra 67,52 : 20 = 3,376 €/I.

49.  Calcula el precio del kilo de mezcla de dos tipos de café:
3,5kga4d,8€/kgy5,20 kg a 6 €/kg.

50. ¢Cuantos litros de zumo de pomelo de 2,40 €/ deben
mezclarse con 4 litros de zumo de naranja a 1,80 €/I para obtener
una mezcla a 2,13 €/I?

Granos de café

Una aleacién es una mezcla de metales para conseguir un determinado producto final con mejores
propiedades o aspecto.

Las aleaciones se realizan en joyeria mezclando metales preciosos, oro, plata, platino, con cobre o rodio.
Segun la proporcion de metal precioso, se dice que una joya tiene mas o menos ley.

La ley de una aleacion es la relacion entre el peso del metal mas valioso y el peso total.

Ejemplo:

e Una joya de plata de 50 g de peso contiene 36 g de plata
pura. ¢Cudl es su ley?

Ley = peso metal puro _36 _ 0.72
peso total 50

Otra forma de medir el grado de pureza de una joya es el quilate.
Un quilate de un metal precioso es 1/24 de la masa total de la
aleacion.
Para que una joya sea de oro puro ha de tener 24 quilates.

Ejemplo: El término quilate viene de la palabra
Una joya de oro de 18 quilates pesa 62 | griega “keration” (algarroba). Esta
g. ¢Qué cantidad de su peso es de oro | planta, de semillas muy uniformes, se
puro? utilizaba para pesar joyas y gemas en la

. antigliedad.
Peso en oro = % =46,5g. &

51. Calcula la ley de una joya sabiendo que pesa 87 gy contiene 69 g de oro puro.
52. ¢Cuantos quilates tiene, aproximadamente, |la joya anterior?
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4. INTERES

4.1. Calculo de interés simple

El interés es el beneficio que se obtiene al depositar un capital en una entidad financiera a un
determinado tanto por ciento durante un tiempo.

En el interés simple, al capital C depositado se le aplica un tanto por ciento o rédito r anualmente.
El calculo del interés obtenido al cabo de varios afios se realiza mediante la formula:
| = C-r-t
100

Si el tiempo que se deposita el capital son meses o dias, el interés se calcula dividiendo la expresion
anterior entre 12 meses o 360 dias (afio comercial).
C-r-t C-r-t

|=——— tiempo en meses l= = tiempo en dias
1200 36000

Actividades resueltas

e Depositamos 4000 € al 2 % anual. ¢ Cuanto dinero tendremos al cabo de 30 meses?

Calculamos el interés simple:

| = 4000-2-30
1200

Sumamos capital e intereses:

4000 + 200 = 4200 €

=200 €

54. Calcula el interés simple que producen 10.000 € al 3 % durante 750 dias.

55. ¢Qué capital hay que depositar al 1,80 % durante 6 afios para obtener un interés simple de 777,6 €?

4.2. Interés compuesto

Desde otro punto de vista, el interés es el porcentaje que se aplica a un préstamo a lo largo de un
tiempo, incrementando su cuantia a la hora de devolverlo.

Este tipo de interés no se calcula como el interés simple sino que se establece lo que se llama
“capitalizacion”.

El interés compuesto se aplica tanto para calcular el capital final de una inversién, como la cantidad a
devolver para amortizar un préstamo.

Normalmente los préstamos se devuelven mediante cuotas mensuales que se han calculado a partir de
los intereses generados por el préstamo al tipo de interés convenido.

La capitalizacion compuesta plantea que, a medida que se van generando intereses, pasen a formar
parte del capital inicial, y ese nuevo capital producird intereses en los periodos sucesivos.
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Si se trata de un depdsito bancario, el capital final se calculara siguiendo el siguiente procedimiento:

Ci (capital inicial) | 1 afio i (tanto por uno) C:=Ci-(1+1)

Ci-(1+1) 2 afios | Ci- (L+i)-(1+1) Ci=Ci-(1+i)

Ci-(1+i) 3afios | Ci-(1+i)*-(1+i) Ci=Ci-(1+i)
n afios Ce=Ci-(1+10)

Al cabo de n afios, el capital final serd C;=C; - (1 +i)".

Para hacer los cdlculos puedes utilizar una “Hoja de cdlculo”. Basta que en la hoja de calculo adjunta
modifiques los datos de las casillas B5 donde estd el “Capital inicial”, casilla B6 donde esta el “Tanto por
uno” y de la casilla B7 donde aparece el nimero de “Anos”, y arrastres en la columna B hasta que el
numero final de afios coincida con dicha casilla.

,3\ = 9 - X )= Interés compuestoxlsx - Microsoft E:
2
Inicio Insertar Disefio de pagina Formulas Datos Revisar Vista Acrobat
==] ¥ Cort Sl || =
B dhalariar Calibri 11 v (A A [F == | Siaustartedo General - iﬁ‘
=3 Copiar =

PE?E" # Copiar formato |N & § - -[|Br- A~|||E = =| € +£|| & combinary centrar ~ || (B8 > 9%, 000/ %8 8| coE?jli'gti
Portapapeles IF] Fuente L] Alineacian L] MNamero IF]
| K8 - fe |
A B C D E F G
1 Interés compuesto
2 Problema:
3 El capital inicial de un deposito asciende a 82000 €. El tanto aplicado es el 3 % a interés compuesto durante 5 afios. Calcula el capital final.
4
5 |Capital inicial: 82000
& Tanto porciento o rédito: 3
7 |Numero de afios: 5
8
9
Capital inicial: Afos r (tanto por (1+r)*n Capital final: C; Interés total
10 uno)
11 82000,00 1 0,03 1,03 84460,00 2460,00
12 84460,00 2 0,03 1,0609 86993,80 4993,80
13 86993,80 3 0,03 1,092727 89603,61 7603,61
14 89603,61 4 0,03 1,12550881 92291,72 10291,72
15 92291,72 5 0,03 1,159274074 95000,47 1306047

16
Actividades resueltas

e El capital inicial de un depdsito asciende a 82000 €. El tanto por ciento aplicado es el 3 % a
interés compuesto durante 5 afios. Calcula el capital final.

Ci=Ci-(1+i)"= 82000 - (1 +0,03)° = 82000 - 1,159... = 95060 €

56.Al 5 % de interés compuesto durante 12 afios, écudl sera el capital final que obtendremos al
depositar 39500 €?
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CURIOSIDADES. REVISTA

Confecciona tu propia hoja de calculo

Vamos a resolver el problema “El capital inicial de un depdsito asciende a 82000 €. El tanto aplicado
es el 3 % a interés compuesto durante 5 anos. Calcula el capital final” confeccionando una hoja de
calculo.

Abre Excel o cualquier otra hoja de calculo. Veras que las hojas estan formadas por cuadriculas, con
letras en la horizontal y nimeros en la vertical. Asi cada cuadricula de la hoja se puede designar por una
letra y un nimero: Al, B7, ...

Vamos a dejar las primeras 9 filas para poner titulos, anotaciones...

En la fila 10 vamos a escribir los titulos de las casillas. En la casilla A10 escribe: Capital inicial. En la
B10: Afios. En la C10: Tanto por uno. En la D10: (1 +r)". En la E10: capital final. En la F10: Interés total.

E;"J = 9 - x |7 Interés compuestoxlsx - Microsoft E
29
- Inicio Insertar Disefio de pagina Farmulas Datos Revisar Vista Acrobat
B & Cortar Calibri -1 v A A [ = =8| | Siaustartexto General - E:LF
=3 Copiar S =
B - - - ||| = = =| == s5|| B i - ||| EE . <0 00 F
=gar o Copiar formato N & § - A E = =||iE £=|| = Combinary centrar 2 o 000 %f % con?jli'z?g
Portapapeles ] Fuente IFi Alineacion IFi Nidmero L]
| K8 - |
A B C D E F €]
1 Interés compuesto
2 Problema:
3 El capital inicial de un deposite asciende a 82000 €. El tanto aplicado es el 3 % a interés compuesto durante 5 afios. Calcula el capital final.
4
5 |Capital inicial: 32000
6 Tanto por ciento o rédito: 3
7 |Mumero de afios: 5
3
9
Capital inicial: C; Afios r (tanto por (1+r)*n Capital final: ¢; | Interés total
10 uno)
11 82000,00 1 0,03 1,03 84460,00 2460,00
12 84460,00 2 0,03 1,0609 86993,80 4993,80
13 86993,80 3 0,03 1,092727 89603,61 7603,61
14 89603,61 4 0,03 1,12550881 92291,72 10291,72
15 92291,72 3 0,03 1,159274074 95060,47 13060,47
16

En la fila 11 comenzamos los calculos. En A11 anotamos 82000, que es el capital inicial.

En B11, escribimos 1, pues estamos en el afio primero; en B12, escribimos 2, y seleccionando las
casillas B11 y B12 arrastramos hasta B15, pues nos piden 5 afos.

Como se ha puesto el capital al 3 %, el tanto por uno es 0,03, cantidad que copiamos en Cl11 vy
arrastramos hasta C15.

Para calcular (1 + r)", podemos hacerlo usando la funcién POTENCIA. Para ello escribimos un signo =
en la casilla D11 y buscamos la funcion POTENCIA, en nimero escribiremos 1+C11 y en exponente B11.
Te habra quedado: =POTENCIA(1+C11;B11). Ahora, lo seialas y lo arrastras hasta D15.

Para calcular C- (1 + r) ", en la columna E, sélo tenemos que multiplicar A11*D11. Queremos dejar
invariante el capital inicial, para decirselo a Excel, que no nos lo cambie, escribimos: =SA$11*D11 vy
arrastramos hasta la fila E15.
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Al aumentar el lado de un cuadrado al doble, su
superficie queda multiplicada por 4. Al multiplicar
por 3 el lado, el area se multiplica por 9.

Al aumentar el lado de un cubo al
doble, su volumen queda
multiplicado por 8. Al multiplicar

En general, si hacemos un cambio de escala de
factor de proporcionalidad k, el drea tiene un
factor de proporcionalidad k°, y el volumen k.

Utiliza esta observacion para resolver los siguientes problemas:

La torre Eiffel de Paris mide 300 metros de altura y pesa unos 8 millones de
kilos. Estd construida de hierro. Si encargamos un modelo a escala de dicha
torre, también de hierro, que pese sélo un kilo, équé altura tendra? ¢Serd
mayor o menor que un lapiz?

Antes de empezar a calcular, da tu opinidn.

Ayuda: k* = 8 000 000/1 luego k = 200. Si la Torre Eiffel mide 300 metros de altura, nuestra
torre medird 300/200 = 1,5 m. Metro y medio! iMucho mas que un lapiz!

Kl. En una pizzeria la pizza de 20 cm de diametro vale 3 euros y la de\
40 cm vale 6 euros. ¢ Cual tiene mejor precio?

2. Vemos en el mercado una merluza de 40 cm que pesa un kilo.
Nos parece un poco pequeiia y pedimos otra un poco mayor, que
resulta pesar 2 kilos. ¢ Cuanto medira?

3. En un dia frio un padre y un hijo pequefio van exactamente igual
abrigados, {Cual de los dos tendrda mas frio?

- J
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RESUMEN

Ejemplos

Proporcionalidad
directa

Dos magnitudes son directamente proporcionales
cuando al multiplicar o dividir a la primera por un
numero, la segunda queda multiplicada o dividida por
el mismo numero.

La funcién de proporcionalidad directa es una recta
gue pasa por el origen: y = kx. La pendiente de la
recta, k, es la razén de proporcionalidad directa.

Para empapelar 300 m?
hemos utilizado 24 rollos de
papel, si ahora la superficie es
de 104 mz, necesitaremos
8,32 rollos, pues k = 300/24 =
12,5,y =12,5x, por lo que x =
104/12,5 = 8,32 rollos.

Proporcionalidad

Dos magnitudes son inversamente proporcionales
cuando al multiplicar o dividir a la primera por un

Dos personas pintan una

inversa vivienda en 4 dias. Para pintar
nlum.ero, la ,segunda queda dividida o multiplicada por | |5 misma vivienda, 4 personas
el mismo numero. _
tardaran: k’=8, y = 8/x, por lo
La funcion de proporcionalidad inversa es la hipérbola | que tardaran 2 dias.
y = k’/x. Por tanto la razén de proporcionalidad
inversa k’ es el producto de cada par de magnitudes:
k=a-b=a"b".
Porcentajes Razdén con denominador 100. El 87 % de 2400 es =2088
Escalas La escala es la proporcion entre las medidas del|A escala 1:50000, 35 cm son

dibujo y las medidas en la realidad.

17,5 km en la realidad.

Reparto proporcional directo Reparto proporcional inverso
Repartir directamente a 6,10 y 14, 105000 € Repartir 5670 inversamentea 3,5y 6
6+10+14=30 1/3+1/5+1/6=10+6+5=E
105000 : 30 = 3500 30 30
6- 3500 = 21000 € 5670:21=270
10 -3500 = 35000 € 270-10=2700
14 - 3500 = 49000 € 270 - 6=1620
270-5=1350
Mezclas y Mezclar distintas cantidades de productos, de|Unajoyaque pesa245gy
aleaciones distintos precios. contiene 195 g de plata, su

La ley de una aleacidn es la relacidon entre el peso del
metal mas valioso y el peso total.

ley es: 0,795

Interés simple y
compuesto

El interés es el beneficio que se obtiene al depositar
un capital en una entidad financiera a un
determinado tanto por ciento durante un tiempo

C=3600;r=4,3%;t=_38afnos
= 3600-4,3-8

=1238,4€
100
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1. Copia en tu cuaderno, calcula la razén de proporcionalidad y completa la tabla de proporcionalidad
directa:
litros 8,35 0,75 1,5
euros 14 2,25 8
2. Estima cudantas personas caben de pié en un metro cuadrado. Ha habido una fiesta y se ha llenado
completamente un local de 400 m?, ¢ cudntas personas estimas que han ido a esa fiesta?
3. Cada semana pagamos 48 € en transporte. ¢Cuanto gastaremos durante el
mes de febrero?
4. Con 85 € hemos pagado 15 m de tela, écuanto nos costaran 23 m de la misma
tela?
5. Para tapizar cinco sillas he utilizado 0,6 m de tela, écuantas sillas podré tapizar
con la pieza completa de 10 m?
6. Un camidén ha transportado en 2 viajes 300 sacos de patatas de 25 kg cada
uno. ¢Cuantos viajes seran necesarios para transportar 950 sacos de 30 kg
cada uno?
7. Una edicién de 400 libros de 300 pdginas cada uno alcanza un peso total de
100 kg. ¢ Cudntos kg pesara otra edicién de 700 libros de 140 paginas cada uno?
8. Sabiendo que la razdon de proporcionalidad directa es k = 1,8, copia en tu cuaderno y completa la
siguiente tabla:
Magnitud A 15,9 0,01
Magnitud B 6 0,1 10
9. El modelo de teléfono movil que costaba 285 € + IVA esta ahora con un 15 % de descuento. éCual es
su precio rebajado? (IVA 21 %)
10. Por retrasarse en el pago de una deuda de 1500 €, una persona debe pagar un recargo del 12 %.
¢Cuanto tiene que devolver en total?
11. Si un litro de leche de 0,85 € aumenta su precio en un 12 %, écuanto vale ahora?
12. {Qué tanto por ciento de descuento se ha aplicado en una factura de
1900 € si finalmente se pagaron 1200 €?
13. Si unas zapatillas de 60 € se rebajan un 15 %, écudl es el valor final?
14. Al comprar un televisor he obtenido un 22 % de descuento, por lo que
al final he pagado 483,60 €, écudl era el precio del televisor sin
descuento?
15. Luis comprd una camiseta que estaba rebajada un 20 % y pago por ella 20 €. ¢{Cudl era su precio
original?
16. Por liquidar una deuda de 35000 € antes de lo previsto, una persona paga finalmente 30800 €, ¢qué
porcentaje de su deuda se ha ahorrado?
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17. El precio de un viaje se anuncia a 500 € IVA incluido. ¢Cudl era el precio sin IVA? (IVA 21 %)

18. ¢Qué incremento porcentual se ha efectuado sobre un articulo que antes valia 25 € y ahora se paga a
29 €7

19. Un balneario recibié 10 mil clientes en el mes de julio y 12 mil en agosto. éCual es el incremento

porcentual de clientes de julio a agosto?

20. Un mapa esta dibujado a escala 1 : 800000. La distancia real entre dos
ciudades es 200 km. ¢Cuadl es su distancia en el mapa?

21. La distancia entre Oviedo y Coruiia es de 340 km. Si en el mapa estan a 12 cm,

écual es la escala a la que estd dibujado?

22. Interpreta la siguiente escala grafica y calcula la distancia en la realidad para 21 cm.

I

0 3 6 9 12 km

23. Copia en tu cuaderno y completa la siguiente tabla:

Tamaiio en el dibujo Tamaiio real Escala
20 cm largoy 5 cm de ancho 1:25000
10 cm 15 km
450 m 1:30000
24. Copia en tu cuaderno, calcula la razon de proporcionalidad inversa y completa la tabla:
Magnitud A 8 7,5 3,5
Magnitud B 12 0,15 10
25. Determina si las siguientes magnitudes se encuentran en proporcién directa, inversa o en ninguna de

ellas:
a) Velocidad a la que circula un coche y espacio que recorre
b) Dinero que tienes para gastar y bolsas de almendras que puedes comprar
c) Talla de zapatos y precio de los mismos
d) Numero de miembros de una familia y litros de leche que consumen

e) Numero de entradas vendidas para un concierto y dinero recaudado

f) Numeros de grifos que llenan una piscina y tiempo que esta tarda en llenarse

. 5

g) Edad de una personay estatura que tiene

h) Numero de trabajadores y tiempo que tardan en hacer
una valla

i) Edad de una persona y numero de amigos que tiene

26. ¢Qué velocidad deberia llevar un automavil para recorrer en 4
horas cierta distancia, si a 80 km/h ha tardado 5 horas y 15
minutos?
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.
39.

40.

41.

La razén de proporcionalidad inversa entre A y B es 5. Copia en tu cuaderno y completa la tabla
siguiente:

A 20 7 10,8

B 0,05 0,3

En la granja se hace el pedido de forraje para alimentar a 240 cerdos durante 9 semanas. Si vende 60
cerdos, écuantas semanas le durara el forraje? ¢Y si en lugar de
vender, compra treinta cerdos? ¢Y si decide rebajar la racién una
cuarta parte con los 240 cerdos?

Un granjero con 65 gallinas tiene maiz para alimentarlas 25 dias. Si
vende 20 gallinas, ¢ Cuantos dias podra alimentar a las restantes?

Con 15 paquetes de 4 kg cada uno pueden comer 150 gallinas
diariamente. Si los paquetes fueran de 2,7 kg, écuantos
necesitariamos para dar de comer a las mismas gallinas?

Determina si las dos magnitudes son directa o inversamente proporcionales y completa la tabla en tu
cuaderno:

A 24 8 0,4 6 50

B 3 9 180 20

Si la jornada laboral es de 8 horas necesitamos a 20 operarios para realizar un trabajo. Si rebajamos
la jornada en media hora diaria, ¢cudantos operarios serdn necesarios para realizar el mismo trabajo?

En un almacén se guardan reservas de comida para 100 personas durante 20 dias con 3 raciones
diarias, ¢cuantos dias duraria la misma comida para 75 personas con 2 raciones diarias?

Si 15 operarios instalan 2500 m de valla en 7 dias. ¢Cuantos dias tardaran 12 operarios en instalar
5250 m de valla?

En un concurso el premio de 168000 € se reparte de forma directamente proporcional a los puntos
conseguidos. Los tres finalistas consiguieron 120, 78 y 42 puntos. ¢ Cuantos euros recibiran cada uno?

Repartir 336 en partes directamente proporcionales a 160, 140, 120.

Un trabajo se paga a 3120 €. Tres operarios lo realizan aportando el primero 22 jornadas, el segundo
16 jornadas y el tercero 14 jornadas. ¢ Cuanto recibird cada uno?

Repartir 4350 en partes inversamente proporcionales a 18, 30, 45.

Mezclamos 3 kg de almendras a 14 €/kg, 1,5 kg de nueces a 6
€/kg, 1,75 kg de castanas 8 €/kg. Calcula el precio final del paquete
de 250 g de mezcla de frutos secos.

Calcula el precio del litro de zumo que se consigue mezclando 8
litros de zumo de pifia a 2,5 €/I, 15 litros de zumo de naranja a 1,6
€/l y 5 litros de zumo de uva a 1,2 €/I. ¢A cuanto debe venderse
una botella de litro y medio si se le aplica un aumento del 40 %

sobre el precio de coste?

Para conseguir un tipo de pintura se mezclan tres productos 5 kg del producto X a 18 €/kg, 19 kg del
producto Y a 4,2 €/kgy 12 kg del producto Z a 8 €/kg. Calcula el precio del kg de mezcla.
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42.

43.

44.

45.

46.
47.
48.

49.

50.

51.

Cinco personas comparten un microbus para realizar distintos trayectos. El coste total es de 157,5 €
mas 20 € de suplemento por servicio nocturno. Los kildmetros recorridos por cada pasajero fueron 3,
5,7, 8 y 12 respectivamente. ¢ Cuanto debe abonar cada uno?

Se ha decidido penalizar a las empresas que mas contaminan. Para ello se reparten 2350000 € para
subvencionar a tres empresas que presentan un 12 %, 9 % y 15 % de grado

de contaminacion. é¢Cuanto recibira cada una?

Un lingote de oro pesa 340 g y contiene 280,5 g de oro puro. ¢Cudl es su
ley?

¢Cuantos gramos de oro contiene una joya de 0,900 de ley, que se ha
formado con una aleacién de 60 g de 0,950 de ley y 20 g de 0,750 de ley?

¢Qué capital hay que depositar al 3,5 % de rédito en 5 afios para obtener un interés simple de 810 €?
¢Cual es el capital final que se recibird por depositar 25400 € al 1,4 % en 10 afios?

¢Cuantos meses debe depositarse un capital de 74500 € al 3 % para

obtener un interés de 2980 €?

Al 3 % de interés compuesto, un capital se ha convertido en 63338,5 €.
¢De qué capital se trata?

En la construccién de un puente de 850 m se han utilizado 150 vigas,
pero el ingeniero no estd muy seguro y decide reforzar la obra
afiadiendo 50 vigas mas. Si las vigas se colocan uniformemente a lo
largo de todo el puente, éa qué distancia se colocaran las vigas?

En un colegio de primaria se convoca un concurso de ortografia en el que se dan varios premios. El
total que se reparte entre los premiados es 500 €. Los alumnos que no han cometido ninguna falta
reciben 150 €, y el resto se distribuye de manera inversamente proporcional al niUmero de faltas. Hay
dos alumnos que no han tenido ninguna falta, uno ha tenido una falta, otro dos faltas y el dltimo ha
tenido cuatro faltas, ¢ cuanto recibird cada uno?

Matematicas 42 A de ESO. Capitulo n? 2: Proporcionalidad Autora: Nieves Zuasti

Www.apuntesmareaverde.org.es

Revisor: Javier Rodrigo y Maria Molero
Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/�

AUTOEVALUACION

1. Los valores que completan la tabla de proporcionalidad directa son:

A 10 0,25 0,1 100
B 50 5
a) 612,5; 1000; 0,0005; 0,5 b) 1,25; 2,5; 125; 0,125 c) 62; 500; 0,005; 0,05

2. Con 500 € pagamos los gastos de gas durante 10 meses. En 36 meses pagaremos:
a) 2000 € b) 1900 € c) 1800 € d) 1500 €.
3. Un articulo que costaba 2000 € se ha rebajado a 1750 €. El porcentaje de rebaja aplicado es:
a) 10 % b) 12,5 % c) 15,625 % d) 11,75 %

4. Para envasar 510 litros de agua utilizamos botellas de litro y medio. ¢ Cuantas botellas necesitaremos
si gueremos utilizar envases de tres cuartos de litro?

a) 590 botellas b) 700 botellas c) 650 botellas d) 680 botellas

5. Los valores que completan la tabla de proporcionalidad inversa son:

A| 55 10 11
B 20 0,5 0,1
a) 40;200; 11,5; 1000 b) 11;200; 20;300 c) 11; 220; 10; 1100 d) 40; 220; 10; 500

6. Tres agricultores se reparten los kilogramos de la cosecha de forma proporcional al tamafio de sus
parcelas. La mayor, que mide 15 ha recibido 30 toneladas, la segunda es de 12 ha y la tercera de 10 ha
recibiran:

a)24t y20t b)20ty24t c)24t y18t d)25ty20t
7. La escala a la que se ha dibujado un mapa en el que 2,7 cm equivalen a 0,81 km es:
a) 1:34000 b) 1:3000 c) 1:30000 d)1:300

8. Con 4 rollos de papel de 5 m de largo, puedo forrar 32 libros. ¢Cuantos rollos necesitaremos para
forrar 16 libros si ahora los rollos de papel son de 2 m de largo?

a) 3 rollos b) 5 rollos c) 4 rollos d) 2 rollos

9. El precio final del kg de mezcla de 5 kg de harina clase A, a 1,2 €/kg, 2,8 kg clase Ba 0,85 €/kgy 4 kg
clase Ca 1 €/kges:

a) 1,12€ b) 0,98 € c) 1,03€ d) 1,049€
10. La ley de una aleacidn es 0,855. Si el peso de la joya es 304 g, la cantidad de metal precioso es:
a) 259,92 g b) 255,4 g )2489¢g d) 306 g
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Resumen

En Babilonia ya utilizaban el Algebra, pero los egipcios y los griegos la trataban utilizando la Geometria.
Los 4rabes recogieron el saber antiguo de Oriente y Occidente y trajeron el Algebra a Europa. La palabra
“dlgebra” en arabe significa “restaurar”’ y en el Quijote aparecen algebristas que restauraban los huesos
rotos. En el siglo Xlll, Fibonacci, (Leonardo de Pisa) viajé y contacté con matematicos drabes e hindues.
Su libro, Liber abaci, puede ser considerado el primer libro de Algebra europeo. En el Renacimiento
italiano ya hubo grandes algebristas que se ocupaban, principalmente, de la resolucidn de ecuaciones.

Luego, el punto de vista cambid. El Algebra Moderna se ocupa de las estructuras algebraicas, que viene
a ser el encontrar las propiedades comunes que puedan tener distintos conjuntos, como por ejemplo,
encontrar similitudes entre los nimeros enteros, que ya conoces, y los polinomios que vamos a trabajar
en este capitulo.

Hoy los ordenadores son capaces de trabajar con expresiones algebraicas.
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1. INTRODUCCION. EXPRESIONES ALGEBRAICAS

1.1. Introduccion

No hace falta imaginar situaciones rebuscadas para que, a la hora de realizar un razonamiento, nos
topemos con alguna de las cuatro operaciones matemadticas bdsicas: suma, resta, multiplicacién o
divisién.

Ejemplos:

Ana, Antonio y Eduardo han realizado un viaje, y a la vuelta han sumado
los gastos efectuados que ascienden a 522 €. El gasto realizado por cada

. 522 .
uno ha sido de ? €, esdecir, 174 €.

e Sivamos a comprar manzanas a una fruteria en la que el precio
de un kilogramo es de 1’3 €, resulta habitual que, segun vamos
colocando la fruta en la balanza, vaya indicando el importe final. Para
ello realiza la operacién: 1,3 x, donde X es la cantidad de kilogramos
gue nos ha indicado la balanza. Después de cada pesada, el resultado
de esa multiplicacion refleja el importe de las manzanas que, en ese

momento, contiene la bolsa.

. . Crt : . .
Recuerdas la formula del Interés: | = 100’ donde / es el interés que se recibe al colocar un

capital C, con un rédito r, durante un niumero de afios t.

Supongamos que tenemos un contrato con una compafiia de telefonia moévil por el que
pagamos 5 céntimos de euro por minuto, asi como 12 céntimos por establecimiento de llamada.
Con esa tarifa, una llamada de 3 minutos nos costara:

(005-3) + 012 = 015+ 012 = 027 €

Pero écual es el precio de una llamada cualquiera? Como
desconocemos su duracion, nos encontramos con una cantidad no
determinada, o indeterminada, por lo que en cualquier respuesta
gue demos a la pregunta anterior se apreciara la ausencia de ese
dato concreto. Podemos decir que el coste de una llamada
cualquiera es

(005-x) +012=005- x+ 012 euros

donde X sefiala su duracién, en minutos.
Para calcular el valor del perimetro de un rectangulo de lados a y b se utiliza la expresion:
2-a+2-b

La expresion algebraica que nos representa el producto de los cuadrados de dos numeros
cualesquiera x e y se simboliza por x* - y*

1. A finales de cada mes la empresa de telefonia mdvil nos proporciona la factura mensual. En ella
aparece mucha informacién, en particular, el nimero total de llamadas realizadas (N) asi como la
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cantidad total de minutos de conversacion (M). Con los datos del anterior
ejemplo, justifica que el importe de las llamadas efectuadas durante ese

mes es:
(005-M)+(012-N) =005-M +012-N €

Ejemplo:

e Es bien conocida la formula del area de un tridngulo de base b y altura
asociada h:

a-2h

o
N

En todos estos ejemplos han surgido expresiones algebraicas.

1.2. Expresiones algebraicas

Llamaremos expresidon algebraica a cualquier expresion matemadtica que se construya con numeros
reales, letras y las operaciones matemadticas bdsicas: suma, resta, multiplicacion y/o division.

En una expresidn algebraica puede haber datos no concretados; unas veces deberemos obtener los
valores que “resuelven” la expresién, y en otras, como la férmula del drea del triangulo, se verifican
para cualquier valor. Segun el contexto, recibiran el nombre de variable, indeterminada, parametro,
incognita, entre otros.

Si en una expresion algebraica no hay variables, dicha expresion no es mas que un nimero real.

Al fijar un valor concreto para cada indeterminada de una expresion algebraica aparece un nimero real:
el valor numérico de esa expresion algebraica para tales valores de las indeterminadas.

El valor numérico de una expresion algebraica es el que se obtiene al sustituir las letras de esa
expresion por determinados valores.

Ejemplo:

e Elvolumen de un cilindro viene dado por la expresién algebraica
z-r%h
en la que r es el radio del circulo base y h es su altura. De este modo,
el volumen de un cilindro cuya base tiene un radio de 10 cm y de
altura 15 cm es igual a:
7-10%-15=1500-7 cm®

e El valor de la expresion 2a + 5 para el caso concreto de g igual a 3 lo calculamos sustituyendo a
por 3. Asiresulta 2 - 3+ 5 =11, y se dice que el valor numérico de 2a + 5 paraag=3 es 11.

e Sienlaexpresion

V=rrzh

X 6
T+2+xy ——
2 z
particularizamos las tres variables con los valores
1
X=4,y=-1,z==
2
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surge el numero real
7+£+4-(—1)3—£: 7+2-4-12=-7
2 1/2

En una expresidn algebraica puede no tener sentido otorgar algin valor a cierta indeterminada. En
efecto, en el dltimo ejemplo no es posible hacer z=0.

2.
3.

4.

Escribe la expresion algebraica que nos proporciona el area de un circulo.

Escribe en lenguaje algebraico los siguientes enunciados, referidos a dos
nuimeros cualesquiera: xe y:

a) La mitad del opuesto de su suma.

b) La suma de sus cubos
c) El cubo de su suma
d) El inverso de su suma
e) La suma de sus inversos
Traduce a un enunciado en lenguaje natural las siguientes expresiones algebraicas:
a)3x+4 b) x/3 — X° o) (C+y*+2)/3 d) ¢ =y’ / (x—y)?

Una tienda de ropa anuncia en sus escaparates que esta de rebajas y que todos sus articulos estan
rebajados un 15 % sobre el precio impreso en cada etiqueta. Escribe lo que pagaremos por una
prenda en funcion de lo que aparece en su etiqueta.

6. El anterior comercio, en los ultimos dias del periodo de rebajas,
desea deshacerse de sus existencias y para ello ha decidido aumentar el
descuento. Mantiene el 15 % para la compra de una Unica prenda vy, a
partir de la segunda, el descuento total aumenta un 5 % por cada nueva
pieza de ropa, hasta un maximo de 20 articulos. Analiza cuanto pagaremos
al realizar una compra en funcién de la suma total de las cantidades que
figuran en las etiquetas y del nimero de articulos que se adquieran.

Calcula el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas para el valor o los valores que se
indican:

a) x>+ 7x— 12 parax=0.

b) (a + b)* — (a* + b*) paraa=-3y b =4.

¢)a®> —5a +2 paraa=-1.

Indica en cada caso el valor numérico de la siguiente expresién: 10x + 20y + 30z
a)x=1,y=2,z=1

b)x=2,y=0,z=5

c)x=0,y=1,z=0.
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2. POLINOMIOS. SUMA Y PRODUCTO

2.1. Monomios. Polinomios

Unas expresiones algebraicas de gran utilidad son los polinomios, cuya version mas simple y, a la vez,
generadora de ellos son los monomios.

Un monomio viene dado por el producto de numeros reales y variables (o indeterminadas).
Llamaremos coeficiente de un monomio al nimero real que multiplica a la parte literal, indeterminada
o indeterminadas.

Ejemplos:

e La expresion que nos proporciona el doble de una cantidad, 2:x, es un monomio con una Unica
variable, x, y coeficiente 2.

e El volumen de un cilindro, z-r?-h, es un monomio con dos indeterminadas, r y h, vy
coeficiente 7. Su parte literal es r?-h.

e Otros monomios: ;-Xz-ye‘, 542-X-y? z
e La expresion 7xy2 + 3xy + 2x estd formada por tres términos, tres monomios, cada uno tiene un
coeficiente y una parte literal:
En el primero, 7xy2, el coeficiente es 7 y la parte literal xy2
El segundo, 9xy, tiene por coeficiente 9 y parte literal x-y
Y en el tercero, 5x, el coeficiente es 5 y la parte literal x.
Dos monomios son semejantes si tienen la misma parte literal.
Por ejemplo:
Son monomios semejantes: 7xy° y 3xy°.

Atendiendo al exponente de la variable, o variables, adjudicaremos un grado a cada monomio con
arreglo al siguiente criterio:

e Cuando haya una unica indeterminada, el grado del monomio serd el exponente de su
indeterminada.

e Sj aparecen varias indeterminadas, el grado del monomio sera la suma de los exponentes de
esas indeterminadas.

Ejemplos:
e 3:-xesun monomio de grado 1 en la variable x.

e 7-r?.h esun monomio de grado 3 en las indeterminadas r y h.

4 .
e —.x*-y’ esunmonomiodegrado5en xe y.

7

o 5-\/§-X-y2-z esun monomiode grado4en X, Yy z.

Un numero real puede ser considerado como un monomio de grado 0.
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9. Indica el coeficiente y la parte literal de las siguientes monomios:

a) (3/2)x%y° b) (1/2)a*7b4c c) (2x529¢)/2

Un polinomio es una expresion construida a partir de la suma de monomios.
El grado de un polinomio vendra dado por el mayor grado de sus monomios.
Ejemplos:

. % x?—7-x3+2 es un polinomio de grado 3 en la variable x.

e —3.y*+8-x*+2-X es un polinomio de grado 4 en las indeterminadas x e y.

e 4.x*.y*—~7+3-y? esun polinomiodegrado5en x e y.

¢ X—-2-y+6-zesunpolinomiodegradolen X, yvy z.
El aspecto genérico de un polinomio en la variable x es

ax"+a X" +...+a,x +ax+a,

donde los coeficientes a, son numeros reales.
Diremos que un polinomio es maénico cuando el coeficiente de su término de mayor grado es igual a 1.
Un polinomio esta ordenado si sus monomios estan escritos de menor a mayor grado o viceversa.
Un polinomio es completo si estan los monomios de todos los grados, sin coeficientes nulos.

Ejemplos:
1 .
e -—8X* +ZX2 + 23 es un polinomio de grado 4 en la variable x. Estd ordenado y no es completo.

e 7y*+4y—9es un polinomio de grado 3 en la indeterminada y. Estd ordenado y no es
completo.

e 7°—-6z+8 es un polinomio de grado 2 en z. Ademas, es un polinomio mdnico, ordenado y
completo.

e 5X+2 esun polinomio de grado 1 en x. Ademas, es un polinomio ordenado y completo.

Como ocurre con cualquier expresion algebraica, si fijamos, o escogemos, un valor concreto para la
variable de un polinomio aparece un numero real: el valor numérico del polinomio para ese valor
determinado de la variable. Si hemos llamado p a un polinomio, a la evaluacion de p en, por ejemplo,

el nimero —3 la denotamos por p(—3), y leemos “p de menos tres” o “p en menos tres”. Con este
criterio, si P es un polinomio cuya indeterminada es la variable x, podemos referirnos a él como p o
p(x) indistintamente. De esta forma apreciamos que un polinomio puede ser entendido como una
manera concreta de asignar a cada numero real otro nimero real. En ese caso a y = p(X) decimos que
es una funcién polindmica.
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Ejemplos:

. . . 4 1 2 p
e Sievaluamos el polinomio p=-3X +§X +2 en X=5 nos encontramos con el nimero

p(5):—3-54+%-52+2:—3-625+5+2:—1875+7:—1868
e Elvalor del polinomio q(y) =4y*+3y—7 para y=-1es

Q- =4(-)*+3-(-)-7=4-(-1)-3-7=—-4-10=-14

e Al particularizar el polinomio r = z>—3z+12 en z=0 resulta el numero r(0) =12.

2.2. Suma de polinomios

Como un polinomio es una suma de monomios, la suma de dos polinomios es otro polinomio. A la hora
de sumar dos polinomios, con la misma indeterminada, procederemos a sumar los monomios de igual
parte literal.

Ejemplos:

e Lasuma de los polinomios —3X4+%X2 +2y —x*+4x*> -5x—6 es el polinomio
(—3x4+%x2+2)+(—x4+4x2—5x—6):(—3x4—x4)+(%x2+4x2)—5x+(2—6):
:(—3—1)-x4+(%+4)-x2—5x+(2—6):—4x4+%1x2—5x—4

o (BX°=3x+D+(X*+4x=7)=(6X*+ X))+ (-3x+4X) +(1-7) =6x* + X—6
o (2+D+(-X"+4x)=—x"+2x°+4x+1

e (X+9+(—x*+2)=11

e 3xy+5xy+2x=8xy+ 2x

o 5abx’+3abx —2abx* —4abx + 3abx* = (5abx* — 2abx* + 3abx?) + (3abx — 4abx) = 6 abx’ — abx

En el siguiente ejemplo sumaremos dos polinomios disponiéndolos, adecuadamente, uno sobre otro.

Ejemplo:
A +2x"+ X*=5x°+ X +4
+ —-7X° +4x%+5x* —3x-6
—3x° +2x* +5%° —2X—2
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Propiedades de la suma de polinomios

Propiedad conmutativa. Si p y g son dos polinomios, no importa el orden en el que los coloquemos a la
hora de sumarlos:

p+q=d+p
Ejemplo:
(X% =2X+T7) + (=X + X* =3x+1) = =X + (4X* + X*) + (-2x—3X) + (7 +1) = —x*> + 5x* —5x + 8

(X3 + X2 =3X+D) + (4x° = 2X+7) = = x>+ (X* + 4X*) + (-3x—2X) + (1+ 7) = —x*> + 5x* = 5x+8

Propiedad asociativa. Nos senala como se pueden sumar tres o mas polinomios. Basta hacerlo
agrupandolos de dos en dos:

(p+a)+r=p+(q+r)

Ejemplo:
(4x% =2X+7) + (X3 + X* =3x+1) + (X—6) = (4x* = 2X+ 7 = x>+ X* =3x+1) + (x—6) =
= (=X®+5X* —5X+8) + (X—6) = —X> + 5X* — 4x+ 2

También:
(X% =2X+ 1)+ (=X + X2 =3X+ D+ (X=6) = (AX* = 2X+ 1) + (- X* + X* = 3x+1+ X—6) =

=(AX* =2X+T7)+(—X3+ X* = 2X—=5) = x> +5x* —4x+ 2

10. Realiza las siguientes sumas de polinomios:
o (2X° —2X)+(-3x° —4x+2)+(3x* - 3x* + 2x-93)
o —2xX"+(2x°+3x—4) + (-4x* —6x+5) + (3 - 2x+6)
11. Simplifica las siguientes expresiones algebraicas:
a)3x—4—(3x+2)+4x b) 3(x* —4x + 6) — (x* — 6x + 5)
c) (-3)(2a + 4b) — (2b — 3a) d) 4(2a* - 2ab + 2b°) — (3a° —4ab)

Elemento neutro. Hay un polinomio con una propiedad particular: el resultado de sumarlo con
cualquier otro siempre es éste ultimo. Se trata del polinomio dado por el nimero 0, el polinomio cero.

Ejemplo:
0+ (-7xX+3x+7) = (-7X3+3x+7)+0=-7x* +3x+ 7
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Elemento opuesto. Cada polinomio tiene asociado otro, al que llamaremos su polinomio opuesto, tal
qgue la suma de ambos es igual al polinomio cero. Alcanzamos el polinomio opuesto de uno dado,
simplemente, cambiando el signo de cada monomio.

Ejemplo:

e El polinomio opuesto de p=-2x*+x>+2x—7 es 2x* —x®-2x+7, al que denotaremos como
"—p". Ratifiqguemos que su suma es el polinomio cero:

(2x* + X+ 2X=T) + (2x* = x* = 2x+7) = (=2x* + 2x") + (X* = X*) + (2x—2X) + (-7 +7) =0

12. Escribe el polinomio opuesto de cada uno de los siguientes polinomios:
o AX'+6X +2X° +5x-2
o Ox
o —2x'+4x°
13. Considera los polinomios p=-2x>—6x+3, = 2x°+2x+9, asi como el polinomio suma S= p+(.

Halla los valores que adopta cada uno de ellos para X=—-2, es decir, calcula p(-2), q(-2) y s(-2).
Estudia si existe alguna relacion entre esos tres valores.

14. Obtén el valor del polinomio p=-2x°—6x+3en X=3. ¢Qué valor toma el polinomio opuesto de
p en x=37?

2.3. Producto de polinomios
Otra operacion que podemos realizar con polinomios es la multiplicacion.

El resultado del producto de polinomios siempre serd otro polinomio. Aunque en un polinomio
tenemos una indeterminada, o variable, como ella toma valores en los nimeros reales, a la hora de
multiplicar polinomios utilizaremos las propiedades de la suma y el producto de los nimeros reales, en
particular la propiedad distributiva del producto respecto de la suma; asi, todo queda en funcién del
producto de monomios, cuestion que resolvemos con facilidad:

aXn . me — abXn+m

Ejemplos:
o (-5)x*-2x*=(-5)-2-x*"* =-10x°
e 5x*.(-4)=5-(-4)-x*=-20x’
o 3x*-(2X* —4x+6) = (3x* - 2x?) — (3x* - 4X) + (3x* - 6) = 6x* —12x° +18x°
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o (—xX2+3x=D-(-2X) = (=X*) - (-2X) + (3X) - (=2X) + (=1 - (-2X) = 2x* —6X* + 2%

e (3x—=2)-(X*—4x-5)=(3X)-(X* —4x—5) +(-2) - (xX* = 4x—5) = (3x* —=12x* —15X) + (-2x* + 8x+10) =
= 3% + (—=12x* — 2x%) + (—15x + 8x) +10 = 3x* —14x* - 7x+10

e (X=6)-(xX*-2X) = (X=6)- x>+ (X=6) - (=2X) = (X* —6X°) + (—2%* +12X) = X* —6x° — 2X* +12X

También podemos materializar el producto de polinomios tal y como multiplicamos nimeros enteros:
Ejemplo:
— 23+ Xx+4

x X2 —3x+1

-2x° +X+4
6x* —3x?-12x
—2x° + X3+ 4x?

22X +6x =X+ x2-11x+4

Recordemos que el polinomio opuesto de otro se obtiene simplemente cambiando el signo de cada
monomio. Esta accion se corresponde con multiplicar por el nimero “—1” el polinomio original. De esta
forma el polinomio opuesto de p es

~p=(-1-p

En este momento aparece de manera natural la operacidon diferencia, o resta, de polinomios. La
definimos con la ayuda del polinomio opuesto de uno dado:

p-g=p+(-9)=p+(-1-q
Ejemplo:
(-5x* =3x+ 2) — (=2x* + X} +3x* + 6) = (-5x* = 3x+ 2) + (2x* - x* - 3x*-6) =
=2x* = X%+ (-5x* —3x°) - 3x+ (2-6) = 2x* - x> -8x* - 3x -4

15. Efectua los siguientes productos de polinomios:
o (-5x*+3x)-(—4x%)
e (3x"+2x)-(-4x-5)
o (B3X*+2x*—2x)-(4x* —X)
e (-1-(6x°—3x*-2x+D3)
16. Realiza las siguientes diferencias de polinomios:
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e (-3 +x)—(-2x%)
e (3x*+2x)—(-4x-5)
o (4x*-2X)—(X*+2x*-2x)

17. Multiplica cada uno de los siguientes polinomios por un nimero de tal forma que surjan polinomios
maonicos:

o 3X°-2x"+X
e —4x*+2x-5
e —X°+2x-6
18. Calcula y simplifica los siguientes productos:
a) 3x - (2x° + 4x - 6) b) (3x — 4) - (4x + 6)
c) (2a° - 5b) - (4b - 3a°) d) (3¢ -6)-(8—2a)-(9a-2)

Propiedades del producto de polinomios

Propiedad conmutativa. Si p y g son dos polinomios, no importa el orden en el que los coloquemos a la
hora de multiplicarlos:

pP-a=q-p

Ejemplo:
(2X=T7)- (X + X2) =2X- (-X*+ X)) =7 - (=X + X*) = =2X" + 2 + TX® = 7x* = -2x* + 9x° - 7X*

(X34 %) (2x=7) = x> (2X=T) + X* - (2x=T7) = =2x* + T} + 2X° = 7x* = -2x* + Ox® - 7X?

Propiedad asociativa. Nos senala como se pueden multiplicar tres o mas polinomios. Basta hacerlo
agrupandolos de dos en dos:

(p-g)-r=p-(q-r)
Ejemplo:
((4x% = 2) - (=3x+1) )- (X0 + X) = (—125 + 4% + 6X— 2) - (—X°+ X) =
=12x° —12x* — 4x° + 4x> — 6x* +6X° + 2x> — 2x =12x° — 4x° —18x* + 6x° + 6X° — 2%
También:
(4x% = 2)-((=3x+1)- (—X°+X) )= (4x2 = 2) - (3X* —3x2 = X*+ X) =
=12x° —12x* — 4x° + 4x> — 6x* +6X° + 2x> — 2x =12x° — 4x° —18x* + 6x° + 6X° — 2%
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19. Realiza los siguientes productos de polinomios:
o X (-3x*-4x+2)-3%°
o (3x—4)-(-4x*-6x+5)-(-2x)

Elemento neutro. Hay un polinomio con una propiedad particular: al multiplicarlo por cualquier otro
siempre nos da éste ultimo. Se trata del polinomio dado por el nimero 1, el polinomio unidad.

Ejemplo:
1 (-5x° —2x+3) = (-5x* = 2x+3) - 1= -5x> — 2x+3

Propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma. Cuando en una multiplicacion de
polinomios uno de los factores viene dado como la suma de dos polinomios como, por ejemplo,

3 —x) - ((-2x+7) + (¢ - 4%))
tenemos dos opciones para conocer el resultado:
a) realizar la sumay, después, multiplicar
(3x% = X)- ((—2x+ 7)+(x3- 4x)): (3x* = x)- (x3 —BX+ 7):
=3x"—18x%+21x° — X' + 6X° = 7x=3x" — x* —18x*+ 27X* - 7x
b) distribuir, aplicar, la multiplicacién a cada uno de los sumandos y, después, sumar:
(35 = X)-((=2x+ 7) + (= 4X))= (3X° = X) - (~2x+ 7) + (3X° = X) - (x* — 4x) =
= (—6X° + 21x% + 2X° = 7X) + (3X° —=12x° — X" + 4x?) =3x° — X" —=18x*+ 27X* - 7x
Comprobamos que obtenemos el mismo resultado.
En general, la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma nos dice que
p-(a+r)=(p-a)+(p-r)

Conviene comentar que la anterior propiedad distributiva leida en sentido contrario, de derecha a
izquierda, es lo que cominmente se denomina sacar factor comun.

Ejemplo:
6x° —4x* —18x°+2x% = (3x® - 2x* —9x+1) - 2%°

20. De cada uno de los siguientes polinomios extrae algun factor que sea comun a sus monomios:
e —20x>—40x*+10x
e 60x*-30x°
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3. DIVISION DE POLINOMIOS

3.1. Introduccidn a las fracciones polindmicas

Hasta este momento hemos estudiado la suma y el producto de polinomios. En cualquiera de los casos
el resultado siempre es otro polinomio. Cuando establecemos una fraccion polindmica como, por
ejemplo,
3x®—x
2x2+x-3
lo que tenemos es una fraccidon algebraica, que en general, no es un polinomio. Si aparece un

polinomio en el caso particular en el que el denominador es un ndmero real diferente de cero, esto es,
un polinomio de grado 0.

Es sencillo constatar que la expresion anterior no es un polinomio: cualquier polinomio puede ser
evaluado en cualquier nimero real. Sin embargo esa expresidn no puede ser evaluada para X=1, ya
gue nos quedaria el nimero 0 en el denominador.

Podriamos creer que la siguiente fraccion polinémica si es un polinomio:

—2x3+5x2-3x -2x* 5x* -3x
= += 4
X X X X

=-2x*+5x-3

La expresién de la derecha si es un polinomio, pues se trata de una suma de monomios, pero la de la
izquierda no lo es ya que no puede ser evaluada en X=0. No obstante, esa fraccion algebraica y el
polinomio, cuando son evaluados en cualquier numero diferente de cero, ofrecen el mismo valor. Son
expresiones equivalentes cuando ambas tienen sentido.

3.2. Division de polinomios

Aunque, como hemos visto en el apartado anterior, una fraccidén polinémica, en general, no es un
polinomio, vamos a adentrarnos en la division de polinomios pues es una cuestion importante y util.

Analicemos con detenimiento la division de dos nimeros enteros positivos. Cuando dividimos dos
numeros, D (dividendo) entre d (divisor, distinto de 0), surgen otros dos, el cociente (c) y el resto (r).
Ellos se encuentran ligados por la llamada prueba de la division:

D=d-c+r
Alternativamente:
D r
— =C+—
d d

Ademas, decimos que la divisidn es exacta cuando r =0.

El conocido algoritmo de la division persigue encontrar un nimero entero, el cociente c, tal que el resto
r sea un nimero menor que el divisor d, y mayor o igual que cero. Fijémonos en que, sin esta exigencia
para el resto r, podemos escoger arbitrariamente un valor para el cociente ¢ el cual nos suministra su
valor asociado como resto r. En efecto, si tenemos como dividendo D = 673 y como divisor d = 12, “si
gueremos” que el cociente sea ¢ = 48 su resto asociado es
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r=D-d-c=673-12-48=673-576=97
y la conexidén entre estos cuatro nimeros es
673=12-48+97

Esta dltima “lectura” de la divisién de nimeros enteros va a guiarnos a la hora de dividir dos
polinomios.

Dados dos polinomios p(X) y q(x), la division de p(x), polinomio dividendo, entre g(Xx), polinomio
divisor, nos proporcionara otros dos polinomios, el polinomio cociente ¢(X) y el polinomio resto r(x).
También aqui pesard una exigencia sobre el polinomio resto: su grado deberd ser menor que el grado
del polinomio divisor. La relacién entre los cuatro serd, naturalmente,

p(¥) = (X)) +1(X)

También escribiremos

X r(x
POY _ (94 T
a(x) d(x)
aunque, en tal caso, seremos conscientes de las cautelas sefialadas en el apartado anterior en cuanto a

las equivalencias entre polinomios y otras expresiones algebraicas.

Al igual que ocurre con el algoritmo de la divisidon entera, el algoritmo de la division de polinomios
consta de varias etapas, de caracter repetitivo, en cada una de las cuales aparecen unos polinomios
cociente y resto “provisionales” de forma que el grado de esos polinomios resto va descendiendo hasta
gue nos topamos con uno cuyo grado es inferior al grado del polinomio divisor, lo que indica que hemos
concluido. Veamos este procedimiento con un ejemplo concreto.

Ejemplo:

Vamos a dividir el polinomio p(x) = 6x* +5x®+ x* +3x— 2 entre el polinomio g(x) = 2x*—x+3. Como
el polinomio divisor, (x), es de grado 2, debemos encontrar dos polinomios, un polinomio cociente
c(X), y un polinomio resto r(x) de grado 1 00, tales que

P(x) =a(x)-c(x) +r(x)

0, como igualdad entre expresiones algebraicas,

X r(x
PO, T
q(x) a(x)
A la vista de los polinomios p(x) y q(X), y de lo dicho sobre r(x), es evidente que el grado del
polinomio cociente, c(x), ha de serigual a 2. Vamos a obtenerlo monomio a monomio.

e Primera aproximacion a los polinomios cociente y resto:

Para poder lograr la igualdad p=q-c+r, como el grado de r(x)sera 1 0 0, el término de mayor grado
de p(x), 6x*, surgirad del producto q(x)-c(X). Asi obtenemos la primera aproximacién de ¢(x), su
monomio de mayor grado:

¢,(¥) =3x*
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y, de manera automatica, también un primer resto r,(X):
r(X) = p(x) —q(x)-c,(xX) = (6x* +5x° + X* + 3x— 2) — (2X* —x+3) - 3x* =
= (6x* +5x% + x> +3x—2) — (6x* —3x® + 9x*) =8x® —8x* + 3x— 2

Como este polinomio r,(X) es de grado 3, mayor que 2, el grado del polinomio divisor g(x), ese
polinomio resto no es el definitivo; debemos continuar.

e Segunda aproximacion a los polinomios cociente y resto:

p(x) r(x)

Si particularizamos la igualdad entre expresiones algebraicas —q(x) :C(X)+_q(x) a lo que tenemos
hasta ahora resulta

6X* +5x° +X* +3x—2 , 8x®-8x*+3x-2
7 =3X"+ 7
2X°—X+3 2X°—Xx+3

Esta segunda etapa consiste en dividir el polinomio r,(X) =8x®—8x?+3x—2, surgido como resto de la

etapa anterior, entre el polinomio g(x) = 2x*> —x+3, el divisor inicial. Es decir, repetimos lo hecho
antes pero considerando un nuevo polinomio dividendo: el polinomio resto del paso anterior.

El nuevo objetivo es alcanzar la igualdad r,=q-C, +r. Al igual que antes, el grado de r(x) deberia ser 1
0 0. Como el término de mayor grado de r,(x), 8x%, sale del producto g(x)-c,(X), es necesario que el
polinomio cociente contenga el monomio

C,(X) =4x
Ello nos lleva a un segundo resto r,(X):
r,(X) = 1,(X) = q(X) - C,(X) = (8X° —8X* + 3x— 2) — (2X* — X+ 3) - 4x =
= (8x> —8x* +3x—2) — (8X> — 4x® +12X) = —-4x* —9x— 2

Como este polinomio r,(X) es de grado 2, igual que el grado del polinomio divisor g(x), ese polinomio
resto no es el definitivo; debemos continuar.

e Tercera aproximacion a los polinomios cociente y resto:

Lo realizado en la etapa segunda nos permite avanzar en la adecuada descomposicidn de la expresiéon
algebraica que nos ocupa:

4 3 2 _ 3_qy? _ _AX% _Ox—
6X" +5X° + X+ 3X 2:3x2+8X 8x° +3x 2:3x2+4x+ 4x2 Ox-2

2x2 —x+3 2x% —x+3 2x° —x+3

Esta tercera etapa consiste en dividir el polinomio r,(X) = —4x*>-9x—2, el resto de la etapa anterior,

entre el polinomio q(X) = 2x* — x+3, el divisor inicial. De nuevo repetimos el algoritmo pero con otro
polinomio dividendo: el polinomio resto del paso anterior.

Perseguimos que I, =(Q-C,+I. Como en cada paso, el grado de r(x) deberia ser 1 o 0. El término de
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mayor grado de r,(X), —4x’, surge del producto q(x)-c,(X), por lo que

6,()=-2
y el tercer resto r,(X) es
r(X) = r,(X) = q(X) - G5 (X) = (-4x* —9x—2) — (2X* = X +3) - (-2) =
= (—4x® —9x—2) — (—4x* + 2x—6) =—11x+ 4
Como este polinomio r;(X) es de grado 1, menor que 2, grado del polinomio divisor q(x), ese
polinomio resto si es el definitivo. Hemos concluido:

4 3 2 _ 3 2 _ _ 2 _ _
6Xx +5x2+x + 3x 2=3X2+8x %x +3Xx 2=3x2+4x+ 4x° —9x 2=3x2+4x—2+ 11x+4
2X°—Xx+3 2X°—Xx+3 2X°—Xx+3 2X°—X+3

Si lo expresamos mediante polinomios:
6X* +5x° + X2 +3x—2=(2x* —=x+3) - (B3X* + 4x— 2) + (-11x+ 4)

Conclusién: al dividir el polinomio p(x) =6x*+5x%+x*+3x—2 entre el polinomio q(X) = 2x* - x+3

obtenemos como polinomio cociente ¢(X) = 3x* +4x—2 y como polinomio resto r(x)=-11x+4.

Seguidamente vamos a agilizar la divisién de polinomios:

21. Comprueba que los cdlculos que tienes a continuacion reflejan lo que se hizo en el ejemplo anterior
para dividir el polinomio p(X) = 6x”* +5x° + x* +3x— 2 entre el polinomio q(X) = 2x* — X+ 3.
e Primera etapa:
6x* +5x> + X* +3x—2 | 2x°—x+3
—6x* +3x* —9x° 3x°
8x> —8x% +3x—2

e Primeray segunda etapas:
6X* +5xX> + X* +3x—2 | 2x*—x+3
—6x* +3x* - 9x° 3% +4x
8x° —8x* +3x-2
—8x° +4x* —12x
—4x* —9x -2

e Las tres etapas:
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6x* +5x> + X* +3x—2 | 2x*—x+3
—6x* +3x* —9x* 3X% +4x-2
8x° —8X° +3x -2
—8x° + 4x* —12x
—4X* —9X—2
4> —2x+6
~11x+4

22. Divide los siguientes polinomios:

3x® —2x* —2x+6 entre X* —3x+5

—15x° —3x* + 4x+5 entre 5X° — 2x* — 2x+ 4

6X' —7x>+7x* —4x—8 entre — 2x° + 2x+5

—16X° —3X" + 7X° +3X° + 4x+ 6 entre 4X° +2x* + X—2

—7X+3x° +2 entre X>+4

23. Encuentra dos polinomios tales que al dividirlos aparezca q(X) = X* +2Xx—1 como polinomio

cociente y r(x) = —2x° +3 como resto.

3.3. Operaciones con fracciones algebraicas

Puesto que tanto los polinomios como las fracciones algebraicas obtenidas a partir de dos polinomios
son, en potencia, niumeros reales, operaremos con tales expresiones siguiendo las propiedades de los
nlimeros reales.

Suma o resta. Para sumar o restar dos fracciones algebraicas debemos conseguir que tengan
igual denominador. Una manera segura de lograrlo, aunque puede no ser la mas adecuada, es
ésta:

&_'_&E pl’Q2+ P> -G = PO+ PG

4 Q 49 09,-G 4 -9,

Producto. Basta multiplicar los numeradores y denominadores entre si:

P P_BP
4. 9 Q.-
e Divisidn. Sigue la conocida regla de la division de fracciones:
P
Q = P, -Q,
& Q.- P,
0,
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24. Efectua los siguientes calculos:

3x+2 5 b 1 3 —2X 5 q Xx-4 x-4

) ————

s+t — c 5 . 5 :
X“+1 2Xx X—3 X+2 5X°+4x 3x-2 X“+5x X+5

a)

25. Realiza las siguientes operaciones alterando, en cada apartado, solo uno de los denominadores, y su
respectivo numerador:

3 +2x-1 4x-1
X3 " NG

x-1 6

x> +5X Xx+5

26. Comprueba, simplificando, las siguientes igualdades:

412
o %z%lzb
2ab
3,2 2
° MZZXZy_éy
2Xy 2
. X -9x X -3x
6x+12 X+4

6y’ +4y* _3y*+2y
2y*-8y  y-4
6a’b’ +2a’h—4ab _ 3ab’ +a’ -2
2ab” +8a°b b+ 4a
27. Calcula los siguientes cocientes:
a) (3x* — 9x* — 6x) : 3x
b) (7a® — 70a* -21) : 7
c) (25x* — 10x%) : 5x°
d) (3x%y® — 8xy°) : xy?

28. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

) 3x% - 6x o a®-5a’ 0 X%y + 3xy? ) 2a’b® + 3ab
9x* +15 7a% + 4a° 4xy a’b—ab
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4. DESCOMPOSICION FACTORIAL DE UN POLINOMIO

4.1. Factorizacion de un polinomio

2

2

Tal y como ocurre con la divisidén entera, la division de polinomios también
puede ser exacta, es decir, el resto puede ser el polinomio cero.

N

Ejemplo:
3x° —3x* —4x° +18x* -16x+8 | —3x*+3x-2

—3x° +3x*—2x3 —X3+2x—4
—6x3+18x*-16x+8
6x3— 6X° + 4X
12x% —12x+8
—12x* +12x—8
0

En este caso escribimos

3x° —3x* —4x° +18x* —16X+8 _
—3x°+3x-2

-x*+2x—4

y diremos que (X) = —3x* +3x—2 divide a p(X) = 3x> —3x* —4x®+18x* —16x+8. Si optamos por una
igualdad polinémica:

3x° —3x* —4x® +18x* —16x+8= (-3x* + 3x—2) - (- x> + 2x - 4)

Observamos que el haber obtenido como resto el polinomio 0 nos permite expresar el polinomio
dividendo, p(X), como producto de otros dos polinomios, los polinomios divisor y cociente, q(X)-c(X) .

Hemos alcanzado una factorizacién del polinomio p(x), o una descomposicién en factores de p(Xx).

En general, un polinomio concreto puede ser factorizado, o descompuesto, por medio de diferentes
grupos de factores. Si continuamos con el polinomio p(X) anterior, una manera de obtener una

descomposicion alternativa consiste en, a su vez, alcanzar una factorizacion de alguno de los polinomios
q(x) o c(x). Constatemos que el polinomio — x> + 2x— 2 divide a ¢(X) = —x> + 2x—4:

-x +2x-4 | —x®+2x-2
x> —2x° + 2X X+2
—2x*+4x-4
2x° —4x+4
0

En efecto, la division es exacta y ello nos lleva a la siguiente igualdad:
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X+ 2X—4=(-X*+2X-2)-(X+2)
Si la trasladamos a la descomposicion que teniamos de p(X):

3x° —3x* - 4x° +18x* —16X+ 8= (—3x* +3x—2) - (—X* + 2X— 2) - (X + 2)

29. Completa, cuando sea posible, las siguientes factorizaciones:

e —3x°+3x=-3x( )

e —6X°+5x+6=(2x-3) ( )

o —6X' +3x°-3x+6=(2x*—x+1)-( )
o —B6x'+3x°-3x+6=(2x*—x+2)( )

30. Determina un polinomio de grado 4 que admita una descomposicion factorial en la que participe el
polinomio 6x°— x? +3x—1.

Diremos que un polinomio es reducible si admite una factorizacién mediante polinomios de grado
inferior al suyo. En caso contrario el polinomio sera irreducible.

Es claro que los polinomios de grado 1 no pueden ser descompuestos como producto de otros dos
polinomios de menor grado. Son polinomios irreducibles. En el siguiente apartado constataremos que
hay polinomios de grado 2 que también son irreducibles.

De las diferentes factorizaciones que puede admitir un polinomio la que mas informacién nos
proporciona es aquella en la que todos los factores que intervienen son polinomios irreducibles, puesto
gque no es mejorable. Conviene advertir que, en general, no es facil alcanzar ese tipo de
descomposiciones. Seguidamente vamos a ahondar en esta cuestion.

4.2. Raices de un polinomio

Dado un polinomio p(x) diremos que un nimero real concreto « es una raiz, o un cero, del polinomio
p, sial evaluar p en x=«a obtenemos el numero 0, esto es, si

p(a) =0

Ejemplo:
Consideremos el polinomio s(x) = 2x® + 2x* —8x—8.
e Elndmero 2 es una raiz de s(x), puesto que

S(2)=2-2°+2.2°-8.2-8=2.8+2-4-16-8=16+8-16-8=0
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e Otraraizde s(x) es el nimero —1:
s(-)=2-(-1)°+2-(-)*-8-(-)-8=2-(-)+2-(+1) +8-8=-2+2+8-8=0
e Encambio, el numero 1 no es una raiz de s(x) :
s)=2-°+2-1°-8-1-8=2+2-8-8=4-16=-1220
e Tampoco es raiz de S(x) el nimero O:
s(0)=2-0°+2-0°-8-0-8=0+0-0-8=-8=0

31. Estudia si los siguientes nimeros son o no raiz de los polinomios indicados:
e x=3de x*-3x*+1
e x=-2de x*+3x*+3x+2
e Xx=1de x*-3x*+x+1
e Xx=0de xX*-3x*+1

e Xx=-1de x*-3x*—x+3

En el siguiente ejercicio vamos a recoger algunas conexiones entre las raices de un polinomio y las
operaciones de suma y producto de polinomios.

32. Supongamos que tenemos dos polinomios, p,(X) y p,(X),yun numeroreal « .
e Si o esunaraizde p,(X), étambién es raiz del polinomio suma p,(X)+ p,(X)?
e Si o esunaraizde p,(X), éitambién es raiz del polinomio producto p,(X)- p,(X)?

e ¢Hay alguna relacién entre las raices del polinomio p,(X) y las del polinomio 4-p,(X)?

El que un numero real sea raiz de un polinomio esta fuertemente conectado con la factorizacién de
dicho polinomio:

Si un ndmero real concreto a es una raiz del polinomio p(X), entonces el polinomio x—« divide a
p(x). Dicho de otro modo, el polinomio p(X) admite una descomposicidn factorial de la siguiente
forma:

p(x) = (x=a)-c(x)

para cierto polinomio c¢(x), el cual puede ser conocido al dividir p(Xx) entre x—«.
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Vamos a demostrar la anterior aseveracion.
Si dividimos p(x) entre x—«, obtendremos
P(X) = (X—a)-c(X) +r(x)

Como el polinomio divisor, Xx—«a, es de grado 1, y el polinomio resto ha de ser de inferior grado,
deducimos que el resto anterior es un numero real £ . Escribamos r(x) = f:

p(X) = (x-a)-c(x)+ S
El polinomio de la izquierda, p(X), es idéntico al de la derecha, (Xx—ea)-c(X)+ . Por esa razon, al

evaluarlos en cierto numero real obtendremos el mismo valor. Procedamos a particularizarlos para
Xx=«a.Alser a raizde p(x), p(a)=0. Esto nos lleva a

O=pla)=(a—a)-c(a)+=0-c(a)+=0+p=p
y, asi, el restoes 0, y

p(X) = (x-a)-c(x)

Es natural que nos preguntemos si es cierto el reciproco del resultado anterior. La respuesta es
afirmativa:

Si un polinomio p(x) admite una descomposicién factorial de la forma

p(X) = (X—a)-c(X)
para cierto polinomio c(x) y cierto niumero real &, entonces el nimero « es una raiz del polinomio
p(x), estoes, p(a)=0.

Su demostracion es sencilla. Basta que evaluemos p en x=a:

p(a) =(a-a)-c(a) =0-c(a) =0

Si fundimos estos dos ultimos resultados en uno solo nos encontramos ante el denominado teorema del
factor:

Teorema del factor. Un nimero real concreto « es raiz de un polinomio p(x) si y solo si el polinomio
X—« divide a p(X), es decir, si y solo si el polinomio p(x) admite una descomposicion factorial de la
forma

p(x) = (x=a)-c(x)

Ejemplo:
Volvamos con el polinomio s(x) = 2x® + 2x* —8x—8.
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Sabemos que el numero 2 es una raiz de S(X) . Ratifiquemos que X—2 divide a s(X) :

2x% +2x* —8x—8 | x-2
—2X° +4x° 2X* +6X+4
6x*—8x -8
—6X° +12x
4x-8
—4x+8
0

Podemos descomponer S(x) de la siguiente forma:
2x% 4+ 2x* —8x—8=(x—2)-(2x* + 6x+ 4)

Vimos que otra raiz de S(x) es el niumero —1. Si observamos la precedente factorizacion de
s(X), es evidente que este numero —1 no es raiz del factor Xx—2, por lo que necesariamente
debe serlo del otro factor ¢(X) = 2x* + 6x+4:

c(-)=2-(-1)*+6-(-)+4=2-(+1)-6+4=0
Al haber constatado que —1 es raiz del polinomio ¢(X), deducimos que Xx—(-1) = x+1 nosva a
ayudar a descomponer c(X) :

2x° +6x+4 | x+1
—2X° = 2% 2x+4
4x+4
—-4x-4
0

Luego:
2X% +6X+4=(x+1)-(2x+4)
Si reunimos lo hecho en los apartados precedentes de este ejemplo:
S(X) = 2X% + 2X* —8X—8=(X—2)- (2X* +6X+4) = (Xx—2) - (X+1) - (2x+ 4) =
=(X=2)-(x+1)-2-(x+2)=2-(Xx—-2)-(Xx+1)-(x+2)
Se ha descompuesto s(X) como producto de tres polinomios irreducibles de grado 1. A la vista
de ellos conocemos todas las raices de S(x), los numeros 2, -1y —2.

Los resultados tedricos que hemos establecido nos conducen a este otro:

Todo polinomio de grado N tiene a lo sumo N raices reales, alguna de las cuales puede aparecer
repetida entre esos no mas de N nimeros reales.

Hay polinomios que no admiten raices, es decir, que no se anulan nunca:
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Ejemplos:
e El polinomio t(X) = X* +1 no tiene raices puesto que al evaluarlo en cualquier nimero real o
siempre nos da un valor positivo y, por lo tanto, distinto de O:
t(a)=a’+1> 0

Ademas, este polinomio de grado dos, t(X) =x*+1, es un polinomio irreducible porque, al
carecer de raices, no podemos expresarlo como producto de polinomios de menor grado.

e Otro polinomio sin raices es
u(X)=(x*+2)% = (x*+D-(xX* +D) =x*+2x* +1
Sin embargo, u(Xx) = x* + 2x* +1 es un polinomio reducible puesto que, obviamente, puede ser
expresado como producto de dos polinomios de inferior grado.

Aunque no sea posible demostrarlo, por su dificultad, si se puede anunciar que todo polinomio de
grado impar posee, al menos, una raiz real.

33. Construye un polinomio de grado 3 tal que posea tres raices distintas.
34. Determina un polinomio de grado 3 tal que tenga, al menos, una raiz repetida.
35. Construye un polinomio de grado 3 de forma que tenga una Unica raiz.
36. Conjetura, y luego demuestra, una ley que nos permita saber cuando un polinomio cualquiera
ax"+a, X" +...tax+a,
admite al nimero 0 como raiz.
37. Demuestra una regla que sefiale cuando un polinomio cualquiera
ax"+a, X" +...tax+a,
admite al nimero 0 como raiz.

38. Demuestra una norma que sefiale cuando un polinomio cualquiera
ax"+a, X" +...tax+a,
admite al nimero 1 como raiz.

39. Obtén todas las raices de cada uno de los siguientes polinomios:

e X+6
e —XxX+4
o 2x-7
o —4x-5
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4.3. Regla de Ruffini

En el apartado anterior se probd la equivalencia entre que un nimero real « sea raiz de un polinomio
p(x) y el hecho de que el polinomio moénico de grado uno x—« divida a p(X), esto es, que exista otro

polinomio c(X) tal que sea posible una factorizacion de p(x) del tipo:

P(X) = (X=a) -¢(X)

Debido a la importancia que tiene la divisién de polinomios cuando el polinomio divisor es de la forma
X—c, es conveniente agilizar tales divisiones.

Ejemplo:

e Consideremos el polinomio p(X) =3x> —4x* + x+3. Vamos a dividirlo entre x+2. Si el resto es
0 el nimero — 2 sera una raiz de p(X); en el caso contrario, si no es O el resto, entonces —2 no
sera raiz de p(x).

3x° —4x* + x+3 | x+2
-3x°—6x° 3x* -10x+21
~10x*+ X +3
10x° + 20x
21x+3
—21x—42
-39

Puesto que el resto no es cero, —2 no es una raizde p(X).

Veamos como han surgido tanto el polinomio cociente como el resto. El que el grado del dividendo sea
tres y que el divisor sea de grado uno impone que el cociente tenga grado dos y que el resto sea un
nimero real. El cociente consta de los monomios 3x?, —10x y 21, los cuales coinciden con los
monomios de mayor grado de cada uno de los dividendos después de disminuir sus grados en una
unidad: 3x? procede de 3x®—4x?+x+3 (el dividendo inicial), —10x viene de —10x*+ X +3y, por
ultimo, 21 de 21x+3. Este hecho, coincidencia en el coeficiente y disminuciéon del grado en una
unidad, se debe a que el divisor, X+ 2, es monico y de grado uno.

Seguidamente, vamos a tener en cuenta Unicamente los coeficientes del dividendo, por orden de grado,
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3, =4, 1 y 3; en cuanto al divisor, como es médnico y de grado uno, basta considerar su término
independiente, +2, pero como el resultado de multiplicar los monomios que van conformando el
cociente por el divisor hemos de restarselo a cada uno de los dividendos, atendiendo a este cambio de
signo, en lugar del término independiente, +2, operaremos con su opuesto, —2, nimero que, a la vez, es
la raiz del divisor X+ 2 y sobre el que pesa la pregunta de si es o no raiz de p(X).

e Primer paso de la division:

3 -4x* +x+3 | x+2 3 -4 1 3
—3x%—6x° 3x? -2 -6
—1OX2+ X +3 3 -10 I

Aparece en el cociente el monomio 3x* (coeficiente 3), el cual provoca la “desaparicién” de 3x° en el
dividendo vy la aparicién del monomio —6x* (coeficiente —6=(—2)-3). Después de operar (sumar) nos

encontramos con —10x> (coeficiente —10= (—4) +(-6)) y, en el cociente, —10x.

e Segundo paso. El dividendo pasa a ser —10x* + X +3.

3x® —4x% +x+3 | x+2
—3x%-6x° 3x? —10x 3 -4 1 3
~10x*+ X +3 -2 -6 20
10X + 20x 3 -10 21|
21x+3 -

La irrupcién en el cociente del monomio —10x (coeficiente —10) provoca la “desaparicién” de —10x?
en el dividendo y la aparicion del monomio 20x (coeficiente 20=(-2)-(-10)). Después de operar

(sumar) nos encontramos con 21x (coeficiente 21=1+20) Yy, en el cociente, 21.

e Tercer paso. El dividendo pasa a ser 21x +3.

3x®—4x% +x+3 | x+2
-3x°-6%° 3x* -10x+21
~-10x*+ X +3 3 -4 13
10x° + 20x -2 -6 20 -42
21x+3 3 10 21|-39
—21x—-42 -
-39

Tenemos en el cociente el término independiente 21. Este provoca la eliminaciéon de 21x en el
dividendo y la aparicion del término —42=(-2)-21. Después de operar (sumar) nos encontramos con

el resto —39=3-42.
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En cada uno de los pasos figura, en la parte derecha, lo mismo que se ha realizado en la division
convencional, pero con la ventaja de que todo es mas agil debido a que solo se manejan nimeros
reales: los coeficientes de los distintos polinomios intervinientes.

Estamos ante la llamada regla de Ruffini, un algoritmo que nos proporciona tanto el cociente como el
resto que resultan de dividir un polinomio cualquiera entre otro de la forma x—« .

Ejemplo:
e Dividamos el polinomio p(x) =—x*+2x>-5x+4 entre x—3:

-1 2 0 5 4

3 -3 -3 -9 -12

-1 -1 -3 -4]|-8

El cociente es — x> —x*—3x—4 y el resto —8. Como el resto no es 0 deducimos que el nimero 3 no es
raiz de p(X)=-x*+2x>-5x+4. La relacién entre dividendo, divisor, cociente y resto es, como
siempre:

p(X) = —x* +2x°> =Bx+ 4= (x—3) - (-X* — x> = 3x—4) + (-8)
Si evaluamos p(x) en x=3 no puede dar cero, pero ¢qué valor resulta?
pP(3)=(3-3)-(-3°-3*-3-3-4)+(-8)=0+(-8)=-8

Naturalmente hemos obtenido el resto anterior. Este hecho viene recogido en el denominado teorema
del resto.

Teorema del resto. El valor numérico que adopta un polinomio p(x) al particularizarlo en x=«
coincide con el resto que aparece al dividir p(x) entre X—«.

40. Usa la regla de Ruffini para realizar las siguientes divisiones de polinomios:
e —3x*+2x+2 entre X+1
e x’+3x*—-3x+6 entre Xx+2
e 5x3—4x*-2 entre x—1
e Xx°—8x+2 entre Xx—-3

41. Emplea la regla de Ruffini para dictaminar si los siguientes nimeros son o no raices de los
polinomios citados:

e a=3de xX*-4x*+5
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o p=-2de -xX*-2x"+x+2
e y=1de -2x"+x+1
e o=-1de 2x*+2x*
42. Utiliza la regla de Ruffini para conocer el valor del polinomio —2x° +3x*+2x+3 en x=3.

43. Estudia si es posible usar la regla de Ruffini, de alguna forma, para dividir X3 +3x*+3x+ 2 entre
2X+6.

Para facilitar la comprensién de los conceptos y resultados de este tema la mayoria de los nUmeros que
han aparecido hasta ahora, coeficientes, raices, etc., han sido nimeros enteros. Por supuesto que
podemos encontrarnos con polinomios con coeficientes racionales, o irracionales, o con polinomios con
raices dadas por una fraccion o un nimero irracional. También existen polinomios que carecen de raices.

Ejemplos:
e Comprobemos, mediante la regla de Ruffini, que « =% es raiz del polinomio 2x* —3x+1:

2 -3 1

02|

1
0

1
2 -2

e Para conocer las raices del polinomio x? —2 debemos estudiar si hay algin nimero real ¢ tal
que lo anule, es decir, para el que se tenga

a’-2=0
a’=2
a:ix/z

Asi, el polinomio de grado dos x*—2 tiene dos raices distintas, las cuales son nimeros
irracionales.
e Yasabemos que hay polinomios que carecen de raices, como por ejemplo X*+4.

Apreciamos que la regla de Ruffini nos informa sobre si un niumero concreto es o no raiz de un
polinomio. Naturalmente, cuando estamos ante un polinomio, y nos interesa conocer sus raices, no es
posible efectuar una prueba con cada nimero real para determinar cudles son raiz del polinomio. En el
proximo apartado destacaremos ciertos “numeros candidatos” a ser raiz de un polinomio.

4.4. Calculo de las raices de un polinomio
A la hora de buscar las raices enteras de un polinomio disponemos del siguiente resultado:
Dado un polinomio cualquiera
n n-1 2
ax +a, X +.... +a,X" +a,X+a,
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cuyos coeficientes son todos nimeros enteros, sus raices enteras, si las tuviera, se encuentran
necesariamente entre los divisores enteros de su término independiente a,.

Procedamos a su demostraciéon. Supongamos que cierto numero entero o es una raiz de ese
polinomio. Tal numero debe anularlo:

anan+an_lan_l+ ...... +a,2a2+aia+a0:0
anan+anilanfl+ ...... +a2a2+aia:_ao
a-(@a" +a ot et ta) =g

n-1 n-2
ana +an71a + ... +a2a+61:7

En la Ultima igualdad, el nimero del lado izquierdo es entero, porque estd expresado como una suma
de productos de nimeros enteros. Por ello, el nUmero del lado derecho, —ao, también es entero. Al ser
a

también enteros tanto —a, como «, alcanzamos que o es un divisor de a,.

Ejemplos:

e Determinemos, con arreglo al anterior resultado, qué nimeros enteros son candidatos a ser
raices del polinomio 2x°+3x* —11x—6:
Tales numeros enteros candidatos deben ser divisores de —6, el término independiente del
polinomio. Por ello, los Unicos nimeros enteros que pueden ser raiz de ese polinomio son:
+1, £2,+3 +6
Puede comprobarse que los nimeros enteros 2 y —3 son raices; los demds no lo son.

e Las Unicas posibles raices enteras del polinomio 2x3 + x* +12Xx+ 6 también son:
+1,+2,+3 +£6

En este caso ninguno de esos nimeros es una raiz del polinomio.

44. Para cada uno de los siguientes polinomios sefiala, en primer lugar, qué nimeros enteros son
candidatos a ser raices suyas y, después, determina cuales lo son:

o X*—x*+2x-2
o X'+4x°+4x* +4x+3
o 2x3+x°-18x-9

o X'+2x3+3x°+6X

Algo mas general podemos afirmar sobre clases de numeros y raices de un polinomio:
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Dado un polinomio cualquiera
ax"+a, X"t +....+ax +ax+a,

cuyos coeficientes son todos nlimeros enteros, sus raices racionales, si las tuviera, necesariamente
tienen por numerador algun divisor del término independiente, a,, y por denominador algun divisor

del coeficiente del término de mayor grado, a, .

Ejemplos:

e Volviendo a uno de los polinomios del ejemplo anterior, 2x°+3x?>-11x—6, los nimeros
racionales candidatos a ser raices suyas tienen por numerador a un divisor de —6y por
denominador a un divisor de 2. Por lo tanto, los Unicos nimeros racionales que pueden ser raiz
de ese polinomio son:

il’ i—2=i], i_23 i6=i3

+1 +£2, £3, £6, — —
2 2 2

, ., . —1 ,
Ademas de 2 y —3, también es raiz 7; los demas no lo son.

e Las Unicas posibles raices racionales del polinomio 2x* + 2x% — x? —3x—3 son:

+1, +3, i_li_S
2 2

En este caso ninguno de esos nimeros es raiz del polinomio.

. -1 , . .
45. Completa el ejemplo precedente comprobando que, en efecto, > es raiz del polinomio

2x3 +3x* —11x—6.

46. Para cada uno de los siguientes polinomios indica qué nimeros racionales son candidatos a ser
raices suyas y, después, determina cudles lo son:

o 3x°+4x+1

o 2X°-9x*+12x—4

En el tema préximo, dedicado a las ecuaciones, seremos capaces de obtener las raices de todo
polinomio de grado dos, si las tuviere.

4.5. Factorizacion de polinomios y fracciones algebraicas

La factorizacion de polinomios puede ser utilizada para simplificar algunas expresiones en las que
intervienen fracciones algebraicas. Vedmoslo a través de un par de ejemplos:

Ejemplo:
Matematicas 42 A de ESO. Capitulo n2 3: Expresiones algebraicas. Polinomios Autor: Eduardo Cuchillo Ibafez
Revisora: Maria Molero

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imdagenes de INTEF



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/�

e Una fraccion algebraica como:
x*—8x*-9
x> —6x> —6x*—7x—6
puede ser simplificada gracias a que el numerador y el denominador admiten factorizaciones en las que
algun polinomio esta presente en ambas.
x*—8x*-9 (KD (x+3)-(x=3) X+3
X°—6X°—6X>—7x=6 (X*+1)-(x+2)-(x+D-(x-3) (x+2)-(x+1)

Como ya hemos apuntado en otras ocasiones, las expresiones final e inicial no son idénticas pero si son
equivalentes en todos aquellos valores para los que ambas tienen sentido, es decir, para aquellos en los
gue no se anula el denominador.

Ejemplo:
e Enunasuma de fracciones polinédmicas como ésta

3X-2 4
+
XC+X XP-x-2

podemos alcanzar un comun denominador en los cocientes a partir de la descomposicion de cada
denominador:

3X_2+ 4 _ 3x-2 N 4 ~ (3x=2)-(x-2) N 4-x B
XC+xX Xe—x—2 xX-(x+1) (x+1-(x=2) Xx-(x+1-(x=2) (x+1)-(x=2)-x
_ (3x=2)-(x=2)+4x _ 32 —4x+4

X-(X+D)-(x=2)  X-(x+1)-(x—2)

Conviene destacar que en el resultado final se ha optado por dejar el denominador factorizado. De esa
forma, entre otras cuestiones, se aprecia rapidamente para qué valores de la indeterminada esa
fraccién algebraica no admite ser evaluada.

47. Simplifica, si es posible, las siguientes expresiones:

X% + 4x
x®+3x° —6x-8
x> -1
X3 +3x% —6x—8
x? -1
X% + X% —6x

48. Realiza las siguientes operaciones teniendo en cuenta las factorizaciones de los denominadores:

5 X+ 2

. +
—3x+12 Xx?-4x
- X 3x-1

2 —2x+1 x2-1
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4.6. Productos notables de polinomios

En este apartado vamos a destacar una serie de productos concretos de polinomios que surgen
frecuentemente. Podemos exponerlos de muy diversas formas. Tal y como lo haremos, aparecerd mas
de una indeterminada; hemos de ser capaces de apreciar que si, en un algin caso concreto, alguna
indeterminada pasa a ser un numero concreto esto no hara nada mas que particularizar una situacion

mas general.

Potencias de un binomio. Las siguientes igualdades se obtienen,
simplemente, tras efectuar los oportunos calculos:

e (a+b)y’=a’+2ab+b’
Observa los cuadrados de la ilustracion y comprueba cémo se verifica.

El cuadrado de una suma es igual al cuadrado del primero, mds el doble
producto del primero por el segundo, mas el cuadrado del segundo.

e (a-b)’=a’-2ab+b’

a+h

1 D
a

El cuadrado de una diferencia es igual al cuadrado del primero menos el
doble producto del primero por el segundo mas el cuadrado del segundo.

Observa los cuadrados y rectdngulos de la ilustracién.
e (a+h)®*=a’+3a’h+3ab*+b°
e (a—-b)?®=a’>-3a’h+3ab’-b’

Podemos observar que, en cada uno de los desarrollos, el exponente del
binomio coincide con el grado de cada uno de los monomios.

Ejemplos:

e (a+3’=a’+2-a-3+F=a*+6a+9

o (Xx-4)*=x*-2-X-4+4*=x*-8x+16

e (3x+5)*=(3x)*+2-3x-5+(5)* =9x* + 30x+ 25
o (X—=6Yy)*=x*-2-x-6y+(6y)* = x* —12xy + 36Yy*

e (2x-5)°=(2x)°%-3:(2x)*-5+3-(2x)-5° - 5° = 8x> —30x* +150x — 125

49, Realiza los calculos:

e (1+4a)*
e (-x+5)?
e (-2x-3)°
e (xX*-1°
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e (5x+93)°
50. Obtén las formulas de los cuadrados de los siguientes trinomios:
e (a+b+0)?
e (a+b-c)?
51. Desarrolla las siguientes potencias:
a) (2x+3y)>  b) (Bx+y/3) c) (5x — 5/x)°
d) (3¢ - 5)* e) (a® - b*)? f) (3/5y - 2/y)®
52. Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia las siguientes expresiones algebraicas:
a)a’+6a+9 b) 4x* —4x+1 c)b*—10b +25
d) 4y’ + 12y +9 e)a*-2d%+1  f)y'+6y2+9

Suma por diferencia. De nuevo la siguiente igualdad se Figura 1 Figura 2
obtiene tras efectuar el producto senalado: [ . < ]
bi

(a+b)-(a-b)=a*-b? -

—— ath ——

|
|

b

Observa la ilustracion.

l

|

—— @b ——s-b— —— abh——p—

Suma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados.

Ejemplos:

o (a+7)-(a-7)=a>-7>=a*>-49

o (X+1)-(x-D=x*-1"=x>-1

o (2x+3)-(2x—-3)=(2x)*-3F =4x*-9

o (=3X—5)-(=3x+5) = (=1) - (3x+5) - (=3x+5) = (-1) - (5+3%) -(5-3x) =
= (-1 (5* - (3x)%) =—25+9x°

53. Efectula estos productos:
o  (3x+2y)-(3x—2y)
e (5x°+1)-(5x*-1)
o (=X*+2x)-(X*+2x)
Conviene darse cuenta de que sus férmulas, leidas al revés, constituyen una factorizacion de un
polinomio.
Ejemplos:
o X +12x+36=%x"+2-6-X+6° = (Xx+6)*
o 2x°—12x*+18x=2x-(X*—6x+9) = 2x (x> —2-3-x+3%) = 2x-(x—3)?
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o X —5=(x+4/5)-(x=+5)
o X'-16=(X*+4) - (X*-4)=(X*+4)-(x+2)-(x-2)

54. De acuerdo con lo expuesto, factoriza los siguientes polinomios:
o X’—4x+4
e 3x*+18x+27
e 3x°-9%°
55. Calcula los siguientes productos:
a)(3x+1)-(3x—1) b) (2a —3b) - (2a + 3b)
c) (x*=5) - (x* +5) d) (3a° +5) - (3a° - 5)
56. Expresa como suma por diferencia las siguientes expresiones
a) 9x* — 25 b) 4a* — 81b* c) 49 — 25 X* d) 100 ¢*> - 64
57. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas

x> -1 b) 2x% +12x+18 6—3a
3x+3 x> -9 a’—4

a)
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CURIOSIDADES. REVISTA

/ Haz magia \

e Piensa un nimero Pasatiempo
e Multiplicalo por 2 E
e Suma4 B ABA
e Multiplica por 5 " ABA
e Divide por 10 &
e Resta el nimero ABA
e Magia, magia, magia...

BCB
e jElresultado es 2!

Analiza cdmo tu, el mago, has

Qadido conocer el resultado. /

Emmy Noether (1882-1935)

Emmy Noether fue una matematica alemana de origen judio que realizé sus investigaciones
en las primeras décadas del siglo XX. Demostré dos teoremas esenciales para la teoria de la
relatividad que permitieron resolver el problema de la conservaciéon de la energia.

Trabajé en estructuras algebraicas y en la actualidad el calificativo noetheriano se utiliza
para designar muchos conceptos en algebra: anillos noetherianos, grupos noetherianos,
modulos noetherianos, espacios topoldgicos noetherianos, etc.

Cuando intentd dar clases en la Universidad de Gottingen el reglamento indicaba
explicitamente que los candidatos debian ser hombres por lo que Noether no pudo acceder
a la docencia universitaria. Se cuenta, como anécdota, que Hilbert dijo en un Consejo de
dicha Universidad:

"‘no veo por qué el sexo de la candidata es un argumento contra su
nombramiento como docente. Después de todo no somos un establecimiento de
bafios"

De ella dijo Albert Einstein:

"En el reino de Algebra en el que los mejores matemdticos han
trabajado durante siglos, ella descubrio métodos que se ha
demostrado que tienen una importancia enorme... La matemdtica
pura es, a su manera, la poesia de las ideas ldgicas. ... En este
esfuerzo hacia la belleza Iégica se descubren formulas espirituales
para conseguir una penetracion mds profunda en las leyes de
naturaleza"
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RESUMEN

Nocidn Descripcion Ejemplos
Expresion Expresiéon matematica que se construye con| —3X V2.7
algebraica numeros reales y letras sometidos a las operaciones| 2x 4+ y? y

matematicas basicas de suma, resta, multiplicacidn
y/o divisién

Valor numérico
de una expresién

Al fijar un valor concreto para cada indeterminada,
o variable, de una expresién algebraica aparece un
nimero real: el valor numérico de esa expresion

Si, en la expresidn precedente,
hacemos x=3, y=-2, z=1/2

algebraica obtenemos
algebraica para tales valores de las indeterminadas _3.3 1 -3
Y _3.(-2?*.==_=
2-3+(-2)° (-2 2 2
Monomio Expresion dada por el producto de nimeros reales e| —5. x. y3 .z degrado 6y
indeterminadas -
coeficiente -5
7-x?de grado 2 y coeficiente 7
Polinomio Expresion construida a partir de la suma de| —x®+4x>+8x+6
monomios
Grado de un El mayor grado de sus monomios El anterior polinomio es de grado 3
polinomio

Suma y producto
de polinomios

El resultado siempre es otro polinomio

20x—ax=ax
2ax - ax = 2ax°

Division de dos
polinomios

Al dividir el polinomio p(x) entre g(x) se obtienen
otros dos polinomios, los polinomios cociente, c(x),
y resto, r(x), tales que p(x) = q(Xx) - c(x) + r(x)

P(X) = a(x)-c(x) +r(x)

Factorizacién de
un polinomio

Consiste en expresarlo como producto de otros
polinomios de menor grado

X -3x*-x*+3=
=(x*-3)-(x*-1)

Raices y
factorizacion

Si a es una raiz del polinomio p(X) es equivalente
p(x)

descomposicion factorial de la
p(X) = (X—a)-c(X) para cierto polinomio c(X)

a que el polinomio admita  una

forma

—2 esunaraizde X3 +2x? —x-2
X4+ 2% —x=2=(x+2)-(x* -1

Regla de Ruffini

Nos puede ayudar a la hora de factorizar
polinomio y conocer sus raices

un

Matematicas 42 A de ESO. Capitulo n2 3: Expresiones algebraicas. Polinomios

www.apuntesmareaverde.org.es

Autor: Eduardo Cuchillo Ibafez
Revisora: Maria Molero
llustraciones: Banco de Imdagenes de INTEF



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/�

EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1. En este ejercicio se va a presentar un truco mediante el cual vamos a adivinar el nimero que
resulta tras manipular repetidamente un nimero desconocido. Convierte en una expresion
algebraica las sucesivas alteraciones del numero desconocido y justifica lo

que ocurre.

i. Dile aun compafiero que escriba en un papel un nimero natural y que no h

lo muestre -

ii.  Que lo multiplique por 3 &
iii.  Que al resultado anterior le sume 18

iv.  Que multiplique por 2 lo obtenido

v. Que divida entre 6 la ultima cantidad

vi.  Que al resultado precedente le reste el nimero que escribid

vii.  Independientemente del nimero desconocido original, équé nimero ha surgido?

2. En este otro ejercicio vamos a adivinar dos nimeros que ha pensado un compaiiero.
Construye una expresion algebraica que recoja todos los pasos y, finalmente, descubre el
truco.

i.  Solicita a un compafero que escriba en un papel, y no muestre, dos nimeros naturales:
uno de una cifra (entre 1y 9) y otro de dos cifras (entre 10 y 99)
ii.  Que multiplique por 4 el nimero escogido de una cifra
iii.  Que multiplique por 5 lo obtenido h
iv.  Que multiplique el resultado precedente por 5
v. Quele sume a lo anterior el numero de dos cifras que eligié &
vi. Si tu compafiero te dice el resultado de estas operaciones, tu
descubres sus dos numeros. Si te dice, por ejemplo, 467, entonces
sabes que el nimero de una cifra es 4 y el de dos cifras es 67, épor
qué?
3. Estudia si hay numeros reales en los que las siguientes expresiones no pueden ser evaluadas:
7x-9
(x+5)-(2x—-32)
—X
x> —6X+9
3 —x
-2x*-3x* -4
oXx—y+1
x> +y?

4. Una persona tiene ahorrados 2500 euros y decide depositarlos
en un producto bancario con un tipo de interés anual del 2 %.
Si decide recuperar sus ahorros al cabo de dos afios, écudl serd
la cantidad total de la que dispondra?

5. Generalicemos el ejercicio anterior: Si ingresamos X euros en
un depdsito bancario cuyo tipo de interés es del i % anual,
¢cudl serd la cantidad que recuperaremos al cabo de n afios?
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6. Construye un polinomio de grado 2, p(X), tal que p(5)=-2.
7. Consideremos los polinomios p(X)=-3x>+2x>-4x-3, q(X)=4x*+3x°-2x*+x+8 y
r(x) = 5x* +6x—2 . Realiza las siguientes operaciones:
* p+qg+r
* pP-Q
° p-r
e pr—¢g

8. Calcula los productos:

a) (%—b—zyj : (%] b) (0,3x— 0,2y +0,12) - (0,1x + 0,2y - 0,32) ¢} (x—1) (x—a) (x—b)

9. Efectua las divisiones de polinomios:

o X' —Ax*-9x*+x-2 entre 3xX* +4x—4
o 5X-6x'+7x*+3x*—x—7 entre X>+3x+4

10. Calcula los cocientes:
a) (5x"):(x%) b) (3x%y*2%) : ((1/2)xy*2) c) (X + 2% +y7) : (P +y)

11. Realiza las operaciones entre las siguientes fracciones algebraicas:

2X—3 3x

2 + 2

X°—3X X" —-6X+9
. 2X—3 3 3x

x> —3x XxX°—-6x+9
. 2x—3_ 3X

x> —3x x*—6x+9

2X-3 | 3X

X2 —3x x?—6x+9
12. Construye un polinomio de grado 2 tal que el nimero —5 sea raiz suya.
13. Determina un polinomio de grado 3 tal que sus raices sean 6, -3y 0.
14. Determina un polinomio de grado 4 tal que sus raices sean 6, —3,2y O.
15. Construye un polinomio de grado 4 tal que tenga Unicamente dos raices reales.
16. Determina un polinomio de grado 5 tal que sus raices sean 6, —3, 2,4y 5.
17. Encuentra un polinomio q(X) tal que al dividir p(x) =2x*+ X’ +3x* + x+3 entre q(X) se

obtenga como polinomio resto r(x) = X* + X+1.
18. Halla las raices enteras de los siguientes polinomios:

e 3x3+11x°+5x-3
o 3X+2x*+8x-3
o 3¢+5x%+x-1
e 2X+x*-6x-3

19. Obtén las raices racionales de los polinomios del ejercicio anterior.
20. Descompodn los siguientes polinomios como producto de polinomios irreducibles:
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o 3xX+11x°*+5x-3
o 3C+5x*+x-1
o 2X+x°-6x-3
o 3C-6xX2+x-2
21. Calcula las potencias:
a) (x— 2y +2)° b) (3x—y)’ c) ((1/2)a + b*)? d) (- y?)?

22. Analiza si los siguientes polinomios han surgido del desarrollo de potencias de binomios, o
trinomios, o de un producto suma por diferencia. En caso afirmativo expresa su procedencia.

e xX*-36
e 5x°+1
e 5x°-11
o X°-3y?

e X —6x+9
e x'-8x°+16
o X ++4/20xy+5y?
o X'4+2x+x+2x+1
o X'-2x+x+2x+1
23. Descompon en factores:
a)x*—1 b) x*— y* o)Xy -z d)x*— 2%y +y°
24. Con este ejercicio se pretende mostrar la conveniencia a la hora de no operar una expresién
polindmica que tenemos factorizada total o parcialmente.
a) Comprueba laigualdad x* —5x*+6=(x*-2)-(x*-3).
b) Determina todas las raices del polinomio x*—5x*+6.
25. Factoriza numerador y denominador y simplifica:

2

3

x> —2x+1 Xt +2x°y? + y* X3 — X
a) = b) 5 R
X -1 X +y X" -1
26. Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
2 3 X—y X*+y° 2x+1
a) - o) 2.2 Y ) —F
X(5-x) 2(5-x) X+y X -y ax° -1

27. Efectia las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
x' -1 x*+1 2x+3y 3x+4y
a) —— i —5— b) -
X X a-b 2a-2b
28. Efectuia las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:

3 2 2 3 _
) (x“—i]:(x%ij ) X —3ax’+3a’x-a’ x-a 0 (a+b a bj_ ab

¢) —4x+(1- x“)(x—”—l_—xj
1-x 1+x

x? X X+a ‘X+a a-b a+b) a+b
29. Efectuia las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:
i1 1 1 3,221
a X+ X a+ 1 3 2 1 3 2 X X
a) y. ) A Y . Y. XY
1.1 1.1 x x* x*)\x x x 1 335
a X+y X a+y X Yy Xy
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AUTOEVALUACION

1. Sefala los coeficientes que aparecen en las siguientes expresiones algebraicas:

35)(4_r82+6xy3—Z b) —3x° +2x* — X + 4x-5 ) 7-v2-x-y?-z

a)

- 3 6
2. Elvalor numérico de la expresion > +5xy°—— en x=2, y=-1 z=-1es:
V4

3y?

a) 17 b) 15 c) -3 d) -5
3. Completa adecuadamente las siguientes frases:
a) Lasuma de dos polinomios de grado tres suele ser otro polinomio de grado ..........
b) Lasuma de tres polinomios de grado dos suele ser otro polinomio de grado ..........
c) El producto de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ..........

d) La diferencia de dos polinomios de grado cuatro suele ser otro polinomio de grado ..........

4. Al dividir el polinomio P(X) =5X +6X"+3X>+2 entre ((X) = 3X° +5X+8 el polinomio resto

resultante:
a) debe ser de grado 2. b) puede ser de grado 2.
c) debe ser de grado 1. d) debe ser de grado menor que 2.

5. Considera el polinomio 5x* —8x% + 4x®> —6x+ 2. éCudles de los siguientes nimeros enteros son
razonables candidatos para ser una raiz suya?

a)3 b) 2 c)4 d)7

6. Considera el polinomio 2x* +7x° + x* — 7x—3. éCudles de los siguientes nimeros racionales son
razonables candidatos para ser una de sus raices?

-1 1 3
a) —3 b) — c) = d) —
2 3 2
7. Todo polinomio con coeficientes enteros de grado tres
a) tiene tres raices. b) tiene, a lo sumo, tres raices. c) tiene, al menos, tres raices.

8. ¢Es posible que un polinomio, con coeficientes enteros, de grado cuatro tenga exactamente tres
raices, ya sean diferentes o con alguna multiple?

9. Justifica la veracidad o falsedad de cada una de las siguientes frases:
a) Laregla de Ruffini sirve para dividir dos polinomios cualesquiera.
b) La regla de Ruffini permite dictaminar si un nimero es raiz o no de un polinomio.
c) Laregla de Ruffini solo es valida para polinomios con coeficientes enteros.
d) Laregla de Ruffini es un algoritmo que nos proporciona todas las raices de un polinomio.

10. Analiza si puede haber algun polinomio de grado diez que no tenga ninguna raiz.
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Resumen

Ya sabes resolver muchas ecuaciones y sistemas de ecuaciones, y utilizarlo para resolver gran nimero
de problemas de lo mas variado. En este capitulo vamos a repasar la resolucion de ecuaciones que ya
conoces, de primer grado, de segundo... y aprenderemos a resolver algunas nuevas ecuaciones y a
utilizar lo aprendido para resolver problemas de la vida cotidiana por medio de las ecuaciones.

Repasaremos también los sistemas de ecuaciones lineales, cdmo se resuelven por diferentes métodos y
su aplicacién para resolver problemas que nos rodean, pero utilizaremos esos métodos para resolver

algunos sistemas nuevos que no sean lineales.

Los matemadticos han tardado cerca de tres mil aflos en comprender y
resolver ecuaciones tan sencillas y que tan bien conoces cémo ax + b = 0.
Ya los egipcios resolvian problemas que se pueden considerar de
ecuaciones aunque no existia la notacion algebraica. El matematico griego
Diofanto en el siglo Il resolvié ecuaciones de primer y segundo grado. En
el siglo XV hubo un desafio para premiar a quien resolviera una ecuacién

N

— Y

T

de tercer grado. En el siglo XIX se demostré que no existe una férmula general que resuelva las

ecuaciones de quinto grado.
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ECUACIONES

1.1. Concepto de ecuacion

Una ecuacidon es una igualdad algebraica que Unicamente es cierta para algunos valores de las
incognitas. Los valores de las incognitas que hacen cierta la igualdad son las soluciones de la ecuacién.

Resolver una ecuacién es encontrar sus soluciones, es decir, los valores que al sustituirlos en la
ecuacion la convierten en una identidad numérica.

Comprobar la soluciéon consiste en sustituirla en la ecuacion y ver si la igualdad obtenida es una
identidad.

Hay que diferenciar una ecuacién de una identidad algebraica como x(x + 2) = x* + 2x que es cierta para
todo valor de x.

Las ecuaciones pueden tener una Unica incdgnita, o mas de una. Pueden ser polindmicas o de otro tipo
(exponencial, racional, irracional...). En las ecuaciones polindmicas los exponentes de las incégnitas son
numeros naturales. Pueden ser de primer grado, si el exponente mas alto de la incégnita es uno, de
segundo grado si es dos...

Ejemplo:
e Laecuacion (x + 3)*> = 4x> es una ecuacion polindmica de tercer grado con una incégnita.
e Laecuacién 7X+—2 =0 es una ecuacién racional. No es polindmica.
X_
e Laecuacidn 7x + sen2x = 0 no es una ecuacion polindmica.
e Laecuacion 4xy + 8x = 0 es polindmica de dos variables.

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen la misma solucién.

Para resolver ecuaciones vamos sustituyéndola por otra equivalente hasta llegar a la solucion. Para
obtener ecuaciones equivalentes podemos:

1) Sumar o restar un mismo término a ambos miembros de la ecuacion.
2) Multiplicar ambos miembros por un mismo namero.
3) Dividir ambos miembros por un mismo nimero cuidando que ese valor no sea cero.

Ejemplo:
e Pararesolver 5x + 3 = 9 la vamos sustituyendo por otras equivalentes:
5x + 3 =9 = (restamos 3 a ambos miembros de la ecuacién)
5x+3-3=9-3 = 5x=6= (dividimos ambos miembros por 5 que es distinto de cero)
5x/5 = 6/5 = x = 6/5. Ya conocemos la solucion, x = 6/5.
Comprobamos si x = 6/5 es la solucidén sustituyendo en la ecuacion:
5x+3=9=5(6/5)+3=9=6+3=09. En efecto, 6/5 es solucién.
El procedimiento para resolver ecuaciones de primer grado con una incdgnita, recuerda que es:

1) Eliminar los denominadores

2) Eliminar los paréntesis

3) Agrupar los términos con la incégnita en un miembro y los términos independientes en el otro.
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4) Efectuar operaciones
5) Despejar la incognita.

Ejemplo:
7—3X

e Resolver: 9(2—3X)+%(X—3): 4x —
1) Eliminar los denominadores

7 —3x

9(2—3x)+%(x—3):4x— = 5.9(2-3x)+4(x -3)=5-4x - (7-3x) =

2) Eliminar los paréntesis
90-135x+4x—-12=20x-7+3x =

3) Agrupar los términos con la incégnita en un miembro y los términos independientes en el otro.
—135x+4x—-20x-3x=-7-90+12 =

4) Efectuar operaciones
—154x=-85=

5) Despejar la incégnita.

x =—85/-154 = 85/154

1. Escribe tres ecuaciones equivalentes a 4x — 5xy + 7 — 2yx = 8x.
2. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)5(7x+6) =21 b)—2x+7=-7(3x—2) — 8x C)2x—6(9+5x)=4(x+6)+7

3. Resuelve las siguientes ecuaciones:
4 7-3
a) 9(2—3x)+g(x—3):4x— - X b)6_(8_4[3>(_3n:2x_5‘9x c) 8(3x—5)=7(6 - 9x)
7 7

, x-1 x+1 1
4. Comprueba que la solucibonde —— ———=— esx=6.

3 6
5. Escribe tres ecuaciones de primer grado que tengan como solucién 3, otras tres que tengan infinitas
soluciones y tres que no tengan solucion.

6. Calcula las dimensiones de un rectangulo sabiendo que su perimetro es 30 cm y que su base es
doble que su altura.

7. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)2(3x+4)=7 b) —4x + 6 = —9(5x — 1) — 5x
4 —4x
c) 4x —7(11 +2x) = 6(x + 8) + 9 d) 2(3—4x)+7(x—2)= 2x—>
e) 2_[7_5[2)(_;)]:4)(_6—32" f) 3(7x 1) = 9(3 - 2x)
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1.2. Ecuaciones de 22 grado

Hay ecuaciones de segundo grado que ya sabes resolver. En este capitulo vamos a profundizar y a
aprender a resolver este tipo de ecuaciones. Por ejemplo, el siguiente problema ya sabes resolverlo:

Actividades resueltas

e Se aumenta el lado de una baldosa cuadrada en 3 cm y su drea ha quedado multiplicada por 4,
¢Qué lado tenia la baldosa?

Planteamos la ecuacion:
(x +3)% = 4x*

iEsta ecuacion si sabes resolverla! x + 3 = 2x, luego el lado es de 3 cm.

Hay otra solucién, x = —1, que no tiene sentido como lado de un cuadrado.
Vamos a repasar de forma ordenada el estudio de estas ecuaciones.

Una ecuacion de segundo grado es una ecuacidon polindmica en la que la mayor potencia de la
incognita es 2. Las ecuaciones de segundo grado se pueden escribir de la forma:

ax’ +bx+c=0
donde g, by c son nimeros reales, con a # 0.
Ejemplo:
e Son ecuaciones de 22 grado por ejemplo
5%° — 8x +3=0; -3¢ +9x+-6=0; X' —(3/4)x-2,8=0
Ejemplo:
e Los coeficientes de las ecuaciones de 22 grado son numeros reales, por lo tanto pueden ser

fracciones o raices. Por ejemplo:

§x2—4x+%:0; %x2—§x+%:0; —5,8x° +1,7x +—0,02 = 0; J2x2 +3x—/5=0

8. Indica si son ecuaciones de segundo grado las siguientes ecuaciones:

a) 5x* —/2x+8=0 c)3,2x*-1,25=0 e) 2x2—§=o
X

b) 5xy2— 8= 0 d)28-63x=0  f) 2x* —3/x+4=0
9. En las siguientes ecuaciones de segundo grado, indica quiénes sona, by c.

a)2-7x*+11x=0 b)-2,3x>+6,7x=0

c)5x°-9=0 d) 9,1 - 2,3x +1,6=0
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1.3. Resolucion de ecuaciones de 22 grado completas

Se llama ecuacion de segundo grado completa a aquella que tiene valores distintos de cero paraa, by
C.

Para resolver las ecuaciones de segundo grado completas se utiliza la férmula:
‘o —b++/b? - 4ac
2a

Esta formula nos permite calcular las dos soluciones de la ecuacion.

Llamamos discriminante a la parte de la formula que estd en el interior de la raiz:

A =b*-4ac

Actividades resueltas
e Resuelve la ecuacion de segundo grado x> —5x+ 6 =0
Primero debemos saber quiénes sona, by c:
a=1,b=-5;c=6

Sustituyendo estos valores en la formula, obtenemos:

‘o ~b++b?—d4ac —(-5)+4(-5)*-4-1.6 5+.25-24 5+1

2a 21 2 2
Por lo tanto, las dos soluciones son:
XI:E:'EE; X2=E=2
2 2

En efecto, 3° —=53+6=9-15+6=0,y2°-52+6=4—10+6 =0, luego 3 y 2 son soluciones de la
ecuacion.

10. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado completas:

a)xX*—7x+12=0 b)3x*+2x—24=0

)2 -9 +6=0 d)x*—3x-10=0
11. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)bx—2XTho e 1OKHB ) ) X23 ToAX g g x(x—2)+3x —7)+11=-11

5 5 5 X
2 2
d) 60 —7)+2x? —9)J+3=2 ¢ 3= L _2x-5 {127 2 4x-2
2X 3 6 3X 5 15
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1.4. Numero de soluciones de una ecuacion de 22 grado completa
Antes hemos definido lo que era el discriminante, ¢te acuerdas?
A = b*-4ac

Para saber cudntas soluciones tiene una ecuacién de 22 grado, nos vamos a fijar en el signo del
discriminante.

Si A = b®—4ac > 0, la ecuacién tiene dos soluciones reales y distintas.
Si A = b®—4ac =0, la ecuacidn tiene dos soluciones reales iguales (una solucién doble).
Si A =b*—4ac <0, la ecuacién no tiene solucién.
Ejemplo:
e Laecuacion x* — 4x — 12 = 0 tiene como discriminante:
A=b*—4ac=(-4)"-41-(-12)=16+48=64>0

Por lo tanto, la ecuacién dada tiene 2 soluciones reales y distintas, 6 y —2. (Comprobacién: 6> — 4-6 — 12
=36-24-12=0y(-2)>—4(-2)-12=4+8-12=0).

e Laecuacion x> — 4x + 4 = 0 tiene como discriminante:
A=b>—4ac=(-4)’-414=16-16=0
Por lo tanto, la ecuacion tiene dos soluciones reales iguales. Se puede escribir como:
X’ —4x+4=0= (x—2)*=0, que tiene la solucién doble x = 2.
e Laecuacion x* + 5x + 9 = 0 tiene como discriminante
A=b*—4ac=(5%-41(9)=25-36=-11<0

Por lo tanto, la ecuacidn no tiene solucidn real. Ningin namero real verifica la ecuacién.

12. Averigua cuantas soluciones tienen las siguientes ecuaciones de 22 grado:
a)5x*+2x+4=0 b) 2x*—7x+8=0
¢)x*-5x—11=0 d)3x*—8x+6=0

1.5. Resolucion de ecuaciones de 22 grado incompletas

Llamamos ecuacion de 22 grado incompleta a aquella ecuacion de segundo grado en la que el
coeficiente b vale 0 (falta b), o el coeficiente c vale 0 (falta c).

Observa: Si el coeficiente a vale cero no es una ecuacion de segundo grado.
Ejemplo:
e Laecuacién de 22 grado 2x* — 18 = 0 es incompleta porque el coeficiente b = 0, es decir, falta b.

e Laecuacion de 22 grado 3x*—15x=0es incompleta porque no tiene ¢, es decir, c = 0.

Matematicas 42 A de ESO. Capitulo 4: Ecuaciones y sistemas lineales Autora: Raquel Hernandez
Revisores: Maria Molero y Javier Rodrigo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Raquel Hernandez y Banco de Imdgenes de INTEF




Una ecuacion de segundo grado incompleta también se puede resolver utilizando la férmula de las
completas pero es un proceso mas lento y es mas facil equivocarse.

Si el coeficiente b = 0: Despejamos la incognita normalmente, como haciamos en las ecuaciones de
primer grado:

ax*+c=0=ax’=—c = x> _—C: / Resumen \

Sib=0, ax* +c =0, despejamos la incognita:
VX :>X + |—>Ot|enedos

X==x[—,sic<L0.
soluciones distintas, si — < 0 no existe solucion. a
a

) . i Sic=0, ax’ + bx = 0, sacamos factor comun:
Si el coeficiente ¢ = 0: Sacamos factor comun:

ax2+bx=0:>x(ax+b)=0. \ x=0y X:?. j
Para que el producto de dos factores valga cero,

uno de los factores debe valer cero.

-b
Portantox=0,0ax+b=0=ax=-b= X = —
a

Ejemplo:
e Enlaecuacion 2x* — 50 = 0 falta la b. Para resolverla despejamos la incognita, es decir, x°:
2x*—50=0=2x" =50 = x* = 50/2 = 25

Una vez que llegamos aqui, nos falta quitar ese cuadrado que lleva nuestra incégnita. Para ello,
hacemos la raiz cuadrada en los 2 miembros de la ecuacién:

X = +1/25 = 45

Asi hemos obtenido las dos soluciones de nuestra ecuacién, 5y —5. En efecto, 2-5° — 50 = 2:25 — 50 = 0,
y 2:(-5)*-=50=2-25-50=0

Ejemplo:
e Enlaecuacion 4x*> — 24x = 0 falta la c. Para resolverla, sacamos factor comun:
4x* —24x=0= 4x(x - 6) =
Una vez que llegamos aqui, tenemos dos opciones
1) 4x=0=x=0.
2) x—-6=0=>x=6.
Asi hemos obtenido las dos soluciones de la ecuacion x=0y x = 6.
En efecto, 4-0°—24-0=0, y 4-(6)* — 24-6 = 4-36 — 24-6 = 144 — 144 = 0.

Actividades resueltas
e Resuelve la ecuacién de 22 grado 3x* — 27 = 0:

Solucion: Se trata de una ecuacion de 22 grado incompleta donde falta la b. Por lo tanto, despejamos la incdgnita

Matematicas 42 A de ESO. Capitulo 4: Ecuaciones y sistemas lineales Autora: Raquel Hernandez
Revisores: Maria Molero y Javier Rodrigo
llustraciones: Raquel Hernandez y Banco de Imdgenes de INTEF

—. 18

www.apuntesmareaverde.org.es




3% -27=0=3x"=27=x"=27/3=9> X=i\/§ =43. Las soluciones son 3y —3.

e Resuelve la ecuacion de 22 grado x* + 8x = 0:
Solucion: Se trata de una ecuacion de 29 grado incompleta donde falta la c.
Por lo tanto, sacamos factor comun: X +8x=0= x(x+8)=0
Obtenemos las dos soluciones: x=0yx+8=0= x=-8. Las soluciones son 0 y —8.

13. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado incompletas:

a)3x*+18x=0 b) 5x° — 180 =0
c)x*-49=0 d)2xX*+x=0
e)4x*—25=0 f)5x*—10x=0

1.6. Suma y producto de las soluciones en una ecuacion de segundo grado

Si en una ecuacién de segundo grado: x* + bx + ¢ = 0, con a = 1, conocemos sus soluciones: x; y X
sabemos que podemos escribir la ecuacion de forma factorizada:

(x=x1) - (x—x2) =0
Hacemos operaciones:
XP = X1 X = Xp X + X1:X2 = 0 = x> — (x1+ x2)x+x1:%, =0,

por lo que el coeficiente ¢ es igual al producto de las soluciones y la suma de las soluciones es igual al
opuesto del coeficiente b, es decir, —b.

X1'X2 = C; X1 + X = =b.
Si la ecuacién es ax® + bx + ¢ = 0, dividiendo por a, ya tenemos una de coeficiente a = 1, y obtenemos

que:

C —
X1X2=—;X1+X2= —
a a

Esta propiedad nos permite, en ocasiones, resolver mentalmente algunas ecuaciones de segundo
grado.

Actividades resueltas
e Resuelve mentalmente la ecuacién x> — 5x + 6 = 0.

Buscamos, mentalmente dos nimeros cuyo producto sea 6 y cuya suma sea 5. En efecto,2:-3=6,y2 +
3 =5, luego las soluciones de la ecuacién son 2 y 3.

e Resuelve mentalmente la ecuacion x> — 6x + 9 = 0.
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El producto debe ser 9. Probamos con 3 como solucidn, y en efecto 3 + 3 = 6. Las soluciones son la raiz 3
doble.

e Resuelve mentalmente la ecuacidon x> —x—2 = 0.

Las soluciones son —1y 2, pues su producto es —2 y su suma 1.
e Resuelve mentalmente la ecuaciéon x* + x —2 = 0.
Las soluciones son 1y —2, pues su producto es -2 y su suma —1.

14. Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones de 22 grado:

a)x* +6x=0 b)x*+2x—8=0
c)x*—25=0 d)x*-9x+20=0
e)x*—3x—4=0 f)yx*—4x-21=0

15. Escribe una ecuacidn de segundo grado cuyas soluciones sean 3y 7.
16. El perimetro de un rectangulo mide 16 cm y su area 15 cm?. Calcula sus dimensiones.

17. Si 3 es una solucidn de x* — 5x + a = 0, écudnto vale a?

1.7. Otras ecuaciones

Durante siglos los algebristas han buscado férmulas, como la que ya conoces de la ecuacion de segundo
grado, que resolviera las ecuaciones de tercer grado, de cuarto, de quinto... sin éxito a partir del quinto
grado. Las formulas para resolver las ecuaciones de tercer y cuarto grado son complicadas. Sélo
sabemos resolver de forma sencilla algunas de estas ecuaciones.

Ejemplo:
e Resuelve: (x=2):-(x—6)-(x+1)-(x=3):-(x—=7)=0.

Es una ecuacién polinémica de grado cinco, pero al estar factorizada sabemos resolverla pues para que
el producto de varios factores de cero, uno de ellos debe valer cero. Igualando a cero cada factor
tenemos que las solucionesson 2,6,-1,3vy 7.

Ejemplo:

e La ecuacién x* — 5x* + 4 = 0 es una ecuacion polindmica de cuarto grado, pero con una forma
muy especial. Se llama ecuacién bicuadrada, porque podemos transformarla en una ecuacion de
segundo grado llamando a x* por ejemplo, z.

5+425-16 5++9 53

2 2 2

Una solucidn de la ecuacién de segundo gradoesz=4,ylaotraesz=1.

X' =5 +4=0=2"-52+4=0=2z=

Por tantosiz=x*= 4, entoncesx =2y x=-2.

Ysiz=x*=1, entonces x = lyx=-1.

Nuestra ecuacién de cuarto grado tiene cuatro soluciones: 2, -2, 1y —1.
Ejemplo:
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Si hay incognitas en el denominador, la ecuacidén se denomina racional, y se resuelve de forma similar,
quitando denominadores.

e Resuelve 3X-8+9x _ 4
2X
Quitamos denominadores: 3)(_28—+9X =4 =3x—8+9x=8x =>3x+9x—8x=8 =>4x=8 =>x=2.
X

Ejemplo:

Si hay incognitas dentro de un radical, la ecuacién se denomina irracional, y se resuelve aislando el
radical y elevando al cuadrado (o al indice del radical). Ahora es preciso tener una precaucion, al elevar
al cuadrado, la ecuacién obtenida no es equivalente, se pueden haber afiadido soluciones.

e Resuelve 2+v/X-3=x-1
Se aisla el radical: 2+vX—3=X-1 = JYX—-3=x-1-2= Jx—-3=x-3
Elevamos al cuadrado: (x/X_—?:)2 =(Xx-3)°’=x-3=x’-6x+9=x' - 7x+12=0.
Resolvemos la ecuacién de segundo grado que tiene por soluciones 4 y 3, y comprobando en la

ecuacion inicial, ambas son soluciones de esta ecuacion.
Ejemplo:

Si la incognita esta en un exponente la ecuacién se denomina exponencial. Si podemos expresar los dos
miembros de la ecuacion como potencias de la misma base, se igualan los exponentes.

1
e Resuelve: 3% = —

81

- . . 1 -
Expresamos la ecuacién como potencias de una misma base: 3** = a1 = 32 =3"*

Igualamos los exponentes: 2x = -4 = x =-2.

18. Resuelve las ecuaciones siguientes:

a)(x-6)-(x=3):-(x+7)-(x-1)-(x-9)=0 b)3(x—4) - (x—-8)-(x+5)-(x—-2)-(x—1)=0
19. Resuelve las ecuaciones bicuadradas siguientes:

a)x*—13x*+36=0 b)x"-29x*+100=0 c)x*-10x°+9=0 d)x"-26x>+25=0
20. Resuelve las ecuaciones racionales siguientes:

g2cle?x 3,0 11 111 4 28 1,
3X X X Xx-2 3 x-1 x+1 3 X X
21. Resuelve las ecuaciones irracionales siguientes:
a) 5+VX—1=x+2 b) VX—2+3VX—2=x+1 ¢ VX—4=x-1 d) 7+/x+4=x+9
22. Resuelve las ecuaciones exponenciales siguientes:
a) 25 4 24 1 X% 208 g L o 2% .4 =L
625 16
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2. SISTEMAS DE ECUACIONES

2.1. Concepto de sistema de ecuaciones lineales

Una ecuacidn con varias incognitas es una igualdad que las relaciona.
Por ejemplo:
x> +y* = 36, es la ecuacién de una circunferencia de centro el origen y radio 6.
Un sistema de ecuaciones es, por tanto, un conjunto de ecuaciones con varias incégnitas.
Por ejemplo:
x> +y? =36
2x+3y=0

La primera ecuacién es la de una circunferencia de centro el origen y radio 6, y la segunda es la
ecuacién de una recta que pasa por el origen. Las soluciones del sistema son los puntos de interseccién
entre la circunferencia y la recta.

Se llama solucion del sistema a cada uno de los conjuntos de nimeros que verifican todas las
ecuaciones del sistema.

Dos sistemas son equivalentes cuando tienen las mismas soluciones.

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas estd formado por ecuaciones de primer grado y
se puede expresar de la forma:

ax+hby=c
a'x+by=c
donde g, b, a' y b' son numeros reales que se denominan coeficientes y c y ¢’ también son nimeros
reales llamados términos independientes.
La solucidn del sistema es un par de valores (x, y) que satisfacen las dos ecuaciones del sistema.
Ejemplo:

Son sistemas de ecuaciones lineales, por ejemplo:

5x -3y =-2 6X+3y=7 2x+3y =4 Sy +3=4x
7x+9y=4" 2x-3y=0’ 8x—4y=5" 8Xx -4 =6y
Ejemplo:
. . 4xy+6y =1 . _ .
No es un sistema lineal porgue tiene términos en xy, aunque es un sistema de dos
SX—-7xy =3
ecuaciones.
4x* +6y =5 . . 2 . .
Tampoco lo es porgue tiene un término en x°, aunque es un sistema de dos ecuaciones.
3x—-7y=8
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23. Razona si son o no sistemas de ecuaciones lineales los siguientes sistemas:

3Xy+y=>5 b 6y —4x=3
SX—-4y =2 X-7y=-8

5 _3:2 2 =
0 X y d) X“+y=2
4x+6y=3 3x+y? =4

2.2. Clasificacion de sistemas de ecuaciones lineales

En un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas, cada una de las ecuaciones representa una
recta en el plano.

Estas rectas pueden estar posicionadas entre si de tres maneras distintas, lo que nos ayudarad a clasificar
nuestro sistema en:

1) Compatible determinado: el sistema tiene una Unica solucidn, por lo que las rectas son SECANTES, se
cortan en un unico punto.

2) Compatible indeterminado: el sistema tiene infinitas soluciones, por lo que las rectas son
COINCIDENTES.

3) Incompatible: el sistema no tiene solucién, por lo que las rectas son PARALELAS.

T+y=3

,
Y § + f 1 3 : . T . .
"\.\ -2 -1 o 1 2 3 4
\‘\\ . - L]
TE A o
™ 14
. B
. et 2y=6
~ N
2

Compatible determinado Compatible indeterminado Incompatible

Rectas secantes Rectas coincidentes Rectas paralelas

Actividades resueltas
e Afade una ecuacion a x — 2y = 2 para que el sistema resultante sea:

a) Compatible determinado

b) Incompatible
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c) Compatible indeterminado

Solucion:

a) Para que el sistema sea compatible determinado, afadiremos una -. =2
ecuacion que no tenga los mismos coeficientes que la que nos dan. —
Por ejemplo, x +y = 1.

b) Para que sea incompatible, los coeficientes de las incognitas ”
tienen que ser los mismos (o proporcionales) pero tener diferente
término independiente. Por ejemplo x — 2y = -3, (0 2x — 4y = 0).

c) Para que sea compatible indeterminado, pondremos una ecuacion .
proporcional a la que tenemos. Por ejemplo 2x —4y = 4.

gy =4

Una forma de resolver un sistema lineal de dos ecuaciones es el de resolucidn grafica, representando,
como hemos visto en el ejemplo anterior, las dos rectas definidas por las ecuaciones del sistema en los
mismos ejes coordenados, clasificando el sistema y si es compatible y determinado, determinando el
punto de interseccion.

24. Resuelve graficamente los siguientes sistemas y clasificalos:

) 2X+Yy=6 b X—y=3 2x—-3y =3
a C
-3X+y=-1 —-2y+2x=1 4x -6y =06
25. Resuelve graficamente los siguientes sistemas vy clasificalos:
) X+y=5 b X—y=3 2x—-3y=5
a C
-3X+y=-3 -2y+x=1 4x -4y =4
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2.3. Resolucidn de sistemas lineales por el método de sustitucion

El método de sustitucidon consiste en despejar una incognita de una de las ecuaciones del sistema y
sustituir la expresién obtenida en la otra ecuacion.

Asi, obtenemos una ecuacién de primer grado en la que podemos calcular la incégnita despejada. Con
el valor obtenido, obtenemos el valor de la otra incégnita.

Ejemplo:
. 2x-3y=-1 . L
Vamos a resolver el sistema por el método de sustitucidn:
X+2y=3
Despejamos x de la segunda ecuacién:
2x-3y=-1
X+2y=3=>x=3-2y
y lo sustituimos en la primera:
23-2y)-3y=-1=6-4y-3y=-1=-4y-3y=-1-6=>-7y=-7T=y=(-7)/(-7) =1
Con el valor obtenido de y, calculamos la x:
X=3-2y=>x=3-2-1=1.

Solucion:
x=1
y=1

26. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucién:

3X+4y =26 b 2X+4y =26 3Xx—-2y=8
a C
X—2y=2 3X+y=24 2x+3y =14

2.4. Resolucidn de sistemas lineales por el método de igualacion

El método de igualacion consiste en despejar la misma incégnita de las dos ecuaciones que forman el
sistema e igualar los resultados obtenidos.

Asi, obtenemos una ecuacién de primer grado en la que podremos calcular la incégnita despejada. Con
el valor obtenido, calculamos el valor de la otra incégnita.

Ejemplo:
: 2x-3y=-1 . : y
Vamos a resolver el sistema por el método de igualacién:
X+2y=3
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Despejamos la misma incdgnita de las dos ecuaciones que forman el sistema:

2x—3y=—1:>x:%

X+2y=3=>x=3-2y
Igualamos ahora los resultados obtenidos y resolvemos la ecuacidn resultante:
M:3—2y:>3y—1:2(3—2y):6—4y:>3y+4y:6+1:> y=7= y:;:1
Con el valor obtenido de y, calculamos la x:
x=3-2y=>x=3-2:(1)=1

Solucion:
x=1
y=1

27. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacion:

3x+y=18 b) 2x—-3y=-1 7x—4y =10
a c
-2x+3y=-1 4x+2y =26 3X+2y=8

2.5. Resolucion de sistemas lineales por el método de reduccidn

El método de reduccion consiste en eliminar una de las incognitas sumando las dos ecuaciones. Para
ello se multiplican una o ambas ecuaciones por un nimero de modo que los coeficientes de x o y sean
iguales pero de signo contrario.

Ejemplo:

2x -3y =-1
Vamos a resolver el sistema Y por el método de reduccion:
X+2y=3

Multiplicamos la segunda ecuacidn por -2 para que los coeficientes de la x sean iguales pero de signo
contrario y sumamos las ecuaciones obtenidas:

{2x—3y:—1 { 2x -3y =-1 s { 2x -3y =-1
—sumames

x+2y=3 —2 5 |-2x-4y=-6 0-7y=-7

=y=(-7)/(-7)=1
Con el valor obtenido de y, calculamos la x:
2x—31=-1=2x=-1+3=2=>x=2/2=1

Solucion:
x=1
y=1
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28. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reduccién:

) 3Xx+y=8 b 5x+3y =19 2x+3y=0
a c
2X -5y =-23 4x+y=11 3x—-2y =13

2.6. Sistemas de ecuaciones no lineales
Si alguna de las ecuaciones del sistema no es lineal, el sistema ya no es lineal.

Se resuelve por cualquiera de los métodos anteriores, por ejemplo por sustitucion, despejando, si es
posible una incégnita de exponente uno.

Ejemplo:

X+y=14
Xy =-15

Para resolver { despejamos “y” de la primera ecuacion: y = 14 — x, y lo sustituimos en la

segunda: xy = x(14 — x) = —15 = 14x — x* =—15 = x> — 14x - 15 = 0.
Resolvemos la ecuacion de segundo grado, y las soluciones son: 15y —1.
Como y =14 —x, six =15 entonces y =—1, y si x =—1 entonces y = 15.

Las soluciones son los puntos (15, —1) y (-1, 15), puntos de interseccion entre la hipérbola xy = 15, y la
rectax+y=14.

29. Resuelve los siguientes sistemas:

2 2 _ 2 2 _
a) {3)( —oy =2 b) { 3T +y” =3 Ayuda: Utiliza el método de reduccién:

2x? -3y’ =-1 5x? —2y*=5
Xy—l y
) 2 _ = — X+ —_:1
S : d) {X =3 ) XYY
X+y:E Xy =1 X+y=2

30. La trayectoria de un proyectil es una parabola de ecuacién: y = —x* + 5x, y la trayectoria de un avién
es una recta de ecuacion: y = 3x. ¢éEn qué puntos coinciden ambas trayectorias? Representa
graficamente la recta y la pardbola para comprobar el resultado.

31. Resuelve los siguientes sistemas y comprueba graficamente las soluciones:

2_ 2: X — =1 2 2:
a) X°—y“ =3 b) y o) X“+y- =81
X+y=3 Xy =2 Xy =4

2 2 _ 2 2 _ 2 2 _
d) X +2y° =17 e) X“—y“ =5 f) X“+y- =18
X+y=5 Xy =6 y =X

Matematicas 42 A de ESO. Capitulo 4: Ecuaciones y sistemas lineales Autora: Raquel Hernandez

Revisores: Maria Molero y Javier Rodrigo
@@@ llustraciones: Raquel Hernandez y Banco de Imdgenes de INTEF
@ E MC SR 'E:" -":l

..'E!;.:":: . Cfps] = T

www.apuntesmareaverde.org.es




2.7. Sistemas de ecuaciones lineales de mas de dos incognitas

La mejor forma de resolver sistemas lineales de mas de dos incégnitas es ir sustituyendo el sistema por
otro equivalente de forma que cada vez se consiga que sean ceros los coeficientes de mas incognitas.

Ejemplo:

2x+y-32=0
Para resolver el sistema: { x4 2y + z =4, dejamos la primera ecuacion sin modificar. Queremos que la
X+4y—-22=3

ow.,n

segunda ecuacidn tenga un cero como coeficiente de la “x”, para ello la multiplicamos por 2 y le

ow. ., n

restamos la primera. Para que la tercera ecuacidon tenga un cero como coeficiente de la “x”, Ia
multiplicamos por 2 y le restamos la primera:

2x+y—-32=0 2x+y—-32=0
X+2y+z=4 = J0+3y+52=8
X+4y—-2z=3 0+7y—z=6

Ahora podemos resolver el sistema de dos ecuaciones y dos incognitas formado por las dos ultimas
ecuaciones, o continuar con nuestro procedimiento. Para conseguir que en la tercera ecuacion el
coeficiente de la “y” sea un cero multiplicamos la tercera ecuacion por 3 y la segunda por 7 y las
restamos:

2x+y-32=0 2x+y—-3z=0
0+3y+5z2=8 = <0+3y+52=8
0+7y—2=6 0+0+322=32

y ahora ya podemos despejar cada una de las incognitas de forma ordenada:

z=1 z=1
3y+5(1)=8 = 1y=1
2x+y-3(1)=0 x=1
32. Resuelve los siguientes sistemas:
2X+y-3z=-2 2X+Yy+22=6 3X+2y—-2z=5
a)!{ x+2y+z=0 b) J x+2y+2z=4 c) ! x—2y+2z=-1
3X+4y—-2z=-3 3x—-2y-3z=3 X—2y—-32=-6
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3. RESOLUCION DE PROBLEMAS

3.1. Resolucidn de problemas mediante ecuaciones de 22 grado

Para resolver problemas por medio de ecuaciones de 292 grado, primero tendremos que pasar a
lenguaje algebraico el enunciado del problema y luego resolverlo siguiendo los siguientes pasos:

1.- Comprender el enunciado

2.- Identificar la incégnita

3.- Traducir el enunciado al lenguaje algebraico
4.- Plantear la ecuacion y resolverla

5.- Comprobar la solucidn obtenida

Actividades resueltas
Vamos a resolver el siguiente problema:

e (¢Cudl es el numero natural cuyo quintuplo aumentado en 6 unidades es igual a su cuadrado?

Una vez comprendido el enunciado, identificamos la incégnita, que en este caso, es el numero que
estamos buscando.

2.- NUmero buscado = x

3.- Traducimos ahora el problema al lenguaje algebraico:
5x+6=x

4.- Resolvemos la ecuacién:

5X+6=x"=x*-5x—6=0

_—btb?—4ac —(-5)%4(-5)?—-4-1-(-6) 5++25+24 5+49 5+7
2a 2-1 2 2 2
X1=¥=6,’ X2:¥:_1

X

Solucidon: Como el enunciado dice “nimero natural” el ndmero buscado es el 6.

5.- Comprobacion: En efecto 56 + 6 =36 = 6°.

33. {Qué numero multiplicado por 4 es 5 unidades menor que su cuadrado?

34. En una clase deciden que todos van a enviar una carta al resto de companeros. Uno dice: jVamos a
escribir 380 cartas! Calcula el nimero de alumnos que hay en la clase.

35. Calcula tres niumeros consecutivos tales que la suma de sus cuadrados sea 365.

36. Una fotografia rectangular mide 14 cm de base y 10 cm de altura. Alrededor de la foto hay un
margen de igual anchura para la base que para la altura. Halla el ancho del margen, sabiendo que el
area total de la foto y el margen es de 252 cm?.
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37. El triple del cuadrado de un numero aumentado en su duplo es 85. ¢ Cudl es el nimero?

38. Un triangulo isdsceles tiene un perimetro de 20 cm y la base mide 4 cm, calcula los lados del
triangulo y su area.

39. Una hoja de papel cuadrada se dobla por la mitad. El rectdngulo resultante tiene un drea de 8 cm’.
éCuadl es perimetro de dicho rectangulo?

40. Un padre dice: “El producto de la edad de mi hijo hace 5 afios por el de su edad hace 3 anos es mi
edad actual, que son 39 afios”. Calcula la edad del hijo.

. . s , 2 . . .
41. Halla las dimensiones de rectdngulo cuya area es 21 m~, sabiendo que sus lados se diferencian en 4
metros.

42. En un triangulo rectangulo el cateto mayor mide 3 cm menos que la hipotenusa y 4 cm mas que el
otro cateto. ¢ Cudnto miden los lados del tridngulo?

43. Halla dos numeros pares consecutivos cuyo producto sea 224,
44. Halla tres numeros impares consecutivos tales que si al cuadrado del mayor se le restan los

cuadrados de los otros dos se obtiene como resultado 15.

3.2. Resolucidn de problemas mediante sistemas de ecuaciones
Para resolver problemas por medio de sistemas de ecuaciones, primero tendremos que pasar a
lenguaje algebraico el enunciado del problema y luego resolverlo siguiendo los siguientes pasos:

1.- Comprender el enunciado

2.- Identificar las incognitas

3.- Traducir el enunciado al lenguaje algebraico

4.- Plantear el sistema y resolverlo

5.- Comprobar la solucién obtenida

Actividades resueltas

Vamos a resolver el siguiente problema:

e Lasuma de las edades de un padre y su hijo es 39 y su diferencia 25. ¢ Cudl es la edad de cada uno?

Una vez comprendido el enunciado, identificamos las incdgnitas que, en este caso, son la edad del
padre y el hijo

2.- Edad del padre = x
Edad del hijo=y

3.- Pasamos el enunciado a lenguaje algebraico:

La suma de sus edades es 39:

x+y=39
Y su diferencia 25:
x—y=25
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4.- Planteamos el sistema y lo resolvemos por el método que nos resulte mas sencillo. En este caso, lo
hacemos por reduccién:

X+y=39 X+y=39
{ y sumamos { y =x=64/2=32

X—y=25 2x+0=064

X+y=39=32+y=39=y=39-32=7.

Solucidn: El padre tiene 32 afos y el hijo tiene 7 afos.

5.- Comprobacion: En efecto, la suma de las edades es 32 + 7 = 39 y la diferencia es 32 — 7 = 25.

45.

46.

47.
48.

49.

50.

51.

52.

La suma de las edades de Maria y Alfonso son 65 afnos. La edad de Alfonso menos la mitad de la
edad de Maria es igual a 74. ¢ Qué edad tienen cada uno?

La suma de las edades de Marild y Javier es 32 afios. Dentro de 7 afios, la edad de Javier sera igual a
la edad de Marilé mds 20 aios. ¢ Qué edad tiene cada uno en la actualidad?

Encuentra dos numeros cuya diferencia sea 24 y su suma sea 104.

Un hotel tiene 42 habitaciones (individuales y dobles) y 62 camas, écudntas habitaciones tiene de
cada tipo?

En un tridngulo rectangulo la hipotenusa mide 10 cm y las longitudes de sus dos catetos suman 14
cm. Calcula el area del tridngulo.

Nieves le pregunta a Miriam por sus calificaciones en Matematicas y en Lengua. Miriam le dice “La
suma de mis calificaciones es 19 y el producto 90”. Nieves le da la enhorabuena. ¢ Qué calificaciones
obtuvo?

De un numero de tres cifras se sabe que suman 12, que la suma de sus cuadrados es 62, y que la
cifra de las decenas es igual a la de las centenas mas 1. ¢ Qué nimero es?

Se tienen tres zumos compuestos del siguiente modo:

El primero de 40 dl de naranja, 50 dl de limdén y 90 dI de pomelo.

El segundo de 30 dl de naranja, 30 dl de limdén y 50 dl de pomelo.

El tercero de 20 dl de naranja, 40 dl de limén y 40 dl de pomelo.

Se pide qué volumen habra de tomarse de cada uno de los zumos anteriores para formar un nuevo
zumo de 34 dl de naranja, 46 dl de limén y 67 dl de pomelo.

53.

54.

55.

56.

Se venden tres especies de cereales: trigo, cebada y mijo. Cada kg de trigo se vende por 2 €, el de |la
cebada por 1 € y el de mijo por 0.5 €. Si se vende 200 kg en total y se obtiene por la venta 150 €,
écuantos volumenes de cada cereal se han vendido?

Se desea mezclar harina de 2 €/kg con harina de 1 €/kg para obtener una mezcla de 1,2 €/kg.
¢Cuantos kg deberemos poner de cada precio para obtener 300 kg de mezcla?

En una tienda hay dos tipos de juguetes, los de tipo A que utilizan 2 pilas y los de tipo B que utilizan
5 pilas. Si en total en la tienda hay 30 juguetes y 120 pilas, écudntos juguetes hay de cada tipo?

Un peatodn sale de una ciudad A y se dirige a una ciudad B que estda a 15 km de distancia a una
velocidad de 4 km/h, y en el mismo momento sale un ciclista de la ciudad B a una velocidad de 16
km/h y se dirige hacia A, icuanto tiempo lleva el peatén caminando en el momento del encuentro?
¢A qué distancia de B se cruzan?
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CURIOSIDADES. REVISTA

thencién de la férmuh Tres ecuaciones de segundo
para resolver ecuaciones
de segundo grado.

ax2+bx+c=0,cona¢0

| Teorema de Pitdgoras a un tridngulo
rectangulo isdsceles de lados iguales a 1, o al
calcular la diagonal de un cuadrado de lado 1.

U Multiplicamos por 4a Su solucién es la longitud de la hipotenusa o
425 + 4abx = —4ac de la diagonal. Tiene de interesante que se
demuestra que dicha solucion NO es un

ax* + bx = —c

U Ssumamos b?

4a%x* + 4abx + b*= —4ac + b*

U Completamos cuadrados

(2ax + b)? = b*> — 4ac
U Hallamos la raiz cuadrada /
Zax+b=im X+1=X2
UDespejamos la x También se puede escribir como: XTHE%
2ax = —b +4/b? —4ac que es una proporcién, donde x toma el valor
U 1+2\/§ ~ 1,618... que es el numero de oro,

K = b+ Vzbz —4ac j Qfm nitmara irracional /
a
¥ =-1

La tercera ecuacion no tiene solucién real,
ningun numero real al elevarlo al cuadrado
puede dar un numero negativo, pero si
ampliamos el campo real con su raiz, v/-1 =i,
resulta que ya todas las ecuaciones de
segundo grado tienen soluciéon, y a los
numeros a + b se les llama numeros
complejos.

Emmy Noether fue una matemética alemana de origen judio cuyos trabajos en Algebra
permitieron resolver el problema de la conservacién de la energia.
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(Los matematicos han tardado cerca de tres mil afios en comprender y
resolver ecuaciones tan sencillas y que tan bien conoces como ax + b = 0.
Ya los egipcios en el papiro del Rhid (1650 aC) y en el de Moscu (1850 aC)
resuelven algunos problemas que se podrian considerar de ecuaciones,

Como por ejemplo: “Un montdn y un séptimo del mismo es igual a 24”. )

incégnitas no relacionadas con estas medidas.

7fEn Mesopotamia y Babilonia ya se sabian resolver sistemas de dos
ecuaciones y dos incégnitas y ecuaciones de segundo grado.

Un problema que aparece en una tablilla es: “La cuarta parte de la
anchura mds una longitud es igual a 7 manos. Y longitud mds anchura es
igual a 10 manos”. En este problema “longitud” y “anchura” son

~

abaco y se resolvian ecuaciones de primer y segundo grado y sistemas.

Uno de los problemas resueltos puede considerarse como la resolucion de un

sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas utilizando el método matricial.

En Grecia, en el siglo Ill Diofanto de Alejandria publicdé “Aritmética”
trabajé con ecuaciones y utilizé la primera letra de la palabra griega
“arithmos” que significa niUmero, para representar a la incognita.

En su tumba aparece este problema:

"Transeunte, ésta es la tumba de Diofanto. Es él quien con esta
sorprendente distribucion te dice el numero de afos que vivid. Su
juventud ocupo su sexta parte, después durante la doceava parte su
mejilla se cubrio con el primer vello. Pasé aun una séptima parte de su
vida antes de tomar esposa y, cinco afios después, tuvo un precioso nifio
que, una vez alcanzada la mitad de la edad de su padre, perecio de una
muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle, llordndole durante
cuatro afios”.

(En el siglo VIl los \

hinddes conocian
procedimientos
algebraicos y
trabajaban con
eficacia los

\numeros. J

En el siglo IX el matematico musulman Al-Jwarizmi trabajo sobre procedimientos algebraicos.

(En 1489 se inventaron los simbolos +y —.
En 1525 el simbolo de la raiz cuadrada.
En 1557 el simbolo =.

consonantes.

\z para las incégnitas y a, b, c... para las constantes.

En 1591 Francois Viete representaba las incégnitas con vocales y las constantes con

En 1637 René Descartes inventé la geometria analitica con la notacién que hoy usamos de x, y

~

J
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RESUMEN

Ejemplos

Ecuacion de
primer grado

Quitar denominadores
Quitar paréntesis
Transponer términos
Simplificar y despejar

5/3x+3(x+1)=2=>
5/3x+3x+3=2=>
5x+9%+9=6=
14x = -3 = x = -3/14.

Ecuacion de
segundo grado

Numero de
soluciones de una
ecuacion de 22
grado

Tiene la forma: ax* + bx+c=0 x*—5x+6=0:
—b++b?-4ac Jo5_41.
Se usa la formula: X = )(:5i 25-4-1-6 :5i1
2a 21 2
X1 = 3, X2 = 2
Si A = b®> - 4ac > 0, tiene dos soluciones reales y x*—4x—-5=0:A=36>0,
distintas tiene dos soluciones 5y —1.

X —2x + 1=0:A=0,tiene
una raiz doble: x = 1.
x*+3x+8=0:A=-23.No
tiene solucion real

Si A = b®— 4ac = 0, tiene una solucién doble.
Si A = b®—4ac <0, la ecuacién no tiene solucién

Resolucion de Sib=0, ax*+c =0, despejamos la incognita: 2%’ -18=0=
ecu:uones de 2¢ _ -c X = i@ — 43
e °It a . 3% — 15x= 0 = 3x(x— 5) = 0
incompletas -
P Sic=0,ax2+bx=0:x=0y X=— =x;=0; x,=5.
a
Suma y producto c -b X —5x+6=0=> X1=2; x,=3
; X1 X=—; X1 +Xp= —
de raices a a
Sistema de ecuaciones ax+by=c X+2y=3
lineales a'x+b'y=c 7x—-3y=4
Clasificacion Compatible determinado: Una Unica solucidn, el punto de interseccidn. Las rectas
X+3y=4
son secantes:
-2Xx+y=-1
Compatible indeterminado: Infinitas soluciones, por lo que las rectas son
. x—-3y=3
coincidentes:
2X—-6y =6
. : g x—-3y=3
Incompatible: No tiene solucidn, las rectas son paralelas:
2X—6y =2

Métodos de
resolucion

Sustitucidn: despejar una incognita y sustituir en la otra ecuacion.
Igualacidn: despejar la misma incognita de las dos ecuaciones.
Reduccidn: sumar las dos ecuaciones, multiplicandolas por nimeros adecuados.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

Ecuaciones

1. Resuelve estas ecuaciones:

) 43-20)+2(6x-2) =215 ) 4—(3—5(2x—éD:3x—4_35X ) 4(2x~5)= 6(9 - 4)
2. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado
a)-3x*—5x—2=0 b) 2x(-3+x) =5 c) 3x* = 27x

d)5(3x+2)—4x(x+6)=3 e)a(x—9)+2x(2x—3)=6 ) 10(2x*—2)-5(3 +2x)=—21

g)4(x+5)(x—1)=-2x—4 h)3x:(5x+1)=99 i) 2(3x* — 4x + 2) — 2x(3x - 2) =5

3. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado con denominadores:

x> -1 x+1 x* =3 x%-4x+1 2x*+3 x+5

-2 —=1 b) 2 ¢ 2
3 2 5 5 3 6
_ 2 _ 2_ _ 2 _
d)l X +4x 121 e)x 3_3x 7=2x—5 f)3x+2x _4x 7=2
3 2 6 2 4 5 10

4. Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones de 22 grado:

a)x*—3x—-10=0 b)x*+3x—10=0 c)x*+7x+10=0
d)x¥*-7x+10=0 e)x(-1+x)=0 f) 2x* =50
g)x*—5x+6=0 h)x*-~x—6=0 )x*+x-6=0

5. Factoriza las ecuaciones del problema anterior. Asi, si las soluciones son 2 y 5, escribe:

2x*-=50=0 < 2(x+5)-(x-5)=0.

Observa que si el coeficiente de x> fuese distinto de 1 los factores tienen que estar multiplicados
por dicho coeficiente.

6. Cuando el coeficiente b es par (b = 2B), puedes simplificar la férmula:

:—biVb2—4a::—ZBiV4BZ—4a::—ZBiZVBZ—ac:;—BiVBZ—ac
a

2a 2a 2a

X

Asi para resolver x> — 6x + 8 = 0 basta decir X=3++/9—-8 =3%1, luego sus soluciones son 2 y 4.

Utiliza esa expresion para resolver:
a)x*—10x +24=0 b)x*—8x—12=0 c)x*+4x+7=0

7. Resuelve mentalmente las ecuaciones siguientes, luego desarrolla las expresiones y utiliza la
formula general para volver a resolverlas.
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a)(x=3)(x=7)=0 b) (x+2)(x—4)=0 c) (x—8)(x—4)=0

d) (x—=2)(x+5)=0 e) (x+6)(x—3)=0 f)(x=5)(x+3)=0

8. Determina el nimero de soluciones reales que tienen las siguientes ecuaciones de segundo
grado calculando su discriminante, y luego resuélvelas.

a)x*+5x—2=0 b)5x*+2x—4=0 c)2x*+4x+11=0

d)2x*—3x+8=0 e)3x°—x—-5=0 f)ax* +2x—-7=0

9. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que no tengan ninguna solucién real. Ayuda:
Utiliza el discriminante.

10. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que tengan una solucién doble.

11. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que tengan dos soluciones reales y distintas.

12. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que no tengan solucion real.

13. Resuelve las siguientes ecuaciones polindmicas:

a)x5—37x3+36x=0 b) X —2x =5x=0 c)2x3—lx2—4x=0

2
d)x =58 -2=0 e) 2x' =32x" - 96 f) x(x - 3)(2x + 3)(3x = 5) = 0
14. Resuelve las siguientes ecuaciones aplicando un cambio de variable:

a) X+ 81 = 82x" b) X —24x°+144=0 c) X—7x—8=0 d) x+8x-9=0

15. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales:

a) 2x+> =5 b) > 4+ 1 _x R S T 2 S V|
X 5x  2Xx X—3 X—3 3-2x
o 2 _32x+1) [ 2x=3_4+5x_, g 3X=2_2+3x_,
X+1 x-1 X+1 X X+1 Xx-1
3 5 2 A 3X 5x 3X L1 X—-5
h) =—+ 5 i) ———— === j) ==
1-x X X-—X X—2 Xx°=4 2 2 3-4x

16. Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales:

a) X = —3++/5+2x° b) V25— x=x-5 c) 7+x* =3x+2=3x

d) Vx-v/x-2=1 e) v1-X—+x+1+1=0 f)\/__%zs
X

g) 3Vx 2 4= x2+1 h)\/xT—\/_Z_lzl i) VX2 X1_3:4

. I 1 1
17. Resuelve las ecuaciones siguientes: a) 3% = — b) 5% = —
81 625
Sistemas
18. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucion:
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) 4x -3y =1 b X+4y =6 2x+3y =10
a C
3X—y=2 2x+5y=9 X+y=4

19. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacién:
) -3x+2y=-1 b 5x—-2y =1 7x—-4y =10
a C
X—-y=2 4x-y=2 —-8x+3y=-13
20. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reduccion:
TX—-2y=5 b) 3x+2y =10 3x—6y=0
C
2X+y=3 -Xx—-6y=-14 —-7x+5y=-9
21. Resuelve de forma grafica los siguientes sistemas
X+y=06 b) 5x+3y =5 X-y=1
C
X—-y=4 Xx—-7y=1 —7X+5y =3

22. Resuelve los siguientes sistemas:

2X — -1
x=3_y-1_4 x-1 2y+3 2x+3 3y-2
2o =-3 =2
a)1,.3 0 b) - ) * -
2x+3 3y-1 2 5 2 3
> + 2 =2 5x+2y =-10 x—-y=1

23. Copia en tu cuaderno y completa los siguientes sistemas incompletos de forma que se
cumpla lo que se pide en cada uno:

Compatible indeterminado Incompatible Susolucionseax=2ey=1
X+3y = -bx+y=2 3X—-y=
2 [Oxr3y=0) b) y . y=()
2x—-y=3 ()x+y=6 (x+y=7
Incompatible Susolucibnseax=—-1ey=1 Compatible indeterminado

d){2x—5y=—1 " {3x+( Jy=-1 f {( Jx+6y=()

4x+()y=() ()x+3y=5 2x+3y =2

24. Escribe tres sistemas lineales que sean incompatibles.

25. Escribe tres sistemas lineales que sean compatibles indeterminados.

26. Escribe tres sistemas lineales que sean compatibles determinados.

27. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacién y comprueba la solucion
graficamente. ¢De qué tipo es cada sistema?

) —-2x+6y=13 b X—y=-3 X—y=4
a c
Xx-3y=8 4x -4y =-12 -X+3y=-5
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Problemas

28. En una tienda alquilan bicicletas y triciclos. Si tienen 51
vehiculos con un total de 133 ruedas, écuantas bicicletas
y cuantos triciclos tienen?

29. ¢Cudl es la edad de una persona si al multiplicarla por 15
le faltan 100 unidades para completar su cuadrado?

30. Descompon 8 en dos factores cuya suma sea 6.

31. El triple del cuadrado de un numero aumentado en su
duplo es 85. ¢{Qué numero es?

32. La suma de los cuadrados de dos numeros impares consecutivos es
394. Determina dichos numeros.

33. Van cargados un asno y un mulo. El asno se quejaba del peso que
llevaba encima. El mulo le contesté: Si yo llevara uno de tus sacos,
llevaria el doble de carga que tu, pero si ti tomas uno de los mios, los
dos llevaremos igual carga. ¢ Cuantos sacos lleva cada uno?

34. :Qué numero multiplicado por 3 es 40 unidades menor que su
cuadrado?

35. Calcula tres numeros consecutivos cuya suma de cuadrados es 365.

36. Dentro de 11 ainos, la edad de Mario serd la mitad del cuadrado de Ia

edad que tenia hace 13 aiios. ¢Qué edad tiene Mario?

37. Dos numeros naturales se diferencian en 2 unidades y la suma de sus cuadrados es 580.
¢Cudles son dichos numeros?

38. La suma de dos numeros es 5 y su producto es —84. ¢De qué numeros se
trata?

39. Maria quiere formar bandejas de un kilogramo con mazapanes vy
polvorones. Si los polvorones le cuestan a 5 euros el kilo y los mazapanes
a 7 euros el kilo, y quiere que el precio de cada bandeja sea de 6 euros,
équé cantidad deberd poner de cada producto? Si quiere formar 25
bandejas, ¢Qué cantidad de polvorones y de mazapanes va a necesitar?

40. Determina los catetos de un tridngulo rectangulo cuya suma es 7 cm y la hipotenusa de
dicho tridngulo mide 5 cm.

41. El producto de dos numeros es 4 y la suma de sus cuadrados 17. Calcula dichos nimeros

42. La suma de dos numeros es 20. El doble del primero mas el triple del segundo es 45. {De qué
numeros se trata?

43. En un garaje hay 30 vehiculos entre coches y motos. Si en
total hay 100 ruedas, é¢cuantos coches y motos hay en el
garaje?

44. la edad actual de Pedro es el doble de la de Raquel.
Dentro de 10 afios, sus edades sumaran 65. ¢Cuantos
afos tienen actualmente Pedro y Raquel?

45. En mi clase hay 35 personas. Nos han regalado a cada

chica 2 boligrafos y a cada chico 1 cuaderno. Si en total
habia 55 regalos. ¢ Cuantos chicos y chicas somos en clase?

46. Entre mi abuelo y mi hermano tienen 56 anos. Si mi abuelo tiene 50 afios mas que mi
hermano, équé edad tiene cada uno?
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47. Dos bocadillos y un refresco cuestan 5€. Tres bocadillos y
dos refrescos cuestan 8€. ¢Cual es el precio del bocadillo y
el refresco?

48. En una granja hay pollos y vacas. Si se cuentan las cabezas,
son 50. Si se cuentan las patas, son 134. ¢{Cuantos pollos y
vacas hay en la granja?

49. Un rectangulo tiene un perimetro de 172 metros. Si el

largo es 22 metros mayor que el ancho, ¢cudles son las
dimensiones del rectdngulo?

50. En una bolsa hay monedas de 1 €y 2 €. Si en total
hay 40 monedas y 53 €, ¢cudntas monedas de cada valor hay en
la bolsa?

51. En una pelea entre arafias y avispas, hay 70
cabezas y 488 patas. Sabiendo que una arafa tiene 8 patas y una
avispa 6, ¢cuantas moscas y arafias hay en la pelea?

52. Una clase tiene 32 estudiantes, y el nimero de
alumnos es triple al de alumnas, écuantos chicos y chicas hay?

53. Yolanda tiene 6 afnos mas que su hermano Pablo,
y su madre tiene 49 afios. Dentro de 2 afios la edad de la madre
serd doble de la suma de las edades de sus hijos, équé edades
tienen?

54. Se mezclan 15 kg de maiz de 2,3 € el kilogramo con 27 kg de maiz de precio desconocido,
resultando el precio de la mezcla de 3 € el kg. ¢ Qué precio tenia el segundo maiz?

55. La altura de un trapecio isésceles es de 4 cm, el perimetro,
24 cm, y los lados inclinados son iguales a la base menor.
Calcula el area del trapecio.

56. Dos autobuses salen, uno desde Madrid y el otro desde
Valencia a las 8 de la mafiana. Uno va a 100 km/h y el otro
a 120 km/h. ¢A qué hora se cruzan? ¢A cuantos km de
Madrid estaran?

57.En un concurso se ganan 50 euros por cada respuesta

acertada y se pierden 100 por cada fallo. Después de 20
preguntas, Pilar lleva ganados 250 euros. ¢ Cuantas preguntas ha acertado?

58. Juan ha comprado 6 zumos y 4 batidos por 4,6 €, luego ha comprado 4 zumos y 7 batidos y le
han costado 4,8 €. Calcula los precios de ambas cosas.

. . . . 1
59. ¢Qué fraccion es igual a 1 cuando se suma 1 al numerador y es igual a 5 cuando se suma 1 al

denominador?

60. El cociente de una divisidn es 2 y el resto es 3. Si el divisor disminuye en 1 unidad, el cociente
aumenta en 4 y el resto nuevo es 1. Hallar el dividendo y el divisor.

61. Dos amigas fueron a pescar. Al final del dia una dijo: “Si tU me das uno de tus peces,
entonces yo tendré el doble que tu”. La otra le respondid: “Si tu me das uno de tus peces, yo
tendré el mismo numero de peces que tu”. ¢ Cuantos peces tenia cada una?

62. Calcula las dimensiones de un rectangulo sabiendo que su area es 30 cm?, y cuyo perimetro
mide 26 cm.
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63. Un peaton sale de una ciudad “A” a una velocidad de 4 km/h, y se
dirige a una ciudad “B” que estd a 12 km de la ciudad “A”, 30 minutos
después sale un ciclista de la ciudad “B” a una velocidad de 16 km/h y
se dirige hacia “A”, éicudnto tiempo lleva el peatédn caminando en el
momento del encuentro? ¢A qué distancia de “B” se cruzan?

64. Se desea mezclar aceite de 3 €/I con otro aceite de 4,2 €/ de modo
que la mezcla resulte a 3,50 €/I. ¢Cudntos litros de cada clase deben
mezclarse para obtener 200 litros de la mezcla? =

65. Al intercambiar las cifras de un numero de dos cifras se obtiene otro

gue es 27 unidades mayor. Halla el nUmero inicial.

66. La diagonal de un rectangulo mide 26 cm, y el perimetro 42 cm. Halla los lados del
rectangulo.

67. Una valla rodea un terreno rectangular de 1000 mZ. Si la valla mide 130 metros, calcula las
dimensiones del terreno.

68. Varios amigos van a hacer un regalo de bodas que cuesta 900 euros, que pagaran a partes
iguales. A ultima hora se apuntan dos amigos mas, con lo que cada uno toca a 15 euros
menos. ¢ Cudantos amigos eran inicialmente? ¢ Cudnto pagara al final cada uno?

69. Las diagonales de un rombo se diferencian en 3 cm y su area es de 20 cm?’. Calcula su
perimetro.

70. Un tren sale de Bilbao hacia Alcazar de San Juan a una
velocidad de 140 km/h. Una hora mas tarde sale otro
tren de Alcazar de San Juan hacia Bilbao a 100 km/h; la
distancia entre las dos ciudades es de 500 km. ¢Al cabo
de cuanto tiempo se cruzan los dos trenes? ¢A qué
distancia de Alcazar de San Juan?

71. Un coche sale de una ciudad “A” a una velocidad de 70
km/h y 30 minutos mas tarde otro coche sale de “A”
en la misma direccidén y sentido a una velocidad de 120
km/h, écuanto tiempo tardara el segundo en alcanzar al primero y a qué distancia de “A” se
produce el encuentro?
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AUTOEVALUACION
1. La solucion de la ecuacion 3(x—1) —2(x—2) =5 es:

a)x=2 b)x=4 c)x=-2/3 d)x=3

2. Las soluciones de la ecuacién 156 = x(x — 1) son:
a)x=11yx=-13 b)x=13yx=-12 ¢)x=10yx=14 d)x=-12yx=-11

4x-1 x+2 X2
- =" son:
6 2

a)x=2yx=2/3 b)x=1/3yx=4 c)x=1yx=4/3 d)x=5/3yx=3

3. Las soluciones de la ecuacidn

4. Las soluciones de la ecuacidn x* — 5x* + 4 =0 son:
a)l1,-1,4,-4 b)1,-1,2,-2 c)2,-2,3,-3 d)2,-2,5 -5
5. Las soluciones de la ecuacion 2(x + 2) — x(2 — x) = 0 son:

a) Infinitas b)x=9yx=5 c) no tiene soluciéon d)x=1yx=4

. X+3y=2
6. Las rectas que forman el sistema son:
2X+6y=4
a) Secantes b) Paralelas c) Coincidentes d) Se cruzan
L : 3x-2y=1
7. La solucién del sistema es:
—-2x+3y=1
a)x=2ey=1 b)x=1ey=1 c)x=3ey=2 d) No tiene solucién
L, . 3+2Xx-7T=x-1+y
8. La solucién del sistema es:
2Xx—-9y =13
a)x=2ey=-1 b)x=-2ey=1 c)x=1ley=0 d)x=3ey=1

9. En una granja, entre pollos y cerdos hay 27 animales y 76 patas. ¢ Cuantos pollos y cerdos hay en la
granja?

a) 16 pollos y 11 cerdos b) 15 pollos y 12 cerdos c) 13 pollos y 14 cerdos

10. ¢Cuadl es la edad de una persona si al multiplicarla por 15, le faltan 100 unidades para llegar a su
cuadrado?

a) 20 afios b) 7 afios c) 25 afios d) 8 afios
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Resumen

La Geometria es una de las ramas mas antiguas de las Matematicas y su estudio nos ayuda a interpretar
mejor la realidad que percibimos. Su nombre significa “medida de la Tierra”. Medir es calcular
longitudes, areas y volimenes. En este tema recordaras las formulas que estudiaste ya el afio pasado y
profundizards sobre sus aplicaciones en la vida real.

Nos movemos en el espacio de dimension tres, caminamos sobre una esfera (que por ser grande,
consideramos plana), las casas son casi siempre ortoedros. La informacion que percibimos por medio
de nuestros sentidos la interpretamos en términos geométricos. Precisamos de las férmulas de areas y
volumenes de los cuerpos geométricos para calcular las medidas de los muebles que caben en nuestro
saldn, o para hacer un presupuesto de la reforma de nuestra vivienda.

A

Muchas plantas distribuyen sus hojas
buscando el maximo de iluminacién y sus
flores en forma esférica buscando wun
aprovechamiento Optimo del espacio. El
atomo de hierro dispone sus electrones en
forma de cubo, los sistemas de cristalizacidon
de los minerales adoptan formas poliédricas,
los panales de las abejas son prismas
hexagonales. Estos son algunos ejemplos de la

presencia de cuerpos geométricos en la naturaleza.
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1. TEOREMA DE PITAGORAS Y TEOREMA DE TALES

1.1. Teorema de Pitagoras
Teorema de Pitagoras en el plano

Ya sabes que:

En un tridngulo rectangulo llamamos catetos a los lados incidentes con el angulo
recto e hipotenusa al otro lado. h

cz

En un triangulo rectangulo, la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos.

cl

2 .2 2
h=c +¢C;
Demostracion:
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Ejemplo:

e Sjlos catetos de un triangulo rectangulo miden 6 cm y 8 cm, su hipotenusa vale 10 cm, ya que:

h=4/6%+8% =4/100 =10 cm.
Actividades resueltas

e Sila hipotenusa de un trigngulo rectdngulo mide 13 dm y uno de sus catetos mide 12 dm, halla la
medida del otro cateto:

Solucion: Por el teorema de Pitagoras:

c =132 -12% = /(13-12)x (13+12) =+/25 =5dm

1. (Es posible encontrar un triangulo rectangulo cuyos catetos midan 12 y 16 cm y su hipotenusa 30 cm?
Si tu respuesta es negativa, halla la medida de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyos
catetos miden 12y 16 cm.

2. Calcula la longitud de la hipotenusa de los siguientes tridngulos rectangulos de catetos:
a)dcmy3cm b)Imy7m
c)2dmy5dm d) 23,5 kmy 47,2 km.
Utiliza la calculadora si te resulta necesaria.
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3. Calcula la longitud del cateto que falta en los siguientes tridngulos rectdngulos de hipotenusa y

cateto:
a) 8cmy3cm b)15my9m
c)35dmy 10dm d) 21,2 kmy 11,9 km

4. Calcula el area de un triangulo equilatero de lado 5 m.

5. Calcula el area de un hexagono regular de lado 7 cm.

Teorema de Pitagoras en el espacio

Ya sabes que:

La diagonal de un ortoedro al cuadrado coincide con la suma de los cuadrados de sus aristas.

Demostracion:

Sean a, b y c las aristas del ortoedro que suponemos apoyado en el pr
rectdngulo de dimensiones a, b. '
Si x es la diagonal de este rectdngulo, verifica que: x*> =a” + b? c :
El tridngulo de lados D, x, a es rectangulo luego: D? = x? + ¢? "  »
. ., . - \ 'b
Y teniendo en cuenta la relacién que verifica x: ' -
D*=a’ +b* +c?
Actividades resueltas
e Calcula la longitud de la diagonal de un ortoedro de aristas 7, 9y 12 cm.

D=0 +b%+c2=7*+9%+12%=274. D~ 16,55 cm.

e [as aristas de la base de una caja con forma de ortoedro miden 7 cmy 9 cm y su altura 12 cm.
Estudia si puedes guardar en ella tres barras de longitudes 11 cm, 16 cmy 18 cm.

El rectdngulo de la base tiene una diagonal d que mide: d =+/7% +9? =130 ~11,4cm
Luego la barra mds corta cabe apoyada en la base.

La diagonal del ortoedro vimos en la actividad anterior que mide 16,55, luego la segunda barra si
cabe, inclinada, pero la tercera, no.

6. Una caja tiene forma cubica de 3 cm de arista. ¢ Cuanto mide su diagonal?

7. Calcula la medida de la diagonal de una sala que tiene 8 metros de largo, 5 metros de ancho y 3
metros de altura.
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1.2. Teorema de Tales
Ya sabes que:

Dadas dos rectas, r y r’, que se cortan en el punto O, y dos rectas
paralelas entre si, a y b. La recta a corta a las rectas r y r’ en los
puntos Ay C, y la recta b corta a las rectas ry r’ en los puntos By D.
Entonces el Teorema de Tales afirma que los segmentos son
proporcionales:

oA_oC_AC
OB OD BD

Se dice que los tridngulos OAC y OBD estdn en posicidn Tales. Son semejantes. Tienen un dangulo comun
(coincidente) y los lados proporcionales.

Actividades resueltas

e Sean OAC y OBD dos triangulos en posicion Tales. El perimetro de OBD es 20 cm, y OA mide 2
cm, AC mide 5 cm y OC mide 3 cm. Calcula las longitudes de los lados de OBD.

OA OC AC OA+OC+AC
OB OD BD OB+OD+BD

i = 3 = > = 2+3+5 :E:E, por lo que despejando, sabemos que: OB =22 =4 cm; OD = 3:2
OB OD BD 20 20 2

=6cm,yBD =5-2=10cm. En efecto: 4 + 6 + 10 = 20 cm, perimetro del triangulo.

Utilizamos la expresion: sustituyendo los datos:

e Cuenta la leyenda que Tales midid la altura de la pirdmide de Keops comparando la sombra de
la pirémide con la sombra de su baston. Tenemos un baston que mide 1 m, si la sombra de un
drbol mide 12 m, y la del baston, (a la misma hora del dia y en el mismo momento), mide 0,8
m, écudnto mide el arbol?

Las alturas del arbol y del baston son proporcionales a sus sombras, (forman tridangulos en posicién
Tales), por lo que, si llamamos x a la altura del arbol podemos decir:

% = E Por tanto x=12/0,8 = 15 metros.
X

8. En una foto hay un nifio, que sabemos que mide 1,5 m, y un edificio. Medimos la altura del nifo y
del edificio en la foto, y resultan ser: 0,2 cm y 10 cm. ¢ Qué altura tiene el edificio?

9. Se dibuja un hexdgono regular. Se trazan sus diagonales y se obtiene otro hexagono regular. Indica la
razén de semejanza entre los lados de ambos hexagonos.

10. En un tridngulo regular ABC de lado, 1 cm, trazamos los puntos medios, M y N, de dos de sus lados.
Trazamos las rectas BN y CM que se cortan en un punto O. éSon semejantes los triangulos MON y
COB? ¢(Cual es la razén de semejanza? ¢ Cuanto mide el lado MN?

11. Una pirdmide regular hexagonal de lado de la base 3 cm y altura 10 cm, se corta por un plano a una
distancia de 4 cm del vértice, con lo que se obtiene una nueva piramide. {Cuanto miden sus
dimensiones?
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1.3. Proporcionalidad en longitudes, areas y volumenes
Ya sabes que:

Dos figuras son semejantes si las longitudes de elementos correspondientes son proporcionales. Al
coeficiente de proporcionalidad se le llama razén de semejanza. En mapas, planos... a la razén de
semejanza se la llama escala.

Areas de figuras semejantes

Si la razén de semejanza entre las longitudes de una figura es k, entonces la razén entre sus areas es k.

Ejemplo:

Observa la figura del margen. Si multiplicamos por 2 el lado del

cuadrado pequefio, el drea del cuadrado grande es 22 = 4 veces

la del pequefio.

Volumenes de figuras semejantes

Si la razén de semejanza entre las longitudes de una figura es k, entonces entre sus volimenes es K.

Ejemplo:
Observa la figura del margen. Al multiplicar por 2 el lado

del cubo pequerio se obtiene el cubo grande. El volumen

del cubo grande es 8 (2°) el del cubo pequefio.

Actividades resueltas

e La torre Eiffel de Paris mide 300 metros de altura y pesa unos 8 millones de kilos. Estd
construida de hierro. Si encargamos un modelo a escala de dicha torre, también de hierro, que
pese solo un kilo, équé altura tendra? éSerd mayor o menor que un lapiz?

El peso esta relacionado con el volumen. La torre Eiffel pesa 8 000 000 kilos, y queremos construir una,
exactamente del mismo material que pese 1 kilo. Por tanto k* = 8000000/1 = 8 000 000, y k = 200. La
razon de proporcionalidad entre las longitudes es de 200.

Si la Torre Eiffel mide 300 m, y llamamos x a lo que mide la nuestra tenemos: 300/x = 200. Despejamos
x que resulta igual a x=1,5 m. iMide metro y medio! j{Es mucho mayor que un lapiz!

12. El didmetro de un melocotdn es tres veces mayor que el de su hueso, y mide 8 cm. Calcula el
volumen del melocotén, suponiendo que es esférico, y el de su hueso, también esférico. éCudl es la
razén de proporcionalidad entre el volumen del melocotén y el del hueso?

13. En la pizzeria tienen pizzas de varios precios: 1 €, 2 € y 3 €. Los diametros de estas pizzas son: 15 cm,
20 cm y 30 cm, écudl resulta mds econdmica? Calcula la relacién entre las areas y comparala con la
relacion entre los precios.

14. Una maqueta de un depdsito cilindrico de 1000 litros de capacidad y 5 metros de altura, queremos
gue tenga una capacidad de 1 litro. ¢ Qué altura debe tener la maqueta?
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2. LONGITUDES, AREAS Y VOLUMENES

2.1. Longitudes, areas y volimenes en prismas y cilindros

Recuerda que:
Base

Prismas
Un prisma es un poliedro determinado por dos caras paralelas que son .

poligonos iguales y tantas caras laterales, que son paralelogramos, & teral
como lados tienen las bases.

Altura

Areas lateral y total de un prisma.
El drea lateral de un prisma es la suma de las dreas de las
caras laterales.

Como las caras laterales son paralelogramos de la misma
altura, que es la altura del prisma, podemos escribir:

Area lateral = Suma de las dreas de las caras laterales =
= Perimetro de la base - altura del prisma.

Si denotamos por h la altura y por Py el perimetro de la
base:

Area lateral =A, = Pg - h
El area total de un prisma es el drea lateral mas el doble de la suma del area de la base:

Area total =Ar=A, +2 - Ag

Actividades resueltas

e Calcula las dreas lateral y total de un prisma triangular recto de 11 cm
de altura si su base es un tridngulo rectangulo de catetos 12 cmy 5 cm.

11cm

Calculamos en primer lugar la hipotenusa del tridngulo de la base:
x? =122 +5% =144+ 25=169 = X=+/169 =13 cm

PE;=12+5+13=30cm;AE;=%:C%Ocm2

12cm

A =Ps-h=30-11=330cm> Ar=A,+2-Ag=330+60=390cm’

Volumen de un cuerpo geométrico. Principio de Cavalieri.
Recuerda que:

Bonaventura Cavalieri, matematico del siglo XVII enuncio el principio que lleva su nombre y que afirma:

“Si dos cuerpos tiene la misma altura y al cortarlos por planos paralelos a sus bases, se obtienen
secciones con el mismo area, entonces los volumenes de los dos cuerpos son iguales”
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Ejemplo:
. . 7 . Al A!
En la figura adjunta las dreas de las secciones A;, A, A

A3, producidas por un plano paralelo a las bases, son )
iguales, entonces, segun este principio los volUmenes ) :
de los tres cuerpos son también iguales. ’

Volumen de un prisma y de un cilindro

El volumen de un prisma recto es el producto del area de la base por la altura.
Ademas, segun el principio de Cavalieri, el volumen de un prisma oblicuo coincide
con el volumen de un prisma recto con la misma base y altura. Si denotamos por
V este volumen, Ag el area de la base y h la altura:

Volumen prisma=V= A; -h

También el volumen de un cilindro, recto u oblicuo es area de la base por altura.
Si llamamos R al radio de la base, A el drea de la base y h la altura, el volumen se
escribe:

Volumen cilindro=V= A;-h = 7z R?-h

Actividades resueltas

e Las conocidas torres Kio de Madrid son dos torres
gemelas que estdn en el Paseo de la Castellana, junto
a la Plaza de Castilla. Se caracterizan por su
inclinacion y representan una puerta hacia Europa.
Cada una de ellas es un prisma oblicuo cuya base es
un cuadrado de 36 metros de lado y tienen una altura
de 114 metros. El volumen interior de cada torre
puede calcularse con la formula anterior:

V=A,-h=36"-114=147744m’

15. Calcula el volumen de un prisma recto de 20 dm de altura cuya base es un hexagono de 6 dm de
lado.

16. Calcula la cantidad de agua que hay en un recipiente con forma de cilindro sabiendo que su base
tiene 10 cm de didmetro y que el agua alcanza 12 dm de altura.

Areas lateral y total de un cilindro.

El cilindro es un cuerpo geométrico desarrollable. Si recortamos un cilindro recto a lo largo de una
generatriz, y lo extendemos en un plano, obtenemos dos circulos y una regién rectangular. De esta
manera se obtiene su desarrollo.
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A partir de éste, podemos ver que el drea lateral de cilindro est3
determinada por el area del rectangulo que tiene como
dimensiones la longitud de la circunferencia de la base y la altura
del cilindro.

Supondremos que la altura del cilindro es Hy que R es el radio de A H
la base con lo que el drea lateral A, es: '

A = Longitud de la base - Altura = (27 R)-H =2nRH | iy

Si a la expresion anterior le sumamos el area de los dos circulos
gue constituyen las bases, obtenemos el area total del cilindro.

Ar=A_+ 1t R*+ T R?> = 2nRH + 2nR?

2.2. Longitudes, areas y volimenes en piramides y conos

Recuerda que:

Areas lateral y total de una piramide y de un tronco de piramide regulares.

Una piramide es un poliedro determinado por una cara poligonal
denominada base y tantas caras triangulares con un vértice comuin como
lados tiene la base.

Desarrollo de pirdmide pentagonal regular

El area lateral de una piramide

_ regular es la suma de las areas de RT—
,. > las caras laterales. YR
[ P f
” Son tridngulos isdsceles iguales
por lo que, si la arista de la base \

mide b, el apotema de la pirdmide es Ap y la base tiene n e
lados, este area lateral es:

Area lateral = A, = n.b‘zAp _ n'bZ-Ap

y como n - b = Perimetro de la base

Perimetro delabase . Apotema dela pirdmide Perimetrodelabase
A = 5 = 5 - Apotema

El area lateral de una pirdmide es igual al semi-perimetro por el apotema.
El area total de una piramide es el area lateral mas el area de la base:

Area total =Ar = A, + Ag

Un tronco de piramide regular es un cuerpo geométrico desarrollable. En su desarrollo aparecen tantas
caras laterales como lados tienen las bases. Todas ellas son trapecios isdsceles.
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Si B es el lado del poligono de la base mayor, b el lado de la

Desarrollo de tronco de pirdmide base menor, n el nUmero de lados de las bases y Ap es la altura
cuadrangular

de una cara lateral

. Area/ateral=AL=n,(B-H;)'Ap: (PB+Pb)'Ap=

2

_ Suma de perimetro de las bases . Apotema del tronco
2

El area total de un tronco de piramide regular es el area lateral
mas la suma de dreas de las bases:

Area total =Ar=A, + Ag + A,

Actividades resueltas

e Calculemos el drea total de un tronco de piradmide regular de 4 m de altura si sabemos que las
bases paralelas son cuadrados de 4 m y de 2 m de lado.

En primer lugar calculamos el valor del apotema. Teniendo en cuenta que el tronco es regular y que las
bases son cuadradas se forma un triangulo rectangulo en el que se cumple:

AP’ =4 +1°=17=Ap= 17~ 4,12 m

(P,+R)-Ap _(16+8)-412
2 2
Ar=A,+Ag+A, =49,44 + 16 + 4 = 69,44 m*

17. Calcula las areas lateral y total de un prisma hexagonal regular sabiendo que las aristas de las bases
miden 3 cm y cada arista lateral 2 dm.

A= = 49,44 m*

.\__.ﬂ!

18. El area lateral de un prisma regular de base cuadrada es 16 m? y tiene 10 m de altura. Calcula el
perimetro de la base.

19. El lado de la base de una piramide triangular regular es de 7 cm y la altura de la piramide 15 cm.
Calcula el apotema de la piramide y su area total.

20. Calcula el area lateral de un tronco de pirdmide regular, sabiendo que sus
bases son dos octdgonos regulares de lados 3 y 8 dm y que la altura de cada
cara lateral es de 9 dm.

21.Si el area lateral de una pirdmide cuadrangular regular es 104 cm?, calcula el
apotema de la piramide y su altura.
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Areas lateral y total de un cono.
Recuerda que:

También el cono es un cuerpo geomeétrico
desarrollable. Al recortar siguiendo una linea
generatriz y la circunferencia de la base,
obtenemos un circulo y un sector circular con
radio igual a la generatriz y longitud de arco igual
a la longitud de la circunferencia de la base.

Llamemos ahora R al radio de la base y G a la
generatriz. El drea lateral del cono es el drea de
sector circular obtenido. Para calcularla
pensemos que esta drea debe ser directamente
proporcional a la longitud de arco que a su vez
debe coincidir con la longitud de la circunferencia de la base. Podemos escribir entonces:

A Lateral del cono Atotal del circulo de radio G

Longitud de arco correspondiente al sector - Longitud de la circunferencia de radio G

A & G? )
Es decir: ——= y despejando A; tenemos:
2nR  2nG

2R 7 G?
=" = -RG
A 271G

Si a la expresion anterior le sumamos el area del circulo de la base, obtenemos el drea total del cono.

Ar=A; +1'R?* = t:R-G + 7t-R?

e Calcula el drea total de un cono de 12 dm de altura, sabiendo que la circunferencia de la base
mide 18,84 dm .(Toma 3,14 como valor de 7)

Calculamos en primer lugar el radio R de la base:

1884 1884
2r 628

27iR=1884= R 3dm

Calculamos ahora la generatriz G:

G=vR*+h®> = G=+/3*+12° =153 ~12,37dm.

Entonces A7 = A, + ©-R* = :R-G + m:R? = 3,14 - 3 - 12,37 + 3,14 - 3° ~ 144,79 dm>.
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Areas lateral y total de un tronco de cono.

Recuerda que:

Al cortar un cono por un plano paralelo a la base, se obtiene un tronco de cono. Al igual que el tronco
de pirdmide, es un cuerpo desarrollable y su desarrollo lo constituyen los dos circulos de las bases junto
con un trapecio circular, cuyas bases curvas miden lo mismo que las circunferencias de las bases.

Llamando Ry r a los radios de las bases y G a la generatriz resulta:

(2nR+2nr )G _2(nR+rtr)G

A =
t 2 2

=(nR+nr)G

Si a la expresion anterior le sumamos las areas de los circulos de las
bases, obtenemos el drea total del tronco de cono:

Ar=A + mR? + m-r?

Volumen de una piramide y de un cono.

Recuerda que:

También en los casos de una pirdmide o cono, las férmulas del volumen coinciden en cuerpos rectos y
oblicuos.

El volumen de una pirdmide es la tercera
parte del volumen de un prisma que tiene la
misma base y altura.

_A-h

Volumen piramide = V = 5

Si comparamos cono y cilindro con la misma
base y altura, concluimos un resultado andlogo
A;-h 7 R*-h

Volumencono=V=— =

3 3

Volumen de un tronco de piramide y de un tronco de cono.

Existe una féormula para calcular el volumen de un tronco de pirdmide regular pero la evitaremos.
Resulta mas sencillo obtener el volumen de un tronco de pirdmide regular restando los volimenes de
las dos piramides a partir de las que se obtiene.
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Si representamos por Ag; y Ag; las dreas de las
bases y por h; y h, las alturas de las piramides
citadas, el volumen del tronco de pirdmide es:

Volumen tronco de pirdmide =

V= ABl'hl_ABZ'hZ
3 3

El volumen del tronco de cono se obtiene de
modo parecido. Si R; y R, son los radios de las
bases de los conos que originan el tronco y h;
y h, sus alturas, el volumen del tronco de
cono resulta:

h1

Volumen tronco de cono =V =

Actividades resueltas

e Calcula el volumen de un tronco de piramide reqular de 10 cm de altura si sus bases son dos
hexdgonos regulares de lados 8 cmy 3 cm.
Primer paso: calculamos las apotemas de los hexdgonos de las bases:

Para cada uno de estos hexagonos:

30 3L
® %= ap’+ (L/2)’= ap’=L? —Z=T:> ap :\/_T
L/2
3 73
Luego las apotemas buscadas miden: ap, = 3{ ~ 2,6 cm; ap2 = TJ_ ~6,1cm
Figura 1

Como segundo paso, calculamos el apotema del tronco de
pirdamide

A’=10%+3,5° =

6cm

10 cm

A= 4112,25 ~10,6 cm

10,6 cm

En tercer lugar, calculamos el valor

6,1-2,6= 3,5 cm. . 1cm
de los segmentos x, y de la figura 3
Figura 2 que nos serviran para obtener las Figura 3

alturas y apotemas de las pirdmides que generan el tronco con
el que trabajamos:

x 10,6+x
Por el teorema de Tales: —=—""—"=6,1x=(10,6 + x)2,6 =6,1 x —2,6x=27,56 =
2,6 6,1
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27,56
X=—"—"—~79cm
3,5

Entonces el apotema de la piramide grande es 10,6 + 7,9=18,5 cm y el de la pequeia 7,9 cm. Y
aplicando el teorema de Pitdgoras:

y? =x*-26°=79°-26°=5565=y=4/5565~7,5cm
Luego las alturas de las piramides generadoras del tronco miden 10+ 7,5=17,5cmy 7,5 cm.

Por ultimo calculamos el volumen del tronco de piramide:

yoAah A,ch, 148185175 118-79-75_15540 10665
3 3 3 2 3 2 6

22. Una columna cilindrica tiene 35 cm de didmetro y 5 m de altura. ¢ Cual es su area lateral?

=2412,25cm’®

23. El radio de la base de un cilindro es de 7 cm y la altura es el triple del didmetro. Calcula su area total.

24. Calcula el drea lateral de un cono recto sabiendo que su generatriz mide 25 dm y su radio de la base
6 dm.

25. La circunferencia de la base de un cono mide 6,25 m y su generatriz 12 m. Calcula el area total.
2.3. Longitudes, areas y volimenes en la esfera

Recuerda que:

Area de una esfera.

i —p—
La esfera no es un cuerpo geométrico desarrollable, por lo que es mas
complicado que en los casos anteriores encontrar una férmula para
calcular su area.
, , , . , IR! R
Arquimedes demostré que el area de una esfera es igual que el area
lateral de un cilindro circunscrito a la esfera, es decir un cilindro con el
mismo radio de la base que el radio de la esfera y cuya altura es el
diametro de la esfera. -
Si llamamos R al radio de la esfera:
2
Ar= (27R)-(2R) = 47R
El area de una esfera equivale al area de cuatro circulos maximos.
26. Una esfera tiene 4 m de radio. Calcula:
a) La longitud de la circunferencia maxima;
b) El drea de la esfera.
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Volumen de la esfera

Volvamos a pensar en una esfera de radio R y en el cilindro que la
circunscribe. Para rellenar con agua el espacio que queda entre el cilindro

R y la esfera, se necesita una cantidad de agua igual a un tercio del volumen
total del cilindro circunscrito.

Se deduce entonces que la suma de los volimenes de |a esfera de radio R
y del cono de altura 2R y radio de la base R, coincide con el volumen del
cilindro circunscrito a la esfera de radio R. Por tanto:

Volumen esfera = Volumen gijingro - Volumen cono =

nR*(2R) 6nR*-2nR® 4nR’
3 3

Volumen esfera = nRZ(ZR)—

2R

Existen demostraciones mds rigurosas que avalan este resultado
experimental que hemos descrito. Asi por ejemplo, el volumen de la esfera
se puede obtener como suma de los volimenes de pirdmides que la
recubren, todas ellas de base triangular sobre la superficie de la esfera y con
vértice en el centro de la misma.

27. (col Madrid 2008) El depdsito de gasoil de la casa de Irene es un cilindro de 1 m de alturay 2 m de
didmetro. Irene ha llamado al suministrador de gasoil porque en el depdsito solamente quedan 140
litros.

a. ¢Cudles, en dm?, el volumen del depdsito? (utiliza 3,14 como valor de r).
b. Si el precio del gasoil es de 0,80 € cada litro, écuanto deberd pagar la madre de Irene por
llenar el depdsito?

28. Comprueba que el volumen de la esfera de radio 4 dm sumado con el volumen de un cono del
mismo radio de la base y 8 dm de altura, coincide con el volumen de un cilindro que tiene 8 dm de
altura y 4 dm de radio de la base.
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2.4. Longitudes, areas y volumenes de poliedros regulares

Recuerda que:

Un poliedro regular es un poliedro en el que todas sus caras son

poligonos regulares iguales y en el que sus angulos poliedros son ' / v \
iguales. - N

Hay cinco poliedros regulares: tetraedro, octaedro, icosaedro, cubo y
dodecaedro

Area total de un poliedro regular.

Como las caras de los poliedros regulares son iguales, el calculo del area total de un poliedro regular se
reduce a calcular el drea de una cara y después multiplicarla por el nUmero de caras.

Actividades resueltas

e Calcula el drea total de un icosaedro de 2
cm de arista.

Todas sus caras son tridangulos equildteros de 2 h
cm de base. Calculamos la altura h que divide a la
base en dos segmentos iguales

lcm

h2+12 =22=>h? =4-1=3 =h=+/3cm
Luego el area de una cara es:

b.h
2

2.4/3 ) _
T = \/g cm’ y por tanto Area icosaedro = 20 cm’

tridngulo™
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3. INICIACION A LA GEOMETRIA ANALITICA

3.1. Puntos y vectores

En el plano

Ya sabes que

Un conjunto formado por el origen O, los dos ejes de coordenadas y la unidad de medida es un
sistema de referencia cartesiano.

Las coordenadas de un punto A son un par ordenado de numeros reales (x, y), siendo “x” la primera
coordenada o abscisa e “y” la segunda coordenada u ordenada.

Dados dos puntos, D(d1, d,) y E(es, e;), las componentes
del vector de origen D y extremo E, DE, vienen dadas por
DE = (e; —d1, 2 —d,). 4 E

Ejemplo:

Las coordenadas de los puntos, de la figura son:

0(0, 0), A(1, 2), B(3, 1), D(3, 2) y E(4, 4)

Las componentes del vector DE son
DE=(4-3,4-2)=(1,2)

Las componentes del vector OA son:

OA=(1-0,2-0)=(1,2). =

DE y OA son representantes del mismo vector libre de componentes (1, 2).
En el espacio de dimension tres

Las coordenadas de un punto A son una terna ordenada de numeros reales (x, y, z), siendo “z” la altura
sobre el plano OXY.

Dados dos puntos, D(d1, d,, d3) y E(eq, e,, e3), las componentes del vector de origen D y extremo E, DE,
vienen dadas por DE = (e; —dq, e, — d,, e3 — d3).

Ejemplo:

Las coordenadas de puntos en el espacio son:
0(0,0,0),A(1,2,3),B(3,1,7),D(3,2,1) yE(4, 4, 4)

Las componentes del vector DEson: DE=(4-3,4-2,4-1)=(1, 2, 3)
Las componentes del vector OAson: OA=(1-0,2-0,3-0)=(1, 2, 3).

DE y OA son representantes del mismo vector libre de componentes (1, 2, 3)

29. Representa en un sistema de referencia en el espacio de dimension tres los puntos:
0(0,0,0),A(1,2,3),B(3,1,7),D(3,2,1) y E(4, 4, 4) y vectores: DEy OA.
30. El vector de componentes u = (2, 3) y origen A = (1, 1), ¢qué extremo tiene?
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3.2. Distancia entre dos puntos

En el plano

La distancia entre dos puntos A(a1, a,) y B(by, b;) es:

Ejemplo: 3
Por el Teorema de Pitdgoras sabemos que la distancia 2,
al cuadrado entre los puntos A = (1, 1) y B = (5, 3) es

igual a: 1]

ya que el triangulo ABC es rectangulo de catetos 4y 2.

D=4(b,—a)%+(b,-a,)°

D’=(5-10+(3-1)0>=4*>+2*=20

Luego D~ 4,47.

En el espacio de dimension tres

La distancia entre dos puntos A(a1, a,, a3) y B(b1, b,, bs) es igual a:

Ejemplo:

La distancia al cuadrado entre los puntos A=(1,1,2)y B=(5, 3, 8) es
igual, por el Teorema de Pitdgoras en el espacio, a

D’=(5-1)*+(3-1)2+(8-2)°=4*+2°+6°=16 + 4 + 36 = 56.

D =/(b,-2)? + (b, ~a,)% + (b, - ,)°

Luego D= 7,5.

31

36.

37.

38.

. Calcula la distancia entre los puntos A(6, 2) y B(3, 9).
32.
33.
34.
35.

Calcula la distancia entre los puntos A(6, 2, 5) y B(3, 9, 7).
Calcula la longitud del vector de componentes u = (3, 4)
Calcula la longitud del vector de componentes u = (3, 4, 1).

Dibuja un cuadrado de diagonal el punto O(0, 0) y A(3, 3). éQué coordenadas tienen los otros
vértices del cuadrado? Calcula la longitud del lado y de la diagonal de dicho cuadrado.

Dibuja un cubo de diagonal O(0, 0, 0) y A(3, 3, 3). éQué coordenadas tienen los otros vértices del
cubo? Ya sabes, son 8 vértices. Calcula la longitud de la arista, de la diagonal de una cara y de la
diagonal del cubo.

Sea X(x, y) un punto genérico del plano, y O(0, 0) el origen de coordenadas, escribe la expresién de
todos los puntos X que distan de O una distancia D.

Sea X(x, y, z) un punto genérico del espacio, y O(0, 0, 0) el origen de coordenadas, escribe la
expresién de todos los puntos X que distan de O una distancia D.
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3.3. Ecuaciones y rectas y planos
Ecuaciones de la recta en el plano.

Ya sabes que la ecuaciéon de una recta en el plano es: y = mx + n. Es la expresién de una recta como
funcion. Esta ecuacion se denomina ecuacion explicita de la recta.

Si pasamos todo al primer miembro de la ecuacidn, nos queda una ecuacion: ax + by + ¢ = 0, que se

denomina ecuacién implicita de la recta.

Ecuacion vectorial: También una recta queda determinada si
conocemos un punto: A(ai, a») y un vector de direccion v = (v4, v,).
Observa que el vector OX puede escribirse como suma del vector
OA y de un vector de la misma direccidon que v, tv. Es decir:

OX=0A +tv,

donde a t se le denomina pardmetro. Para cada valor de t, se tiene
un punto distinto de la recta. Con coordenadas quedaria:

X=a +tv,
y=a, +tv,

gue es la ecuacién paramétrica de la recta.

Actividades resueltas

e De la recta de ecuacion explicita y = —2x + 5, conocemos la pendiente, —2, y la ordenada en el
origen, 5. La pendiente nos da un vector de direccidn de la recta, en general (1, m), y en este
ejemplo: (1, —2). La ordenada en el origen nos proporciona un punto, en general, el (0, n), y en
este ejemplo, (0, 5). La ecuacidén paramétrica de esta recta es:

X=0+t
y=5-2t

Su ecuacion implicita es: —2x—y +5=0.

e Escribe la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por
el punto A(2, 1) y tiene como vector de direccién v = (1,

2).
X=2+t
y=1+2t
e FEscribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos
A(2, 1) y B(1, 3). Podemos tomar como vector de

direccién el vector AB=(1-2,3-1) = (-1, 2), y escribir
su ecuacién paramétrica:

X=2-t ,
y=1+2t |

La recta es, en los tres ejemplos, la misma, la de la
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figura. Con ello podemos observar que una recta puede tener muchas ecuaciones
paramétricas dependiendo del punto y del vector de direccidon que se tome. Pero eliminando
el pardmetro y despejando “y” llegamos a una Unica ecuacidn explicita.

39. Escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(6, 2) y B(3, 9), de forma explicita, implicita
y paramétrica. Represéntala graficamente.

Ecuaciones de la recta y el plano en el espacio.

La ecuacion implicita de un plano es: ax + by + cz + d = 0. Observa que
es parecida a la ecuacién implicita de la recta pero con una componente bl
mas. i 4 cara
.z . . C
La ecuacién vectorial de una recta en el espacio es: OX = OA + tv, o
aparentemente igual a la ecuacion vectorial de una recta en el plano,
pero al escribir las coordenadas, ahora puntos y vectores tiene tres o
ectiineo
componentes: I
X=a, +tv, //
y=a, +1v, 4
Z=a,+1v, g
Una recta también puede venir dada como interseccion de dos planos:

ax+by+cz+d=0
ax+by+cz+d=0

Dos puntos determinan una recta y tres puntos determinan un plano.

Actividades resueltas

e Escribe la ecuacion de la recta en el espacio que pasa por los puntos A(1, 2, 3) y B(3, 7, 1).

Tomamos como vector de direccion de la recta el vector AB=(3-1,7-2,1-3)=(2,5,-2) y como
punto, por ejemplo el A, entonces:

X=1+t2
y=2+t5
z=3-12

Podemos encontrar las ecuaciones de dos planos que se corten en dicha recta, eliminando t en dos
ecuaciones. Por ejemplo, sumando la primera con la tercera se tiene: x + z = 4. Multiplicando la primera
ecuacioén por 5, la segunda por 2 y restando, se tiene: 5x — 2y = 1. Luego otra ecuacion de la recta, como
interseccion de dos planos es:

X+z=4
S5x-2y=1
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e Escribe la ecuacion del plano que pasa por los puntos A y B de la actividad anterior, y C(2, 6, 2).
Imponemos a la ecuacion ax + by + ¢z + d = 0 que pase por los puntos dados:
a+2b+3c+d=0
3a+7b+c+d=0
2a+6b+2c+d=0.
Restamos a la segunda ecuacidn la primera, y a la tercera, también la primera:
a+2b+3c+d=0
20+5b-2c=0
a+4b—-c=0
Multiplicamos por 2 la tercera ecuacion y le restamos la segunda:
a+2b+3c+d=0
a+4b—-c=0
3b=0
Ya conocemos un coeficiente, b = 0. Lo sustituimos en las ecuaciones:
a+3c+d=0
a-c=0

Vemos que a = ¢, que sustituido en la primera: 4c + d = 0. Siempre, al tener 3 ecuaciones y 4
coeficientes, tendremos una situacion como la actual, en que lo podemos resolver salvo un factor de
proporcionalidad. Sic=1, entoncesd=-4. Luegoa=1,b=0,c=1yd=-4. Es el plano de ecuacién:

xX+z=4

plano que ya habiamos obtenido en la actividad anterior.

40. Escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(6, 2, 5) y B(3, 9, 7), de forma explicita, y
como interseccién de dos planos.

41. Escribe las ecuaciones de los tres planos coordenados.
42. Escribe las ecuaciones de los tres ejes coordenados en el espacio.

43. En el cubo de diagonal O(0, 0, 0) y A(6, 6, 6) escribe las ecuaciones de los planos que forman sus
caras. Escribe las ecuaciones de todas sus aristas, y las coordenadas de sus vértices.
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3.4. Algunas ecuaciones

Actividades resueltas
e (Qué puntos verifican la ecuacion X+ y2 =1?
iDepende! Depende de si estamos en un plano o en el espacio.

En el plano, podemos ver la ecuacién como que el cuadrado de la distancia de un punto genérico X(x, y)
al origen O(0, 0) es siempre igual a 1:

D’=(x-0P2+(y-012=12=x"+y’=1

El lugar de todos los puntos del plano que distan 1 del origen es la circunferencia de centro O(0, 0) y
radio 1.

En el espacio el punto genérico X(x, y, z) tiene tres coordenadas, y O(0, 0, 0), también. No es una
circunferencia, ni una esfera. ¢Y qué es? Lo que esta claro es que si cortamos por el plano OXY, (z = 0)
tenemos la circunferencia anterior. ¢Y si cortamos por el plano z = 3? También una circunferencia. Es un
cilindro. El cilindro de eje, el eje vertical, y de radio de la base 1.

e $Qué puntos verifican la ecuacion x> + y* + 22 = 1?
Ahora si. Si podemos aplicar la distancia de un punto genérico X(x, y, z) al origen O(0, 0, 0),
D’=(x—0)+(y-0P2+(z-01 =1 =xX*+y*+2*=1

Es la ecuacion de la superficie esférica de centro el origen y radio 1.

44. Escribe la ecuacién del cilindro de eje el eje OZ y radio 2.
45. Escribe la ecuacion de la esfera de centro el origen de coordenadas y radio 2.
X=1+t
46. Escribe la ecuacion del cilindro de eje, larecta < y=2 yradio 1.
z=3
47. Escribe la ecuacion de la circunferencia en el plano de centro A(2, 5) y radio 2.

48. Al cortar a un cierto cilindro por un plano horizontal se tiene la circunferencia del ejercicio anterior.
Escribe la ecuacidn del cilindro
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CURIOSIDADES. REVISTA

Grace Chisholm Young (1868 - 1944)

" Grace Chisholm Young nacid el 15 de marzo de 1868, cerca de Londres,

Inglaterra, durante el reinado de la reina Victoria. Para hacernos una idea
sobre el estado de la educacién en esa época recordemos que hacia 1881
el 20 % de la poblacién de Inglaterra todavia no sabia escribir su nombre.

Era la mas pequefia de cuatro hermanos (tres supervivientes) y también la mas
consentida. Sélo le ensefaban lo que queria aprender y en este sentido su educacién fue
un tanto informal. Le gustaba el cidlculo mental y la musica. Sin embargo fue una
preparacion suficiente para, a los 17 afios, pasar los exdmenes de Cambridge (Cambridge
Senior Examination). Estudié Matematicas pero para doctorarse fue a Géttingen donde
se doctord en 1895. En 1896 se casé con William Young con el que tuvo seis hijos. Ocupo
mucho de su tiempo en la educacién de sus hijos.

Escribio libros y muchos articulos. Escribié Primer libro de Geometria En él Grace escribia
gue la geometria en dimension tres recibia, en primaria y en secundaria, mucha menos
atencion que la geometria del plano. Opinaba que esto no debia ser asi porque “en cierto
sentido la geometria plana es mds abstracta que la tridimensional”, pues consideraba
gue la geometria tridimensional era mas natural. Pero admitia, sin embargo, muy dificil
representar figuras tridimensionales en una superficie bidimensional como es una pagina
de un libro, y consideraba que ésta era la razon por la no se trabajaba (y actualmente
tampoco se trabaja) adecuadamente. Grace opinaba que el alumnado debia construir
figuras espaciales, por lo que incluyé en su libro muchos diagramas de figuras
tridimensionales para ser recortados y construidos. Opinaba que esa era la forma en que
el alumnado debia familiarizarse con las propiedades de estas figuras y que utilizandolas,
con su ayuda, podia visualizar los teoremas de la geometria tridimensional.

o

( ¢Cual de las siguientes figuras no representa el desarrollo\ G formar un cubo con el \

forma

aristas. ¢ Cual de ellos lo verifica?

de un cubo? desarrollo de la figura, écual
A B) c D] g sera la letra opuesta a F?
| ]| |
| H | | D
| B ] AlB|C
5 — / F
A partir de uno de estos desarrollos bicolores, se puede fabricar un cubo, de E

~

gue los colores sean los mismos en las dos partes de cada una de las f

o

A B] C) D] E]

Haz el desarrollo
PN J
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RESUMEN

Ejemplos

Teorema de
Pitagoras en el
espacio

D’=a*+b*+ ¢

a=2,b =3, c =4, entonces
D’=4+9+16=29

D=.29 =5,4.

Teorema de Tales:

Dadas dos rectas, ry r’, que se cortan en el punto O, y dos rectas paralelas
entre si, ay b. Silarectaa cortaalasrectasryr’enlos puntos Ay C, y la recta
b corta a las rectas ry r’ en los puntos By D, entonces los segmentos

correspondientes son proporcionales

Un poliedro regular es un poliedro en el que todas sus caras son poligonos

Poliedros regulares iguales y en el que sus dngulos poliedros son iguales. w
regulares Hay cinco poliedros regulares: tetraedro, octaedro, icosaedro, cubo y —o— .
dodecaedro |
A, steral = Perimetrog,,. . Altura ;
: : . f
Prismas Il Atotal = AreaLateral + 2AreaBase; l )
Volumen= Area ., . Altura
B _ Perimetroy,, . ADOtema ,;imige
J Lateral 2
Piramides Atotal = Ar€Q gerq + Arélpgge
Area . . Altura L
Volumen= ——2=  —— —
3
2
Atoras = 2TTRH; Aga = 27RH + 272 R
il Volumen= Area ,,, . Altura
. _ 2
ALateral= nRG; Aotal - 7[RG+7Z-R
Cono i
Area .. . Altura
Volumen= — b=’ " —
3
— 2, 4 y
Esfera Aca = 47 RS volumen= Znr? k

Ecuaciones de la
recta en el plano

Ecuacion explicita: y = mx + n.
Ecuacion implicita: ax+ by + c=0
X=a +tv;

Ecuacion paramétrica:
y=a, +1v,

en el espacio.

Ecuaciones de la
recta y el plano

Ecuacion implicita de un plano: ax + by + cz+d =0

X=a, +1tv;
Ecuacién paramétrica de unarecta: {y = a, +1v,
z=a,+tv,
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

Teorema de Pitdgoras y teorema de Tales

1. Calcula el volumen de un tetraedro regular de lado 7 cm.

2. Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1 m.

3. Calcula la longitud de la diagonal de un rectdngulo de base 15 cm y altura 6 cm.

4. Dibuja un paralelepipedo cuyas aristas midan 4 cm, 5 cm y 6 cm que no sea un ortoedro. Dibuja
también su desarrollo.

5. Siel paralelepipedo anterior fuera un ortoedro, ¢cuanto mediria su diagonal?

6. Unvaso de 11 cm de altura tiene forma de tronco de cono en el que los radios de ¢
las bases son de 5y 3 cm. éCuanto ha de medir como minimo una cucharilla para
gue sobresalga del vaso por lo menos 2 cm?

7. ¢Es posible guardar en una caja con forma de ortoedro de aristas 4 cm, 3 cmy 12
cm un boligrafo de 13 cm de longitud?

8. Calcula la diagonal de un prisma recto de base cuadrada sabiendo que el lado de la
base mide 6 cm vy la altura del prisma 8 cm.

9. Si un ascensor mide 1,2 m de ancho, 1,6 m de largo y 2,3 m de altura, ées posible
introducir en él una escalera de 3 m de altura?

10. ¢ Cual es la mayor distancia que se puede medir en linea recta en una habitacion que tiene 6 m de
ancho, 8 m de largo y 4 m de altura?

11. Calcula la longitud de la arista de un cubo sabiendo que su diagonal mide 3,46 cm.

12. Calcula la distancia maxima entre dos puntos de un tronco de cono cuyas bases tienen radios 5cmy
2 cm, y altura 10 cm.

13. En una pizzeria la pizza de 15 cm de diametro vale 2 € y la de 40 cm vale 5 €. (Cual tiene mejor
precio?

14. Vemos en el mercado una merluza de 30 cm que pesa un kilo. Nos parece un poco pequefia y
pedimos otra un poco mayor, que resulta pesar 2 kilos. ¢ Cuanto medira?

15. En un dia frio un padre y un hijo pequefio van exactamente igual abrigados, ¢Cudl de los dos tendra
mas frio?

Longitudes, areas y volumenes

16. Identifica a qué cuerpo geométrico pertenecen los siguientes desarrollos:

»

17. { Podr3 existir un poliedro regular cuyas caras sean hexagonales? Razona la respuesta.

18. { Cuantas diagonales puedes trazar en un cubo? ¢Y en un octaedro?

19. { Puedes encontrar dos aristas paralelas en un tetraedro? ¢Y en cada uno de los restantes poliedros
regulares?
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20. Utiliza una trama de cuadrados o papel cuadriculado, y busca todos los disefios de seis cuadrados
que se te ocurran. Decide cudles pueden servir para construir un cubo

21. El tridngulo de la figura se ha plegado para obtener
un tetraedro. Teniendo en cuenta que el tridngulo
no esta pintado por detrds, écual de las siguientes
vistas en perspectiva del tetraedro es falsa?

22.Un prisma de 8 dm de altura tiene como base un
triangulo rectdngulo de catetos 3 dmy 4 dm. Calcula "A A A [A
las areas lateral y total del prisma.

23. Dibuja un prisma hexagonal regular que tenga 3 cm

de arista basal y 0.9 dm de altura y calcula las areas de la base y total.
24. Un prisma pentagonal regular de 15 cm de altura tiene una base de 30 cm’ de &rea. Calcula su
volumen.
25. Calcula el area total de un ortoedro de dimensiones 2,7 dm, 6,2 dm y 80 cm.
26. Calcula la superficie total y el volumen de un cilindro que tiene 7 m de altura y 3 cm de radio de la
base.
27. Calcula el drea total de una esfera de 7 cm de radio.
28. Calcula el apotema de una pirdmide regular sabiendo que su area lateral es
de 150 cm? y su base es un hexagono de 4 cm de lado.
29. Calcula el apotema de una piramide hexagonal regular sabiendo que el
perimetro de la base es de 36 dm y la altura de la piramide es de 6 dm.
Calcula también el area total y el volumen de esta piramide. y \
30. Un tridngulo rectangulo de catetos 12 cm y 16 cm gira alrededor de su \
cateto menor generando un cono. Calcula el drea lateral, el area total y el
volumen.
31. Tres bolas de metal de radios 15 dm, 0,4 my 2 m se funden en una sola, ¢ Cudl serd el didmetro de la
esfera resultante?
32. ¢Cudl es la capacidad de un pozo cilindrico de 1,50 m de diametro y 30 m de profundidad?
33.iCuanto cartdon necesitamos para construir una piramide
cuadrangular regular si queremos que el lado de la base mida 12 cm

y que su altura sea de 15 cm? i |
34. Calcula el volumen de un cilindro que tiene 2 cm de radio de la base
y la misma altura que un prisma cuya base es un cuadrado de 4 cm 800 cm’
de lado y 800 cm® de volumen. _, 2cm
. . ; - 3 € ; 3
35. (Cuadl es el area de la base de un cilindro de 1,50 m de alto y 135 dm
de volumen?
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36. El agua de un manantial se conduce hasta unos depésitos cilindricos que miden
10 m de radio de la base y 20 m de altura. Luego se embotella en bidones de
2,5 litros. ¢ Cudntos envases se llenan con cada depdsito?

37. Calcula la cantidad de cartulina necesaria para construir un anillo de 10
tetraedros cada uno de los cuales tiene un centimetro de arista.

38. Al hacer el desarrollo de un prisma triangular regular de 5 dm de altura, resultd

un rectangulo de un metro de diagonal como superficie lateral. Calcula el area total.
39. Determina la superficie minima de papel necesaria para envolver un prisma hexagonal regular de 2
cm de lado de la base y 5 cm de altura.

g —
p—

—

40. El ayuntamiento de Madrid ha colocado unas jardineras de piedra en
sus calles que tienen forma de prisma hexagonal regular. La cavidad interior,
donde se deposita la tierra, tiene 80 cm de profundidad y el lado del
hexagono interior es de 60 cm. Calcula el volumen de tierra que llenaria una
jardinera por completo.

41. Una habitacién tiene forma de ortoedro y sus dimensiones son
directamente proporcionales a los numeros 2, 4 y 8. Calcula el drea total y el
volumen si ademads se sabe que la diagonal mide 17,3 m.

42, Un ortoedro tiene 0,7 dm de altura y 8 dm? de érea total. Su longitud
es el doble de su anchura, écual es su volumen?

43. Si el volumen de un cilindro de 15 cm de altura es de 424 ¢cm®, calcula el radio de la base del cilindro.

44. (cDI Madrid 2011) Han instalado en casa de Juan un depdsito de agua de forma cilindrica. El diametro
de la base mide 2 metros y la altura es de 3 metros. a) Calcula el volumen del depdsito en m*. b)
¢Cudntos litros de agua caben en el depésito?

45. (cpl Madrid 2012) Un envase de un litro de leche tiene forma de prisma, la base es un cuadrado que
tiene 10 cm de lado. a) éCudl es, en cm3, el volumen del envase? b) Calcula la altura del envase en

cm.

46. Una circunferencia de longitud 18,84 cm gira alrededor de uno de sus didmetros
generando una esfera. Calcula su volumen.

47. Una puerta mide 1,8 m de alto, 70 cm de ancho y 3 cm de espesor. El precio de
instalacion es de 100 € y se cobra 5 € por m? en concepto de barnizado, ademas
del coste de la madera, que es de 280 € cada m>. Calcula el coste de la puerta si
solo se realiza el barnizado de las dos caras principales.

48. El agua contenida en un recipiente cénico de 21 cm de altura y 15 cm de diametro

de la base se vierte en un vaso cilindrico de 15 cm de didametro de la base. ¢Hasta
qué altura llegard el agua?
49. Segun Arquimedes, ¢qué dimensiones tiene el cilindro circunscrito a una esfera de 7 cm de radio
gue tiene su misma area? Calcula esta area.
50. ¢Cudl es el volumen de una esfera en la que la longitud de una circunferencia maxima es 251,2 m?
51. Calcula el drea lateral y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos

p
X b
10cm i
6/cm '®
S
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52. Calcula el area lateral y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos

5cm_

7cm
La base es cuadrada

Tetraedro de 5cm de arista

12cm

\4

Piramides construidas en el
interior de una estructura
cubica de 5 dm de arista.

Octaedro de 6¢cm de arista

53. En la construccién de un globo aerostatico esférico de un metro de radio se emplea lona que tiene
un coste de 300 €/m”. Calcula el importe de la lona necesaria para su construccion.
54. Calcula el radio de una esfera que tiene 33,51 dm?® de volumen.
55. El Atomium es un monumento de Bruselas que reproduce una
molécula de hierro. Consta de 9 esferas de acero de 18 m de
diametro que ocupan los vértices y el centro de una estructura
cubica de 103 m de diagonal, realizada con cilindros de 2 metros
de didmetro. Si utilizamos una escala 1:100 y tanto las esferas
como los cilindros son macizos, équé cantidad de material

necesitaremos?

56. Se ha pintado por dentro y por fuera un depdsito sin tapadera de 8
dm de alto y 3 dm de radio. Teniendo en cuenta que la base sélo
se puede pintar por dentro, y que se ha utilizado pintura de
2€/dm2, écuanto dinero ha costado en total?

57. Una piscina mide 20 m de largo, 5 m de ancho y 2 m de alto.

a. ¢Cuantos litros de agua son necesarios para llenarla?
b. ¢éCuanto costara recubrir el suelo y las paredes con PVC si el precio es de 20 €/ m?*?

foem

haciendo coincidir lados opuestos. ¢Cual de los dos cilindros resultantes

tiene mayor volumen?

62. Cada uno de los cubos de la figura tiene 2 cm de arista. ¢Cuantos hay que
afiadir para formar un cubo de 216 cm® de volumen?

63. Un tubo de ensayo tiene forma de cilindro abierto en la parte superior y
rematado por una semiesfera en la inferior. Si el radio de la base es de 1 cm

58. ¢Cual de las dos campanas extractoras de la figura
izquierda tiene un coste de acero inoxidable menor?

59. En una vasija cilindrica de 3 m de didmetro y que
contiene agua, se introduce una bola. ¢Cual es su volumen
si después de la inmersién sube 0,5 m el nivel del agua?

60. El precio de las tejas es de 12,6 €/m* (Cuanto
costara retejar una vivienda cuyo tejado tiene forma de
pirdmide cuadrangular regular de 1,5 m de altura y 15 m de
lado de la base?

61. Se enrolla una cartulina rectangular de lados 40 cm
y 26 cm formando cilindros de las dos formas posibles,

y la altura total es de 12 cm, calcula cuantos centilitros de liquido caben en

él.
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64.
65.

66.

67.
68.

69.

70.

71.

72.

73.

74,

75.

El lado de la base de la pirdmide de Keops mide 230 m, y su altura 146 m. {Qué volumen encierra?
La densidad de un tapdn de corcho es de 0,24, icuanto pesan mil tapones si los didametros de sus
base miden 2,5cmy 1,2 cm, y su altura 3 cm?

Comprueba que el volumen de una esfera es igual al de su cilindro circunscrito menos el del cono de
igual base y altura.

Calcula el volumen de un octaedro regular de arista 2 cm.

Construye en cartulina un prisma cuadrangular regular de volumen 240 cm?, y de darea lateral 240
cm®.

El cristal de una farola tiene forma de tronco de cono de 40 cm de altura y bases de radios 20 y 10
cm. Calcula su superficie.

Un bote cilindrico de 15 cm de radio y 30 cm de altura tiene en su interior
cuatro pelotas de radio 3,5 cm. Calcula el espacio libre que hay en su
interior.

Un embudo cénico de 15 cm de diametro tiene un litro de capacidad, ¢écual
es su altura?

En un depdsito con forma de cilindro de 30 dm de radio, un grifo vierte 15
litros de agua cada minuto. ¢Cuanto aumentara la altura del agua después de media hora?
La lona de una sombrilla abierta tiene forma de piramide
octogonal regular de 0,5 m de altura y 40 cm de lado de la base.
Se fija un mastil en el suelo en el que se encaja y el vértice de la
piramide queda a una distancia del suelo de 1,80 m. En el
momento en que los rayos de sol son verticales, équé area tiene
el espacio de sombra que determina?

Una pecera con forma de prisma recto y base rectangular se
llena con 65 litros de agua. Si tiene 65 cm de largo y 20 cm de ancho, écual es su profundidad?

En un helado de cucurucho la galleta tiene 12 cm de altura y 4 cm diametro. ¢Cual es su superficie?
Si el cucurucho esta completamente lleno de helado y sobresale una semiesfera perfecta, ¢cuantos
cm® de helado contiene?

-
presmE .

Iniciacion a la Geometria Analitica

76.
77.
78.
79.
80.
81.
82.

83.

84.

Calcula la distancia entre los puntos A(7, 3) y B(2, 5).

Calcula la distancia entre los puntos A(7, 3, 4) y B(2, 5, 8).

Calcula la longitud del vector de componentes u = (4, 5).

Calcula la longitud del vector de componentes u = (4, 5, 0).

El vector u = (4, 5) tiene el origen en el punto A(3, 7). éCuales son las coordenadas de su punto
extremo?

El vector u = (4, 5, 2) tiene el origen en el punto A(3, 7, 5). ¢Cuales son las coordenadas de su punto
extremo?

Dibuja un cuadrado de diagonal el punto A(2, 3) y C(5, 6). {Qué coordenadas tienen los otros
vértices del cuadrado? Calcula la longitud del lado y de la diagonal de dicho cuadrado.

Dibuja un cubo de diagonal A(1, 1, 1) y B(4, 4, 4). {Qué coordenadas tienen los otros vértices del
cubo? Ya sabes, son 8 vértices. Calcula la longitud de la arista, de la diagonal de una cara y de la
diagonal del cubo.

Sea X(x, y) un punto del plano, y A(2, 4), escribe la expresion de todos los puntos X que distan de A
una distancia 3.
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85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.
94.

Sea X(x, y, z) un punto del espacio, y A(2, 4, 3), escribe la expresién de todos los puntos X que distan
de A una distancia 3.

Escribe la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por el punto A(2, 7) y tiene como vector de
direccion u = (4, 5). Represéntala graficamente.

Escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(2, 7) y B(4, 6), de forma explicita, implicita
y paramétrica. Represéntala graficamente.

Escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(2, 4, 6) y B(5, 2, 8), de forma explicita, y
como interseccion de dos planos.

En el cubo de diagonal A(1, 1, 1) y B(5, 5, 5) escribe las ecuaciones de los planos que forman sus
caras. Escribe también las ecuaciones de todas sus aristas, y las coordenadas de sus vértices.

x=0
Escribe la ecuacion del cilindro de eje { 0 y radio 3.
y =

Escribe la ecuacion de la esfera de centro A(2, 7, 3) y radio 4.
X=5+t
Escribe la ecuacién del cilindro de eje, larecta { y=1 yradio 2.
z2=2
Escribe la ecuacion de la circunferencia en el plano de centro A(3, 7) y radio 3.

Al cortar a un cierto cilindro por un plano horizontal se tiene la circunferencia del ejercicio anterior.
Escribe la ecuacién del cilindro.
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AUTOEVALUACION
1. Las longitudes de los lados del tridngulo de vértices A(2, 2) B(1, 4) y C(0, 3) son:

a)2,5,5 b) V2, +/5, \/5 ) V5, V2, /2 d) v2, ¥/3, 5

2. En el tridngulo rectangulo de catetos 3 y 4 cm se multiplican por 10 todas sus longitudes. El area del

nuevo triangulo es:
a)6m’ b) 6 dm? c) 60 cm? d) 0,6 m*

3. La altura de un prisma de base cuadrada es 20 cm y el lado de la base es 5 cm, su area total es:
a) 450 cm® b) 45 dm”® c) 425 cm? d) 0,45 m*

4. Un depdsito de agua tiene forma de prisma hexagonal regular de 5 m de altura y lado de la base 1 m.
El volumen de agua que hay en él es:

a) 6042 m? b) 4542 m’ ¢) 300002 dm®  d) 902 m?

5. El tejado de una caseta tiene forma de pirdmide cuadrangular regular de 0,5 m de alturay 1000 cm
de lado de la base. Si se necesitan 15 tejas por metro cuadrado para recubrir el tejado, se utilizan un
total de:

a) 1051 tejas. b) 150 tejas. c) 245 tejas. d) 105 tejas.

6. Una caja de dimensiones 30, 20 y 15 cm, estd llena de cubos de 1 cm de arista. Si se utilizan todos
para construir un prisma recto de base cuadrada de 10 cm de lado, la altura medira:
a)55cm b) 65 cm c)75cm d) 90 cm

7. El radio de una esfera que tiene el mismo volumen que un cono de 5 dm de radio de la base y 120
cm de altura es:

a)5 \/§ dm b) /75 dm c) 150 cm d) /2250 cm

8. Se distribuyen 42,39 litros de disolvente en latas cilindricas de 15 cm de alturay 3 cm de radio de la
base. El nimero de envases necesario es:

a) 100 b) 10 c) 42 d) 45

9. La ecuacién de una recta en el plano que pasa por los puntos A(2, 5) y B(1, 3) es:

a)y=-2x+1 b)3y —2x=1 cy=2x+1 d)y=-2x+09.
10. La ecuacion de la esfera de centro A(2, 3, 5) y radio 3 es:
a)x2—2x+y2—3y+zz—52+29=0 b)x2—4x+3y2—6y+522—102+29 =0
)X’ —4x+y*—6y+7°—10z+38=0 d) x> —4x+y*—6y+7°—10z+29=0
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Resumen

La Ciencia utiliza modelos, y muchos modelos se consiguen ajustando una funciéon a una tabla de

valores. Por ejemplo, en este momento estamos ajustando unas
pardbolas a la relacién entre la duracidon del desarrollo en dias y la
temperatura de los diferentes estadios de la cochinilla roja, Aonidiella
aurantii, que es una plaga que ataca a los citricos produciendo desde Ila
muerte del drbol a su desvalorizacidn comercial, y de sus enemigos
naturales, como los del género Aphytis, que bajo ciertas condiciones :
pueden llegar a regular las poblaciones de tal forma que no hagan falta *

utilizar otras medidas adicionales de control como insecticidas.

Una vez conseguida una funcion que se ajuste a una tabla de valores se puede pronosticar lo que va a
ocurrir o dar valores que no se conocian previamente.

Ajustar modelos mediante funciones que sirvan en las situaciones mas variadas es una de sus
aplicaciones mas importantes.
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1. FUNCIONES

1.1. Ejes de coordenadas o cartesianos. Coordenadas cartesianas

Recuerda que:

Eje de Ordenadas__ |, Un conjunto formado por el origen O, los dos ejes de coordenadas vy la

T Primer unidad de medida es un sistema de referencia cartesiano.
Segundo % Cuadrante

Cugdrants 2 Las coordenadas de un punto A son un par ordenado de nimeros reales

origen < (x, y), siendo “x” la primera coordenada o abscisa e “y” la segunda
JETE TR R A T coordenada u ordenada. A toda pareja
s R AUBCINE ordenada de nimeros (x, y) le corresponde ": Coorgenscas
Cuadrante J|  Cuarto un punto del plano. 5 en-2y

I
Cuadrante

También cualquier punto del plano queda '. :
totalmente determinado mediante sus %

e = — =

coordenadas.

Ejemplo:

e En el grafico anterior, el punto A tiene coordenadas (2, 3).

c E
_ . 3 -

1. Copia en tu cuaderno e indica las coordenadas de todos los puntos que
estan sefialados en el plano: .

2. Representa graficamente en tu cuaderno los siguientes puntos del —
plano: A (2, -3); B (0, —1); C (3, 4). 4

1.2. Concepto intuitivo de funcion
Ya sabes que:

Existen multitud de fendmenos en nuestra vida cotidiana en los que aparecen relacionadas dos
magnitudes. Por ejemplo, el precio de un kilo de manzanas y el nimero de kilos que compramos, la
duracion de un trayecto y la velocidad a la que vamos...

Una funcidn es una relacidon entre dos magnitudes de forma que a un valor cualquiera de una, llamada
variable independiente (“x”), le hacemos corresponder, como mucho, un Unico valor de la otra,
llamada variable dependiente (“y”).

Observa que si a un mismo valor de x le corresponden dos o mads valores de y, entonces la relacién no
es una funcién. En cambio, a la inversa, en una funcion un mismo valor de y si puede provenir de
distintos valores de x.

Las relaciones funcionales se pueden establecer mediante una tabla de valores, una gréfica o una
expresion matematica o férmula.
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Ejemplo:

e Un kilo de tomates cuesta 0,8 €/kg. La funcién que establece cuanto
debemos pagar en funcidon de la cantidad de tomates que nos
llevamos es y = f(x) = 0,8 x.

En la expresién y = f(x), f es el nombre que le ponemos a la funcidn,

(podriamos llamarla usando otras letras, las que se usan mas

frecuentemente son “f”, “g” y “h”). Entre paréntesis va la variable “x” que representa el nimero de
kilos que compramos, es la variable independiente puesto que nosotros elegimos libremente Ia
cantidad de tomates que queremos o necesitamos. La variable “y” representa el precio que debemos

pagar, es la variable dependiente puesto que “depende” de cudntos kilos nos llevamos, es decir, de “x”.

La expresion, f(x), que se lee “f de x”, se suele usar con mucha frecuencia para designar a la variable
dependiente porque resulta muy cdmodo escribir cudnto nos costaria comprar una cantidad concreta,
por ejemplo, 5 kg, se expresaria “f de 5” y su valor es f(5) =0,8-5 =4 €.

3. De las siguientes relaciones entre dos variables, razona cuales son funcionales y cudles no:

Edad y peso de una persona concreta a lo largo de su vida
Peso y edad de esa misma persona
Un ndmero y su mitad
Un ndmero y su cuadrado
Precio de la gasolina y el dia del mes
f. Dia del mesy precio de la gasolina
4. Si hoy el cambio de euros a ddlares estda 1 € = 1,3 S, completa en tu cuaderno la siguiente tabla de
equivalencia entre las dos monedas:

€ 2 5 10 27 X
Expresa mediante una férmula la relacidén que existe entre ambas, en la que, conociendo los euros,
se obtengan los ddlares. ¢Se puede expresar de forma Unica dicha relacidon? ¢Es una funcién?

o oo oo

Si cuando realizas el cambio en una oficina te cobran una comision fija de 1,5 €, écémo quedaria la
féormula en este caso?

1.3. Grafo y grafica de una funcion

Ya que en toda funcién tenemos dos valores que se relacionan de forma Unica, podemos dibujar ambos
en los ejes cartesianos de forma que, si unimos todos esos puntos, obtenemos una curva que nos
permite visualizar dicha funcién.

Dicha representacion tiene una serie de limitaciones, muchas de ellas comunes a cualquier dibujo que
se pueda hacer: es aproximada puesto que los instrumentos que se utilizan para hacerlo (regla, compas,
[apiz...), por muy precisos que sean (ordenadores), siempre tienen un margen de error; también existen

fallos de tipo visual o de los instrumentos de medida; o muchas veces tenemos que representar los
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infinitos puntos del grafo en un espacio finito, lo cual es imposible y hace que solo podamos dibujar una
parte de lo que se pretende, pero no todo.

A pesar de todos estos inconvenientes, representar graficamente esta serie de puntos relacionados que
conforman la funcién, aunque sea de forma aproximada, es importante, puesto que nos permite
entender muchas propiedades a simple vista: “mds vale una imagen que mil palabras”.

Ademas, una representacion también nos permite descubrir si la misma representa a una funcién o no,
ya que en el dibujo es facil interpretar si a un valor de la variable independiente le corresponde
Unicamente uno de la dependiente o mas de uno, propiedad fundamental que define a las funciones.

Ejemplo:

e El siguiente dibujo, que corresponde a una circunferencia, al valor 0
de la variable independiente le corresponden los valores 3y —3 de la
dependiente. Ademas, hay otros muchos valores a los que les pasa lo
mismo, como para x = 2, que corta a la grafica en los puntos Ay B. La
circunferencia no puede ser la representacion de una funcién.

La férmula que corresponde a dicha grafica es x* + y> = 9 o, también |

y=i‘\/9—X2. x2+y2:9

El grafo de una funcidn es el conjunto de todos los pares ordenados en los que el primer valor
corresponde a uno cualquiera de la variable independiente y el segundo al que se obtiene al

transformarlo mediante la funcion:
Grafo(f)={(x,y);xeR,y=f(X)}

La grafica de una funcion es la representacidn en el plano cartesiano de todos los puntos que forman el
grafo de la misma.

Actividad resuelta

e Indica cudles de las siguientes grdficas corresponden a una funcion y cudles no:

pe

si NO NO Si
¢Cual es la clave o regla para reconocer, a partir del dibujo, si este corresponde a una funcién o no?
Si trazamos rectas verticales imaginarias y estas chocan con el dibujo, como mucho, en un punto, la

grafica corresponde a una funcién. Si choca en dos o mas puntos, no es una funcion.
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f)

g)

5. Realiza en tu cuaderno el dibujo de dos graficas, una que corresponda a una funcién y otra que no.

Identifica cada cual y explica el porqué de dicha correspondencia.

6. Razona silos valores de la siguiente tabla pueden corresponder a los de una funcién y por qué:

X

-10

-5

10

-10

27

-3

0

5

4

0

, flx)
7. Una persona camina a

una velocidad de 4 km/h

y parte del kildmetro 10. Escribe la expresion algebraica de la funcidon que indica los kildmetros
recorridos en funcién del tiempo. Sefiala cudles son los valores que no tiene sentido dar a la variable
independiente y en qué se traduce eso en la grafica.

8. En una hoja de papel cuadriculado raya un cuadrado de lado un cuadradito. Su area es 1 u?. Ahora
haz lo mismo con un cuadrado de lado 2. Continla tomando cuadrados de lados 3, 4, 5... y calcula
sus areas. Con los resultados completa una tabla de valores y dibuja su grafica. ¢Tiene sentido para
valores negativos de la variable? Busca una férmula para esta funcion.

9. Para aparcar en zona azul (no residentes) hay unas tarifas. La tarifa minima es de 0,50 euros, el
tiempo mdximo de aparcamiento es de 2 horas, cada media hora mas cuesta 0,90 euros, y cada
fraccidn, 0,05 euros. Representa una grafica de la funcién cuya variable independiente sea el tiempo
que se espera va a estar aparcado el vehiculo y la variable dependiente el precio (en euros) que hay
que pagar.

10. Un fabricante quiere construir vasos cilindricos medidores de volimenes, que tengan de radio de la
base 5 cm y de altura total del vaso 18 cm. Escribe una formula que indique cémo varia el volumen
al ir variando la altura del liquido. Construye una tabla con los volimenes correspondientes a las
alturas tomadas de 3 en 3 cm. Escribe también una férmula que permita obtener la altura
conociendo los volumenes. ¢A qué altura habra que colocar la marca para tener un decilitro?

11. La siguiente grafica resume la excursidn que hemos realizado por la sierra de Guadarrama:

¢Cuanto tiempo durd la excursién?

¢Cuanto tiempo se descansd? ¢A qué

horas?

¢Cuantos kildbmetros se recorrieron?

¢éEn qué intervalos de tiempo se fue

mas rapido que entre las 11 y las 13 | 2 s '

horas? L

Haz una breve descripciéon del P Py

desarrollo de la excursion. Py

Construye una tabla de valores a partir | ~ B |

de los puntos sefialados en la gréfica.

Si en el eje de ordenadas

representaramos la variable “distancia

al punto de partida”, éseria la misma
grafica? Con los datos que dispones,
épuedes hacerla?

12. La relacién entre la altura y la edad de los diferentes componentes de un equipo de baloncesto, ées
una relaciéon funcional? ¢Por qué? (Y la relacion entre la edad y la altura? Escribe tres
correspondencias que sean funcionales y tres que no.

Distancia records
1 ten ki

Tismpo emplesd
ten hy
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2. CARACTERISTICAS DE UNA FUNCION

2.1. Dominio y continuidad.
El dominio de una funcidn es el conjunto de puntos en los que esta definida.
Dom(f) = {x€ R | 3 f{x)}

El concepto de continuidad de una funciéon es muy intuitivo ya que se corresponde con que la grafica se
pueda dibujar sin levantar el ldpiz del papel. Cuando esto no ocurre, se producen “saltos” en
determinados puntos que reciben el nombre de discontinuidades.

Actividad resuelta

e (£Qué funciones son continuas segun su grdfica y cudles no? Indica en estas ultimas el/los
valor/es de la variable independiente donde se produce la discontinuidad:

-2 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 /l ik 3 4 5 6 7?7 8

Iy A 5 x=F
! - - - - - - - :

NO es continua en x = —1 donde tiene un salto NO es continua en x = —1 donde tiene un salto finito
infinito. Es continua en el resto de los puntos de 4 unidades. En el resto, es continua.
Su dominio es R — {-1}. Su dominio es ‘R.

2 s \
Fx)=—x?+ 247 ll 2
i
|
) 3 N \ 2 3 a 7 6 4 a 2 1 'l_ H 3 4 5 & 7 L]
-1 1 ;
z I fx)
2xr -8
_2 * |

NO es continua ni en x = -2 ni en x = 2 donde tiene
saltos infinitos.
Es continua en R — {-2, 2}, que es su dominio.

Si, es continua para cualquier valor de x.
Su dominio es ‘R.
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2.2. Monotonia: crecimiento y decrecimiento.

Una funcién es creciente en un intervalo cuando al aumentar el valor de la variable independiente
aumenta también el de la variable dependiente.

Una funcién es decreciente en un intervalo si al aumentar el valor de la variable independiente
disminuye el de la variable dependiente.

Una funciéon es monétona en un intervalo cuando es Unicamente creciente (o Unicamente decreciente)
en dicho intervalo.

Una funcién es constante en un intervalo cuando la variable dependiente toma siempre el mismo valor.

Como indican las definiciones, la monotonia o no de una funcidn se da en un intervalo. Por tanto, una
funcidén puede ser creciente para una serie de valores, para otros ser decreciente o constante, luego
puede volver a ser creciente o decreciente o constante...

Actividad resuelta

e FEstudia el crecimiento y el decrecimiento de las funciones siguientes:

/ AN
/ \ / &
’/ \ / \
/ i / \
_ //_ : = / \
/ Iy [ \
//. \\“I‘ /f‘ \
CRECIENTE siempre ) DECRECIENTE hasta x =2 CRECIENTE hasta x =0
, CONSTANTE
(monétona) ONS SIEMPTe  DECRECIENTE desde x=2  DECRECIENTE desde x = 0

2.3. Tasa de variacion
La tasa de variacidn es lo que aumenta o disminuye una funcién entre dos valores. Se define como:
TV = fix2) - f(x1), para x; > xi.

Si la funcion es creciente en un intervalo, entonces la tasa de variacidn es positiva, y si es decreciente,
negativa.

f(x,)—f(x)
X, =X,

La tasa de variacion media se define como: TVM =

La TVM es muy importante, porque no es lo mismo que una funcién varie su valor una misma cantidad
en un intervalo pequefio que en un intervalo grande. Por ejemplo, no es lo mismo pasar de 0 a 100
km/h en 5 segundos que en 20 segundos.

Ejemplo:
e En el desplazamiento de un vehiculo en funcién del tiempo, la tasa de variacién, es lo que se ha

desplazado en un intervalo de tiempo, y la tasa de variacion media indica la velocidad media en
ese intervalo de tiempo.
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2.4. Extremos: maximos y minimos

Una funcidn presenta un maximo relativo (o maximo local) en un punto cuando el valor de la funcion
en dicho punto es mayor que cualquiera de los valores que estdn a su alrededor (en su entorno).

(a, fla)) es maximo relativo si f(a) > f(x), para todo x € Intervalo

Si, ademas, el valor es mayor que en cualquier otro punto de la funcion, se dice que la funcién alcanza
un maximo absoluto (o maximo global) en él.

(a, fla)) es maximo absoluto si f(a) = f(x), para todo x € Dom(f) :
Maximo global

Una funcion presenta un minimo relativo (o minimo local) en un
punto cuando el valor de la funcidn en dicho punto es menor que
en cualquiera de los valores que estdn a su alrededor (en su
entorno).

Maximo local

L. . . Minimo local
(a, fla)) es minimo relativo si f(a) < f(x), para todo x € Intervalo

. B . Minimo global
Si, ademas, el valor es menor que en cualquier otro punto de la

funcidn, se dice que la funcién alcanza un minimo absoluto (o minimo global) en él.

(a, fla)) es minimo absoluto si f(a) < f(x), para todo x € Dom(f)

Si una funcion presenta un maximo o un minimo en un punto, se dice que tiene un extremo en dicho
punto, que podra ser relativo o absoluto.

Actividades resueltas

e FEstudia los mdximos y minimos de las funciones siguientes:

, 2 . ’ . s ..
X e La parabola y = x° — 4x + 3 tiene un minimo absoluto en su vértice
(2, —=1). No tiene maximos, ni relativos ni absoluto. Antes del vértice es

o decreciente y después es creciente. A d]
| e La pardbola y = =3x* — 6x tiene un maximo :
absoluto en su vértice (-1, 3). No tiene minimos, ni

T e : J3 s relativos ni absoluto. Antes del vértice, parax<-1, la
1 e funcidon es creciente, y después, para x > -1, la !
funcion es decreciente. B
y=x"-4x+3 Todas las parabolas tienen un maximo o un minimo
absoluto en su vértice. ,
y =-3x"—6x

B e Lafuncidn y = —x* + 2x* tiene un minimo absoluto en el origen
(0, 0) y dos maximos en (1, 1) y en (-1, 1). Para x < —1 es una funcién
— . . r creciente, para —1 < x < 0, es una funcién decreciente, para0<x< 1
es creciente, y para x > 1 es decreciente.

v =—x* + 2)*

Observa, en los maximos siempre la funcién pasa de ser creciente a
ser decreciente, y el los minimos de ser decreciente a ser creciente.
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. x-1 . o S .
e La funcién f(X)=—— no tiene ni maximos ni minimos (ni |k

X+1

relativos ni absolutos). Es una funcién siempre creciente.

X
Six)=—
X+

e La grifica de Ia
3

funcion f (x) = )2(— no
2x° -8
tiene maximo ni minimo absoluto, pero tiene un minimo
relativo hacia x = 3, A(3’46, 2’6), y un maximo relativo hacia
x = =3, B(—3'46, —2'6). Observa que el valor del minimo
relativo, 2’6, es mayor que la del maximo relativo, —2’6.
Pero en valores proximos al minimo si es el menor valor,
por este motivo se denominan “relativo”, “local”. No son
los valores menores (o mayores) que alcanza la funcidn,

pero si Unicamente miramos en un entorno del punto si

son valores maximos o minimos.

La funcién flx) = x* (x — 1) (x — 2) no tiene ningun
maximo absoluto, pero si tiene dos mdaximos
relativos, uno en el intervalo (-2, —1) y el otro en el
intervalo (0, 1). Tiene, sin embargo, tres minimos
absolutos en los puntos (-2, 0), (0, 0) y (1, 0). La
funcién es siempre positiva y su valor minimo
absoluto es 0.

fx) =x* (x=1)° (x-2)*

-2 -1 [1] 1 2

-1

T T T 1
’-1 0 1 2

y=fix)=x*-2+4
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e La funcién y = f(x)
maximos ni minimos absolutos, pero tiene un maximo
relativo en el punto A(0, 4) y un minimo relativo en el
punto B(4/3, 2,8). Es creciente para x < 0, decreciente
para 0 < x < 4/3, y creciente para x > 4/3.

x> = 2x* + 4 no tiene ni
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2.5. Simetria

Una funcidn par es aquella en la que se obtiene lo mismo al sustituir un nimero que su opuesto:

f(—x)=f(x)

Si una funcién es par entonces es simétrica respecto al eje de
ordenadas, es decir, si doblamos el papel por dicho eje, la
grafica de la funcién coincide en ambos lados.

Ejemplo:

e Lafuncién cuadratica f(X)=Xx* es par:
2

f(=x)=(-x)"=x*= f(x)

Una funcién impar es aquella en la que se obtiene lo opuesto al sustituir un nimero por su opuesto:

f(—x)=—"1(x)

Si una funcién es impar entonces es simétrica respecto al origen de
coordenadas, es decir, si trazamos un segmento que parte de cualquier punto
de la gréfica y pasa por el origen de coordenadas, al prolongarlo hacia el otro 2
lado encontraremos otro punto de la grafica a la misma distancia.

Ejemplo:

La funcién y = x> es una funcién impar pues es simétrica respecto del origen.

fl=x) = (x)* = = = f(x).

El segmento AO es igual al segmento OA’, y el segmento BO es igual al

segmento OB’.

2.6. Periodicidad

]

Una funcidn periddica es aquella en la que los valores de la funcién se repiten siempre que se le afiade
a la variable independiente una cantidad fija, T, lamada periodo. Las funciones periddicas verifican que:

flx +T) = fix).
Ejemplo:

e Un ejemplo de funcién periddica es el siguiente, que corresponde a un electrocardiograma:

periodo

Se observa claramente que la grafica se repite a intervalos iguales, ya que los latidos del corazén

son ritmicos.
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e Las funciones:

y=cos(x)+3
W
|
I
|

y = sen(x),
I
y = cos(x) + 3, e LN ’ TN
10 ‘s /8 T4 10
son funciones peridédicas. Observa que su \/l y = sen(x)

periodo es algo mayor que 6, es 2-1. En

0 zVﬁ 8
|
|

cada intervalo de longitud 2 - it se repite
una oscilacion. Verifican que.

sen(x + 2:m) = sen(x), y que: cos(x + 2-1) + 3 = cos(x) + 3.

13. Copia las siguientes graficas en tu cuaderno y sefiala todas las caracteristicas que puedas de las
funciones representadas. Indica su dominio, si es continua (o puntos de discontinuidad si los
hubiera), si es simétrica y tipo de simetria, intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y
minimos, periodo (si lo hubiera)...

a) b) c)

1

2] -2

d) e) f)

g)

] |
4 y=cos{x]+3 )

| |

I |

I 2 1

|

|

y = sen(x)

2, |
I
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3. TIPOS DE FUNCIONES

3.1. Funciones polindmicas de primer grado. La recta

Proporcionalidad directa

Recuerda que:

Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando al multiplicar o dividir a la primera por un
numero, la segunda queda multiplicada o dividida por el mismo nimero.

Al realizar el cociente de cualquiera de los valores de una variable y los correspondientes de la otra,
obtenemos la razén de proporcionalidad directa k.

Ejemplo:

e Representar graficamente la relacién de
proporcionalidad dada en la siguiente tabla:

MagnitudA (x) -5 -2 0 1 3

MagnitudB(y) -75 -3 0 15 45

Al calcular la razén de proporcionalidad se obtiene: -7 -6 —5 4 -é -é ! 1 2 3 4 5 6 7

(_~T5_-3_15_45_
-5 -2 1 3

La relacion se define asi: y = 1,5:x.

15

Recuerda que:

La representacién grafica en el plano cartesiano de dos magnitudes directamente proporcionales es
una recta que pasa por el origen de coordenadas.

Se puede escribir la relacién entre la magnitud A (x) y la magnitud B (y) como y = kx donde k es la razén
de proporcionalidad.

Ejemplo:

e La relacion entre el peso en kilogramos y el coste de cualquier producto, es una
proporcionalidad y se representa con rectas de la forma y = kx, donde k es el precio de un kilo.

e Muchas de las relaciones en Fisica son proporcionales y se representan mediante rectas como
espacio —tiempo, peso — densidad , fuerza — masa...

14. El consumo medio de agua al dia por habitante es de 150 litros. Representa graficamente el

consumo de agua de una persona a lo largo de una semana.
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Funcion lineal. Rectas de la forma y = m-x.
Recuerda que:

Una funcidn lineal es la que tiene la formula y = m-x.

Es una funcidon polindmica de primer grado a la que le falta el término independiente.

Una funcidn lineal corresponde a una relacion de proporcionalidad directa.

Por tanto, la relacién de proporcionalidad directa es una funcion lineal de la forma y = m-x.

La representacion grafica de dos magnitudes directamente proporcionales es una recta que pasa por el
origen.

Por lo que la gréfica de una funcion lineal es una recta.

Ejemplo y
e Representalarectay=2x

Nota: para definir una recta es suficiente con
conocer dos de sus puntos (1, 2), (0, 0).

Recuerda que:

RN

Las rectas y = m-x tienen los siguientes
componentes:

- xeslavariable independiente.
- yeslavariable dependiente.
- mes la pendiente de la recta.

Las caracteristicas mas importantes de las funciones
lineales son:

- Pasan por el origen de coordenadas, es decir, el punto (0, 0) pertenece a la recta.

- Su dominio y su recorrido son todo el conjunto de los nimeros reales: tanto x como y aceptan
cualquier valor.

- Son simétricas respecto al origen, o lo que es lo mismo, son funciones impares.

Interpretacion geométrica de la pendiente

El coeficiente m (que es la razén de proporcionalidad) se llama pendiente de la recta. La pendiente m
es lo que diferencia unas funciones lineales de otras. Mide la inclinacidn de la recta respecto al eje de
abscisas y determina su crecimiento.

e Sim>0. lafuncidn es creciente.
e Sim<0,lafuncion es decreciente.
e Sim =0, la funcidn es constante, ni crece ni decrece.

En las relaciones de proporcionalidad directa, la pendiente viene dada por la razén de proporcionalidad
k.
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Actividades resueltas

e Representa grdficamente las funciones:
y=x;y=2x;y=10x; y=50x; y =0,5x; y = 0,2x; y = 0,05x.
Analiza el resultado.

- Larectay =x, tiene de pendiente m = 1.

- Si aumenta m, entonces la recta se hace cada vez mas
vertical, hasta casi convertirse en el eje y.

- Si disminuye m, entonces la recta se hace cada vez mas
horizontal, hasta convertirse en el eje x cuando m = 0.

Fy L e Representa grdficamente las funciones:
y=-50x
y=—x;y=-2x;y=—10x; y = -50x; y = —0,5x; y = —0,2x; y = —0,05x.

Analiza el resultado.

- Si aumenta m (es decir, disminuye en valor absoluto pues es
negativo), entonces la recta se hace cada vez mas horizontal, hasta
casi convertirse en el eje x: y = 0.

- Si disminuye m (es decir, aumenta en valor absoluto pues es
negativo), entonces la recta se hace cada vez mds vertical, hasta casi
convertirse en el eje y.

La pendiente de la recta y = mx es el valor que mide la inclinacién de la recta, es decir, mide el
crecimiento o decrecimiento de la funcion lineal:

-Si m>0, la recta es creciente.

-Si m<0, la recta es decreciente.

La pendiente de la recta no solo indica el crecimiento y decrecimiento de la funcién, sino que también
mide cudnto crece o cuanto decrece. Se puede decir que la pendiente mide el crecimiento de la recta
en funciéon de lo que avanza. Hemos observado que:

e Sim>0:

0 Para valores altos de m la recta crece con mayor rapidez, esto es, la recta “sube” mucho y
avanza poco.

0 Para valores pequefnos de m la recta crece con menos rapidez, es decir, “sube” poco y avanza
mucho.

e Sim<Q0:
0 Para valores altos de m la recta decrece con menos rapidez, es decir, baja poco y avanza mucho.

0 Para valores pequefios de m la recta decrece con mayor rapidez, esto es, la recta “baja” muchoy
“avanza” poco.
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jid Una manera de calcular la pendiente, es dividiendo el
valor de lo que sube la recta entre lo que avanza,
(Xa,y: como se muestra en el siguiente dibujo:
Dados dos puntos cualesquiera de la recta, la
V. Vava pendiente se calcula de la siguiente forma:
(ley m:u,
X2-X1 X2 _Xl
, lo que sube y
es decir, N=———
lo que avanza (42
La tasa de crecimiento media de una funcion lineal coincide con su
pendiente: m=u. 12-3
X=X
13
Ejemplo:
/ 4-1
La recta que pasa por los puntos (1, 3) y (4, 12) sube 12-3 =9y I A Y A
avanza 4 -1 = 3, entonces /
12-3 9
m P —
4-1 3

Para hallar la pendiente se toma como referencia la base y la altura
del tridngulo rectangulo que forman los vértices de los puntos de la
recta.

El cociente entre la altura y la base es la pendiente. Como el
tridngulo construido es un tridngulo rectangulo, la pendiente es el
cociente entre sus dos catetos.

15. Representa en tu cuaderno, estudia el dominio, maximos y minimos y simetrias de las funciones

lineales siguientes:

a)y=1,25x; b) y=(3/5)x;

c)y=3x d)y=0,5x;

16. Halla la pendiente y la expresién algebraica (formula) de las siguientes rectas:

v

Yy Y
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Funcion lineal. Rectas de la forma y = m-x + n.

Ya sabes que:

Las funciones polindmicas de primer grado, o funciones afines, se describen algebraicamente de la
forma Y =M-X+N y se representan mediante rectas.

Ejemplo:

e Un ciclista que se ha trasladado 2 Km antes de empezar el recorrido y se desplaza con una
velocidad de 5 m/s. Su tabla de valores y su representacion grafica son:

Tiempo | Espacio o La formulaes S=S,+V-t
2075
(&) (s) i La grafica de esta recta
0 2000 et tiene como  expresion
e algebraica:
1 2007 e
23 y:5'X+2.000,
2 2012 2030
e donde x corresponde al
5 2027 Seis . | .
it tiempo t e y al espacio s,
2003 siendo 2.000 es el espacio
20004
3§ a0 1500200 25 3o| inicial SO

La pendiente es 5 pero la recta no pasa por el punto (0, 0), sino que corta al eje de ordenadas en el
punto (2000, 0). Se dice que la ordenada en el origen es 2000.

Las rectas de la forma y = mx + n tienen la misma pendiente que las rectas y = mx pero estan
desplazadas en el eje de ordenadas (eje y) n posiciones (hacia arriba si n es positiva, y hacia abajo si es
negativa). Por esta razén, a n se le llama ordenada en el origen, ya que es el valor de la recta en el
punto de partida, es decir, cuando x = 0.

Actividades resueltas
e Comparalarectay=(1/2)-xconlarectay=(1/2)-x+ 3.

Las dos rectas tienen la misma pendiente. En ambos casos m =
1/2. Son dos rectas paralelas.

La diferencia estd en el valor de la ordenada en el origen n: la
recta y = (1/2)-x (donde n = 0) se ha desplazado 3 posiciones
en el eje y para convertirse en la recta y = (1/2)-x + 3 (donde n
=3).

La recta y = mx + n es paralela a la recta y = mx (tienen la
misma pendiente, m) desplazada verticalmente n posiciones.
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Las funciones y = mx + n se llaman funciones afines, y son también funciones lineales.

En cuanto a su pendiente, tiene el mismo significado: T —
m>0
e Sim>0. lafuncién es creciente. o
e Sim<0,lafuncion es decreciente. n
y=n
e Sim =0, la funcién es constante, ni crece ni m=0
decrece. Pasa por el punto (n, 0) y es paralela al eje
X.
. . . ., , ., . . _ yz - yl
La tasa de crecimiento media de una funcién afin también coincide con su pendiente: M=——7=y es

constante a lo largo de toda la recta.

17. Halla la expresién algebraica de las siguientes rectas:

y \v y y

18. Escribe tres funciones cuyas graficas sean tres rectas que pasen por el origen de coordenadas y sus
pendientes sean 5, —4, y 1/3 respectivamente.

19. {Qué angulo forma con el eje de abscisas la rectay = x? ¢Y la rectay = —x?
20. ¢Como son entre si dos rectas de igual pendiente y distinta ordenada en el origen?

21. Representa las siguientes funciones lineales:
a. y=3-x+4 b. y=—=-x-2 c. 2X+-4y=5

d.y=5 e. y=0 f. X=3

22. Un metro de cierta tela cuesta 2,05 €, icuanto cuestan 7 metros? éY 20 m? ¢Y 15,2 m? {Cuanto
cuestan “x” metros de tela? Escribe la formula de esta situacion.
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3.2. Funciones polindmicas de segundo grado. Funcion cuadratica

Las funciones cuadraticas son aquellas que tienen como expresion algebraica un polinomio de segundo
grado, es decir, son de la forma y = a-x*+ bx + c. La curva que aparece al representar graficamente una
funcidén cuadratica se llama parabola.

En Fisica, la trayectoria de muchos movimientos se representan mediante parabolas, y por eso recibe el
nombre de tiro parabdlico: lanzar un proyectil con cierto angulo, el aterrizaje de un avion en un
portaviones, etc.

, 2
Parabolay =a-x

Para representar la parabola y = x* construimos una tabla de valores y representamos los pares de
puntos en el plano cartesiano.

X Yy

-10 100

-5 25

-2 4 &
g

-1 1 2
3
2

5141312414098 7654321 12345618 910112131415% P

1 1 3
-5
ki

2 4 3
i

5 25 ai

Observamos que es decreciente hasta el 0, y después creciente, luego tiene un minimo absoluto en el
. 2 7 . . , . . .

(0, 0). Sia=-1, y =—x7, la pardbola tiene la misma forma pero esta abierta hacia abajo, y en vez de un

minimo, tiene un maximo en el (0, 0).

Actividades resueltas

e Representa grdficamente en unos mismos ejes coordenados:

y= xz, y= 0,5x2, y= 2x2, y=0, 1x2, y= 1Ox2, y =0,01x2, y= —10x2, y= —0,01x2.

y

y=x2  y=0,5x?
y=2x2 y=0,1x?
y=0,01x2
- x2 y=-10x2
-0,1x?
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Se observa que:
La parabola cuya expresion algebraica es y = a-x*, tiene las siguientes caracteristicas:
e Eldominioy el recorrido son todos los reales.
e Lafuncién es continua, porque no presenta saltos.
e Essimétrica respecto al eje y, es decir, es una funcién par: y = f(x) = x>, fl—x) = (—x)>= x* = f(x)
e Sja>0tiene un minimo absoluto en el punto (0, 0):
0 al aumentar a, la parabola se hace mas estrecha, y se va acercando al eje y.
0 al disminuir a, la pardbola se hace mas ancha (plana), y se va acercando al eje x.
e Sia<0tiene un maximo absoluto en el punto (0, 0):
0 al aumentar g, la parabola se hace mas ancha (plana), y se va acercando al eje x.

0 al disminuir g, la parabola se hace mas estrecha y se va acercando al eje y.
2

Al punto (0, 0) se le llama vértice de la parabola y = a-x".
La tasa de crecimiento media de una parabola:
2 2
- ax,” —ax a(x, +x)(x, —x
Tem= Y2 =Y 3% 1 (X, +X%,)(X, 1)=a(x2+xl)

X, =X Xy =% Xy =%,

Varia al movernos por la parabola, y es mayor cuanto mayor es el coeficiente a, como se observa en las
graficas de estas parabolas.

23. Dibuja en papel cuadriculado la grafica de la funcién y = x*.

a) Paraello haz una tabla de valores, tomando valores de abscisa positiva.

b) Tomando valores de abscisa negativa.

c) ¢éQué le ocurre a la grafica para valores grandes de “x”? ¢Y para valores negativos grandes en
valor absoluto?

d) ¢éLla curva es simétrica? Indica su eje de simetria.

e) ¢éTiene un minimo? ¢Cual es? Coordenadas del vértice.

f) Recorta una plantilla de esta parabola marcando su vértice y el eje de simetria, que usaremos en
otros problemas.

24. A partir de la parabola y = x*, dibuja la grafica de las siguientes parabolas:

5 2 2 15 2
a. =—X ] =-3X C. =——X
y 3 b. Yy y 3
_ 2
d. y=412x e. y:—ix2 f. y:Zx2
10 8

25. Completa este resumen. La grafica de y = ax® se obtiene de la de y = x°:
a) Sia>1entonces éé??
b) SiO<a<1entonces ¢é??
c) Sia< —1entoncesé??
d) Si—1<a<0entonces¢i??
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. . . . (4 . 2
Desplazamientos verticales: Traslaciones en la direccion del eje y: y = x“+ k.

Utilizando como plantilla la gréfica de y = X%, se pueden obtener las graficas de otras parabolas mas
complejas, dependiendo del tipo de desplazamiento que utilicemos.

Ejemplo:
e Comparemos las parabolas y = x*+ 6 y y = x*— 6 con nuestra plantilla de y = x°.

Comprueba que en este caso, se trata de mover la parabola en direccidn vertical, es decir, hacia arriba o
hacia abajo.

y=x2-6

(0.£6)

Al sumar 6 a la pardbola y = X, la grafica es idéntica pero desplazada 6 unidades en sentido positivo en
el eje y, es decir, la parabola ha subido 6 unidades. El nuevo vértice pasa a ser el punto (0, 6).

Algo parecido ocurre cuando se resta 6 unidades a y = x>, En este caso la grafica se ha desplazado 6
unidades en sentido negativo hasta el vértice (0, —6), es decir, baja 6 unidades.

La pardbola y = x*+ k tiene la misma forma quey= X pero trasladada k unidades verticalmente en el eje
y. Si k es positivo, la traslacion es hacia arriba y si k es negativo, hacia abajo. El vértice de la pardbola se
sitia en el punto (0, k).

26. Tomando la misma unidad que en el problema anterior dibuja en tu cuaderno, en un mismo sistema
de referencia, las graficas de las pardbolas: y = X+ 2; y = X =3; y = - y = -+ 2; y = x* = 1.
Observa que puedes utilizar la plantilla del ejercicio anterior. Haz un resumen indicando lo que has
obtenido. Habras observado que en todos los casos puedes utilizar la plantilla trasladdndola en
sentido vertical, hacia arriba en el caso de y = x* + 2; y hacia abajo en el caso de y = x* — 3. La
pardbola y = —x% es simétrica (hacia abajo) de y = x%. En general, si trasladamos g unidades en la
direccion del eje de ordenadas tenemos la parabola y = x* + g.
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Desplazamientos horizontales: Traslaciones en la direccion del eje x:

_ _ 2
y=(x—q). N
Ejemplo:
e Compara las pardbolas y = (x + 5)% e y = (x —
5)% con la plantilla de y = x°.
Ahora trasladamos la pardbola en direccion (5.0 o 5.0

horizontal. Hacia la derecha o hacia la izquierda.

En este caso, al aumentar la variable que se eleva
al cuadrado, es decir, sumar 5 unidades, la grafica
se traslada horizontalmente hacia la izquierda 5

unidades, siendo el nuevo vértice el punto (-5, 0).
Al disminuir dicha variable, es decir, restar 5 unidades, la parabola se desplaza hacia la derecha siendo
el nuevo vértice el punto (5, 0).

La parabola y = (x — g)* tiene la misma grafica que y = x* trasladada g unidades en el eje x hacia la
derecha si g > 0y hacia la izquierda si g < 0. El vértice de la parabola se situa en el punto (g, 0).

27. Tomando la misma unidad que en el problema anterior dibuja en tu cuaderno, en un mismo sistema
de referencia, las graficas de las pardbolas: y = (x + 3)% y=(x -2)% y=(x+ 5)% y=(x —5)2 Observa
que puedes utilizar la plantilla del ejercicio anterior. Haz un resumen indicando lo que has obtenido.
Habras observado que en todos los casos puedes utilizar la plantilla trasladandola en sentido
horizontal, hacia la derecha en el caso de y = (x —2)% y hacia la izquierda en el caso de y = (x + 3)°.
Por lo que, en general, si trasladamos p unidades en la direccion del eje de abscisas obtenemos la
pardbolay = (x —q)°.

. . . . 2
Desplazamientos oblicuos: traslaciones en ambos ejes: y = (x — q)° + k.

El ultimo movimiento es el que combina los dos anteriores, es decir, trasladamos la plantilla de y = x°, k
posiciones de manera vertical y g posiciones de manera horizontal, resultando una traslacién oblicua en
el plano.

Ejemplo:

e Comparamos la pardbolay = (x + 5)> =6y y = (x—5)* + 6 con la plantilla de y = x*.

y=(x +5)*-6 y=x2 y=(x - 5)2+ 6

(5,6)

“““““““““

(-5,-6)
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La parabola y = (x — 5)* + 6 se traslada 5 unidades a la derecha y 6 unidades hacia arriba, mientras que la
pardbola y = (x + 5)> — 6 se traslada 5 unidades hacia la izquierda y 6 unidades hacia abajo. Es decir, es la
composicidn de los dos movimientos anteriores.

La pardbolay = (x — q)2 + k tiene la misma forma que y = x* trasladada de la siguiente forma:

hacia arriba si k >0
hacia abajo si k <0

hacia la derecha si g >0

g unidades . L .
hacia la izquierda si g >0

ok unidades{

El vértice de la parabola se situa en el punto (g, k). El eje de simetria en x = g.

LY 4 v é 2
Representacion de parabolas de laformay=x"+r-x+s.

Sabemos representar las parabolas de la forma y = (x — g)* + k mediante traslaciones. ¢Cémo podemos
representar la grafica de las parabolas cuya expresién algebraica es y = x> + rx + s?

Actividades resueltas
e Representa la grdfica de la funcién polindémica y = x* + 6-x — 4
La funcién viene dada de la forma y = X Hrx+s, y queremos convertirlaeny = (x — q)2 + k.
y=X+r-X+s<y=(x—0q)* +k

Sabemos que (x + 3)* = x* + 6x + 9, donde ya nos aparece x* + 6x. Ahora tenemos que ajustar el
resto:

Yy=X"+6X—4=(X+3)" +K=x"+6x+9+K=>K =-13=|y=(x+3)*-13

Con la pardbola expresada de esta manera, basta con trasladar la grafica de y = X%, 3 unidades a
la izquierda y 13 unidades hacia abajo, siendo el vértice el punto (-3, —13).

. - —6 .
Como r = 6 observa que la primera coordenada del vértice es X = > = > =-3. Sustituyendo el

valor de x = —3 en la expresién y = x> + 6:x — 4 se obtiene:

y=(-3)’+6-(-3)-4=9-18—4=-13

y=x2

y=x2 +6x- 4 /
y=(x +3)2-13

(-3,-13)
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. , 2 —r .
El vértice de la parabola y = x“ + r'x + s se encuentra en el punto X :7. La otra coordenada se obtiene

sustituyendo x en la expresién de la funcion.

28. Escribe la ecuacion de una parabola de igual forma que y = x*, pero trasladada 7 unidades en sentido
horizontal a la derecha y 4 unidades en sentido vertical hacia arriba. ¢Qué coordenadas tiene su
vértice?

29. Representa la grafica de las siguientes parabolas y localiza el vértice:

a. y=(x+4)-5 b. y=—(x—g)2+6 c. y=x"-5
d. y=x"—6x+16 e. y=x2+4x+% f. y=—x"+12x-26
g y=xX—10x+17 h y=—x+2x—4 ] y=—x2+%x—1

[ 4 4 L 4 2
Funcion cuadratica. Parabolas de la formay=ax" + b-x + c.

Hasta ahora solo hemos estudiado las funciones de tipo y = x* + r-x + s, que es una parabola con la
misma forma que y = x* abierta hacia arriba, o y = —x* + r-x + s, abierta hacia abajo.

También sabemos cémo afecta el valor del coeficiente “a” en la gréifica de la pardbola y = a-x%,

haciéndola mas estrecha o mas ancha.

. e 2 . . .7 7
Para representar las funciones cuadraticas y = a-x° + b-x + ¢ se convierte dicha expresion en una mas
familiar que sabemos representar completando cuadrados:

b C
y=a-X’+b-x+c=a- (X’ +=-x+=)=y=a-(X* +r-x+s)
a a

Actividades resueltas

e Representa la pardbola Y =3x° +4x-8:

Convertimos la funcidn en una expresion mas facil de representar:

y:3x2+4x—8:3-(x2+£x—§) ty
3 3 y=x+43x - 83

y la comparamos con X’ +§x—§.

x? +£x—§=(x+£)2 _2
3 3 6 9

Las dos parabolas tienen el vértice en el mismo punto de
abscisa, y la coordenada y queda multiplicada por 3.

En cuanto a la forma, la parabola es mds estrecha, como se

., . =9y .
estudié anteriormente. y=3¢+ax-8
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La pardbola en el caso general es:

2 2 Db c 2 . b .
y=a-Xx"+b-x+c=a-(x"+—-x+—)=a-(x"+r-x+s) , es decir, r=— , entonces la primera
a a a
_-b

2a

N SR

L —r
coordenada del vértice es 7 =

i —b . -
La segunda coordenada sale al sustituir X =2— en la funcién cuadratica.
a

En resumen:

- o . - . —b
La funcion cuadratica y = a-x* + b-x + c tiene su vértice en el punto de abscisa X =2—, su ordenada en lo
a

2 2
que resulta de sustituir ese valor en la ecuacién: y=a b +b b +c=w. La forma
2a 2a 4a

dependera del valor absoluto del coeficiente “a”, siendo mas ancha para valores grandes mas estrecha
para valores mas pequefos.

La orientacién de la parabola sera:
- hacia arriba si a>0

- hacia abajo si a<0

30. Volvemos a usar la plantilla.
a) Traslada el vértice de la pardbola y = x* al punto (3, 1). Escribe su ecuacidn y la ecuacién de su
eje de simetria. Dibuja su grafica.
b) Traslada el vértice de la pardbola y = x* al punto (=4, =2). Escribe su ecuacién y la ecuacién de su
eje de simetria. Dibuja su grafica.

Elementos de la parabola

Los elementos mas caracteristicos de la parabola ayudan a representar su grafica.
Coeficiente a:

Si a>0 la pardbola estd abierta hacia arriba.

Si a<0 la pardbola esta abierta hacia abajo.

Vértice:

2
El vértice de la parabola estd en el punto (;_b,_b ;4‘%) .
a a

Puntos de corte con el eje OX:
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Son los puntos donde la pardbola corta al eje x, es decir, es la interseccidon de la pardbola con la recta
y=0. Indica cuando la parabola es positiva o negativa. Para calcularlos, se resuelve la ecuacién de

segundo grado Y=a-X +b-x+c=0.

Punto de corte con el eje OY:

Es el punto donde la parabola corta al eje y, es decir, es la interseccion de la parabola con la recta
X=0. Cuando X=0la parabola toma el valor de ¢, luego el punto de corte es el punto (0, c).

Eje de simetria:

La parabola es simétrica en la recta paralela al eje y que pasa por el vértice de la parabola, es decir, el

eje de simetria de la pardbola es la recta x :2—.
a

El eje de simetria también pasa por el punto medio del segmento formado por los dos puntos de corte
con el eje x.

A partir de estos elementos, se puede representar la grafica de una funcion cuadratica.

Actividades resueltas

e Determina los elementos de la pardbola Y =—2X* —12x—10

0 a=-2,entonces la parabola esta abierta hacia abajo.
b 12 12

0 Vértice: 2a 2-(-2) 4 = Vértice:V(-3,8)
y=-2-(-3)"-12-(-3)-10=-18+36-10=8

O Puntos de corte:

= EjeOX: y=-2x>-12x-10=0 < X

_12+4144-80 [% =-5=(-5,0)
—4 X, =-1=(-1,0)
y=—2x*—12X—10 = —2:(x + 5)-(x + 1)
y=-2x*-12x-10
S
x=0
La pardbola también pasa por su simétrico: (-6, —10).

0 Eje de simetria: recta X=-3.
5 .

= Eje ov:{ y=-2-0°-12-0-10=—10 = (0,~10)

“““““““““
4

0 N B A SRR SRR TATRVEN:)

o(-6,-10) | (0,-10) (-6-10) (0,-10)\
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31. Halla los elementos caracteristicos y representa las siguientes parabolas:

a. y=2x+4x-6 b. y=6X"—24x c. y=-2X+4x-2
d. y=2x*+5x-12 e. y=3x*+6x-9 fy=-2xX*+7x+3
g Yy=7x"+21x-28 h. y=5X-9x+4 i y=—4x"—4x-1

3.3. Ajustes a otras funciones polindmicas

Hemos visto que las rectas, y = mx + b, y que las parabolas, y = ax® + bx + ¢, sirven de modelo para
situaciones muy diversas. Pero estas situaciones no son mas que una pequena parte de la gran variedad
de situaciones que existen. Debemos por tanto ampliar el arsenal de nuestras funciones. Si tenemos
unos datos en una tabla de valores, queremos analizar si somos capaces de encontrar una formula
matematica que se ajuste a esos datos, es decir, que nos permita hacer predicciones respecto a valores
de la variable no considerados.

Actividad resuelta

e Para el tratamiento de una enfermedad se estd probando un nuevo medicamento con distintas
dosis, anotando, para cada dosis el porcentaje de curaciones. Los resultados se recogen en la
tabla:

Dosis (mg): x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Curaciones (%): y 3,25 4,0 4,5 4,86 5,1 5,3 5,5 5,64 5,75 5,85

Representamos graficamente los puntos indicados en la tabla:

5 La grafica de los puntos unidos mediante segmentos nos
] da una idea del modelo, pero no podemos todavia
5 descubrir la ley. No existe una unica forma de unir los
] datos. Conocer el mejor modelo esta relacionado con el
4 problema en estudio aunque esta primera aproximacion
] grafica ya nos da bastante informacion. Parece que,
3 segun se aumenta la dosis, crece el porcentaje de
] curaciones. No parece plausible que para una dosis
2 intermedia, por ejemplo, 4,5 mg, el porcentaje de
| curaciones crezca a 10 o disminuya a 3 %, quizas
1 podemos asegurar que estara entre 4,86 y 5,1.
1 Podriamos estimarlo mediante una interpolacidn lineal y
0 decir que el porcentaje de curaciones para una dosis de
0 D) ' 6 ‘s 10 | 4,5 mg se podria estimar en va a ser 4,98.

Las funciones polindmicas, de las que acabas de estudiar las rectas y las parabolas, pero que son todas
aquellas de ecuacién y = ax" + bx"1 + ... + dx + e, tienen una interesante propiedad.
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Si los valores de la x estan en progresion aritmética, y calculamos las diferencias entre los valores de la
“y” alos que llamamos diferencias primeras, e indicamos Ay, cuando estas diferencias son constantes,
entonces los puntos estan en una recta.

Si de nuevo calculamos las diferencias, ahora de las diferencias primeras, y las llamamos diferencias
segundas, y las indicamos A,y, cuando estas diferencias son constantes, entonces los puntos estan en
una parabola.

En general, los valores de la abscisa estan en progresidn aritmética y si las diferencias n-ésimas, A,y son
constantes los puntos se ajustan a una funcién polinémica de grado n.

Ejemplo:

e Vamos a calcular las diferencias sucesivas de la actividad resuelta anterior:

Dosis (mg): x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Curaciones (%): y 3,25 4,0 4,5 4,86 5,1 5,3 5,5 5,64 5,75 5,85

Ay 0,75 0,5 0,36 | 0,24 0,2 0,2 0,14 | 0,11 0,1
Ayy -0,25 | -0,14 | 0,12 | —0,04 0 -0,06 | 0,03 | -0,01
Azy 0,11 | 0,02 | 0,08 0,04 | -0,06 | 0,03 | 0,02

Lo primero en que nos fijamos es que los valores de x estdn en progresién aritmética: 1, 2, 3...

Repasa las operaciones para comprobar que estas diferencias estan bien calculadas. Por ejemplo, la
primera diferencia es: 4,0 — 3,25 = 0,75. El primer valor de las segundas diferencias es: 0,5 - 0,75=-0,25.
El primer valor de las terceras diferencias es: -0,14 —( — 0,25) = +0,11.

Las diferencias primeras no son constantes, luego los datos no se ajustan a una recta, lo que ya se
observaba en la grafica. Las diferencias segundas no son tampoco constantes, luego no existe una
pardbola que se ajuste a esos datos. Tampoco son constantes las diferencias terceras, luego tampoco
existe una funcién polindmica de tercer grado que se ajuste a esos datos.

Actividad resuelta

e Comprueba que los datos de la tabla siguiente se ajustan a una recta y escribe su formula.

X: 1 3 5 7 9
y: 3 8 13 18 23
Ay 5 5 5 5

Lo primero en que nos fijamos es que los valores de x estdn en progresién aritmética: 1, 3,5, 7, 9...

Las diferencias primeras son constantes, por lo que las diferencias segundas

son todas cero. Los datos se ajustan a una recta. e
15
Representamos los datos.
10
Buscamos la ecuacién de la recta y = mx + b imponiendo que pase por dos de
=1

los puntos, 3=m-1+ b; 8 =3m + b. Restamos: 5 = 2m, por lo que la pendiente
es: m = 2,5; y al sustituir en la primera ecuacién se obtiene que la ordenada o OF
en el origen es b =0,5. La ecuacién de larecta es: y=2,5x+0,5. /5/
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e [os datos de la tabla indican los metros recorridos por un movil en el tiempo t segundos. Se
ajustan a una pardbola. Represéntalos grdficamente y escribe su formula. ¢ Qué distancia habra
recorrido a los 6 seqgundos? ¢Y a los 12 segundos?

t(s): 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
d(m): 15 24 35 63 80 99 143

Ay 9 11 17 19

Ay 2 2

Faltan datos, pero las dos Unicas diferencias segundas son iguales, luego como el enunciado dice que se
ajustan a una parabola, vamos a imponer que todas las diferencias segundas sean iguales a 2, y con esa
informacién completamos la tabla.

t(s): 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
d(m): 15 24 35 48 63 80 99 120 143 168
Ay 9 11 13 15 17 19 21 23 25
Ay 2 2 2 2 2 2 2 2

Primero hemos completado todas las diferencias segundas iguales a 2. Después las diferencias primeras
gue faltaban. Y por ultimo los metros. A los 6 segundos ha recorrido una distancia de 48 metros, y a los
12 segundos de 168 metros.

Buscamos la funcién polinémica de segundo grado y = ax’ + bx + ¢, gue pasa por los puntos:

(3,15), (4,24) y (5, 35):

150 |
15=a9+b3+cC
24=016+b4d + ¢ 100
35=025+b5+¢
Restamos: 9 = 7a + b; 11 = 9a + b. Volvemos a restar: 2 = 2a. Luego a = 1; 50|
b=11-91=2;¢c=15-91-3-2=0. La parabolaesy = x>+ 2x.
Comprobamos que, en efecto pasa por los otros puntos de la tabla: ; 0

-10 0 10
143 =117 +2-11 =121 + 22.

32. Halla la funcién cuadratica determinada por los puntos: (1, 5); (2, 8); (3, 20). Represéntala
graficamente.

33. Halla la funcidn polindmica que pasa por los puntos: (0, 5); (1, 9); (2, 4) y (3, 10).

34. Halla la funcién polindmica determinada por los puntos: (0, 3); (1, 6); (2, 9); (3, 12); (4, 15). Calcula
las diferencias sucesivas y dibuja la grafica.

35. Se hacen pruebas midiendo la distancia que recorre un aviéon desde que toca tierra en una pista de
aterrizaje. Los datos estan en la tabla adjunta. Existe alguna funcién polindmica que se ajusta a esos
datos. Si la hay, escribe su formula.
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Tiempo (s): 0 1 2 3 4 5 6

Distancia (m): 0 100 175 230 270 300 325

36. En una fabrica los precios de los cables de acero dependen de los didmetros y viene dado el precio
década metros en euros en la tabla siguiente. ¢Existe alguna funcion polindmica que se ajuste
perfectamente a esos datos?

Diametro (mm): 3 4 5 6 7 8 9

Precio (€): 3,6 8 18 25,3 39,2 57,6 81

37. Dada la tabla siguiente, ése puede ajustar exactamente una recta? Considera si algun dato es
erréneo y si es asi, corrigelo.

Tiempo (s): 1 2 3 4 5 6 76

Distancia (m): 1,53 4,65 7,78 10,89 14,01 17,13 20,29

Al realizar un experimento es muy raro encontrar situaciones en las que una recta, una funcion
cuadratica, una cubica... se ajusten a los datos a la perfeccion.

En la actividad resuelta de las dosis de medicamento y porcentaje de curaciones, si hubiéramos seguido
calculando las diferencias sucesivas nunca nos hubieran llegado a ser ninguna de ellas iguales y
hubiéramos llegado a las diferencia de orden 9m, que ya sélo seria una, y nos daria: Agy = —0,67.
iTendriamos que escribir una funcién polinédmica de grado 9!

Una funcién polinédmica de grado n se conoce si sabemos que pasa por n + 1 puntos.

Asi, una recta queda determinada por 2 puntos. Una parabola queda determinada por 3 puntos. Y la
funcién polindmica de grado 9 por 10 puntos. Hay otras funciones. Los datos del medicamento se

. o 15 . L . . .
ajustan a una hipérbola: y=7— 3’ un tipo de funcién que vamos a estudiar a continuacion.
X+

3.4. Funciones de proporcionalidad inversa. La hipérbola y = k/x

Recuerda que:

Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando al multiplicar o dividir a la primera por un
numero, la segunda queda dividida o multiplicada por el mismo ndmero. La razén de proporcionalidad
inversa k es el producto de cada par de magnitudes: k=a-b=a’-b’.

Ejemplo

e En Fisica encontramos muchos ejemplos de magnitudes inversamente proporcionales: La
velocidad de un vehiculo y el tiempo que tarda en recorrer un trayecto son magnitudes
inversamente proporcionales. En este caso, el espacio recorrido se mantiene constante, siendo
él, la razén de proporcionalidad inversa s = v - t. Otros ejemplos son: la densidad y el volumen, la
potencia y el tiempo, la presion y la superficie,...
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Actividades resueltas

e Representa en el plano la ley de Boyle-Mariotte: “a
temperatura constante, el volumen de una masa
fija de gas es inversamente proporcional a la
presion que este ejerce”. 2

Compresian
del gas

lurnen en litros

La férmUIa que descrlbe eSta Iey es P . V = k- Presion en newtons por centimetro cuadrado

Si despejamos el volumen final V, obtenemos la siguiente expresién: V = e

La grafica describe una curva que a medida que aumenta la presidn inicial, disminuye el volumen
y se va aproximando al eje X, y al contrario, si disminuye la presion, el volumen aumenta.

La funcién de proporcionalidad inversa se define mediante la expresién y=—, donde K es la razén de
X

proporcionalidad inversa y las variables x e y son los o
. . . 10
distintos valores que tienen las dos magnitudes. S
e
Su representacion grafica en el plano cartesiano es & y:%
una curva llamada hipérbola. 3
2
. 1 .
Ejemplo 066765 41-7\% 1234567809100
1 -
e Representa la hipérbola y=— r:
X -6
g
-10 -3 -2 -1 -1/2 1/2 1 2 3 10
-1/10 -1/3 -1/2 -1 -2 2 1 1/2 1/3 | 1/10

Completamos una tabla de valores y representamos los puntos en un sistema de coordenadas.

Se puede observar que la grafica nunca corta a los ejes de coordenadas, ya que ni la x ni la y pueden
valer 0. El 0 no esta en el dominio y tampoco en el recorrido de la funcién (no se puede dividir por 0). Su
dominio es $R—{0}.

Como se ve en la gréfica, y es facil comprobar, la funcién es continua en todo el dominio y simétrica
respecto del origen (funcion impar).

38. Representa las siguientes funciones de proporcionalidad inversa en el mismo sistema de

coordenadas:
-1 5 1
a. y=— b. y=— c. y=—
X X 2X
3 -5 =12
d =— e. =— f. =—
y 8x y 3X y 5x

Matematicas: 42A de ESO. Capitulo 6: Funciones y graficas Autores: José Gallegos y David Miranda
Revisor: Miguel Paz

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




39. Describe lo que sucede cuando varia el valor de k. Ayudate de las graficas del ejercicio anterior.
40. Halla la expresion analitica y representa la grafica de las hipérbolas que pasa por cada uno de estos
puntos. Escribe los intervalos donde la funcidn es creciente o decreciente.

a. (5,3) b. (2,-1) c. (1/2,6)
d. (10, 4) e. (g,1) f. (1,b)
41. Halla el dominio, recorrido, continuidad, maximos y minimos y el crecimiento de las siguientes
hipérbolas:
a b.
cy="2 d y=2> e y="23
' 2X ' 3x ' X
f. (-5,2) g. (4,-9) h. (L1/2)

En general, las hipérbolas cuya expresidon es y =— tienen las siguientes propiedades:
X

K:

0 Si el valor absoluto de K aumenta, la curva se aleja del origen de coordenadas.

0 Sielvalor absoluto de K disminuye, la curva se aproxima al origen de coordenadas.
e Dominio: Son todos los reales menos el 0: Dom =R — {0}.
e Recorrido: Su recorrido son todos los reales menos el 0: R — {0}.

e Continuidad: La funcidén de proporcionalidad inversa es continua en todo su dominio, pero
discontinua en la recta real, ya que el 0 no estd en el dominio, y por tanto, en 0 hay un salto
infinito.

e Simetria: Son funciones impares, esto es, son simétricas respecto al origen de coordenadas.

e Asintotas: Son las rectas cuya distancia a la grafica es muy pequefia, cuando la curva se aleja del
origen.

Hemos visto que no estd definida en 0, pero cuando el valor de x se acerca a cero, el valor de y
se hace muy grande en valor absoluto. Por eso se dice que la recta x = 0 es una asintota vertical
de y = k/x.
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Del mismo modo, si nos fijamos en las graficas, se observa que cuando los valores de y crecen en
valor absoluto, los valores de x se acercan a 0 (sin tocarlo). Se dice que la recta y = 0 es una
asintota horizontal.

e Crecimiento: depende del signo de K:

o Si k>0: la funcién es decreciente en el intervalo (—x,0) y creciente en el intervalo
(0,+0).

o Si k<O0: Ia funcién es creciente en el intervalo (—x,0) y decreciente en el intervalo
(0,+0).

Las asintotas dividen a la hipérbola en dos trozos que reciben el nombre de ramas de la hipérbola.

k
La hipérbola Y =——+D
X—a

A partir de la representacion de la funcion y=—, ées posible representar otro tipo de hipérbolas? Al
X

igual que ocurre con las parabolas, podemos trasladar las hipérbolas en el plano en direccién horizontal
o vertical, segtin los valores que tomen los parametros a y D.

42. Representa en los mismos ejes de coordenadas, las siguientes hipérbolas:

y:E y:§+3 y:E—B
X X X
12 12 _-12
= =33 Y =i+3
y:§ y:i+5 y:5x—2

X x-1 x-1
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43. Describe lo que sucede cuando varian los parametros a y b en las hipérbolas del ejercicio anterior.

En general, la representacion grafica de las hipérbolas cuya expresion algebraica es y:—b+a es una

traslacion el plano dependiendo de los valoresde a y b.

Desplazamientos horizontales

Al variar el valor de a, la representacién grafica de la

hipérbola se desplaza horizontalmente a unidades: a<0

Si a>0: la hipérbola se desplaza hacia la derecha. (x+ay)

Si a<0: la hipérbola se desplaza hacia la izquierda.

El punto (X, y) se convierte en el punto (x+a,Yy):
(X, y) > (x+a,y)

El vector de traslacion es el vector (a,0)

Desplazamientos verticales

Al variar el valor de b, la representacién grafica de la
hipérbola se desplaza verticalmente b unidades:

Si b>0: la hipérbola se desplaza hacia arriba. ﬁ

- Si b<0: I1a hipérbola se desplaza hacia abajo. (X,y+b)
- Elpunto (X, y) se convierte en el punto (x,y+Db): b<0
(x,y) > (x,y+b)
- El vector de traslacién es el vector (0,b)
Desplazamientos oblicuos
Al variar tanto el valor a como el valor de b, la
representacion grafica de la hipérbola se desplaza
diagonalmente tantas unidades como sea el valor de los (x+a,y+b
pardmetros: ﬁ 50)
- Las direcciones hacia donde se traslada dependera de \ (x+a,y+b) :
los signosde a y b. a
- Elpunto (X, y)se convierte en el punto (X+a,y+b):
(X,y) > (x+a,y+b)

El vector de traslacion es el vector (a,b).
El origen de coordenadas (0, 0) se traslada al punto (a, b).

. . . 5
44. Representa las siguientes funciones de proporcionalidad inversa a partir de la hipérbola y=—:
X

10 1 100
=——+3 b. =—— 48 C. - +1
y X-5 y X+4 y Xx+10
10 4 20
d = -7 e. =6—— f. =—-2
y 2Xx—-4 y X y 5-x
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45. Estudia el dominio, recorrido, continuidad, simetria, asintotas y crecimiento de las funciones de
proporcionalidad inversa del ejercicio anterior.

46. Escribe una regla para expresar como se trasladan las asintotas seguin los pardmetros a y b .
mx+n
PX+(q

Las funciones que se definen mediante esta expresidon también se representan mediante hipérbolas.
Para ello, necesitamos hacer una modificacién en una expresién como la estudiada en el apartado
anterior que nos resulte mas facil de manejar y representar:

Hipérbola y =

O Dividiendo (mx-+n): (px-+0) K 1p
= ividiendo (mx+n):(px+q) > y=——~-+
pPX+(q PX+9 y X—a

Actividades resueltas

. . 3X+
e Convertir la funcion y =

en una funcion cuya expresion sea mds sencilla de representar.

Dividimos 3X+2 entre X—7:

(Bx+2) _3(x-7) 28 _ B
(x=7) (x=7) (x-7) (x=7)

Esta ultima expresion es facil de representar.

47. Representa las siguientes hipérbolas:

(Bx+2)=3(x-7)+23<=

2X—4 3-5x 4x-12
da. = b. y: C. =

X+5 X+ 2 X—3
q y_6x+8 . y_7x+5 ; y_6x+10
' 1-X ' X—4 ' 2x—1

o 0N

- L, 15 . .
48. Representa la grafica de la funcidén: y = 7——3. A) éCuando x crece, “y” tiende a 7? éTiene una
X +

asintota horizontal y = 7? B) ¢Si x se acerca a —3, la y crece? ¢Tiene una asintota vertical, x = —=3? C)
Analiza si esta hipérbola se ajusta a los valores de la actividad resuelta de la tabla:

Dosis (mg): x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Curaciones (%): y 3,25 4,0 4,5 4,86 51 5,3 5,5 5,64 5,75 5,85
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3.5. Funciones exponenciales

Hemos estudiado funciones polindmicas, de proporcionalidad inversa... Ahora vamos a estudiar otro
tipo de funciones.
Hay dos tipos de funciones cuya expresion analitica o formula es una potencia:

e Silavariable independiente esta en la base: Y = X", se llama funcién potencial, y cuando ademas el
exponente es un nimero natural es una funcién polinédmica.

. . . . , X .z .
e Silavariable independiente esta en el exponente: Y =3, se llama funcién exponencial.

Ejemplo:

Son funciones exponenciales: Yy =10%, y = (%) ,y=2"%,y=5".

Una funcidn exponencial es aquella en la que la variable independiente esta en el exponente.

Actividad resuelta

e Si la cantidad de bacterias de una determinada especie se multiplica por 1,4 cada hora, podemos
escribir la siguiente férmula para calcular el numero “y” de bacterias que habra al cabo de “x” horas

(comenzando por una sola bacteria): Y =14".

Numero de bacterias en cada hora Grafica de la funcidn
(Tabla de valores de la funcién): 81
Horas Num. 7]
transcurridas | bacterias 6)
(x) ) 5
0 1 4]
1 1,4

2 1,96 =
3 2,74 2]
4 3,84 1,
5 5,38 0

6 7,53 0 1 2 3 4 5 6 7

49. Prueba ahora a realizar en tu cuaderno una tabla de valores y la grafica para un caso similar,
suponiendo que el nimero de bacterias se multiplica cada hora por 2 en lugar de por 1,4.

o, ,” “uy,n”

Observa que los valores de “y” aumentan mucho mas deprisa: mientras que los valores de “x
aumentan de 1 en 1 los valores de y se van multiplicando por 2. Esto se llama crecimiento
exponencial. Si en lugar de multiplicar se trata de dividir tenemos el caso de decrecimiento
exponencial.
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. e 2 L, .
50. En tu cuaderno, representa conjuntamente las graficas de Y = X" (funcién potencial) e y:ZX
(funcién exponencial), con valores de “x” entre 0 y 6. Observa la diferencia cuantitativa entre el

crecimiento potencial y el crecimiento exponencial.
s [ g g X q o ,
Las graficas de las funciones exponenciales Y =b" se diferencian segin el valor de la base “b”

Especialmente se diferenciansiO<b<lob>1.
En el caso en el que b = 1 tenemos la funcidn constante y = 1, cuya grafica es una recta horizontal.

Actividades resueltas
e Representa las grdficas de Y = 2" y de y=3X. También las grdficas de y = (%} yde y= (3

Analiza las similitudes y las diferencias.

1]X'

. X X
Funciones Y=2" e y=3
13 "
12]
|
/
1] |
|
10 |
|
9 |
173 =3"} /
8_ I|I ||'I
| |
?- I| I.'II
| II,' Yy = 2
5 |
- I.'I ll;'
4l /
/
=Y N ;/
I.l"l /
2] //
1
_‘/’// IF
—_— 0 , )
-4 3 2 1 |0 11 (2 3 !4 5 |6 .7
-1_

a0

Su recorrido es (0, +x). Es decir, “y
Pasan todas por los puntos (0, 1), (1, b) y (-1, 1/b).
La graficade Y = aXy lade Y= (1/«’:1)X son simétricas respecto del eje OY.

Observamos los siguientes aspectos comunes en las cuatro graficas:
e Sudominio es toda la recta real. Ademas son continuas.
° nunca es cero ni negativo.

[ J
Y observamos también aspectos diferenciados en ambas ilustraciones:
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Cuando labaseesbh>1

Son funciones crecientes. Cuanto mayor es
la base el crecimiento es mas rapido.

Cuando x — —oo la funcién tiende a 0. Por
tanto presenta una asintota horizontal en la
parte izquierda del eje OX.

Aunque en algunos casos pueda aparentarlo,
no presentan asintota vertical, pues no se
aproximan a ninguna recta.

CuandolabaseesO<b<1

Son funciones decrecientes. Cuanto menor
es la base el decrecimiento es mas rapido.
Cuando x — +oo la funcién tiende a 0. Por
tanto presenta una asintota horizontal en la
parte derecha del eje OX.

Aunque en algunos casos pueda aparentarlo,
no presentan asintota vertical, pues no se
aproximan a ninguna recta.

s e . o . . X —X
e Representa grdficamente las siguientes funciones exponenciales Y =2" e Yy=2"".

Funcién y = 2"

Funcién y=2""

x |y ]
o
-5 1/32 15
-4 | 1/16 ];
-3 1/8 12
-2 1/4 11 |
1| 172 e
0 1 8]
1 2 7,
2 4 .
3 8 4]
4 16 3,
5 | 32 .
6 | 64 el
—4—3—2—.‘\q0 1 2 3 4 5

y 17]
16|
-5 32 :i
-4 16 13]
-3 8 12]
-2 4 ol
-1 2 9,
0 1 8]
1 1/2 ;
2 1/4 5]
3 1/8 4]
4 1/16 o
5 1/32 '
6 1/64 '-5'-4'-3'-2'-.2_0'1 2345

El nimero e. La funcién y = e”

El nimero e tiene una gran importancia en Matematicas, comparable incluso al nUmero T aunque su
comprensién no es tan elemental y tan popular. Para comprender su importancia hay que acceder a
contenidos de cursos superiores. Su valor aproximado es e = 2,71828182846... Se trata de un nimero
irracional (aunque al verlo puede parecer periddico). Este niumero aparece en las ecuaciones de
crecimiento de poblaciones, desintegracion de sustancias radiactivas, intereses bancarios, etc.

También se puede obtener directamente el valor de e con la calculadora (siempre como aproximacion
decimal, puesto que es un numero irracional). Normalmente hay una tecla con la etiqueta e pero
puedes usar también la tecla etiquetada e*. Para ello tendras que calcular el valor de et.
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. X 7 s . s . . o
La funcion Y =€ comparte las caracteristicas descritas mas arriba para funciones exponenciales de base

mayor que 1.

51. Utilizando la calculadora, haz una tabla de valores y representa en tu cuaderno las

funciones Y=¢€", y=e".

52. Una persona ha ingresado una cantidad de 5.000 euros a interés del 3 % en un banco,

de modo que cada afio su capital se multiplica por 1,03.

a. Escribe en tu cuaderno una tabla de valores con el dinero que tendra esta

persona al cabode 1, 2, 3, 4, 5y 10 afios.

b. Indica la férmula de la funcién que expresa el capital en funcién del nimero de afios.

c. Representa en tu cuaderno graficamente dicha funcién. Piensa bien qué unidades deberds

utilizar en los ejes.

53. Un determinado antibidtico hace que la cantidad de ciertas bacterias se
multiplique por 2/3 cada hora. Si la cantidad a las 7 de la mafana es de 50
millones de bacterias, (a) haz una tabla calculando el nimero de bacterias
gue hay cada hora, desde las 2 de la manana a las 12 de mediodia (observa
gue tienes que calcular también “hacia atras”), y (b) representa graficamen-
te estos datos.

54, Representa en tu cuaderno las siguientes funciones y explica la relacién en-
tre sus graficas:

a) y=2" b) y=2"" o) y=2"".

Cultivo de la bacteria
Salmonella

55. Conociendo la grafica de la funcién f(X)=2", que se ha visto mas arriba, y sin calcular tabla de

valores, dibuja en tu cuaderno las graficas de las funciones g(X) =2* =3y h(x) =2"".
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CURIOSIDADES. REVISTA

Maria Gaetana Agnesi

Maria Gaetana Agnesi es una matematica italiana cuya obra
mds importante, Instituciones Analiticas, fue traducida a
varios idiomas y utilizada para aprender Matematicas
durante mds de cincuenta anos en muchos paises de Europa.
En ella trataba con sencillez y claridad temas, tan novedosos
entonces, como el Calculo Diferencial e Integral. Al final de
su vida era famosa en toda Europa como una de las mujeres
de ciencia mas capaces del siglo XVIII. Un crater de Venus
lleva su nombre en su honor. En la Biblioteca Ambrosiana de
Milan se guardan sus obras inéditas que ocupan veinticinco
volimenes.

Nacié en Mildn en el siglo XVIIl y fue una nifia dotada, que
con nueve anos hablaba siete idiomas.

Su padre tuvo 21 hijos e hijas, siendo Maria, la mayor y les proporcioné a todos una
buena formacidn, incluso cientifica. Le gustaba mostrar el talento de sus hijos en las
reuniones que organizaba en sus salones. Muy pronto los sabios y eruditos y los
intelectuales locales, empezaron a asistir al saldon de los Agnesi para oir las disertaciones
de Maria sobre temas filoséficos, cientificos y matematicos. A la edad de nueve afios
Maria estuvo durante una hora, ante una asamblea culta hablando en latin sobre el
derecho de la mujer a estudiar ciencias y sobre cdmo las artes liberales no eran contrarias
al sexo femenino.

-

Foto de M. G. Agnesi. RSM

Parece ser que Maria era sondmbula, y en ocasiones, después de trabajar intensamente,
exhausta, se iba a dormir dejando un problema sin resolver sobre el escritorio. A la
manana siguiente, al despertar, veia que lo habia resuelto mientras dormia. Habia escrito
la solucién completa y habia vuelto a la cama.

Su libro, que escribié para que sus hermanos pudieran estudiar, se convirtié en una obra
importante, donde trataba las Matematicas mas actuales de su época de forma clara, y
tuvo una acogida espectacular. Fue traducido a muchos idiomas y se utilizé como libro de
texto en muchas universidades.

Pero... Pero su reputacion histérica fue distorsionada por el hecho de que, en sus
Instituzioni Analitiche, trabajara con la “curva de Agnesi” o curva sinusoidal versa,
“versiera” que se tradujo al inglés, por un error del traductor, John Colson, como la “bruja /

de Agnesi” confundiendo el término “versiera” por "aversiera" que significa bruja,
hechicera, (“witch”).
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/ Utiliza el ordenador \

Puedes utilizar el ordenador para dibujar funciones. Para ello necesitas un
programa adecuado como Derive, Cabri, Mathematica, Geogebra...

Unos son mas sencillos de utilizar que otros, pero utilizando la ayuda, pronto
dominaras cualquiera de ellos.

Muchas de las gréficas que has visto en este capitulo los han utilizado.

Por ejemplo, utilizando Geogebra, podemos dibujar rectas:

® GeoGebra - Funciond. htm.ggh

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas ‘entana Ayuda

I 1 2 B =S o) [k

(22 Ohjetos Libres X d boa
@ ary=2x

@ by =3x

@ ay=X
@ diy=X+3

[ Ohjetos Dependientes

.
—

i)

Elige y Mueve
Arrastrar o seleccionar objetos (Esc)

A
L]

$

N

i,

i)

@ Entrada: |v=x| z VHu VHComando... v
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RESUMEN

polinémica de
primer grado:
Rectas:

Hay dos tipos:
- Funciones lineales o de proporcionalidad directa:
y = m-x, pasan por el origen de coordenadas.

- Funciones afines: Y =M-X+N, son traslaciones en

Ejemplos

Funcién Relacion entre dos magnitudes de forma que a un|y=2x+3

valor cualquiera de una le hacemos corresponder,

como mucho, un unico valor de la otra.
Caracteristicas de |Continuidad. Crecimiento y decrecimiento. Maximos|La recta y = 2x + 3 es continua,

. ;. Si tria. Periodicidad creciente, no tiene maximos ni

las funciones Yy minimos. simetria. Feriodicidad. minimos, ni es simétrica, ni periddica.
Funcién Se representan mediante rectas: Y

©ony /y=mx

y=mx+nf /00)

proporcionalidad
inversa:
Hipérbolas y = k/x

|k| : aleja o acerca la curva al origen de coordenadas.

Dominio y recorrido: ‘R — {0}
Continuidad: Discontinua en x = 0.
Simetria: Funcion impar.
Asintotas: Las rectas X=0e y=0.

y =mx
y=mx+n el eje y, n unidades. Pasan por el punto (0,n).
Funcién Se representan mediante parabolas:
polinémica de (—b b? — 4ac)
. Vértice: (—,———

segundo grado: 2a 43 L

Para?;las Puntos de corte con el eje OX: a-x* +b-x+c=0. e,'d:m':::()

y=ax"+bx+c pynto de corte con el eje OY: x=0 es el punto (0,c) \ T /

Eje de simetria; es la recta x=—. “’%/n et

2a y=ax?+bx+c 2%’ 4a

FunCién de asintota x=0|

asintota y=0 ’

Si0< b<1esdecreciente i

LletibSios Traslacion de la hipérbola y = E por el vector (a, b). e
y = k + b L. . X asintota y=b L
X—a Dominio: R — {a} Recorrido: R — {b}
- Asintotas:x=a; y=b. V=%a+b
Funcién y=b" o)
exponencial Si b > 1 es creciente " o
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Funciones

1.

10.
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Dibuja en tu cuaderno un sistema de referencia cartesiano y en él, los puntos siguientes, eligiendo
una escala en los ejes que permita dibujarlos todos de forma cémoda. Seiiala en cada caso a qué
cuadrante pertenece el punto o, en su caso, en qué eje esta: A(2, 4); B(0, 1); C(-3, 0); D(2, -1'5);
E(1’5, 0); F(0, 0); G(-1, —2/3).

Escribe las coordenadas de tres puntos situados en el tercer cuadrante.

Situa en un sistema de referencia cartesiano los puntos siguientes:

A(0, 3); B(0, 1’7); €(0, —1); D(0, —4). éQué tienen en comun todos ellos?

Escribe las coordenadas y representa tres puntos del eje de abscisas. ¢ Qué tienen en comun?

Dibuja en tu cuaderno un tridngulo rectdngulo con un cateto igual a 3, y el vértice del dngulo recto
en el origen de coordenadas. Indica las coordenadas de todos los vértices.

Indica cuales de las siguientes correspondencias son funciones:

a) A cada numero natural se le asocian sus divisores primos.
b) A cada circunferencia del plano se le asocia su centro.
¢) A cada circunferencia del plano se le asocia un diametro.

La distancia, d, recorrida por un tren depende del nimero de vueltas, n, que da cada rueda de la
locomotora.

a) Escribe la férmula que permite obtener d conocido n,
sabiendo que el didametro de las ruedas de la locomotora
esde 78 cm.

b) Dibuja la gréfica.

c) ¢Qué distancia habra recorrido el tren cuando la rueda
haya dado mil vueltas? (toma como valor de it el nimero
3,14).

d) ¢Cuantas vueltas habra dado la rueda al cabo de 7 km?

Un globo sonda utilizado por el Servicio Meteoroldgico de los Pirineos para medir la temperatura a
distintas alturas lleva incorporado un termémetro. Se observa que cada 180 m de altura la
temperatura disminuye un grado. Cierto dia la temperatura
en la superficie es de 92 C. Determina:

a) ¢Qué temperatura habra a 3 km de altura?

b) ¢A qué altura habrd una temperatura de —302 C?

c) Escribe una formula que permita calcular |Ia
temperatura T conociendo la altura A. Confecciona una
tabla y dibuja la gréfica. éQué tipo de funcidn es?

d) Si la temperatura en la superficie es de 122 C, écual es
entonces la formula? ¢Qué tipo de funcion es?

Dibuja la grafica de la funcion parte entera: y = E(x), que indica el nimero entero menor, mds
proximo a x, asi, por ejemplo, E(2’3) = 2.

Un rectangulo tiene un perimetro de 100 cm. Llama x a la longitud de uno de sus lados y escribe la
formula que da el drea en funcién de x. Dibuja su grafica. ¢ Qué tipo de funcién es?
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11. Una caja cuadrada tiene una altura de 20 cm. ¢CoOmo depende su
volumen del lado de la base? Dibuja la grafica de la funcién que resulta.

12. Con una hoja de papel de 32 cm de largo y 22 cm de ancho se recorta un
cuadrado de 2 cm de lado en cada una de las esquinas, se dobla y se construye
una caja. ¢Cudl es el volumen de la caja? ¢Y si se recortan cuadrados de 3 cm?

¢Cual es el volumen si el lado del cuadrado recortado es x? Escribe la férmula y dibuja la grafica.

13. Se construyen boyas uniendo dos conos iguales por la base, siendo el didmetro de la base de 90 cm.
El volumen de la boya es funcién de la altura “a” de los conos. Si queremos una boya para sefialar la
entrada de patinetes nos basta con una altura de 50 cm: {qué volumen tendrd? Si es para barcos
mayores se necesita una altura de 1,5 m: {qué volumen tendra? Escribe la expresion de la funcién
gue calcula el volumen en funcién de la altura. Dibuja su

grafica.

56. El consumo de gasolina de un coche por cada 100 km viene
representado mediante la grafica. Utiliza la grafica para
explicar como varia el consumo de gasolina dependiendo de la . _L
velocidad del coche. ¢{Cudl es la variable dependiente?

a) ¢Ylaindependiente?
b) ¢éCuadl es el consumo para una velocidad de 50 km/h?
c) ¢A qué velocidad el consumo es de 51/100 km?

g

14. Al estudiar el crecimiento de una planta observamos que durante los
primeros 30 dias lo hace muy de prisa, en los 15 dias siguientes el crecimiento es
mas lento y después se mantiene con la misma altura. Realiza un esbozo de la
grafica que relaciona el tiempo con la altura alcanzada por la planta.

Si tenemos mds informacion podemos mejorar el boceto. Por ejemplo, haz la tabla
y la grafica en el caso de que el crecimiento de la planta se ajuste a las siguientes
formulas (el tiempo se expresa en dias y la altura en centimetros):

a) Durante los primeros 30 dias: altura = 4 - tiempo

b) En los 15 dias siguientes: altura = 90 + tiempo

c) A partir del dia 45: altura = 135.

Caracteristicas de una funcion.

15. Joaquin ha llegado a un acuerdo con su padre para recibir su paga. Cobrard 20 euros al mes el
primer ano, y 5 euros mas por cada afio que pase. ¢Cuanto le correspondera dentro de 7 afios? Haz
una tabla de valores y representa su grafica. ¢Es continua? Indica los puntos de discontinuidad y su
tipo. Busca una formula que permita calcular la paga cuando hayan pasado n afios.

16. Al entrar en el aparcamiento de un centro comercial encontramos un letrero con los precios que
nos indican que 1 hora o fraccién cuesta 1’20 € y las dos primeras horas son gratis para los clientes
con tarjeta de compra del centro. Haz una tabla que relacione el tiempo con el importe pagado
durante una jornada completa (12 horas) en los casos de un cliente con tarjeta o sin ella. Esboza la
grafica y contesta a las preguntas:

a) ¢Qué valores toma la variable dependiente? ¢Y la independiente?
b) ¢Puedes unir los puntos de la grafica? ¢ Como se debe hacer?
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17.

a)

b)

f)

c) ¢éExisten puntos de discontinuidad? Si la respuesta es afirmativa, sefidlalos y explica su

significado.
Durante un viaje, la velocidad del coche varia
dependiendo del tipo de carretera, de las
condiciones en que se encuentra, del tiempo
meteoroldgico... La siguiente grafica refleja la
velocidad de un vehiculo en cada instante del
trayecto que ha seguido.

¢Es funcional la relacién de dependencia entre el
tiempo y la velocidad?

¢Cual es la variable independiente? ¢Y la
dependiente?

¢A qué velocidad iba cuando llevaba una hora de

viaje? ¢En qué momentos iba a una velocidad de 40 km/h?

Indica los intervalos en los que la velocidad ha aumentado y disminuido. ¢ Ha sido constante en

algin momento? ¢ Cuando? ¢Durante cuanto tiempo?

¢Cual ha sido la velocidad maxima alcanzada a lo largo de todo el viaje? ¢En qué momento se

alcanzo? éY durante la primera hora del mismo?

¢Cual ha sido la velocidad minima alcanzada a lo largo de todo el viaje? ¢ Cuando se alcanzd? éY

entre la primera media hora y la hora y media?

18. Las graficas siguientes muestran la evolucion, un dia cualquiera, de la temperatura alcanzada entre
las 7 de la mafiana y las 4 de la tarde en cuatro ciudades (Madrid, Granada, Valladolid y Sevilla):
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a) Explica la monotonia de todas las graficas.

b) ¢En alguna ciudad la temperatura se ha mantenido constante durante todo el intervalo? ¢Y en

parte de él?

c) ¢Qué ciudad crees que presenta un cambio de temperatura mas suave a lo largo de toda la

manana?

d) Teniendo en cuenta que en Madrid el incremento de la temperatura ha sido siempre lineal, en
Granada la temperatura minima se ha alcanzado después de las 7 h y en Valladolid a partir del
medio dia la temperatura bajd, indica qué grafica corresponde a cada una de las ciudades y
explica cuales han sido las temperaturas maximas y minimas en cada una de ellas.

19. Un viaje realizado por un tren, en un cierto intervalo del mismo, viene dado de la siguiente forma:

Durante las dos primeras horas, la distancia “d” (en kildbmetros) al punto de partida es: 2t + 1,

donde “t” es el tiempo (en horas) de duracién del trayecto. Entre la 22 y 32 hora, dicha distancia
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20.

viene dada por —t + 7. Entre la 32 y 42 hora, ambas inclusive, d = 4. Desde la 42 y hasta la 62
(inclusive), la distancia se ajusta a 3-t — 8.

a) Realiza una tabla y una grafica que recoja dicho viaje de la
forma mas precisa posible (para ello debes calcular, como
minimo, los valores de la variable tiempo en los instantes O,
2,3,4y6).

b) Explica si la relacion anteriormente explicada entre la
distancia recorrida y el tiempo tardado en recorrerla es
funcional.

c) Larelacidn anterior, ¢presenta alguna discontinuidad?

d) ¢En qué momento la distancia al punto de partida es de 7
km?

e) ¢éQuéindican los puntos de corte de la grafica con los ejes?

f) Determina los intervalos donde la funcién es creciente, decreciente y constante.

g) Encuentra los puntos donde la funcién alcanza sus maximos y minimos relativos y absolutos.
Interpreta el significado que puedan tener.

Representa graficamente las siguientes funciones, estudiando en ella todas las caracteristicas que se

han trabajado en el capitulo: continuidad, monotonia, extremos, simetria y periodicidad.

X,six >0
—X,six<0

a) Valor absoluto de un nimero: f(x)=|x|, que se define: |x| = {

-1
b) Opuesto e inverso del nimero x: f(x)=—.
X

Tipos de funciones

21.
22.
23.
24,

25.

26.
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Escribe la ecuacion de la recta paralela a y = 5x + 1 de ordenada en el origen 6.

Sin representarlos graficamente, di si estan alineados los puntos A(2, 4), B(6, 9) y C(12, 15).

Dibuja en tu cuaderno, en un mismo sistema coordenado, las rectas: y = 2x; y = —2x; y = 3x; y = —3x.
Dibuja en tu cuaderno, en un mismo sistema coordenado, lasrectas: y=2x+ 1; y=2x+ 3; y = 2x — 1;
y=2x—2;y=2x—3.¢iCOomo son?

Una empresa de alquiler de vehiculos ofrece dos formulas diferentes. Férmula 1: Lo alquila por 300
euros al dia con kilometraje ilimitado. Férmula 2: Lo alquila por
200 euros al dia y 7 euros el kilbmetro. Queremos hacer un viaje
de 10 dias y mil kildmetros, écuanto nos costara con cada una de
las férmulas? Como no sabemos el kilometraje exacto que
acabaremos haciendo, nos interesa hacer un estudio para saber la
formula mas beneficiosa. Escribe las formulas de ambas
situaciones y dibujas sus graficas. Razona, a partir de dichas
graficas, qué féormula es mas rentable seglin el numero de
kildmetros que vayamos a hacer.

Halla la ecuacién y dibuja la grafica de las rectas siguientes:

a) Su pendiente es 3 y su ordenada en el origen es 5.
b) Pasa por los puntos A(1, 4) y B(0, 9).
c) Suordenada en el origen es 0y su pendiente es 0.
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d) Pasa por los puntos C(—2, 7) y D(-3, 10).
e) Pasa por el punto (g, b) y tiene de pendiente m.

27. Dibuja en tu cuaderno, sin hallar su ecuacién, las rectas siguientes:

a) De pendiente 2 y ordenada en el origen 0.
b) Pasa por los puntos A(1, 3) y B(2, 1).
c) Su pendiente es 2 y pasa por el punto (4, 5).
28. Calcula el vértice, el eje de simetria y los puntos de intersecciéon con los ejes de las siguientes
pardbolas. Dibuja sus gréficas.
a)y=x"+8x—13b)y=—x"+8x—-13¢)y=x"—4x+2d)y=x*+6xe)y=—x" + 4x—7
29. Dibuja la gréfica de y = 2x%. Haz una plantilla. Determina el vértice de las siguientes parabolas y
utiliza la plantilla para dibujar su grafica:
a)y=2x"+8x—12b)y=-2x*+8x—-10c) y=2x* —4x + 2.d) y = 2x* + 6x
Ayuda: 2x* + 8x— 12 = 2(x* + 4x — 6) = 2((x + 2)* — 4 — 6) = 2((x + 2)* — 10). Vértice (-2, -10)

30. Ajusta una funcién polinédmica a los datos de la tabla:

X: 0 1 2 3 4 5 6

y: 1 5 11 19 29 41 55

31. Dibuja las graficas de: y = 2/x; y =4 + 2/x; y = 2/(x + 3); y = 4 + 2/(x + 3). Indica en cada caso los
puntos de discontinuidad y las asintotas.
32. Dibuja las gréficas de: y = 3% y = (1/3); y =3 y = (1/3) %, y = 2 + 35, y = 3**2,

Matematicas: 42A de ESO. Capitulo 6: Funciones y graficas Autores: José Gallegos y David Miranda

Revisor: Miguel Paz
B ———x-31 llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

www.apuntesmareaverde.org.es




AUTOEVALUACION

1. La unica grafica que no corresponde a una funcion es:

X y X y X y X y
0 5 -1 -2 -3 1 0 1
a) 1 7 b) 0 -2 c) -1 2 d) 1 2
2 32 1 -2 0 3 4 3
3 41 2 -2 2 4 0 4

3. El maximo absoluto de la funcidon se alcanza en el
punto:

a)b)c)d

4. La Unica grafica que corresponde a una funcidn periddica es:

T LEEE]

a) /. . b)

-1
-2
e ]
-4

5. La Unica gréfica que corresponde a una funcién que es siempre creciente es:

N

a) ' b) = A c) d)
6. La Unica funcidn afin que, ademas, es lineal es:
a) y=-7x b) y=7x+4 c) y=-4x+7 d) y=-6x-9
7. Launica funcién cuadratica es:
a) y=-8x b) y=2x+3 c) y=—2x2+3x d) y=—2x3—3x
8. Lafuncién cuadratica que tiene su vértice en el punto (2, 0) es:
a) y=-2x* b) y=x’—4x+4 c) y=-2x*+4x d) y=-x*+4x-2
9. La hipérbola de asintotasx=3ey=5es:

a)y=5+8/(x-3) b)y=3+6/(x-5) c)y=-5+2/(x+3) dy=5+1/(x+3)
10. La Unica funcién exponencial es:

7 6 2 2

a)y=x"+x b)y=3" c)y=3"+x dy=1/3"+x
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Resumen

La Estadistica se ocupa de interpretar gran nimero de datos. El Instituto Nacional de Estadistica recoge
estudios de todo tipo sobre la poblacion espafiola. Entra en Internet escribiendo INE y tendras un
monton de informacion a tu alcance sobre: a) Entorno fisico y medio ambiente; b) Demografia y
poblacién; c) Sociedad; d) Economia...

En un estudio estadistico confluyen distintas partes de la Estadistica, la Teoria de Muestras que indica
sobre la forma de seleccionar una muestra para que sea representativa de la poblacidn, la Estadistica
Descriptiva que utiliza tablas, gréficos y parametros

estadisticos como la media y la desviacidn tipica para
describir los datos, y la Inferencia Estadistica que
utiliza la Teoria de Probabilidades para obtener
conclusiones.

Como sabrds, en tiempo de Jesucristo ya el
emperador Augusto hizo censos para conocer la
poblacién del Imperio Romano.

La Teoria de la Probabilidad tuvo sus inicios muy
ligados a los juegos de azar, y es sorprendente que
con ese inicio haya resultado de tanta utilidad en la
Ciencia. Se preguntaban qué es mas probable al tirar

dos dados, que la suma de sus caras superiores sea 9
o sea 10. Analizando juegos como éste fue avanzando la Ciencia.
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1. ESTADISTICA

1.1. Muestras. Estudios estadisticos

Si queremos hacer un estudio estadistico tenemos que:

a) Recoger los datos
b) Describir esos datos con tablas y graficas, calculo de pardmetros estadisticos....
c) Extraer conclusiones.

Para recoger los datos y determinar los valores de la variable se puede utilizar a toda la poblacién, todo
el universo sobre el que se realiza el estudio, o hacer una muestra. En muchas ocasiones no es
conveniente recoger valores de toda la poblacion, porque es complicado o demasiado costoso, o
incluso porque es imposible como en el caso de un control de calidad en que se destruya el objeto a
analizar. La parte de la Estadistica que se ocupa de como seleccionar adecuadamente las muestras se
denomina Teoria de Muestras.

Poblacidn o universo es todo el conjunto de individuos sobre el que se realiza el estudio. Una muestra
es un subconjunto representativo de esa poblacién. Cada uno de los elementos de la poblacién es un
individuo.

Las caracteristicas de la poblacién que se estudian se denominan variables estadisticas, que se
clasifican en cuantitativas y cualitativas seglin que los valores que tomen sean o no numéricos. Las
variables cuantitativas que toman valores aislados se denominan variables discretas y las que pueden
tomar cualquier valor de un intervalo de la recta real, variables continuas.

La parte de la Estadistica que ordena, analiza y representa un conjunto de datos para describir sus
caracteristicas se denomina Estadistica Descriptiva.

Para extraer conclusiones se utilizan las probabilidades y |la parte de la Estadistica que se ocupa de ello
es la Inferencia Estadistica.

Ejemplos:

e Si queremos conocer las preferencias en deportes del alumnado de 49, es posible preguntar a
toda la poblacion (alumnado de 49), aunque es adecuado elegir una muestra representativa,
seleccionando a algunos estudiantes.

e En este estudio sobre preferencias deportivas, la variable utilizada es cualitativa.

e Para conocer la intencién de voto ante unas elecciones europeas, municipales, autonémicas... se
utilizan muestras, pues preguntar a toda la poblacidn seria muy costoso (y eso ya se hace en las
elecciones). La variable en este caso también es cualitativa.

e Para estudiar lo que mas preocupa a una poblacion: paro, terrorismo, corrupcion... también se
utilizan muestras. En este caso seria muy costoso preguntar a toda la poblacién, aunque seria
factible. La variable en este caso también es cualitativa.

e Pero si una fabrica quiere conocer las horas de vida util de una bombilla, =
una nevera, un camion... no puede poner a funcionar a toda la poblacién,
(todas las bombillas o neveras o camiones...) hasta que se estropeen pues
se queda sin produccion. En este caso es imprescindible seleccionar una
muestra. La variable en este caso es cuantitativa, y el tiempo toma
cualquier valor, es una variable cuantitativa continua.

e Sj preguntamos por el nimero de hermanos es una variable cuantitativa
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discreta.

e En control de calidad se hacen estudios estadisticos y se toman muestras.

1. Queremos realizar un estudio estadistico sobre el tiempo dedicado al estudio por el alumnado de
ESO de Madrid. Para ello se seleccionan adecuadamente 100 alumnos. Indica cual es la poblacidn,
cudl la muestra, qué tamanfio tiene la muestra y quién seria un individuo.

2. Quieres pasar una encuesta para conocer, lo mismo que en el problema anterior, el tiempo dedicado
al estudio, en este caso el de los companeros y companeras de tu centro escolar. ¢Se la pasarias soélo
a las chicas? ¢Sdlo a los chicos? ¢Preguntarias a los mejores de la clase? ¢A los de peores notas?
Indica el criterio que seguirias para seleccionar la muestra a la que preguntar.

1.2. Variable discreta. Tablas y graficos
Tablas

Al hacer un estudio estadistico o realizar un experimento aleatorio la
informacién obtenida se resume en una tabla o distribucién de

frecuencias.

Ejemplo:

reflejamos los resultados.

e Preguntamos a 40 estudiantes de 42 si
les gusta, o no, el futbol. En la tabla del margen

Posibles Frecuencia
resultados absoluta
Les gusta 28
No les gusta 12
Total 40

Es una tabla de frecuencias absolutas. Al dividir la frecuencia absoluta entre el nUmero total tenemos la
frecuencia relativa, asi la frecuencia relativa de los que les gusta el futbol es 28/40 = 0,7, y la de los que

no les gusta el futbol es 12/40 =3/10=0,3.

La frecuencia absoluta es el nUmero de veces que se ha
obtenido ese resultado.

La frecuencia relativa se obtiene dividiendo Ia
frecuencia absoluta entre el nUmero total de datos.

La suma de las frecuencias relativas es siempre igual a 1.

Multiplicando por 100 se obtienen los porcentajes.

Actividad resuelta

Posibles Frecuencias | Porcentaje
resultados relativas
Les gusta 0,7 70
No les gusta 0,3 30
Suma total 1 100

e Se han obtenido los datos sobre el numero de visitas que se han hecho de los Textos Marea
Verde de Matemadticas en los meses indicados, y se han reflejado en una tabla. Haz una tabla de
frecuencias absolutas, relativas y porcentajes, de frecuencias acumuladas absolutas y de

frecuencias relativas acumuladas.
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. . Frecuencias Frecuencias
Frecuencias | Frecuencias .
Marea verde . Porcentajes | acumuladas acumuladas
absolutas relativas .
absolutas relativas
Septiembre 1834 0,51 51 1834 0,52
Octubre 956 0,26 26 2790 0,77
Noviembre 432 0,12 12 3222 0,89
Diciembre 389 0,11 11 3611 1
TOTAL 3611 1 100
Observa que las frecuencias acumuladas se obtienen sumando la
Resultados | Frecuencias frecuencia anterior e indica, en este ejemplo, el nimero de visitas
absolutas hasta ese momento.
1 17
2 T Actividades propuestas
3 17 3. Copia en tu cuaderno y completa la siguiente tabla de
4 15 frecuencias absolutas de los valores obtenidos al tirar un dado con las
5 21 frecuencias relativas y porcentajes, y con frecuencias acumuladas
6 14 absolutas y frecuencias relativas acumuladas.

Graficos estadisticos

Las representaciones graficas ayudan a comprender el significado de los datos.

Dada una tabla de frecuencias (absolutas, relativas, porcentajes, acumuladas absolutas o acumuladas
relativas) para representar un diagrama de rectangulos o de barras se traza para cada valor de la
variable un rectangulo o barra de altura proporcional a la frecuencia que se esté representando.

Si se unen los puntos medios de los extremos superiores de las barras tenemos un poligono de
frecuencias o diagrama de lineas.

En un diagrama de sectores se dibuja un circulo que se divide en sectores de amplitudes proporcionales
a las frecuencias.

Actividad resuelta

Deportes Frecuencia

e Tenemos un estudio estadistico sobre las preferencias deportivas Absoluta
del alumnado de 4° de un determinado centro escolar. | Fiipol 56
Represéntalos en un diagrama de barras de frecuencias absolutas, Baloncesto 28
en un poligono de frecuencias relativas y en un diagrama de Natacion 14
sectores. Baldn volea 12

Diagrama de barras de frecuencias absolutas

60

50

40

30

20

; =

0 T T T )
Futbol Baloncesto Natacion Baldn volea
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Poligono de frecuencias relativas o diagrama de lineas

0,6
0,5 0\

0,4

AN

0,2 \
NN— "

0 T T T 1
Futbol Baloncesto Natacion Balén volea

0,1

Diagrama de sectores

M Futbol
M Baloncesto
= Natacion

M Baldén volea

4. Con la tabla de valores del ejercicio anterior, dibuja en tu cuaderno el diagrama de frecuencias
relativas, el poligono de frecuencias absolutas acumuladas y el diagrama de sectores.

5. Haz un estudio estadistico preguntando a tus compafieros y compafieras de clase
sobre el numero de libros que leen al mes. Confecciona una tabla y represéntala en un
diagrama de rectangulos, un poligono de frecuencias y un diagrama de sectores.

6. Selecciona una muestra entre tus compafieros y compafieras y realiza un estudio

estadistico sobre el deporte que mas le gusta a cada uno. Haz la representacién que
sea mas sencilla de interpretar.

Las hojas de cédlculo son una herramienta muy Util para trabajar la Estadistica. Suman, multiplican, y
dibujan los graficos con gran facilidad. Para la actividad resuelta anterior, copiamos la tabla con los
datos en la hoja de cdlculo a partir de la casilla Al. Calculamos la suma total en la casilla B6,

simplemente apretando la tecla: ), o bien escribiendo =SUMA(B2:B5) que significa que queremos
sumar lo que hay desde la casilla B2 a la B5.
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Para calcular las frecuencias relativas escribimos en C1: Frecuencia relativa, y en C2, escribimos el signo
igual, (con lo que estamos diciendo a la hoja que

vamos a calcular algo), pinchamos en la casilla B2, | = = c
escribimos: /, Yy pinchamos en Bé6: =BZ/B6, nos sale 1 |Deportes Frecuencia absoluta |Frecuencia relativa
0,50909... La casilla B2 va a ir variando cuando 2 |Futbol 56 0,509090909
. 3 (Bal t 28 0,254545455

calculemos C3, C4..., pero queremos que la casilla B6 SRNCEE

. . , 4 |Natacion 14 0,127272727
se quede fija. Para decir eso, ponemos el simbolo S: 5 [Balén volea 5 0,109050309
=B2/SBS6. Y ahora arrastramos hasta la casilla C5. (Si 6 SUMA 110
arrastramos antes de poner el $ nos sale un error, 7

pues estd dividiendo por cero al ir modificando la
casilla). Tenemos las frecuencias relativas calculadas.

Para dibujar los graficos sélo tenemos que seleccionar las filas y columnas que nos interesen y en el
menu de “Insertar” seleccionar el tipo de grafico deseado: Columna, Linea, Circular...

1.3. Parametros de centralizacion y dispersion

Parametros de centralizacion

Ill

Ya sabes que los parametros de centralizacion nos dan informacién sobre el “centro” de un conjunto de

datos. Estudiamos la media aritmética, la moda y la mediana.

Actividad resuelta

e Nieves ha tenido en Matemdticas las siguientes notas: 8, 4, 6, 10 y 10. Calcula su media, su
moda y su mediana.

Su nota media se calcula sumando todas las notas: 8 + 4 + 6 + 10 + 10 = 38, y dividiendo la suma entre el
numero total de notas que es 5: 38/5 = 7,6.

La moda es 10 pues es el valor mds frecuente.

Una forma de calcular la mediana es ordenar los valores de menor a mayor, y si el nimero de datos es
impar, el valor central es la mediana. Si el nimero de datos es par, la mediana es la media de los dos
datos centrales.

En nuestro caso: 4 <6 <8 <10<10, por lo que la mediana es 8.

Para calcular la media (m) de x3, Xy, ..., Xn, s& suman todos y se divide por el nUmero total de datos (n).

Media =m = (X1 + X2+ ... + X,))/n

éQué es lo que esta de moda? Lo que mas se lleva.
La moda (mo) de una distribucion de frecuencias es el valor mas frecuente.

La mediana (me) es el valor central que deja por debajo el mismo nimero de valores de la variable que
por encima.
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Utiliza el ordenador

Para calcular la media, la mediana y la moda con la | .'3?' - f | PrOMEDIO(B2:B6)
hoja de célculo, copiamos en la casilla B2, B3... los | | A B C D E
datos: 8, 4, 6, 10 y 10. Escribimos en la casilla A7, 1 Datos
Media, y para calcular la media escribimos un signo i i
igual en B7. Buscamos, desplegando las posibles 2 6
funciones, la funcion PROMEDIO, y escribimos 5 10
6 10
=PROMEDIO(B2:B6), 7 meda  [___7d
8 Mediana 8
gue significa que calcule la media de los valores que 3 Moda 10

hay en las casillas desde B2 hasta B6.

Del mismo modo calculamos la mediana buscando en las funciones o escribiendo =MEDIANA(B2:B6) y la
moda buscando en las funciones o escribiendo =MODA(B2,B6).

7. Dadas las temperatura en una ciudad a una hora determinada el dia 1 de cada mes se tiene la
siguiente tabla:

Enero | Febrero | Marzo | Abril | Mayo | Junio | Julio | Agosto | Septiembre | Octubre | Noviembre | Diciembre

Temperatura -2 5 8 9 11 13 27 33 21 14 9 4

Calcula la temperatura media, la moda y la mediana.

Utiliza el ordenador para comprobar el resultado.

8. Calcula la media, la mediana y la moda de las distribuciones siguientes:
a)2,3,4,5,7,9,9, 1000 b)2,3,4,57,9,9,10 c)0,0,4,5,7,9,9, 100, 200
Utiliza el ordenador para comprobar los resultados.

Observa en cada caso como influyen los valores extremos. éInfluyen en la moda? ¢Y en la mediana? ¢y
en la media?

Actividad resuelta

e Enuna clase de 40 alumnos las calificaciones han sido:

Xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Suma

fi 1 2 0 1 2 8 7 6 6 4 3 40

A cada nota la llamamos x; y a la frecuencia absoluta de esa nota: f;. Esto significa que ha habido un
cero, dos unos, ningun 2... y 3 dieces.

Para calcular la media aritmética afladimos a la tabla una fila con los productos x; - fi y sumamos esa fila:

xi‘fi| O 2 0 3 8 40 42 42 48 36 30 251

Al ser 40 el nimero total de estudiantes la media es: Media=m = 251 /40 = 6,275.
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La moda es la nota mas frecuente, que es mo =5 pues es la de mayor frecuencia.
Para calcular la mediana afiadimos una nueva fila, la de las frecuencias acumuladas:

Xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Frecuencias
acumuladas| 1 3 3 4 6 14 21 27 33 37 40

La mitad de los datos es 40/2 = 20, y como 14 < 20 < 21, la mediana es 6.

Si la variable toma los valores x;, x5, ..., X, con una frecuencia absoluta fy, f5, ..., f,, para calcular la media
se multiplica cada valor por su frecuencia absoluta, se suman dichos productos y se divide por n el total
de valores de la variable:

m=Media=(x;-fi+x2- o+ ..+ Xy fo)/ (fi+ o+ ... + 1)
La moda es la frecuencia mas alta.
Puede ocurrir que una distribucién de frecuencias tenga mas de una moda. Por ejemplo, la distribucion:
Xi 1 2 3 4 5 6
fi 10 9 10 8 7 10

tiene 3 modas, 1, 3y 6, ya que el valor mas alto de la frecuencia absoluta es 10 en los tres casos.

La moda permite clasificar los conjuntos de datos en unimodales, bimodales o plurimodales, segun el
numero de modas que tengan.

Para obtener la mediana se calculan las frecuencias acumuladas y se busca el valor de la variable que
ocupa el lugar central: n/2.

Utiliza el ordenador

rYltapapcIica e [ L= J |8 =
Copiamos los datos de la actividad resuelta | | MAX + (0 % v fx| =E2+C3
en una hoja de calculo, escribiendo xi en la A B c D E
. . Sl 1 Xi fi xi * fi Fr. Ac.

casilla B1, fi en la C1. En B2 escribimos O, y 5 . . o
en B3, 1. Seleccionamos .estas dos cas.lllas y s 1 N |
arrastramos hasta la casilla B12. Copiamos a 2 0 0 3
las frecuencias en la columna C. En Al13 5 3 1 3 4
escribimos SUMA. Calculamos la suma de las 6 4 2 B &

. . 7 5 8 a0 14
frecuencias con la tecla: 2, y se obtiene 40 . . . P "
en la casilla C13. En la columna D1 9 7 6 a2 27
escribimos x; - fi. En D2 escribimos = vy 10 8 6 48 33
pinchamos en B2, escribimos * y pinchamos 1 9 4 36 37
en C2 (=B2*C2). Seleccionamos D2 y | 12 10 3 30 40

13 SUMA 40 251

arrastramos hasta D12. Calculamos la suma o

P . 14 Maximo 3
(251) y dividimos el valor de la casilla D12 | .
entre el de la casilla C12.
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Podemos calcular el valor maximo de las frecuencias, que en este caso se ve a 0jo, pero si hubiera
muchos mas valores, muchas mas filas, se puede utilizar la funcion MAX.

Para calcular las frecuencias acumuladas utilizamos la columna E. En E2 escribimos =C2. En E3
escribimos =E2+C3. ¢Por qué? Y seleccionando E3 arrastramos hasta E12.

9. Se halanzado un dado 100 veces y se ha confeccionado la siguiente tabla de frecuencias absolutas:
X; 1 2 3 4 5 6
fi 18 16 14 16 16 20

Calcula la media, moda y mediana.

Utiliza el ordenador para comprobar los resultados.

10. Lanzamos 2 dados y sumamos los valores obtenidos. Repetimos el experimento 1000 veces y
obtenemos las siguiente tabla de frecuencias absolutas.

Xi 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

fi 24 65 73 81 | 158 | 204 | 148 | 79 68 59 41

a) Calcula la media, la mediana y la moda.

b) Utiliza el ordenador para comprobar los resultados.
c) Repite tu los lanzamientos, ahora sélo diez veces, y calcula de nuevo la media, mediana y moda.

11. Utiliza el ordenador para calcular la media, la mediana y la moda de la siguiente tabla de frecuencias
absolutas, que indica el nimero de hijos que tienen 200 familias entrevistadas:

Xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fi 14 65 73 27 9 6 2 1 0 2 1

Parametros de dispersion

Nos dan una medida de lo “dispersos” que estan los datos.
La primera medida nos la da el recorrido, o el valor maximo menos el valor minimo.

Las mas utilizadas son la varianza y la desviacidn tipica (o desviacion estandar) que mide la distancia de
los datos respecto de la media.

Ya sabes que la mediana nos indica el valor de la variable que ocupa el lugar central. Se denomina
primer cuartil (Q1) al valor de la variable que deja menores o iguales que él a la cuarta parte de los
datos, (o un 25 %), (siendo por tanto las tres cuartas partes mayores o iguales que él). La mediana es el
segundo cuartil, que deja por debajo la mitad de los datos o un 50 %. El tercer cuartil (Q3) es el valor de
la variable que deja menores o iguales que él las tres cuartas partes de los datos o un 75 % (y mayores o
iguales la cuarta parte). Se llama intervalo intercuartil (o recorrido intercuartilico) a la distancia entre el
tercer y el primer cuartil (Q3 —Q1). Por lo que hemos dicho, en ese intervalo estdn la mitad de los datos.
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Actividad resuelta
Seguimos con la misma actividad anterior.
® Nieves ha tenido en Matemadticas las siguientes notas: 8, 4, 6, 10 y 10. Calcula su recorrido, la
varianza, la desviacion tipica, los cuartiles y el intervalo intercuartil.
La mayor calificacidn ha sido un 10 y la menor un 6, luego el recorrido es 10 — 6 = 4.
Recorrido = Maximo — Minimo.

La media ya la hemos calculado y es 7,6. Queremos analizar cdmo las observaciones se separan de la
media. Si a cada valor le restamos la media, unos salen positivos y otros negativos, y si sumamos todos,
se compensan, por lo que sale 0. Es posible superar esa dificultad calculando esas diferencias en valor
absoluto, o elevandolas al cuadrado. Si las elevamos al cuadrado, sumamos todo y dividimos por el
numero total de valores de la variable menos 1, obtenemos la varianza.

Se divide por n — 1 para mejorar las propiedades del estadistico: Varianza.

Si después calculamos la raiz cuadrada, se obtiene la desviacidn tipica. Estamos evaluando la distancia
de los valores de la variable a la media.

Xi xi—media | (x;— media)z

1 8 0,4 0,16

2 4 -3,6 12,96

3 6 -1,6 2,56

4 10 2,4 5,76

5 10 2,4 5,76
Media=7,6 Suma =27,2

Si dividimos 27,2 entre 5 (n) se obtiene 5,44 que es la varianza.

Calculamos la raiz cuadrada: 2,33 que es la desviacion tipica.

Zn:(xi B m)2

Varianza = ((x; — media)” + (x, — media)® + ... + (x, — media)®)/n = =

S = Desviacion tipica =

n

Z(Xi _m)z =

i=1

n
' ' ) o D% 2% -m+m?) =
Se puede demostrar, haciendo operaciones una féormula mas comoda i1

para calcular la varianza y la desviacion tipica: n n

>xt-2mY x +n-m? =
n 2 i=1 i=1
DX n
=il

2 2
: X =2m(n-m)+n-m° =
. = 2
Varianza= ——-—Mm .2:1: '
n n
2
> %" -n-m?
i=1
Matematicas 42 A de ESO. Capitulo 7: Estadistica. Azar y probabilidad. _ Autores: Javier Rodrigo y Maria Molero

Revisoras: Raquel Caro y Nieves Zuasti

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




Xi X,'z

8 64

4 16

6 36

10 100

10 100
m=17,6 Suma =38 | Suma=316

Varianza = (316/5) — (7,6)* = 63,2 — 57,76 = 5,44.

La desviacion tipica es la raiz cuadrada de la varianza, es decir, s = 2,33.

Para calcular los cuartiles debemos ordenar los datos; 4 <6 <8 <10 < 10.

1 2 3

4

5

4 6 8

10

10

El primer cuartil deja por debajo la cuarta parte o el 25 % de los datos. Hay 5 datos y 5/4 = 1,25, como 1
<1,25< 2, el primer cuartil es 6. Q1 = 6. El tercer cuartil deja por debajo las tres cuartas partes o el 75 %
de los datos: 3(5/4) = 3,75. Como 3 < 3,75 < 4, entonces Q3 = 10.

Intervalo intercuartil = Q3 — Q1.

En el ejemplo, el intervalo intercuartil=Q3-Q1=10-6 =4.

Utiliza el ordenador

Igual que hemos calculado la media, la mediana y la
moda, la hoja de célculo se puede utilizar para
obtener:

El recorrido calculando MAX — MIN.

La varianza utilizando VARP.

La desviacion tipica usando DESVESTP.

Los cuartiles, (CUARTIL), siendo el cuartil O el
minimo; el cuartil 1, Q1; el cuartil 2, la
mediana; el cuartil 3, Q3; y el cuartil 4, el
maximo.

ULTIITT UaLUs TALTI IS

UTIEAIU e

B10 - Jf | =DESVESTP(B2:B6)
A B C D |

1 X

2 8

3

q 6

5 10

(] 10

7 MAX 10 Recorrido= 6

8 MIN 4

3 VARP 5,44

10 DESVESTP 2.3 3.

11 CUARTIL1 6 Intervalo Intercuartil= 4

12 CUARTIL 3 10

13

8

12. Dadas las temperatura en una ciudad de un ejercicio anterior:
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Meses Enero | Febrero | Marzo | Abril | Mayo | Junio | Julio | Agosto | Septiembre | Octubre | Noviembre | Diciembre

Temperatura | _) 5 8 9 11 | 13 | 27 33 21 14 9 4

Calcula el recorrido, la varianza, la desviacidn tipica, los cuartiles y el intervalo intercuartil.
Utiliza el ordenador para comprobar los resultados.

13. Calcula el recorrido, la varianza, la desviacién tipica, los cuartiles y el intervalo intercuartil. de las
distribuciones siguientes:

a)2,3,4,5,7,9,9, 1000 b)2,3,4,57,9,9,10 c)0,0,4,5,7,9,9, 100, 200

Utiliza el ordenador para comprobar los resultados.

1.4. Diagrama de cajas

El diagrama de cajas es una representacién grafica en la que se utilizan los cuartiles, la mediana, los
valores maximos y minimos... intentando visualizar todo el conjunto de datos.

Se forma un rectangulo (o caja) cuyos lados son los cuartiles y donde se senala en el centro, la mediana.
Se anaden dos brazos (o bigotes) donde se sefialan los valores maximo y minimo.

Se pueden calcular, ademas, unos limites superior e inferior. El inferior, L1; es Q1 menos 1,5 por el
intervalo intercuartil, y el superior Ls es Q3 + 1,5 por el intervalo intercuartil.

El diagrama de caja es el de la figura del margen.

En el ejemplo anterior, una vez ordenados los datos: 4 <6 <8 <10 < 10, hemos calculado que:

Mediana = Me = 8.
Ql-=6.
Q3 =10.

Max — Ls

Q3
Intervalo intercuartil = 4. Flntervalo

Los bigotes nos indican: L(intercuarti
Max = 10. al
Min = 4.

Ls=Q3 +4*1,5=16.

Li

Min -

Li=Ql-4*1,5=0.

En este ejemplo el maximo es igual a 10, que es menor que el posible extremo superior, igual a 16. El
minimo es 4, mayor que el extremo inferior, luego no hay valores atipicos que sean mayores que el
limite superior o menores que el limite inferior. Los extremos de los bigotes, en nuestro ejemplo son 10
y 4.

1.5. Variable continua: intervalos y marcas de clase. Histogramas

Recuerda que las variables pueden ser cualitativas, si no son numéricas, o cuantitativas, que a su vez
pueden ser discretas o continuas.
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Por ejemplo: Si se hace un estudio estadistico sobre la poblacién de estudiantes, se puede preguntar
sobre la profesion de sus padres y madres, que es una variable cualitativa, sobre el nimero de
hermanos, que es una variable cuantitativa discreta (nadie tiene 3,7 hermanos), o sobre la edad, la
estatura, la calificacién media... que son variables cuantitativas continuas.

Con las variables cuantitativas continuas tiene sentido agrupar los valores en intervalos.
Al valor central del intervalo se le denomina marca de clase.

La representacién grafica mas adecuada es el histograma que es un diagrama de rectangulos en el que
el drea de cada rectangulo es proporcional a la frecuencia. Tiene la ventaja de que de esa forma la
frecuencia de cada suceso viene representada por el area.

Actividad resuelta

e Realiza un estudio estadistico sabiendo que la tabla de frecuencias absolutas, con intervalos, de
los pesos de 40 estudiantes de un centro escolar, es:

Peso [34, 40) [40, 46) [46, 52) [52, 58) [58, 64) [64, 70) [70, 76)

Estudiantes 2 10 12 9 4 2 1

La tabla nos dice que hay 2 estudiantes cuyo peso es mayor o igual a 34 y es menor que 40.

Calculamos las marcas de clase, buscando el punto medio de cada intervalo: (40 — 34)/2 = 3 y 3443 =37.
Todos los intervalos en este ejemplo tienen una longitud de 6. Reescribimos la tabla con las marcas de
clase y las frecuencias absolutas:

X; 37 43 49 55 61 67 73

fi 2 10 12 9 4 2 1

En este caso el histograma de las frecuencias absolutas es 15
muy sencillo pues todos los intervalos tienen igual
longitud. Si no fuera asi, habria que calcular con cuidado
las alturas de los rectdngulos para que las areas fueran
proporcionales a las frecuencias.

37 43 49 55 61 67 73

Vamos a representar también el histograma de las
frecuencias relativas y de las frecuencias relativas acumuladas:

Xi 37 43 49 55 61 67 73
Frecuencias relativas 0,05 0,25 0,3 | 0,225 0,1 0,05 | 0,025
Frecuencias relativas acumuladas 0,05 0,3 0,6 | 0,825 | 0,925 | 0,975 1
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Frecuencias Relativas
0,35 1,2

Frecuencias relativas acumuladas

0,3

0,25

0,2

0,15
0,1
0,05

Calculo de la media y la desviacidn tipica:

Procedemos de la forma que ya conocemos, calculando el producto de las marcas de clase por las

frecuencias:

Xi 37 43 49 55 61 67 73 Suma
fi 2 10 12 9 4 2 1 40
X;* fi 74 430 588 495 244 134 73 2038

La media es igual a 2038/40 = 50,95

Para calcular la desviacién tipica restamos a cada marca de clase, la media, elevamos al cuadrado y

multiplicamos por la frecuencia relativa:

X 37 43 49 55 61 67 73 Suma
fi 2 10 12 9 4 2 1 40
Xi—m -13,95 -7,95 -1,95 4,05 10,05 16,05 22,05
(xi—m) 194,60 | 63,2025 3,8025 | 16,4025 | 101,0025 | 257,6025 | 486,2025 | 1122,8175
fi 2 10 12 9 4 2 1 40
(xi-m)*-f; | 389,20 632,025 45,63 147,62 404,01 515,205 | 486,2025 2619,9

La suma de las diferencias de la media al cuadrado por las frecuencias relativas es 2619,9. Ahora
dividimos entre n que en nuestro caso es 40, y se obtiene 65,5 que es la varianza. Calculamos la raiz

cuadrada. La desviacidn tipica es 8,09.

-
—_
x

N
—
N—

|
3

e Utilizamos la otra férmula: Varianza =

Matematicas 42 A de ESO. Capitulo 7: Estadistica. Azar y probabilidad.

www.apuntesma reaverde.org.es

Autores: Javier Rodrigo y Maria Molero
Revisoras: Raquel Caro y Nieves Zuasti

Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




X; 37 43 49 55 61 67 73 Suma

fi 2 10 12 9 4 2 1 40

x? 1369 1849 2401 3025 3721 4489 5329 22183
X7 fi 2738 18490 28812 27225 14884 8978 5329 106456

Varianza = (106456/40) —(50,95)2 =2661,4 —-2595,9 = 65,5 y desviacion tipica = s = 8,09.

e Veamos otro ejemplo de cdlculo de la media y la desviacidn tipica utilizando la otra férmula:

Zn:(xiz ' fi)

i=1

2

Varianza = -m
n

Xi 64 | 65| 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 | Suma

fi 1 0 2 5 9 22 16 12 8 3 1 1 80
xi-fi| 64 0 | 132 335 612 | 1518 | 1120 | 852 | 576 | 219 74 75 5577

X,-Z 4096 | 4225 | 4356 4489 4624 | 4761 4900 | 5041 | 5184 | 5329 | 5476 | 5625
X,-z-f,- 4096 0 8712 22445 41616 | 104742 | 78400 | 60492 | 41472 | 15987 | 5476 5625 | 389063
n = 80.

La media es igual am =5577/80 = 69,7.

Z(X‘z ) 389063
La varianza es iguala 22— —m? =
n 80

La desviacion tipica es igual a la raiz cuadrada de la varianza, s = 2,28.

Calculo de la mediana y los cuartiles.

Representamos el histograma de frecuencias
absolutas acumuladas, y cortamos por las lineas
n/2 para la mediana, n/4 para el primer cuartil, y
3n/4 para el segundo. En nuestro caso por 20,
10y 30.

Observamos, viendo donde las rectas
horizontales, y = 20, y = 10 e y = 30 cortan al
histograma, que la mediana esta en el intervalo
[46, 52) cuya marca de clase es 49, el primer
cuartil en el intervalo [40, 46) cuya marca de
clase es 43, y el tercer cuartil en [52, 58) cuya
marca de clase es 55.

—69,7° = 4863,2875 — 4858,09 = 5,1975

50
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X; [34, 40) [40, 46) [46, 52) [52, 58) [58, 64) [64,70) | [70, 76)
fi 2 10 12 9 4 2 1
F; 2 12 24 33 37 39 40

Podemos ajustarlo mas haciendo una interpolacion lineal, es decir, aproximando con una recta.

Para la mediana trazamos la recta que pasa por los puntos (46, 12) y (52, 24) (y = 2x — 80) y calculamos
ddénde corta a la recta y = 20. Corta en x = 50. Por tanto la mediana es Me = 50.

50

Utiliza el ordenador
Para dibujar histogramas con el ordenador utilizando una hoja de calculo nos encontramos con la
dificultad de que éste dibuja los rectangulos separados. Dibuja un diagrama de rectangulos. Para
arreglarlo en el caso de que la longitud de todos los intervalos sea la misma, debes sefalar uno de los
rectangulos, entrar en “dar formato a la serie de datos” y, en “Opciones de serie” seleccionar en “Ancho
del intervalo” un ancho del 0 %, es decir, “sin intervalo”. Si las longitudes son distintas se debe calcular
previamente las alturas de los rectangulos.

14. Utiliza el ordenador para dibujar histogramas y repetir los cdlculos de la actividad resuelta anterior.

15. Se conocen las cantidades de residuos sélidos recogidos en m>/semana durante 12 semanas de una
urbanizacion: 23, 27, 30, 34, 38, 21, 30, 33, 36, 39, 32, 24. Escribe en tu cuaderno una tabla de
frecuencias absolutas con cuatro intervalos: [20, 25), [25, 30), [30, 35) y [35, 40). Calcula las marcas
de clase. Dibuja el histograma de frecuencias absolutas. Calcula la media y la desviacidn tipica.
Calcula graficamente la mediana y los cuartiles.
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El tercer cuartil esta en el intervalo [52, 58).
Calculamos la ecuacién de la recta que pasa
por los puntos (52, 24) y (58, 33), que es y =
(3/2)x — 54. Calculamos dénde corta a y = 30,
que es en x = 56. Por tanto Q3 = 56.

El primer cuartil estd en el intervalo [40, 46).
La recta que pasa por los puntos:

(40, 2)y (46, 12)

tiene por ecuacion y = (5/3)x — 64,6666, que
cortaay=10en x=44,79999.... Q1 =44,8.
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2. AZAR Y PROBABILIDAD

2.1. Experimento aleatorio y suceso

Un fendmeno o experimento aleatorio es aquel que, manteniendo las mismas condiciones en la
experiencia, no se puede predecir el resultado.

e Son experimentos aleatorios:
a) Lanzar una moneda y anotar si sale cara o cruz.
b) Lanzar un dado y anotar el nimero de la cara superior.
¢) Lanzar dos dados o dos monedas.
d) Si en una urna hay bolas blancas y rojas, sacar una al azar y anotar el color.

e) Sacar una carta de una baraja.
f) Sacar, sin reemplazamiento, dos cartas de la baraja.
g) Abrir un libro y anotar la pagina por la que se ha abierto.

Sin embargo, calcular el coste de una mercancia, sabiendo el peso y el precio por kg, no es un
experimento aleatorio. Tampoco lo es calcular el coste del recibo de la luz sabiendo el gasto.

e No son experimentos aleatorios
a) Salir a la calle sin paraguas cuando llueve y ver si te mojas.

b) El precio de medio kilo de rosquillas si las rosquillas cuestan a 3 € el kilo.

c) Soltar un objeto y ver si cae.

16. Indica si son, o no, fendmenos aleatorios:

a) La superficie de las comunidades auténomas espafiolas.

b) Anotar el sexo del préximo bebé nacido en una clinica determinada.
c) El drea de un cuadrado del que se conoce el lado.

d) Tirar tres dados y anotar la suma de los valores obtenidos.

e) Saber si el proximo afio es bisiesto.

Al realizar un experimento aleatorio existen varios posibles resultados o sucesos posibles.

Al realizar un experimento aleatorio siempre se obtendra uno de los posibles resultados.

Se llama suceso elemental a cada uno de los posibles resultados de un experimento aleatorio.

El conjunto de los posibles resultados de un experimento aleatorio se denomina espacio muestral.

Un suceso es un subconjunto del conjunto de posibles resultados, es decir, del espacio muestral.

Actividad resuelta

e Por ejemplo los posibles resultados al tirar una moneda son que salga cara o salga cruz. El
conjunto de sucesos elementales es {cara, cruz}.

e £l conjunto de posibles resultados de los experimentos aleatorios siguientes:

a) Extraer una bola de una bolsa con 9 bolas blancas y 7 negras es {blanca, negra}.
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b) Sacar una carta de una baraja espafiola es {AO, 20, 30, ..., SO, CO, RO, AC, ..., RC, AB, ..., RB, AE,
.., RE}.
c) Tirar dos monedas es: {(cara, cara), (cara, cruz), (cruz, cara), (cruz, cruz)}.

e Allanzar un dado, el conjunto de posibles resultados es {1, 2, 3, 4, 5, 6}, el suceso obtener par es
{2, 4, 6}, el suceso obtener impar es {1, 3, 5}, el suceso obtener multiplo de 3 es {3, 6}, sacar un
nimero menor que 3 es {1, 2}.

e Al lanzar dos monedas el conjunto de posibles resultados es {(C, C), (C, +), (+, C), (+, +)}. El suceso
sacar cero caras es {(+, +)}, sacar una cara es {(C, +), (+, C)} y sacar dos caras {(C, C)}.

17. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Escribir en cinco tarjetas cada
una de las vocales y sacar una al azar”.

18. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Tirar una chincheta y anotar
si cae de punta o no”.

19. Inventa dos sucesos del experimento aleatorio: Tirar dos monedas.
20. En el juego de loteria, indica dos sucesos respecto a la cifra de las unidades del primer premio.

21. Escribe tres sucesos aleatorios del experimento aleatorio sacar una carta de una baraja espafola.

2.2. Frecuencia y probabilidad

No vamos a definir “probabilidad”, pues existen varias definiciones posibles. Existe una axiomatica
debida a Kolmogorov relativamente reciente (1930), pero antes ya se habia sido usado este concepto
por ejemplo por Fermat y Pascal en el siglo XVII que se escribieron cartas reflexionando sobre lo que
ocurria en los juegos de azar. Cuando no comprendian cédmo asignar una determinada probabilidad,
jugaban muchas veces al juego que fuese y veian a qué valor se aproximaban las frecuencias relativas.
Asi, la probabilidad de un suceso podria definirse como el limite al que tienden las frecuencias
relativas de ese suceso cuando el niUmero de experimentos es muy alto. Por tanto:

Para calcular probabilidades se usan dos técnicas, una experimental, analizando las frecuencias relativas
de que ocurra el suceso, y la otra por simetria, cuando se sabe que los sucesos elementales son
equiprobables, es decir, que todos ellos tienen la misma probabilidad, entonces se divide el nimero
de casos favorables por el nimero de casos posibles.

Esto ultimo, cuando se puede usar, simplifica la forma de asignar probabilidades y se conoce como
Regla de Laplace que dice que: “Si los sucesos elementales son equiprobables, la probabilidad de un
suceso es el numero de casos favorables dividido por el numero de casos posibles”.

Actividad resuelta

e La probabilidad de que salga cara al tirar una moneda es 1/2, pues sélo hay dos casos posibles
{cara, cruz}, un unico caso favorable, cara, y suponemos que la moneda no estd trucada. Si
sospecharamos que la moneda estuviera trucada para asignar esa probabilidad habria que tirar
la moneda un montén de veces para observar hacia qué valor se acerca la frecuencia relativa de
obtener cara.
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e La probabilidad de sacar un 5 al tirar un dado es 1/6 pues hay seis casos posibles {1, 2, 3, 4, 5, 6},
un unico caso favorable, 5, y suponemos que el dado no esta trucado, luego todos ellos son
equiprobables.

e La probabilidad de que al cruzar la calle te pille un coche NO es 1/2, aunque sélo hay dos casos
posibles, que te pille el coche y que no te pille, pues ya te habria pillado un montdn de veces.
Para calcular esa probabilidad se recogen datos de peatones atropellados y se calcula utilizando
las frecuencias relativas.

e La probabilidad de sacar una bola roja de una bolsa con 7 bolas rojas y 3 bolas blancas es 7/10.

e La probabilidad de que un bebé sea nifia es aproximadamente 0,5, pero al hacer el estudio con
las frecuencias relativas se ha visto que es 0,49.

e Sj consideramos una baraja espafiola de 40 cartas y elegimos una carta, algunos de los sucesos
gue pueden ocurrir son “sacar un oro”, o “sacar un as”, o “sacar el caballo de copas”... Como de
antemano no sabemos lo que va a ocurrir decimos que estos sucesos son aleatorios o de azar.
Antes de sacar ninguna carta todas ellas son igualmente factibles, y como puede salir una
cualquiera de las 40 cartas decimos que la probabilidad, de por ejemplo, sacar el caballo de
copas es 1/40, la de sacar un oro es 10/40, y la de un as es 4/40.

e (Cudl es la probabilidad de sacar el rey de copas? ¢Y de sacar un rey? ¢Y una copa?

La probabilidad de sacar el as de copas es 1/40. Pero el suceso sacar un as se
cumple si sale el as de oros, o de copas, o de bastos o de espadas. Es decir, no
es un suceso simple, esta formado, en este caso por 4 sucesos elementales,
luego su probabilidad es 4/40 = 1/10. Lo mismo le ocurre a sacar una copa. Es
un suceso compuesto, y como hay 10 copas su probabilidad es 10/40 = 1/4.

22. Calcula la probabilidad de que al sacar una carta de la baraja sea una espada.

23. Para saber la probabilidad de que un recién nacido sea zurdo, éte basarias en el estudio de las
frecuencias relativas o la asignarias por simetria?

2.3. Asignacion de probabilidades
Suceso contrario

Actividades resueltas

e (Cudl es la probabilidad de sacar un as en la baraja de 40 cartas? ¢Y de no sacar un as? ¢Y de
sacar una copa? ¢Y de no sacar una copa?

El suceso no sacar un as es el suceso contrario al de sacar un as. Cartas que no son ases hay 36, luego la
probabilidad de no sacar as es 36/40 = 9/10. Observa que se obtiene que p(as) + p(no as) = 1/10 + 9/10
=10/10=1.

La probabilidad de sacar copa es 10/40, y hay 30 cartas que no son copas, luego la probabilidad de no
sacar copa es 30/40, y 10/40 + 30/40 = 1.

Si designamos por p(X) a la probabilidad de un suceso X y por p(noX) a la probabilidad de su suceso
contrario resulta que:

Matematicas 42 A de ESO. Capitulo 7: Estadistica. Azar y probabilidad. Autores: Javier Rodrigo y Maria Molero
Revisoras: Raquel Caro y Nieves Zuasti

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




p(X) + p(noX) = 1.

La probabilidad de un suceso mas la probabilidad de su suceso contrario es igual a 1.

24. i Cual es la probabilidad de no sacar un 5 al tirar un dado? ¢Y de no sacar un multiplo de 3? ¢Y de no
sacar un nimero menor que 2°?

25. Al tirar una moneda dos veces, écudl es la probabilidad de no sacar ninguna cara? ¢Y de sacar al
menos una cara? Observa que sacar al menos una cara es el suceso contrario de no sacar ninguna
cara.

Sucesos dependientes e independientes
Ejemplo:

e Tenemos una bolsa con 3 bolas rojas y 2 bolas negras. ¢ Cudl es la probabilidad de sacar una bola
roja? Si sacamos dos bolas, écual es la probabilidad de sacar dos bolas rojas?

La probabilidad de sacar una bola roja es 3/5. Pero la de sacar dos bolas rojas, idepende!
Depende de si volvemos a meter en la bolsa la primera bola roja, o si la dejamos fuera.
En el primer caso decimos que es con reemplazamiento y en el segundo, sin reemplazamiento.

Si la volvemos a meter, la probabilidad de sacar bola roja volverd a ser 3/5, y la probabilidad de sacar
dos bolas rojas es 3/5 - 3/5 = 9/25. La probabilidad de esta segunda bola no depende de lo que ya
hayamos sacado, y en este caso la probabilidad se obtiene multiplicando.

Silos sucesos A y B son independientes: p(Ay B) = p(A) - p(B).

Pero si la dejamos fuera, ahora en la bolsa sélo hay 4 bolas y de ellas sélo quedan 2 bolas rojas, luego la
probabilidad de que esa segunda bola sea roja es 2/4, y esta condicionada por lo que antes hayamos
sacado. Se escribe: p(Roja/Roja) y se lee “probabilidad de roja condicionado a haber sacado roja”. La
probabilidad de sacar dos bolas rojas es ahora: 3/5 - 2/4 = 6/20 = 3/10.

Observa el diagrama de arbol y comprueba que la probabilidad de sacar primero una bola roja y luego

Roja
2/4 3/5*2/4=3/10
rose 2/4
3/5 no Roja
3/6*2/4=3/10
2/5 Roja
2/5*3/4=3/10
3/4
noRoja
1/4
no Roja
2/5*1/4=1/10
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una bola negra (no roja) es 3/5 - 2/4 = 3/10 pues después de sacar una bola roja en la bolsa quedan sélo
4 bolas y de ellas 2 son negras. La probabilidad de sacar primero una bola negra y luego bola roja es
2/5-3/4=6/20 =3/10, y la de sacar dos bolas negras es: 2/5-1/4 = 2/20 = 1/10. Pero observa mas cosas.

Por ejemplo, 3/5+2/5=1;2/4+2/4=1;3/4+1/4=1;3/10+3/10+3/10+1/10 = 1.

Los sucesos no son independientes. El que ocurra A, o no ocurra A, afecta a la probabilidad de B. Por
eso se dice que B esta condicionado a A.

Si los sucesos A y B son dependientes entonces: p(A 'y B) = p(A) - p(B/A)

B/A
PER 7 oiayB)=p(A)p(BIA)
A
P(A)
p(noB/A) s, No B
P(AynoB)=p(A)*p(noB/A)
B
p(B/noA) p(NoAyB)=p(noA)*p(B/noA)
P(NOA)N, oA
no B
P(noB/noA) p(noAynoB)=p(noA)*p(noB/noA)

Actividades resueltas

e Sacamos dos cartas de una baraja de 40 cartas sin reemplazamiento. ¢ Cudl es la probabilidad de
sacar dos ases?

Si fuera con reemplazamiento la probabilidad seria 4/40 - 4/40, pero al ser sin reemplazamiento la
probabilidad del segundo as viene condicionada por que hayamos sacado un as previamente. Ahora en
la baraja ya no quedan 40 cartas sino 39, y no quedan 4 ases sino sélo 3, luego la probabilidad es:

4/40 - 3/39 =1/130.
Observa que:
Si dos sucesos son dependientes entonces: p(B/A) # p(B).

Pero si dos sucesos son independientes entonces: p(B/A) = p(B/noA) = p(B).
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26. En tu cuaderno haz un diagrama en arbol similar al anterior con los sucesos Ay B: A = sacar un as en
la primera extraccién (noA = no sacarlo), y B = sacar un as en la segunda extraccién (no B = no
sacarlo). ¢Cual es la probabilidad de sacar as en la segunda extraccién condicionado a no haberlo
sacado en la primera? ¢Y la de no sacar as en la segunda extracciéon condicionado a no haberlo
sacado en la primera? ¢Cuadl es |la probabilidad de sacar dos ases? ¢Y la de sacar un solo as?

27. En el diagrama de arbol anterior indica cual es la probabilidad de “no salen 2 ases” y la de “no sale
ningun as”.

28. En el experimento “sacar tres cartas seguidas”, écual es la probabilidad de sacar tres ases? Primero
con reemplazo, y luego sin reemplazo.

29. Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de que salga un seis doble.

30. Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de sacar al menos un 6. Ayuda: Quizas te sea mas
facil calcular la probabilidad de no sacar ningtn 6, y utilizar el suceso contrario.

Sucesos compatibles e incompatibles

Ejemplo:
e (Cual es la probabilidad de, en una baraja de 40 cartas, sacar una copa o un oro?

Hay 10 copas y 10 oros, y ninguna carta es a la vez copa y oro, luego la probabilidad es 20/40.
e (Cuadl es la probabilidad de, en una baraja de 40 cartas, sacar un as o un oro?

Hay 4 ases y hay 10 oros, pero hay el as de oros, luego las cartas que son o bien un as o bien un oro son
13, luego la probabilidad es 13/40.

Llamamos sucesos incompatibles a los que, como copa y oro, no pueden realizarse a la vez, y sucesos
compatibles a los que, como as y oro, pueden realizarse a la vez.

Designamos p(A o B) a la probabilidad del suceso “se verifica A o bien se verifica B”. Hemos visto en el
ejemplo que si los sucesos son incompatibles su probabilidad es igual a la suma de las probabilidades.

P(A o B) = p(A) + p(B), si Ay B son incompatibles.

Pero si Ay B si pueden verificarse a la vez habra que restar esos casos, esas veces en que se verifican A
y Balavez.

P(A o B) = p(A) + p(B) — p(A y B), si Ay B son compatibles.

Esta segunda expresion es mas general que la primera, ya que en el caso en que A y B son
incompatibles entonces p(Ay B) = 0.

Actividades resueltas

e Calcula la probabilidad de los sucesos siguientes: a) Sacar un rey o una figura; b) No sale un rey o
sale un rey; c) Sacar un basto o una figura.

a) Hay4reyesy hay 4 -4 =16 figuras (as, sota, caballo y rey), pero los cuatro reyes son figuras, por
tanto p(Rey o Figura) = 4/40 + 16/40 — 4/40 = 16/40 = 0,4.

b) Hay 40 — 4 = 36 cartas que no son reyes, y hay 4 reyes, luego p(no rey o rey) = 36/40 + 4/40 = 1.
Esta conclusion es mas general. Siempre:
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p(noAoA)=1,

pues un suceso y su contrario ya vimos que verificaban que p(A) + p(noA) = 1.

c) Hay 10 bastos y hay 12 figuras, pero hay 4 figuras que son a la vez bastos (as, sota, caballo y rey),
luego p(Basto o Figura) = 10/40 + 16/40 — 4/40 = 22/40 = 11/20.

Resumen:

Suceso contrario: p(X) + p(noX) = 1.
Sucesos dependientes: p(Ay B)=p(A) - p(B/A).
Sucesos compatibles: P(A o B) = p(A) + p(B) — p(A y B).

31. Lanzamos dos dados que no estén trucados y anotamos los numeros de su cara superior.
Consideramos el suceso A que la suma de las dos caras sea 8, y el suceso B que esos nimeros
difieran en dos unidades. a) Comprueba que p(A)=5/36 (2+6;3+5;4+4;5+3;6+2)yquep(B) =
8/36 ((1,3), (2, 4), ...). b) Calcula las probabilidades de: p(A y B); p(A o B); p(A y noB); p(noA y B);
p(noA y noB). c) Calcula p(A/B); p(A/noB); p(noA/B).

2.4. Experiencias compuestas: tablas de contingencia y diagramas de arbol

Diagramas de arbol

Ejemplo: 07 Intencionado
e Se hace un estudio sobre los incendios y se comprueba que en 0.25
una determinada zona el 70 % los incendios son Negigenaia
intencionados, un 25 % se deben a negligencias y 5 % a causas
naturales como rayos o a otras causas. Representa esta 0,05 OtrasCausas
situacion con un diagrama de arbol.

Actividades resueltas

0z~
p(lyl)=0,7*07=0,49
|
0.3
: nol
Byl p(ly nol)=0,7*0,3=0,21
p(nol)=0,3 I
p(noly1)=03*0,7=0,21
nol 0.7
0 nol
p(nolynol)=0,3*0,3=0,09

sea intencionado y el segundo no.
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e Si consideramos que la probabilidad de que un
incendio sea intencionado es 0,7, écual es la
probabilidad de que al considerar dos incendios, al
menos uno haya sido intencionado?

Llamamos | al suceso “ser intencionado” y nol al
suceso “no ser intencionado”. Representamos la
situacién en un diagrama de arbol. Como el que un
incendio sea intencionado es independiente de cdmo
sea el segundo, tenemos que:

P(lyl)=0,7-0,7 =0,49
P(lynol)=0,7-0,3=0,21

ya que es la probabilidad de que el primer incendio
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P(nolyl)=0,3:0,7=0,21
P(noly nol)=0,3-0,3=0,09

La probabilidad de que al menos uno haya sido intencionado la podemos calcular sumando las
probabilidades de (1 y I), (I y nol), y (nol y I) que es 0,49 + 0,21 + 0,21 = 0,91. Pero mas sencillo es
calcular la probabilidad del suceso contrario p(nol y nol) = 0,09 y restarla de 1:

p(al menos uno intencionado) =1 -0,09 =0,91.

32. Dibuja en tu cuaderno un diagrama en arbol para tres incendios, y calcula la probabilidad de que al
menos uno haya sido intencionado siendo p(l) =0,7.

33. En una aeronave se han instalado tres dispositivos de seguridad: A, B y C. Si falla A se pone B en
funcionamiento, y si también falla B empieza a funcionar C. Las probabilidades de que funcione
correctamente cada dispositivo son: p(A) = 0,95; p(B) = 0,97 y p(C) = 0,98. a) Calcula la probabilidad
de que fallen los tres dispositivos. b) Calcula la probabilidad de que todo vaya bien.

34. Una fabrica de mufiecas desecha normalmente el 0,5 % de su produccidn por fallos debidos al azar.
Calcula la probabilidad de que: a) Al coger dos mufiecas al azar haya que desechar ambas. b) Al
coger dos mufiecas al azar haya que desechar sélo una. c) Al coger dos mufiecas al azar no haya que
desechar ninguna d) Verificamos 4 mufiecas, calcula la probabilidad de desechar Unicamente la
tercera mufeca elegida.

35. Lanzamos una moneda hasta que aparezca dos veces seguidas del mismo lado. Calcula las
probabilidades de que: A) La experiencia termine al segundo lanzamiento. B) Termine al tercer
lanzamiento. C) Termine en el cuarto. D) Termine a lo sumo en el cuarto lanzamiento (es decir, que
termine en el segundo o en el tercero o en el cuarto lanzamiento).

Tablas de contingencia
Ejemplo:

e Se han estudiado 500 enfermos del higado analizando por un procedimiento nuevo si las
lesiones son benignas o malignas. Luego se les volvid a analizar por el procedimiento usual
determinando qué diagndsticos habian sido correctos y cudles incorrectos. Los valores
obtenidos se representan en la tabla:

Diagndstico correcto Diagndstico incorrecto Totales
Lesion maligna 206 12 218
Lesion benigna 268 14 282
Totales 474 26 500

Determinamos la tabla de frecuencias relativas:

Diagndstico correcto (C) Diagndstico incorrecto () Totales
Lesion maligna (M) 0,412 0,024 0,436
Lesion benigna (B) 0,536 0,028 0,564
Totales 0,948 0,052 1
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Actividades resueltas

e Imagina que estas frecuencias relativas pudieran tomarse como probabilidades. Interpretamos
entonces el significado de cada uno de estos valores.

0,412 seria la probabilidad de que el diagndstico de lesion maligna fuese correcto: p(My C).
0,024 =p(My1); 0,536 = p(By C); 0,028 = p(By I).
¢Y 0,4367 El numero de lesiones malignas es 218, luego 0,436 = p(M).
Del mismo modo: 0,564 = p(B); 0,948 = p(C); 0,052 = p(l).
Observa que p(M) + p(B) =1 y que p(C) + p(l) = 1. Son sucesos contrarios.
e (¢Son dependientes o independientes los sucesos My C?

Recuerda que p(M y C) = p(M) - p(C/M), por tanto: 0,412 = 0,436 - p(C/M), de donde p(C/M) =
0,412/0,436 = 0,945 que es distinto de 0,948 que es la probabilidad de C. Se puede afirmar que My C
son dependientes ya que p(C/M) # p(C).

En general se denomina tabla de contingencias a:

A No A
B P(AyB) P(noAy B) P(B)
NoB P(Ay noB) P(noA y noB) P(noB)
P(A) P(noA) 1

En una tabla de contingencia figuran todas las probabilidades o contingencias de los sucesos
compuestos.

Observa que, como sabemos por la probabilidad del suceso contrario:
p(A) + p(noA) = 1y p(B) + p(noB) = 1.
Observa también que:
p(A) =p(AyB)+p(AynoB), del mismo modo que p(B) = p(Ay B) + p(noAy B)
pues se obtienen sumando respectivamente la primera columna y la primera fila.
También:

p(noA) = p(noAy B) + p(noAy no B) y p(noB) = p(Ay noB) + p(noA y noB).

36. Se ha hecho un estudio estadistico sobre accidentes de trafico y se han determinado las siguientes
probabilidades reflejadas en la tabla de contingencia:
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Accidente en carretera (C) Accidente en zona urbana (U) | Totales

Accidente con victimas (V) 0,27 0,56

Accidente con sélo daios
materiales (M)

Totales 0,58 1

a) Copia la tabla en tu cuaderno y complétala.

b) Determina las siguientes probabilidades: p(V y C); p(V y U); p(M y C); p(M y U); p(V); p(M); p(C) y
p(U).

c) Calcula p(U/V); p(C/V); p(V/U); p(V/C). éSon dependientes o independientes los sucesos: accidente
con victimas y accidente en carretera?

37. Inventa una tabla de contingencia considerando que los accidentes puedan ser de carretera (C) o
urbanos (U), pero que ahora los clasificamos en leves (L), graves (G) o mortales (M). Observa que lo
fundamental para confeccionar la tabla es que los sucesos sean incompatibles dos a dos.

Diagramas de arbol y tablas de contingencia

Los diagramas de arbol y las tablas de contingencia estan relacionados. Dado un arbol puedes obtener
la tabla de contingencia, y viceversa. Tiene interés esta relaciéon pues con los datos del problema a
veces es mas sencillo construir uno de ellos y dar la solucion pasando al otro.

Actividades resueltas

e Dada la tabla de contingencia, obtener el diagrama de arbol que comienza con Ay noA.

A No A
B 2/9 5/9 7/9
No B 1/9 1/9 2/9
3/9=1/3 6/9=2/3 1

Conocemos la p(A) =3/9 =1/3, p(noA) =6/9 =2/3, p(B) =7/9 y p(noB) = 2/9.
También conocemos p(Ay B) =2/9; p(Ay noB) =1/9; p(noAy B) =5/9y p(noAy no B) =1/9.
Nos falta conocer p(B/A) que podemos obtener dividiendo p(A y B) entre p(A):
p(B/A) = p(Ay B)/p(A) = 2/9:3/9=2/3.
Del mismo modo calculamos:
p(noB/A) = p(Ay noB)/p(A)= 1/9:3/9=1/3
p(B/noA) = p(noAy B)/p(noA)= 5/9:6/9=5/6
p(noB/noA) = p(noAy noB)/p(noA)= 1/9:6/9=1/6.
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El arbol es:

B
2/3 pP(A Yy B) = 2/9
A
1/3 1/3 no B
pl{A vy NnoB) = 1/9
B
2/3 5/6, p(noA y B) = 5/9
noA
1/6& no B
p(noA y noB) = 1/9
Actividades resueltas B
. . . 2 P(AyB) =01
e Reciprocamente, dado el diagrama de arbol ™
obtener el diagrama de contingencia: 03
' 2/3
Ahora conocemos p(A) = 0,3 y p(noA) = 0,7. Ademas ;(OABy noB) = 0.2
conocemos p(B/A) = 1/3; p(B/noA) = 6/7; p(noB/A) =
2/3y p(noB/noA) =1/7.
B
Calculamos, multiplicando: p(A y B) = 0,3:(1/3) = 0,1; 8 SOy BY =08
p(Ay noB) =0,3:(2/3) =0,2; p(noAyB) =0,7:(6/7) = 0,6 0,7 :
y p(noA y noB) = 0,7:(1/7) = 0,1 que ponemos también i
en el arbol. 1/7 no B
p(noA y noB) = 0,1
Rellenamos con estos datos, una tabla de contingencia:
A No A
B 0,1 0,6
No B 0,2 0,1
0,3 0,7 1

Calculamos, sumando, las casillas que nos faltan, p(B) =0,1+ 0,6 =0,7 y p(noB) =0,2 + 0,1 =0,3.

A No A
B 0,1 0,6 0,7
No B 0,2 0,1 0,3
0,3 0,7 1

Puede ser muy interesante pasar de un diagrama de arbol a la tabla de contingencia y de ésta, al otro
diagrama de arbol, con el que podemos conocer p(A/B) = 0,1/0,7 = 1/7; p(noA/B) = 0,2/0,7 = 2/7;
p(A/noB) =0,3/0,6 =3/6 =1/2y p(noA/noB) =0,1/0,3 = 1/3.
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A
joi.2 P(ByA) =01
B
0,7
p(B y noA) =0,2
A
3/6=1/ p(noBy A) = 0,6
0,3
noB
g s no A
p(noB y noA) = 0,1

38. Dada la tabla de contingencia, construye dos diagramas de arbol.

A No A
B 0,4 0,2 0,6
No B 0,15 0,25 0,4
0,55 0,45 1
39. Dado el diagrama de 4arbol, construye la tabla de
contingencia, y después el otro diagrama de arbol. i B
40. Tenemos dos urnas, A y B. La primera con 8 bolas blancas y A
2 bolas negras. La segunda con 4 bolas blancas y 6 bolas 175 >/ -
negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas,
también al azar y resulta ser negra. éCual es la probabilidad
de que proceda de la urna A? B
41.Se estd estudiando un tratamiento con un nuevo e sk
medicamento, para lo que se seleccionan 100 enfermos. A noA
60 se les trata con el medicamento y a 40 con un placebo. T no B
Los valores obtenidos se representan en la tabla adjunta
Medicamento (M) Placebo (no M)
Curados (C) 50 30 80
No curados (no C) 10 10 20
60 40 100

Se utilizan esos valores para asignar probabilidades. Calcula:

a) La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el medicamento. Ayuda:
p(M/C)

La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el placebo. Ayuda: p(noM/C).
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CURIOSIDADES. REVISTA

-

El nombre de Estadistica
proviene del s. XIX, sin
embargo ya se utilizaban
representaciones graficas vy
otras medidas en pieles,
rocas, palos de madera vy
paredes de cuevas para
controlar el numero de
personas, animales o ciertas
mercancias desde la
Prehistoria. Los babilonios
usaban ya envases de arcilla
para recopilar datos sobre la
produccién  agricola. Los
egipcios analizaban los datos
de la poblacién y la renta del
pais mucho antes de construir
las pirdmides. Los antiguos
griegos realizaban censos
cuya informacion se utilizaba
hacia 600 aC.

Estadistica

El inicio de la Teoria de la
Probabilidad,
fueron los juegos de azar.

como sabes,

www.apuntesmareaverde.org.es
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Al Caballero de la Meré le gustaba jugar y era un gran
jugador, por eso sabia que era favorable apostar, al tirar
un dado “sacar al menos un 6 en 4 tiradas de un dado” y
gue no lo era al tirar dos dados el “sacar al menos un 6
doble en 24 jugadas”.

Caballero de la Meré

Se ve que habia jugado mucho para saber que las
frecuencias relativas le decian que el primer suceso tenia
una probabilidad superior a 0,5, y el segundo la tenia
inferior. Pero no lo comprendia. No era matematico vy
solo se sabia la regla de tres. iEsto no es una
proporcionalidad! Dijo 6 : 4 = 36 : 24. Pero las frecuencias
relativas le decian que no era asi, por lo que escribid a
Pascal para que le solucionara el problema.

Tu ya sabes lo suficiente para solucionarselo. Antes de
seguir leyendo, intenta resolverlo.

En lugar de calcular la probabilidad de sacar al menos un
6 en 4 tiradas, calcula la probabilidad de no sacar un 6,

4
. 5
gue es su suceso contrario, y es (gj . Por tanto la

probabilidad de sacar al menos un 6 en 4 tiradas es:
5 4
1—(gj =0,5177 >0,5.

Calculamos del mismo modo la probabilidad de sacar al
menos un seis doble al tirar dos dados 24 veces,
calculando la de su suceso contrario, la de no sacar

24
. . 35
ningun seis doble: [%J , por lo que sacar al menos un 6

doble es:
24
1—(§) =0,4914<0,5.
36

iCuanto debid de jugar el Caballero de la Meré para darse
cuenta de esa pequefia diferencia en las probabilidades!

farea Verde

R
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Continuaba la

(&

9=3+3+3 10=4+3+3
9=4+3+2 10=4+4+2
9=4+4+1 10=5+3+2
- - P 9=5+2+2 10=5+4+1
Si quieres saber mas,
busca: 9=5+3+1 10=6+2+2
. 9=6+2+2 10=6+3+1
http://www.miscelaneamate
matica.org/Misc34/caballero.p En ambos casos hay 6 descomposiciones posibles, sin
df embargo, tirando muchas veces los 3 dados
comprobaba que es mas probable sacar un 10.
Si haces un diagrama en arbol comprobaras que todas

ﬁné.

/ La ruleta \

William Jaggers llegé a Montecarlo con unos pocos
francos en el bolsillo y, durante un mes anoté los
numeros que salian en cada ruleta, y en cuatro dias gand
dos millones cuatrocientos mil francos. Jaggers consiguid
guebrar a la banca en Montecarlo analizando las
frecuencias relativas de cada nimero de la ruleta vy
observando que se habia desgastado algo del mecanismo
de una de ellas, con lo que todos los valores no tenian
igual probabilidad. Aposté a los nimeros mas probables y
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En el siglo XVI planted el siguiente problema: Al tirar
tres dados, épor qué es mas probable obtener que la
suma de las caras superiores sea 10, que sea 9?

reflexion con las  posibles
descomposiciones en esas sumas:

/ esas descomposiciones no son igualmente probables.

Por ejemplo: (3, 3, 3) tiene una probabilidad de 1/216,
mientras que la suma 6 + 2 + 2, puede salir con tres
sucesos (6, 2, 2), (2, 6, 2) y (2, 2, 6), luego su
probabilidad es 3/216.

e Calcula las probabilidades de cada una de las
\ sumas y la de sacar 10 y de sacar 9.

Galileo,
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RESUMEN

Ejemplos
Poblaciony Poblacién: Todo el conjunto de individuos sobre el que | Para conocer la intencién de voto, la
muestra se hace el estudio. Muestra: Una parte de esa|poblacionestodo elpais,yse
pObIaCién. selecciona una muestra
Frecuencia Frecuencia absoluta: Nimero de veces que se ha Fr Fr Fr
absoluta, obtenido ese resultado. Frecuencia relativa: Se obtiene Absoluta |Relatival Acumulada
: dividiendo la frecuencia absoluta por el nimero total. Absoluta
relativay ) .
Frecuencia acumulada: Se obtiene sumando las| A 28 0,7 28
acumulada . .
frecuencias anteriores. B 12 0,3 40
Graficos Diagrama de barras

estadisticos

Diagrama de lineas ‘

Diagrama de sectores

50
0

Media Media = m = (X1 + X2+ ...+ Xp)/n Con:8,4,6,10y 10
Media =38/5=7,6

Moda Es el valor mas frecuente 10

Mediana Deja por debajo la mitad 4<6<8<10=10.Me=8.

Varianza'y n o EY Varianza = 5,4.

- —m)? X; - —m)?

Desviacion Varianza = ;(Xu ™) = .Zzll —m?.S= ;(X, m = s=2,33.

tipica n n n

Cuartiles Q1 deja por debajo la cuarta parte. Q3 deja por debajo las tres |Q1 = 6; Q3 = 10; Intervalo
cuartas partes. Intervalo intercuartil = Q3 —Q1. intercuartil =Q3-Q1=4.

Histograma El area de cada rectangulo es proporcional a la frecuencia .

Suceso Al realizar un experimento aleatorio existen varios|Tiramos un dado. Posibles
posibles resultados o sucesos posibles. resultados ={1, 2, 3, 4, 5, 6}
Un suceso es un subconjunto del conjunto de posibles|Suceso obtener multiplo de
resultados. 3=1{3,6}

Probabilidad Limite al que tienden las frecuencias relativas. P(5)=1/6.

Si los sucesos elementales son equiprobables entonces:
p = casos favorables / casos posibles.

P(sacar multiplo de 3) =2/6

Asignacion de
probabilidades

Suceso contrario: p(X) + p(noX) = 1.
Sucesos dependientes: p(Ay B) = p(A) - p(B/A).
Sucesos compatibles: P(A o B) = p(A) + p(B) — p(Ay B).

P(no5)=1-1/6=5/6.
P(5omul.3)=1/6+2/6=3/6
P sacar primero un 5y luego
multiplo de 3 =1/6-2/6 =2/36
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

Estadistica

1.

Haz una tabla de frecuencias absolutas, representa los valores en un diagrama de
sectores y calcula la moda.

N,N,A V,N,V,A,N,A,N,V,A,A,N,N,N,V,A,N,N,A,N,V, N, N, A, N, A, N, N.

En una clase se mira el color de los ojos de cada alumno y alumna y se obtiene
lo siguiente:

N :=negro; A := azuly V := verde.

2. Las notas de un conjunto de alumnos de 42 son:
2,10,7,8,1,0,3,5,6,9,2,4,1,6,9, 10,5,6,7,8,3,1,0,1,5,9, 10,9, 8, 7.
a) Haz una tabla de frecuencias absolutas, frecuencias relativas, frecuencias acumuladas absolutas
y frecuencias relativas acumuladas.
b) Calcula la media, la mediana y la moda.
c) Calcula la desviacidn tipica y los cuartiles.
3. Se ha preguntado a 40 alumnos por el nimero de hermanos que tenia, y se ha obtenido
Numero de hermanos 0 1 2 3 4 5 6 0 mas
Numero de veces 5 15 7 6 4 2 1
a) Representa un diagrama de barras de frecuencias absolutas y un diagrama de lineas de
frecuencias relativas.
b) Calcula la media, la mediana y la moda.
4. Se han lanzado cuatro monedas 100 veces y anotado el nimero de veces que ha salido cara. Los
resultados estan reflejados en la tabla siguiente:
Numero de caras 0 1 2 3 4
Numero de veces 7 25 36 26 6
a) Escribe en tu cuaderno una tabla de frecuencias absolutas, frecuencias relativas, frecuencias
acumuladas absolutas y frecuencias relativas acumuladas.
b) Representa un diagrama de barras de frecuencias absolutas acumuladas, un diagrama de lineas
de frecuencias relativas y un diagrama de sectores de frecuencias absolutas.
¢) Calcula la media vy la desviacidn tipica.
d) Calculala medianay los cuartiles.
5. Para conocer la distribucién de un cierto pais de las personas segln su edad se ha recogido una
muestra de diez mil personas y los valores obtenidos vienen reflejados en la tabla siguiente:
Edades [0,5) |[5,10) |[10,15) |[15,25) |[25,35) |[35,45) | [45,55) |[55,65) | [65,100)
Numero de | 900 1000 900 1500 1300 1200 1300 900 1000
personas
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a) Utiliza las marcas de clase y escribe en tu cuaderno una tabla de frecuencias absolutas,
frecuencias relativas, frecuencias acumuladas absolutas y frecuencias relativas acumuladas.
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b) Representa un histograma de frecuencias absolutas. Cuidado: Los intervalos no son todos
iguales. Recuerda: El drea de los rectangulos debe ser proporcional a las frecuencias.

¢) Calculala mediay la desviacion tipica.

d) Calcula la mediana y los cuartiles de forma gréfica usando un histograma de frecuencias
absolutas acumuladas.

6. Con los datos del problema anterior calcula el intervalo [media — desviacion tipica, media +
desviacion tipica]. ¢ Cuantas personas estan en dicho intervalo? ¢ Qué porcentaje? Calcula también el
intervalo [media — 2*desviacién tipica, media + 2*desviacion tipica] y [media — 3*desviacidn tipica,
media + 3*desviacion tipica]. Si la distribucién fuera normal habria en el primer intervalo un 68 % de
la muestra, en el segundo un 95 % y en el tercero mas de un 99’7 %. Compara tus resultados con
éstos.

7. Con los mismos datos calcula el intervalo intercuartil, e indica cuantas personas estan en dicho
intervalo y qué porcentaje.

8. Una compainia de seguros desea establecer una pdliza de accidentes. Para ello, selecciona al azar a
200 propietarios y les pregunta cuantos euros han gastado en reparaciones del automavil. Se han
agrupado en intervalos los valores de la variable obtenidos:

Euros [0, 100) | [100, 200) | [200, 400) | [400, 600) | [600, 800) | [800, 3000)
Numero de 40 30 20 40 50 20
personas

a) Calcula las marcas de clase y escribe en tu cuaderno una tabla de

frecuencias absolutas, frecuencias relativas, frecuencias acumuladas
absolutas y frecuencias relativas acumuladas.

b) Representa un histograma de frecuencias relativas. Cuidado: Los
intervalos no son todos iguales.

c) Calculala mediay la desviacion tipica.
d) Calcula la mediana y los cuartiles de forma gréfica usando un histograma de frecuencias
absolutas acumuladas.

9. Dos fabricantes de baterias de coches ofrecen su producto a una fabrica al mismo precio. La fabrica
quiere elegir la mejor. Para ello escoge una muestra de 60 baterias de cada marca y obtiene de cada
una los meses que ha funcionado sin estropearse. Obtiene la siguiente tabla:

Vida de la bateria en meses 20 22 24 26 28 30 32
Marca A 2 7 13 16 12 8 2
Marca B 1 4 17 20 15 3 0

¢Qué marca crees que elegira?
Para tomar la decision, calcula la media, la moda y la mediana para cada marca.

Si aun no te decides, calcula el recorrido, la desviacién tipica, el intervalo [m —s, m + s] y el intervalo
intercuartil.

10. Haz un trabajo. Pasa una encuesta a tus compafieros y
compafieras de clase. Hazles una pregunta con datos
numéricos, como por ejemplo, cuanto mide su mano, qué
numero de zapato calzan, el nimero de libros que lee en un
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mes, el nUmero de horas que ve la televisidon a la semana, dinero
gue gasta al mes en comprar musica... Representa los datos
obtenidos en una tabla. Y haz un estudio completo. Puedes d
. =
utilizar el ordenador:

a) Escribe en tu cuaderno una tabla de frecuencias absolutas, frecuencias
relativas, frecuencias acumuladas absolutas y frecuencias relativas acumuladas.

b) Dibuja un diagrama de barras, un diagrama de lineas y un diagrama de sectores.

¢) Calcula la media, la mediana y la moda

d) Calcula la varianza y la desviacion tipica

e) Calcula los cuartiles y el intervalo intercuartil.

f) Reflexiona sobre los resultados y escribe un informe.

Probabilidad

11. En un colegio se selecciona un grupo de 200 estudiantes de los cuales todos estudian francés o
inglés. De ellos 150 estudian inglés y 70 estudian francés. ¢{Cudntos estudian francés e inglés? En
otro centro escolar se estudian varios idiomas: francés, inglés, aleman, italiano. Se seleccionan
también 200 estudiantes de los cuales, 150 estudian inglés, 70 francés y 40 ambos idiomas,

écudntos estudiantes de ese centro no estudian ni francés ni inglés?

12. Lanzamos un dado. Calcula la probabilidad de: a) Sacar un nimero impar. b) s
No sacar un 3. c) Sacar un niumero mayor que 3. d) Sacar un nimero mayor LI
qgue 3 y que sea impar. e) Sacar un nimero mayor que 3 o bien que sea LR
impar.

13. En una clase hay 24 alumnos y 14 alumnas. La mitad de las alumnas y la tercera parte de los
alumnos tienen los ojos azules. Se elige un estudiante al azar. A) Calcula la probabilidad de que sea
chico y tenga los ojos azules. B) Calcula la probabilidad de que sea chico o tenga los ojos azules.

14. Antonio, Juan y Jorge tienen una prueba de natacidn. Antonio y

Juan tienen la misma probabilidad de ganar, y doble a la probabilidad de

Jorge. Calcula la probabilidad de que gane Juan o Jorge.

15. Lanzamos dos monedas distintas, una de 50 céntimos y otra de un

euro. Calcula la probabilidad de que: A) En la moneda de un euro salga

cara. B) Salga una cara. C) Salga al menos una cara. D) No salga ninguna
cara. E) Salga una cara y una cruz.

16. Lanzamos tres monedas. Calcula las probabilidades de: A) No salga ninguna cara. B) Salga al menos
una cara. C) Salgan dos caras y una cruz.

17. Lanzamos dos dados y anotamos los valores de las caras superiores. Calcula las probabilidades de
gue lasumaseal, sea2,sea3, ...seal2.

18. {Qué es mas probable al tirar tres dados, que la suma de sus caras superiores sea 9

o sea 107? Escribe el suceso “sea 9” y el suceso “sea 10” y calcula las probabilidades
de sus sucesos elementales. {Sabes ya mas que Galileo!

19. Lanzamos a la vez una moneda y un dado. Llama A al suceso “Salga cara y un
numero par”. B al suceso “Salga cruz y un numero primo” y C al suceso “salga un
numero primo”. Calcula las probabilidades de A, B y C. ¢Cémo son estos sucesos?
Indica cuales de ellos son compatibles y cuales son incompatibles.

20. Lanzamos una moneda 50 veces, équé es mas probable, obtener 50 caras seguidas
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

o obtener en las primeras 25 tiradas cara y en las 25 siguientes cruz? Razona la respuesta.

Una moneda esta trucada. La probabilidad de obtener cara es doble que la de obtener cruz. Calcula
las probabilidades de los sucesos obtener cara y de obtener cruz al tirar la moneda.

Tres chicos y dos chicas juegan un torneo de ajedrez. Todos los chicos
tienen idéntica probabilidad de ganar, y todas las chicas, también. Pero la
probabilidad de ganar una chica es doble de la de ganar un chico. Calcula la
probabilidad de que un chico gane el torneo.

Siete parejas de novios estdn en una habitacidén. Se seleccionan dos
personas al azar. Calcula la probabilidad de: a) Sean un chico y una chica.
b) Sean una pareja de novios. Ahora se escogen 4 personas al azar. Calcula la probabilidad de: c)
Haya al menos una pareja de novios. d) No haya ninguna pareja de novios.

Tenemos un dado trucado de forma que los numeros impares tienen una probabilidad doble a la de
los nimeros pares. Calcula las probabilidades de: A) Salga un nimero impar. B) Salga un nimero
primo. C) Salga un nimero primo impar. D) Salga un nimero que sea primo o sea impar.

En un grupo de 12 amigas hay 3 rubias. Se eligen dos chicas al azar. Calcula la probabilidad de que:
A) Ambas sean rubias. B) Al menos una sea rubia. C) Ninguna sea rubia. D) Una sea rubia y la otra
no.

Lanzamos dos dados y anotamos los valores de las caras superiores. Calcula las probabilidades de
gue: A) Los niumeros obtenidos sean iguales. B) Los nimeros obtenidos difieran en 3 unidades. C)
Los numeros obtenidos sean pares.

Lanzamos una moneda hasta que salga cara. Calcula la probabilidad de que: A) Salga cara antes del
cuarto lanzamiento. B) Salga cara después del octavo lanzamiento.

Un lote de 20 articulos tiene 2 defectuosos. Se sacan 4 al azar, icudl es la probabilidad de que
ninguno sea defectuoso?

Se lanzan dos dados y la suma de las caras superiores es 7. ¢Cudl es la probabilidad de que en uno
de los dados haya salido un 3?

Se tienen 3 cajas, A, By C. La caja A tiene 10 bolas de las cuales 4 son negras. La caja B tiene 6 bolas
con una bola negra. La caja C tiene 8 bolas con 3 negras. Se coge una caja al azar y de esa caja se
saca una bola, también al azar. Comprueba que la probabilidad de que la bola sea negra es 113/360.
Tenemos una moneda trucada cuya probabilidad de obtener cara es 3/5 y la de cruz es 2/5. Si sale
cara se escoge al azar un nimero del 1 al 8, y si sale cruz, se escoge un nimero del 1 al 6. Calcula la
probabilidad de que el nUmero escogido sea impar.

En un proceso de fabricacién de moviles se detecta que el 2 % salen
defectuosos. Se utiliza un dispositivo para detectarlos que resulta que
detecta el 90 % de los méviles defectuosos, pero sefiala como defectuosos
un 1 % que no lo son. A) Calcula la probabilidad de que sea correcto un
movil que el dispositivo ha calificado como defectuoso. B) Calcula la
probabilidad de que sea defectuoso un movil que el dispositivo ha calificado
como correcto. Ayuda: Utiliza primero un diagrama en arbol y luego una tabla de contingencia.
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AUTOEVALUACION

Con los datos siguientes, 1,5, 2,8,9,4,7,7,5, 7, calcula:

1. La media:

a)5 b) 5’5 c)6 d)7
2. La mediana:

a)5 b) 5’5 c) 6 d) 7
3. La moda:

a)5 b) 5’5 c)6 d)7
4. La desviacidn tipica:

a) 2 b) 2,27 c) 2,46 d) 2,65
5. El intervalo intercuartil
a)3 b) 2,75 )4 d) 2
6. Al tirar dos dados, la probabilidad de sacar al menos un 5 es:
a)5/6 b) 11/36 c) 25/36 d) 30/36
7. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar exactamente dos caras es:
a)1/2 b) 3/4 c) 3/8 d) 5/8
8. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar al menos dos caras es:
a)1/2 b) 3/4 c) 3/8 d) 5/8
9. Sacamos una carta de una baraja de 40 cartas, la probabilidad de que sea un oro o un multiplo
de 2 es:
a) 22/40 b) 19/40 c) 36/40 d) 3/4

10. Indica cual de las afirmaciones siguientes es siempre correcta:

a) P(A)+P(noA)=1
b) P(AyB)=P(A)-P(B)
c) P(AoB)=P(A)+P(B)
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	9. Si un ascensor mide 1,2 m de ancho, 1,6 m de largo y 2,3 m de altura, ¿es posible introducir en él una escalera de 3 m de altura?
	10. ¿Cuál es la mayor distancia que se puede medir en línea recta en una habitación que tiene 6 m de ancho, 8 m de largo y 4 m de altura(
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	20. Utiliza una trama de cuadrados o papel cuadriculado, y busca todos los diseños de seis cuadrados que se te ocurran. Decide cuáles pueden servir para construir un cubo /
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	25. Calcula el área total de un ortoedro de dimensiones 2,7 dm, 6,2 dm y 80 cm.
	26. Calcula la superficie total y el volumen de un cilindro que tiene 7 m de altura y 3 cm de radio de la base.
	27. Calcula el área total de una esfera de 7 cm de radio.
	Calcula el apotema de una pirámide regular sabiendo que su área lateral es de 150 cm2 y su base es un hexágono de 4 cm de lado.
	29. Calcula el apotema de una pirámide hexagonal regular sabiendo que el perímetro de la base es de 36 dm y la altura de la pirámide es de 6 dm. Calcula también el área total y el volumen de esta pirámide.
	30. Un triángulo rectángulo de catetos 12 cm y 16 cm gira alrededor de su cateto menor generando un cono. Calcula el área lateral, el área total y el volumen.
	31. Tres bolas de metal de radios 15 dm, 0,4 m y 2 m se funden en una sola, ¿Cuál será el diámetro de la esfera resultante?
	32. ¿Cuál es la capacidad de un pozo cilíndrico de 1,50 m de diámetro y 30 m de profundidad?
	¿Cuánto cartón necesitamos para construir una pirámide cuadrangular regular si queremos que el lado de la base mida 12 cm y que su altura sea de 15 cm?
	34. Calcula el volumen de un cilindro que tiene 2 cm de radio de la base y la misma altura que un prisma cuya base es un cuadrado de 4 cm de lado y 800 cm3 de volumen.
	35. ¿Cuál es el área de la base de un cilindro de 1,50 m de alto y 135 dm3 de volumen?
	El agua de un manantial se conduce hasta unos depósitos cilíndricos que miden 10 m de radio de la base y 20 m de altura. Luego se embotella en bidones de 2,5 litros. ¿Cuántos envases se llenan con cada depósito? 
	37. Calcula la cantidad de cartulina necesaria para construir un anillo de 10 tetraedros cada uno de los cuales tiene un centímetro de arista. 
	38.  Al hacer el desarrollo de un prisma triangular regular de 5 dm de altura, resultó un rectángulo de un metro de diagonal como superficie lateral. Calcula el área total.
	39. Determina la superficie mínima de papel necesaria para envolver un prisma hexagonal regular de 2 cm de lado de la base y 5 cm de altura.
	El ayuntamiento de Madrid ha colocado unas jardineras de piedra en sus calles que tienen forma de prisma hexagonal regular. La cavidad interior, donde se deposita la tierra, tiene 80 cm de profundidad y el lado del hexágono interior es de 60 cm. Calcula el volumen de tierra que llenaría una jardinera por completo.
	41. Una habitación tiene forma de ortoedro y sus dimensiones son directamente proporcionales a los números 2, 4 y 8. Calcula el área total y el volumen si además se sabe que la diagonal mide 17,3 m.
	42. Un ortoedro tiene 0,7 dm de altura y 8 dm2 de área total. Su longitud es el doble de su anchura, ¿cuál es su volumen?
	43. Si el volumen de un cilindro de 15 cm de altura es de 424 cm3, calcula el radio de la base del cilindro. 
	44. (CDI Madrid 2011) Han instalado en casa de Juan un depósito de agua de forma cilíndrica. El diámetro de la base mide 2 metros y la altura es de 3 metros. a) Calcula el volumen del depósito en m3. b) ¿Cuántos litros de agua caben en el depósito?
	45. (CDI Madrid 2012) Un envase de un litro de leche tiene forma de prisma, la base es un cuadrado que tiene 10 cm de lado. a) ¿Cuál es, en cm3, el volumen del envase? b) Calcula la altura del envase en cm.
	Una circunferencia de longitud 18,84 cm gira alrededor de uno de sus diámetros generando una esfera. Calcula su volumen.
	47. Una puerta mide 1,8 m de alto, 70 cm de ancho y 3 cm de espesor. El precio de instalación es de 100 € y se cobra 5 € por m2 en concepto de barnizado, además del coste de la madera, que es de 280 € cada m3. Calcula el coste de la puerta si sólo se realiza el barnizado de las dos caras principales. 
	48. El agua contenida en un recipiente cónico de 21 cm de altura y 15 cm de diámetro de la base se vierte en un vaso cilíndrico de 15 cm de diámetro de la base. ¿Hasta qué altura llegará el agua?
	49. Según Arquímedes, ¿qué dimensiones tiene el cilindro circunscrito a una esfera de 7 cm de radio que tiene su misma área? Calcula esta área.
	50. ¿Cuál es el volumen de una esfera en la que la longitud de una circunferencia máxima es 251,2 m?
	51. Calcula el área lateral y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos
	52. Calcula el área lateral y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos
	En la construcción de un globo aerostático esférico de un metro de radio se emplea lona que tiene un coste de 300 €/m2. Calcula el importe de la lona necesaria para su construcción.
	54. Calcula el radio de una esfera que tiene 33,51 dm3 de volumen.
	55. El Atomium es un monumento de Bruselas que reproduce una molécula de hierro. Consta de 9 esferas de acero de 18 m de diámetro que ocupan los vértices y el centro de una estructura cúbica de 103 m de diagonal, realizada con cilindros de 2 metros de diámetro. Si utilizamos una escala 1:100 y tanto las esferas como los cilindros son macizos, ¿qué cantidad de material necesitaremos?
	56. Se ha pintado por dentro y por fuera un depósito sin tapadera de 8 dm de alto y 3 dm de radio. Teniendo en cuenta que la base sólo se puede pintar por dentro, y que se ha utilizado pintura de 2€/dm2, ¿cuánto dinero ha costado en total?
	57. Una piscina mide 20 m de largo, 5 m de ancho y 2 m de alto.
	58. ¿Cuál de las dos campanas extractoras de la figura izquierda tiene un coste de acero inoxidable menor?
	59. En una vasija cilíndrica de 3 m de diámetro y que contiene agua, se introduce una bola. ¿Cuál es su volumen si después de la inmersión sube 0,5 m el nivel del agua?
	60.  El precio de las tejas es de 12,6 €/m2 ¿Cuánto costará retejar una vivienda cuyo tejado tiene forma de pirámide cuadrangular regular de 1,5 m de altura y 15 m de lado de la base?
	Se enrolla una cartulina rectangular de lados 40 cm y 26 cm formando cilindros de las dos formas posibles, haciendo coincidir lados opuestos. ¿Cuál de los dos cilindros resultantes tiene mayor volumen?
	62. Cada uno de los cubos de la figura tiene 2 cm de arista. ¿Cuántos hay que añadir para formar un cubo de 216 cm3 de volumen? 
	63. Un tubo de ensayo tiene forma de cilindro abierto en la parte superior y rematado por una semiesfera en la inferior. Si el radio de la base es de 1 cm y la altura total es de 12 cm, calcula cuántos centilitros de líquido caben en él.
	64. El lado de la base de la pirámide de Keops mide 230 m, y su altura 146 m. ¿Qué volumen encierra?
	65. La densidad de un tapón de corcho es de 0,24, ¿cuánto pesan mil tapones si los diámetros de sus base miden 2,5 cm y 1,2 cm, y su altura 3 cm?
	66. Comprueba que el volumen de una esfera es igual al de su cilindro circunscrito menos el del cono de igual base y altura.
	67. Calcula el volumen de un octaedro regular de arista 2 cm.
	68. Construye en cartulina un prisma cuadrangular regular de volumen 240 cm3, y de área lateral 240 cm2.
	 El cristal de una farola tiene forma de tronco de cono de 40 cm de altura y bases de radios 20 y 10 cm. Calcula su superficie.
	70. Un bote cilíndrico de 15 cm de radio y 30 cm de altura tiene en su interior cuatro pelotas de radio 3,5 cm. Calcula el espacio libre que hay en su interior.
	71. Un embudo cónico de 15 cm de diámetro tiene un litro de capacidad, ¿cuál es su altura?
	72. En un depósito con forma de cilindro de 30 dm de radio, un grifo vierte 15 litros de agua cada minuto. ¿Cuánto aumentará la altura del agua después de media hora?
	La lona de una sombrilla abierta tiene forma de pirámide octogonal regular de 0,5 m de altura y 40 cm de lado de la base. Se fija un mástil en el suelo en el que se encaja y el vértice de la pirámide queda a una distancia del suelo de 1,80 m. En el momento en que los rayos de sol son verticales, ¿qué área tiene el espacio de sombra que determina?
	74. Una pecera con forma de prisma recto y base rectangular se llena con 65 litros de agua. Si tiene 65 cm de largo y 20 cm de ancho, ¿cuál es su profundidad?
	75. En un helado de cucurucho la galleta tiene 12 cm de altura y 4 cm diámetro. ¿Cuál es su superficie? Si el cucurucho está completamente lleno de helado y sobresale una semiesfera perfecta, ¿cuántos cm3 de helado contiene?
	76. Calcula la distancia entre los puntos A(7, 3) y B(2, 5).
	77. Calcula la distancia entre los puntos A(7, 3, 4) y B(2, 5, 8).
	78. Calcula la longitud del vector de componentes u = (4, 5).
	79. Calcula la longitud del vector de componentes u = (4, 5, 0).
	80. El vector u = (4, 5) tiene el origen en el punto A(3, 7). ¿Cuáles son las coordenadas de su punto extremo?
	81. El vector u = (4, 5, 2) tiene el origen en el punto A(3, 7, 5). ¿Cuáles son las coordenadas de su punto extremo?
	82. Dibuja un cuadrado de diagonal el punto A(2, 3) y C(5, 6). ¿Qué coordenadas tienen los otros vértices del cuadrado? Calcula la longitud del lado y de la diagonal de dicho cuadrado.
	83. Dibuja un cubo de diagonal A(1, 1, 1) y B(4, 4, 4). ¿Qué coordenadas tienen los otros vértices del cubo? Ya sabes, son 8 vértices. Calcula la longitud de la arista, de la diagonal de una cara y de la diagonal del cubo. 
	84. Sea X(x, y) un punto del plano, y A(2, 4), escribe la expresión de todos los puntos X que distan de A una distancia 3.
	85. Sea X(x, y, z) un punto del espacio, y A(2, 4, 3), escribe la expresión de todos los puntos X que distan de A una distancia 3.
	86. Escribe la ecuación paramétrica de la recta que pasa por el punto A(2, 7) y tiene como vector de dirección u = (4, 5). Represéntala gráficamente.
	87. Escribe la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(2, 7) y B(4, 6), de forma explícita, implícita y paramétrica. Represéntala gráficamente.
	88. Escribe la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(2, 4, 6) y B(5, 2, 8), de forma explícita, y como intersección de dos planos.
	89. En el cubo de diagonal A(1, 1, 1) y B(5, 5, 5) escribe las ecuaciones de los planos que forman sus caras. Escribe también las ecuaciones de todas sus aristas, y las coordenadas de sus vértices.
	90. Escribe la ecuación del cilindro de eje  y radio 3.
	91. Escribe la ecuación de la esfera de centro A(2, 7, 3) y radio 4.
	92. Escribe la ecuación del cilindro de eje, la recta  y radio 2.
	93. Escribe la ecuación de la circunferencia en el plano de centro A(3, 7) y radio 3.
	94. Al cortar a un cierto cilindro por un plano horizontal se tiene la circunferencia del ejercicio anterior. Escribe la ecuación del cilindro.
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