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PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MiNIMOS.

Los métodos para determinar los maximos y minimos de las funciones se pueden aplicar a
la solucién de problemas practicos, para resolverlos tenemos que transformar sus
enunciados en férmulas, funciones o ecuaciones.

Debido a que hay multiples tipos de ejercicios no hay una regla Unica para sus soluciones,
sin embargo puede desarrollarse una estrategia general para abordarlos, la siguiente es de
mucha utilidad.

ESTRATEGIA PARA RESOLVER PROBLEMAS APLICADOS A LA OPTIMIZACION.

a) lIdentificar los hechos dados y las cantidades desconocidas que se tratan de
encontrar.

b) Realizar un croquis o diagrama que incluya los datos pertinentes introduciendo
variables para las cantidades desconocidas.

¢) Enunciar los hechos conocidos y las relaciones entre las variables.

d) Determinar de cual de las variables se desea encontrar el maximo o el minimo y
expresa resta variable como funcién de una de las otras variables.

e) Encontrar los valores criticos de la funcion obtenida.

f) Utilizar el criterio de la primera o de la segunda derivada para determinar si esos
valores criticos son maximos o minimos.

g) Verificar si hay maximos o minimos en la frontera del dominio de la funcidn que se
obtuvo anteriormente.

h) MUCHA DEDICACION Y PRACTICA.

1.) Hallar dos nimeros cuya suma es 18, sabiendo que el producto de uno por el
cuadrado el otro es maximo.

Segun el enunciado x +y =18 y x -y? = Maximo

Despejemos una en la primera ecuacién y su valor lo llevamos a la ecuacién del maximo.
y=18—-x; Maximo= x(18—x)2 =M (x) = X(18—X)2, En esta ecuacién hallamos el
valor de x que la hace maxima.

A.- Hallar la primera derivada, se iguala a cero y se resolve la ecuacion resultante.
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M"(X) = (18—x)2 -2x(18—x)=>M"(x)=3(x—-18)(x—6)
si:M'(x)=0=-3(18-x)(x—6)=0=x, =18;x, =6(v.c)

B.- Calculamos la segunda derivada y hallamos su valor numérico para las raices
anteriores.

M"(x) =6(x—12) = M"(6) =36 < 0= 3 maximo; M "(18) =36 > 0 3 minimo

Si Xx=6=>y=12

2) Se dispone de una lamina de carton cuadrada de 12 cm. de lado. Cortando cuadrados

iguales en las esquinas se construye una caja abierta doblando los laterales. Hallar las
dimensiones de los cuadros cortados para que el volumen sea maximo.

XK, 12-2 X .
xf_ X X ; ’[

XL

Volumen de la caja = v=(12-2x)(12-2x)(x)=v=x(12 —2X)2

v(x)=x(12-2 x)2 =V'(X) =12(x—2)(x - 6)
Si:V(X)=0=12(x—2)(x-6)=0=x=2;x=6(v.Cc.)
V'(x) = 24(x — 4) = v"(2) = -48 < 0dmaximo; v"(6) = 48 3 minimo

NOTA: Por la naturaleza del problema, se ve que x no puede valer 6 cm. Porque el
volumen seria 0, por lo tanto x =2 cm.

3) ¢Cual sera la forma rectangular de un campo de drea dada igual a 36 Dm? para que

sea cercado por una valla de longitud minima?

X
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Segun el enunciado, drea= x.y ; X.y =236
Minimo = 2X + 2y ; Min = 2x + 2y

Despejamos y en la primera ecuacion y su valor lo llevamos a la ecuacién del minimo.

2 2
y =35 = Min(x) = 2x+2[§j=—zx 12 Min(g = 22
X X X X
2 _ 2 _
Min’(x):¥; si:Min’(x):0:>¥:O:x:i 6(v.C.)

. 1 . .
Min"(x) = —-= Min"(6) =% > 0= 3min (nota: no se toma en cuenta x = —6)
X

4) Se quiere cercar un campo rectangular que esta junto a un camino. Si la valla del lado
gue esta junto al camino cuesta BF. 8 el metro y para los lados BF. 4 el metro, halla el
area del mayor campo que puede cercarse con BF.1.440.

X

Segun el enunciado, area =x. y
8X+4x+4x + 4y =1.440=12x + 8y =1.440= 3x+ 2y =360

Despejando y en la segunda y llevando su valor al area, nos queda:

- - a2
si;y:yjA:Xy:A(x):X(%oz 3X]:>A(X):36OX2 3x

A'(X) :&2_6)( =si: A(x)=0 :&2_6)(: 0= x=60(v.c.)

360 3x 360-3(60)
y=—F— = y=y="————y

> = =90 m.= A= xy = (60m)(90m) =5.400m*

NOTA: Por la naturaleza del problema, no hace falta hallar la segunda derivada.
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5) Una esfera tiene un radio de 6 cm. Hallar la altura del cilindro de volumen maximo
inscrito en ella.

2
En la figura x es el radio de la base del cilindro. Por Pitdgoras 6° = (Ej + X2,

2

Volumen=7z .x*.h pero x* =36 4

2

V(h):ﬁ(36—h7jh:>V(h)=

7 (144h -h®
%:V’(h)z%(lM—i&hz)

V'(h) =O:>%(144—3h2)=0:>h _12 443 setoma:h =443

NE

NOTA: Por la naturaleza del problema, no hace falta hallar la segunda derivada.

6) Para hacer un filtro de laboratorio, se pliega un papel circular. Si el radio de dicho
papel mide 9cm. Calcular la altura del cono que se forma para que el volumen sea
maximo.

9°=h’+x* = x’=81-h?

_7rx2h
3

V'(h)=%(81—3h2);si :V’(h)=0:>%(81—3h2)=0:>h =9 h=33m

V3

\'

:>V(h)=M:>V(h)=%(81h—h3)
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NOTA: Por la naturaleza del problema, no hace falta hallar la segunda derivada.

. . . 2 , .
7) Se dispone de una hoja de papel para un cartel que mide 2m~. Los margenes superior
e inferior, miden 20 cm. cada uno y los laterales 12 cm. cada uno. Hallar las dimensiones
de las hojas, sabiendo que la parte impresa es maxima.

gl —

= L.

parteimpresa: A=(x — 40) (y —24);ademas &reatotal : xy =2=> x=2

A(Y)= (2-40)(y—24) = A(y) = (y_24)(2—;10yJ

A(y) - (2‘;“”}0—24) (”‘40)_(2_40”} = a(y) - 2020

2

y
. 2
si: Al(y)=0 86 25y)=0:>Y=i@(V-C-);y=OZA'(y)

8) De todos los triangulos isdsceles de 12 m de perimetro, hallar el de drea maxima.

=]

S [
1 [ o —
= F

I
A - t

2
En la figura: drea = y2h por Pitagoras BC2 = DC2 + BD2 © X2 = (;j +h?
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Perimetro:2x+y =12 — y=12-2x

h=,/x" -2 : Area:y—éh:Area:

(12—2X) XZ_M 2(6—X) \/4x2 — 144 + 48X — 4x?

o o _ 2 i p
si:y=12-2x; A(X) > .
A(X)=(6—x)@:A(x): (6—@% :A(x):(G—X)LZX_:S):

A)=2 (6 -x) 3(X—3):>A’<X)—2{- 2{3(x-3)+ 3(x-3)

A(X)= —“j(i;x) =>AKX)=0= % =0=x=4(v.c.);x=32A(X)
X— X—

para x=4=y =4

El tridangulo de drea maxima es equilatero de lado igual a 4cm.

NOTA: Por la naturaleza del problema, se ve que para x = 3, el triangulo se transformaria
en una recta, por lo tanto x = 4, es la solucion.

9) En un triangulo isdsceles, los lados iguales miden 20 cm. cada uno. Hallar la longitud

de la base para que el drea sea maxima.

E
20 h 20
P
. p— —
! =z
ax "
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_ _ _ 2
en la figura:BC’ =BD +DC ; (20)* =h’+(%) = h= ,/400—"7

400 1600 — &2
prea: A= pgg = BTy X IS00 K

X (—=2x)
{1600 — x* —— =2 =22
A(x)= 2/1600 — x? 800 x°

= A(X)=——
4 2,/1600 — X*
800 — x2 (800 - x*) /1600 - x*
AxX)=0= =0 - =
2./1600 — x2 2 (1600 — %)
Por lo tanto: 800 — x?=0 y /1600 —x?>=0;800-x>=0 — X =202

1600 - x> =0 — x =40

(obemo Bolvariano
e enezic

NOTA: Para la naturaleza del problema, para x = 40 el tridngulo se transformarias en una
recta, por lo tanto x = 20x/§m.

10) Se desea construir un tanque de acero con la forma de un cilindro circular recto y
semiesferas en los extremos para almacenar gas propano. El costo por pie cuadrado de
los extremos es el doble de la parte cilindrica. ¢ Qué dimensiones minimizan el costo si la

capacidad deseada es de 10 &t . Pies?

| - F)

a)Tenemos que: Aesfera = 47R*; A cilindro sin tapa=27R /¢
b)La funcién a optimizar es el costo: C=2(47zR2)+27zR£
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_ 3
C)V. esfera= 2R V. cilindro = ZR? 0=V 2Ry AR = 0 = 30—42R

3 3 3R

3 _ 3

C(R)=8zR*+27 R(30 4R J:cmpsm%%

3 _ 3 3
C(R)=247ZR +607 -8 7 R :C(R):lGER + 607

3R 3R
487 R*(3R)-3(167R*+60x 3_ 3 _
8 C(R) = (3R) (2 ). cry- 1447R 7R 1807
(3R) (3R)

3 3

C'(R)= 96”R 180” i: C'(R)=0=2"R 180T _ o 96,R° 1807 =0=R® =

(3R

)
_ 80 _ 22 32 5 _ [35 f _p M5
% | 2.3 \Z 2

e)Si: R——ft:>£ 2 315 ft

1807

96

11) Determine las dimensiones del rectangulo que se puede inscribir en un semicirculo

de radio “a” de manera que dos de sus vértices estén sobre el diametro.

--'—x—-l-q—a—h-l

Rectdngulo tiene como:

Base= 2x; Altura = \Ja’ - x> = A, =bh= A =(2x)4a* - x*

2

2x(-2x 2 _2x? - z2_
A'(x):Z«/aZ—x2+%:>A’(x):2a 2X° 22X :>A'(x):2az—

2 \Ja? — x a? — x?

2 42 2
Si A’(x)=0:>2a—4x—0:>2a _4x? —o:»x—,/za —x = &V2
Ja? — x? 2

2
b=2x=b=a+2; h= _— :>h_,/ 4a’ ;2a = h="2
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12) Encuentre el punto de la grafica y = X* + 1 mas cercano al punto (3, 1).

La distancia entre los puntos (x,y) y (3,1) es:d =\/(x—3)2 +(y—1)2

pero: y=x?+1=d :\/(x—3)2 +(x? +1—1)2 =d=yX' + X2 — 6x+9
3 _ 3 _
2xX° +x -3 it d/(X)=0= 2x° +x -3
X+ X2 —6x+9 X+ X2 —6x+9
por Ruffini: (x-1)(2x* +2x+3)=0=>x =1(v.c); 2X°* +2x+3#0
Si: x=1=y= 2. Punto(l,2)

=0=2x+x-3=0

d'(x) =

13) Una ventana tiene forma de un rectangulo coronado por un tridngulo equilatero.
Encuentre las dimensiones del rectangulo para el cual el drea de la ventana es maxima,
si el perimetro de la misma debe ser 12 pies.

[— 3= —— |

Célculo de h: h = \/x* —(2)? = h= 3 = h=(28)
xh_ ,_ XC9) x2/3

Area del triangulo: A = 5> A = A=

4
Area del rectangulo: A =xy
Para: y en funcion de x, usamos el perimetro de la ventana:

12-3x X — 3x°

= A(X)= 12 >

P=2y+3x=12=2y +3Xx=>Yy=

Area total de la figura: A (x)=

x2\/3 . 12x — 3x?
4 2
X 3+12—6x_

x\/§+12—6
2

. XA (%)= 0= x(v/3-6)+12=0

A () =
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_ 12 - 3(-2.)
X =7 = x=—2-Base del rectdngulo = si:y = 12 23X —y= %‘@:

_r2- 1293 - 36 y= 36 1273 =y= 18-6+3 Altura del rectangulo
2(6-+3) 2(6-3) 6 —/3

14) Para que un paquete pueda enviarse por correo es necesario que la suma de su
longitud y el perimetro de su base no exceda de 108 pulgadas. Encuentre las
dimensiones de la caja con base cuadrada de mayor volumen que se puede enviar por

correo.

FEpES

W

|'1—a;_p¢

El perimetro de la base es: P = 4a
Condicion: ¢ + 4a <108 pulg, tomaremos el extremo maximo

¢+ 4a =108, de donde ¢/ = 108 — 4a

El Volumen:V =aal=V =a’/=V =a’(108-4a)=V (a)=108a°-4a’

V'(a) = 215a-12a%Si: V'(a)=0=4a(54 - 3a)=0= a = 0 no es solucidn,
54-3a=0= a=18 pulg= ¢ =108 - 4 (18)= ¢ = 36 Pulg

15) La distancia R = OA (en el vacio) que cubre un proyectil, lanzando con velocidad

inicia, Vo desde una pieza de artilleria que tiene un angulo de evaluacion ¢ respecto al

V. Sen 2 ¢
g

el cual la distancia R es maxima dada la velocidad inicial V.

horizonte, se determina segun la formula: R = Determinar el angulo ¢ con

Vo

AT

8 | R A x
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0 < ¢ <Z (condicion)

2 2
R _ 2% o052)) R _,_, 2V ©S) _ o, cos(ag) =0=¢ =~ (vc)
d¢ g d¢ 4

2 2 2 2 2 - 2 9
d Ij - (¥ )sen(2)) =>sust. v.c.en d Ij:> d Ij __ (¥ Jsen2(5) = d Ij __(4Y% )<O
dg g d¢* dg g dg g
2 2

=eng= %EI maximo = sust en R(¢) = \%W:R(@: V?o

16) ¢{Qué dimensiones debe tener un cilindro para que sea minima su area total, dado el
volumen V?

sl Bty
e

r=radio; h=altura=S=27zr?+2zrh; V :nrzh:hzl

cilindro 2
r

S=271" +271(5)= S(r)=271"+ (&)= S(r)=2(7r* +%

3 f—
as =2{27rr —%}:E=O:>2{27”—V}=O:>27zr3 ~V=0=r’=L (vc);r=0 A

dr r dr r?

2 2 2
d—? =2[27z +2—Y}:>Su3t V.C.:>d—52S =2|2rx +2—V :>d—§= 2 [27Z'+472']=127Z' >0
dr r dr o dr
\Y

(%)

. \
P=rt=r=3L=sith=—=h=
r
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17) Un terreno rectangular se encuentra adyacente a un rio y se debe cercar en 3 lados,
ya que el lado que da al rio no requiere cerca. Si se dispone de 100 m de cerca,
encuentre las dimensiones del terreno con el area maxima.

100 - 2x

0 < x < 50(condicién); A=bh= A =x(100—2x)= A(x) =100x—2x’

d—A:100—4x:> 9A =0 =100-4x=0=x = 25(v.c.)

dx dx

d’A d’A
=-4=

v v <0=en x =253 maximo = x=h=25m =b=50m = A=1250m’

18) Hallar las dimensiones del rectangulo de darea maxima inscrito en una
semicircunferencia de radio r.

Aecténgulo = Xy:’ KABC : r2 = y2 +(§)2 = (%)2 = r2 - y2 =>X= 2\[ r2 _y2
da 1 72
A =2 rz— 2:)—:2 rz_ 2_|_2 _r2_ 2 -2
W)= 2yr* -y = y y[z( y') T ( y)}

da Z[r2 —2y2]:>si_%=0:> Z[r2 —2y2]

rF—y*=r=y3

ga A-4Eoy -2 [e o -y) ()]

dy? (r*-v?)

—0=r2 -2y’ =0y ===y, =12

J2
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aa_ 2=y AP -y ()]

dy’ (=)

d2A_2y [4r° +4y* + 1 —ZYZJ:dzA: 2y [ 2y*-3r’]
¥ R (]

@A 2AP) [2(?)2—3@_\“ V2 [-r ] PN
3

¥ (7 -CEy) Y eT 21/

V2 d*A_rV2_d*A_rV2_ d°A_-8
& G & & & L1 &

2

<0

23

_T =2./r? __:>X 2\/7:> X——SX 2y

19) Un buque militar se encuentra anclado a 9 km. del punto mas proximo de la costa.
Se precisa enviar un mensajero a un campamento militar situado a 15 km. del punto de
la costa mas préximo al buque, medido a lo largo de la costa; el mensajero andando a
pie hace 5 km/h y remando 4 km/h; ¢éEn qué punto de la costa debe desembarcar el

mensajero para llegar al campamento en el minimo tiempo posible?

r
-y = —--ll_.)-l— (15-3:)—‘-4(]‘.

4 15 km
costa
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por pitagoras: AD' = AB° + BD.
Remando: AD =49°+x*; A pie: DC=15-x

{81 + X2 ) _
M.RU.=V :1:>t = i:>t. remando:t,=——; t.apie:t,= 15— x
t \ 4 km 5im
V81 + X* — \8Ll+ X
L=t +t, = t(X)= ) +155 X:>tt(x)=T—§+3

1 dt X 1 dt 5x-4y8l+ x2

dt =1 [% (81+ xz)_m(Zx)}— S N
dx 5 dx 4s1+x® 5 dx 20,81+

dt

2
5 = 0= 5B 2 =0 (5x)’= (4/B81+ x| = 25x¢° = 16x" + 1296 = x = 12(vc)
% X ,\-1/2

x> 4 (81 + xz) T 4 \/(81+ X2)3

d?t 81

dX’ 4,81 + (12)?

> 0 .. x=12Km 3 minimotiempo empleado

20) De un tronco redondo de diametro d hay que cortar una viga de seccion rectangular.
¢Qué ancho (x) y altura (y) debera tener esta seccidon para que la viga tenga resistencia
maxima posible. A) A la compresidn, B) A la flexion?

Nota: La resistencia de la viga a la compresion es proporcional al drea de su seccién
transversal mientras que la flexion es proporcional al producto del ancho de esta

seccion por el cuadrado de su altura.

e
~_ [

>

r=d/Z

o N
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Avtingio - A=bh=b=x; h=y; Por pitagoras:d*=x*+y* =y =/d*—x*

> 2 d [(2 2 (g2 _y2) d Kd =X
R (X)= kxy/d? —x :d_Fj(C: k[ d°—x +x(5(d —X) )(—ZX)}:\’;(C - \;m)

(vc);Si:x=d 7 &R
dx

R K (o - %)

dx /dz ¥

. 2 2
=0=k#0; d°-2x =O:>x=%

ar, | RS2 | gm0 )
a (4" =) N P
sust. V.C. en d2R°:>d2Rc _ k() (2(%)2 _3d2) jdzRC:k(%) (2("*22) —3d2)
- V.C. x> dx? (d2 _(%)2)3 o (2d2d2)3
2 2

2 k(<) (—d? 2 L d3 2 ,
d F}: Sl ):>d F}: kd 4\/§:>d F§°=—4k<0:enx:d7zlméximo
dx ((,2)3 dx J2 d dx

2

] d d
si:X=—(ancho)=y =d*-x* =y =./d*—(L)? = y=—(altura
ﬁ( )=y y=d’~(5)° =y &( )

4rrd 3

V—”T _3\/—47zr

2 =h= 2
r 3xzr

=V -

3 3
V, =zr’h+ 22 L =r2r’th= h=

_ 3 _ 3
A =2zrh+4 zr = A() =27zr[3‘/3ﬂ}+4 2 =A(r) = 2[3\/3&}4 r?
/4 r

rZ

— > +8ar=>—=— >
dr 3 r r

dA _g[(lz”fz)(f)(w 4“3)} dA -2 {sﬁr?’ Y, } -
dd 3

dA -162r°—6V+24xr° dA —6V+68zr . dA —6V + 687r°
—= > >—=—— Sl ===
dr 3r dr 3r

dr 3r’
=r = \/%(v.c.); r=04

0

-6V +6871r°=0=r= 6V

8r
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dA -6V +68zr' dA 2V 8zr_d’A 4V 8z

T + == 4
dr r? dr r 3 dr? rr 3
d*’A__d°A_ 4V 8z d*A _16Vz 8z _ d’A

Sust. V.C. eN— = —=— = +—=>—5=67>0
dr dr (3%)3 3 dr 3V 3 dr
_Azr® 3V —4rE
enr=3§—\7’[5|minim0:>h=3v—4fr:>h:—(4’;):>h:0
3xr 37[3(%)

DR =Kxy? =>d?=x’+y*=y*=d’-x* =R, :Kx(dz—xz): R, (X)= K(Xdz—xs)

de 2 2 de 2 2 . 2 2
W:K(d —X ):KZOSK(d —X ):O:>K¢O,d -3x =O:X=%(V.C.)
K (-6x) 4R 6KX;=> sust. v.C enOIZRf dR, 6K (L)< 0 3 maximo
—K(-6X)= =—6KX; = sust. V.C. = ——6K (L)< .
dx? dx? dx? 3

d°R,
dx?

d d? 3d? - d?
Ancho: x = —:altura: y=,/d° - —=>y=,— =y =./2d
J3 y 3 Y 3 y=14

21) Un trozo de alambre de 10 m. de longitud se va a cortar en dos partes. Una parte
serd doblada en forma de circunferencia y la otra en forma de cuadrado. ¢Cémo debera
cortarse el alambre para que el area combinada de las dos figuras sean tan pequefias

como sea posible.

cuadrado circunferencia
+ X I 49— 10-x —m

10 mts

Cuadrado de lado x = longitud del alambre = 4x

Circunferencia de radio r= longitud del alambre=27zr =10=4x+2 7r =X _10-2zr

A irato = X3 Aratorancia = 71> = Area combinada: A=x*+7r* =

A= 10 -2xr P :>d_A:2 10-27r 2r +27[I’:>d—A= 10+27°r ot
4 dr 4 4 dr 4
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— 2 —
A :M + 2zr :>d—A = 75+ rz+4)) 'Sl d—A:0: r= > (v.c)
dr 2 dr 2 dr (7 +4)
2 2
d f‘: ) = d 'ZA: > 0=en r=-4 3 minimo
dr 2 dr
5— 71 5[] 57+ 20 — 57 10
X= =S x=|—2 o x=| T o x=———=x=14
2 2 2(7z + 4) (7z + 4)

22) Calcular el volumen maximo del cilindro circular recto, que se puede inscribir en el
cono de 12 cm de altura y 4 cm en la base, de manera que los ejes del cilindro y del cono

coincidan.

La figura representa una seccion transversal del cono y del cilindro que pasa por el eje de

ambos.

por relacién de tridgulos semejntes
h =E:>L= 3=>h=3(4-r)
4—r 4 4-r

Volumen del cilindro: V =zr’*h=V(r)=zr?[3(4 - r) | =V (r)=3zr* (4-r)
si:r=0 0 r =4 (volumen maximo no se alcanza en la frontera)

V(r)=3z[ 4r*—r° | :%: 37|8r-3r’|;si: % =0=>37[8r-3r’|=0

37 # 0; 8r-3r’=0=r[8 -3r|=0=r :O;r:%(v.c.)
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d*v d?v . .
o =37[8 —6r]=——-=37[8 —6(2)r ]< 0= 3 maximo

Calculamos la altura:h =3(4 -4 )=h =4
El volumenméaximo del cilindro inscrito es:V = 71'(%)24 =V =89.4 cm?

23) Una esfera tiene un radio de 6 cm. Hallar la altura del cilindro de volumen maximo

inscrito en ella.

X = radio del cilindro

Volumen del cilindro: V = zr*h; por pitagoras:6° = (%)2 + X

2 R R

NP S LV ek LUV S .l L Y = 2 [144h - 1*]
4 4 4 4

dv

[144 3h2]3| N 0144 302 = 0=h = /144:>h=4J§
dh 4 dh 3

dv =« dv =«
—=—(- —6)(4 0= h =4+/3 3 maximo
ahe ~ 4 oM = gz = O V3)<0=h =443 !

24) Se desea construir una caja sin tapa con base rectangular de cartén de 16 ¢, de ancho
y 21 cm de largo, recortando un cuadrado de cada esquina y doblando los lados hacia
arriba. Calcular el lado del cuadrado para el cual se obtiene una caja de volumen

maximo.

4

16-2x 16 om
\
¥

Sean: x = longitud en cm de los cuadrados que van a cortarse, V =Volumen en cm®

El volumen de una caja es el producto de sus dimensiones.
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NOTA: x no puede ser negativa debido a que el ancho del cartén mide 16 cm no puede
cortarse cuadrado cuyos lados midan 8 cm de largo.

16 - 2x
— 22—

V =lah = v(x) =(21-2x)(16 - 2X)x=>V (X) = 4x° — 74x* + 336

v =12% —148x+336:>y =4(3x—28)(x—3);si :ﬂ=0:> 4(3x—28) (x—3)=0
dx dx dx

X=9;x=23(v.c.)

d?v d?v

— =(24x—148)= sustituimos : —= 24(3) - 148<0 3 maximocuando x = 3

25) Se desea elaborar un pequeiio recipiente cilindrico sin tapa, que tenga un volumen
de 24 © cm’, el material que se usa para la base cuesta tres veces mas que el que se
emplea para la parte cilindrica. Suponiendo que en la construccion no se desperdicia
material, evaluar las dimensiones para las que es minimo el costo del material de
fabricacién.

Y
]

cilindro h

circulo
Base

Donde: r = Radio de la base en (cm), h =la altura en (cm), V=24 tcm?

Sustituyendo: 24 = 7 r’h

_ 24 h—ﬁ
zr? r?

h
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Para obtener la ecuacidon de Costo de Fabricacion.
A = costo por cm? para la parte curva
El costo para la base C; =3a(zrh)

.. C.=a(2zrh)
El costo para la parte cilindrica: i .
C. =a (area del cilindro)

El costo total C =C; + C.
C=3a(xr?)+a(2zrh) = C=ax(3r*+2rh) = Como h= 24:>C(r) aﬂ[Sr +2r(2—2)}

13- )-8

Si :% =0=r’-8 =0=r=2(v.c.); si r =0(no tiene sentido)
r

grc —a;:(6+( )):>sust. V.C. en:g—if —ar (6+((2)3))>0:> en r =23 minimo

24
comoh=—=h=6

r
26) Hallar dos niumeros positivos que minimicen la suma del doble del primero mas el
segundo, si el producto de los dos nimeros es 288.

Sea: (x) El primer numero, (y) el segundo nimero, S la suma de ellos.

Delenunciado: S =2x +y; Xy =288=y=28=5(x) =2x +%8

2 2
SS 2 2 %: 2"—2288335 0= 2 =28 _ o o0 283-0—x=+12
X X X X X
d’s 288 d’s _ 288
— === sustv.c.en =
dx X dx (12)

si:x=12=y=24
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27) Un granjero dispone de 100 metros de valla, con los que desea construir un corral

rectangular de la maxima superficie posible.

X

(superficiedel corral): S = xy; del enunciado 2x+2y =100= y =50-x = S(x) = x(50-X)

E= 50—2x:>$=0:>50—2x= 0= x=25(v.c.)

dx X
2

% =—2<0=en x =253 maximo = y =25.. S.maxima es de:S = 625m’
X

28) Hallar un nimero positivo cuya suma con su inverso sea minima.

. . 1 1
Sea x unnUmero = su inversoes: — = S(X) = Xx+—
X X

2 f—
g :1—i2 :ﬁ = x_21 =i 0= 1=0=>x= +1(v.c.), peroel valor debe ser(+)
dx X dx x dx
2 2
d—fz%:sust. v.c.:d—§:i3>0:>enx:13minimo
dx®  x dx= (@)

29) Dado un circulo de radio 4 dm, inscribe en él un rectangulo de area maxima.

S =xy(area del rectagulo) =>aABC = x>+ y* =8° = y= /64 —x* = S(X) = X4/64 —x°
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S'(x) —%:m :S'(x)=0=>(32-X") =0=> x=+4/2(v.c.) pero:x ni y pueden ser(-)
64—x°
2
S"(x) :u:sustvc X =42 = S"(x )—2(4\/5)((4\/5) —%) =—4 <0=3maximo
64— )° J(64-(a2) )’

Sitx=4\2=y =64~ (442) = 42

30) Calcular las coordenadas de los puntos de la parabola y? = 4x, tales que sus

distancias al punto A (4,0) sean minimas.

plx.y)

(4,0)

)

(x, )

d(AP)= (x—4)2 +y? yla pardbola: y* = 4x=>sust.end porq el punto e ala parabola
X—2

VX2 —4x+16

\/ - 12 = sust. v.c.d"(x) = 12 >0= x=23minimo
(x* —4x+16)°

J(@7 -4(2) +16)°
Six=2=y=+ 242 = p(z,zﬁ); D ( , —2J_)

d(x)= \/(x—4)2 +(4x)? =>d'(x) = =d'(X)=0=x =2(v.c.)

d "(X) —

31) De todas las parejas de nimeros reales cuyas componentes tiene suma S dada
encontrar aquella para la cual el producto P de las mismas es maximo. Aplica lo anterior
al caso S = 40.

a) sea: x e ylas componentes = x+y=S=y=S—Xx; ademas P = xy

Sust. = P(x) = X(S — X) = P(x) = —x* + xS :>(;—P=—2x+8 :>(;—P=O:> X=3
X X

d’P

dx?

B S arAyi o
=—2<0=enx=3dmaximo=si x=5=>y=5=(3,3
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2
de I:)m.élx = Xy = I:’méx = (%)(%) = Pméx = ST
b) Si:S=40=x=20,y=20= P, =400.
32) De todas las parejas de numeros reales cuyas componentes positivas tienen

producto dado, encontrar aquella para la cual la sume de esas componentes es minima.

Aplica lo anterior al caso P = 100.

a.) Sea (x,y) la pareja=S =x+y; ademas P=xy=> y=2 = S(x)=x+%

2_
ds =1-& d—sz¥;si :3—S=0:> x2—P:0:>x:\/5(v.c.);condicién x>0

&_ X dx X X

2 2
d’s —Z—E: sust.v.c.:>d—S: 2p >0=>en x=+/P Iminimo .-

dx* X dx*  (/P)?

si: y=2=y=./p=laparejaes (p,/p)y susuma:S =2p
X

b) Siendo P =100 la pareja sera (10,10) y su suma S = 20.

33) Una caja cerrada de base cuadrada debe tener un volumen de 2000 pulg®. El material
del fondo y de la tapa de la caja tiene un costo de 0.03 délares por pulg® y el material de

los laterales cuesta 0.015 délares por pulg’. Determine las dimensiones de la caja para

gue el costo total sea minimo.

ulg-
¥ pulg R L]

o X pulg

x pulg
Sea x pulgadas la longitud de un lado de la base cuadrada y C(x) ddlares el costo total

del material. El 4rea de la base es x? pu Igz. Sea y pulgadas la profundidad de la caja. Ver
figura. Puesto que el volumen de la caja es el producto del area de la base por la

profundidad.
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x*y = 2000 = y =20

Del enunciado:C,,, =area(tapay fondo)+ area(laterales) = C,, :3(2x2)+ 3 (4xy)

total

C(x)=6x"+ GX(%):C (x) =6x*+ 122; Dom: (0,)

3_
C'(x) :12x—(@): si:C'(x)= Ozw: 0= x*=1000= x =10(v.c.)
g X
C”(x)=12+ 240300 = sust.v.c. C”(10) :12+%> 0= en x =10 3 minimo
X

=C,,:Xx= 10pulg;y= 20 pulg yel area de la base sera de 100 plg®

34) Demostrar que de todos los rectangulos de perimetro p dado, el de maxima area es

el cuadrado.

perimetrodel rectangulo: p=2(x+y) = 2x+2y=p=y =22 y su area: A= xy

f— 2 —
de_A:p 4X'si %:0: p—4x:0:>x:£(v.c.)
2 dx 2 dx 4

sust. A= x(22) = A(X) =

d2A:—2<0:>en x:Baméximo:y:p_z(%):y:B'esun cuadrado: A, :p—2
dx’ 4 ? 4" ST 16

35) Si una letra cerrada de estafio con un volumen de 16m.pulg3 debe tener la forma de
un cilindro circular recto, determinar la altura y el radio de dicha lata para utilizar la

minima cantidad de material en su manufactura.

Ty
R T
cilindro h [PUIQI

e | |

~
circulo
Base

area superficial lateral: 2zrh (pulg)?area de la parte superior: zr? pu lg?

area de la base: zr’(pulg)® = S, = 2zrh+2xr’
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Elvolumen del cilindro circular recto: V =zr*h =16z=zr’h=nh =£
"

S (r) =27zr[1r—§j+27rr2 =35(r) =327”+27rr2; DomS(r):(0,+ )

_ _ 3
S'(r)= 3227[+47Z'I'Z>S’(r)=32”—-:4.ﬂ-r;8i:S'(I’)=0:>47Z’I’3=327Z':>I’3=8:>I’=2(V.C.)
r r
S"(r)= 64;3” +47 = sust.v.c.=S"(2)= 6;)72 +47>0=>r=23minimo=h=4

36) Se desean construir cajas de cartdn sin tapa partiendo de cuadrados de lado 40 cm.
a los que se les recortan las esquinas como indica la figura y doblando a lo largo de las
lineas punteadas.

a) Determina la longitud x de los recortes para que el volumen de la caja sea maximo.

|

40 - 2x

b) Determina el volumen maximo

40 cm " -

[

Base un cuadrado de lado: (40—2x) y la altura (x) =V (x) = (40— 2x)*x; dom:[0, 20]

X X

B —
| *40 cm *—1 40 - 2x

%:2(40—2x)(—2) x+(40—2x)2 3%/:(40—2x)(—6x+40) :% =0=x=20; x:§(v.c.)
dv

FYi 8(3x—40) = sust. v.c. % =8(3(2)—40) =-160 < 03 maximo

Voo = (40-2(2))° (2) = 4,74.10°cm?

37) La resistencia de una viga de seccidn rectangular es proporcional al producto de su
ancho a por el cuadrado de su altura h.

a) Calcula las dimensiones de la viga de maxima resistencia que puede aserrarse
de un tronco de madera de forma cilindrica de diametro @ dado.

b) Aplicalo al caso @ = 15” (pulgadas)

c) Siel tronco tiene largo L expresa en porcentaje del volumen total de madera el
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d) volumen de la viga.

a)Sea: R la resistencia de la vigay k >0 una cte = R =kah®

2 ABC = @’ -a’=h>= R(a)=ka(®*-a’); 0<a<®

d—Rzk(cD2—3a2):>d—R=0:> a=i=£¢ =~ 0.577¢(v.c.)
da da J3 3
d’R d’R ¢ ¢ .

= —6ka = sust.v.c. — = —6k(—<=) < 0 = en x = =3I maximo
da’ da’ (\/5) J3

si x:%:h:\g¢ ~ 0.816¢

b) Si ® =15"=38cm = a=8.65"= 22cm; h = 12,24"= 31cm
¢2

c) El volumen del trono cilindrico de londitud L sera:V :ﬂTL

El volumen de la viga de longitud L sera:V, = ahL = Vi ath = 4af21
¢ ¢

=~ 0.6

% de madera utilizada en la viga es 60% de la madera total.

38) Dos postes de 20 y 28 pies de altura respectivamente se encuentran a 30 pies de

distancia. Se han de sujetar con cables fijados en un solo punto, desde el suelo a los
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extremos de los puntos. éDonde se han de fijar los cables para que la cantidad de cable

a emplear sea minima?

r
Zz
28 Ft
Y
20 Ft
p
Jf = =2 v
T E I ¥ =
x 30 -x
=t 30 Ft

Sea W longitud del cable:W =y+7z
Del Triangulo 1: y* =x*+400 = y=4/x*+400 Ec,

Del Tridngulo 2: 22 =(30—x)’ +(28)° = z=1/(30—x)*+784=z = |/x’ — 60x + 1684 Ec,

= W(x):\/x2 +400 + \/xz — 60x + 1684 ; Siempre que:0<x<30

dw 2x 2X — 60 dw X . (x —30)

= + =
dx 2,x2+400 2 /x* -60x +1684 OX [x®+400  |/x* - 60x + 1684

dw _ x\/x2 — 60x + 1684 + (x — 30)4/x* + 400

d ({400 ) (x* - 60x +1684)

(3—W=0:>x\/x2—60x+1684+(x—30) X’ +400 =0
X

XX —60x+1684T | (x-30)x’ +400J2 = x* (X ~60x+1684)=(x~30)’ (x* +400)
X" — 60x° +1684x* =900 — 60x + X | (X* + 400)

x* — 60x® + 1684 x* = 900 x> — 60x° + x* + 360.000 — 24000 x + 400 x*

x* — 60x% +1684x*> =1300x* — 60x® + x* — 24000 x + 360.000

1684 x*> = 1300x* — 24000 x + 360000

(384 x*+ 24.000x — 360.000 = 0)/ 192 = 2x*+125x-1875=0

(x+75)(2x-25)=0=> x=-75 6 x=125

Como x=-75 ¢ en[0,30] y los extremos son soluciones factibles x = (12.5 v.c.)
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39) Se desea construir un tanque con forma de paralelepipedo rectangular de 45 m® de

volumen, con la parte superior abierta segun indica la figura. El largo del rectangulo
base debe ser doble del ancho. El material de la base tiene un costo de 100 % y el de las

paredes de 80 % Determina las dimensiones del recipiente para que el costo de los

materiales sea minimo, asi como el correspondiente precio del tanque.

El costo del tanque: C; = Co+ Cppan

El costo del material de la base serd:C,,, =100.Sup,,, =100(2)a’ = C,,,, = 200 a’

Costo de la superficie lateral : C, =80S,, =80(6ah) = C,, = 480ah

C, =200a*+480ah; como:V, =45m° =V, =a2ah =V, =2a’h = 2a*h=45=h= ;—;2

C (a):zooa2 +@; donde:a>0= dC, :400.91—10800

T a a a’

ddC; = 0= 400a°-10800=0=>a =3 10880 = a=%/27=3(vc)

2 2

g CZT :4OO+L6300:> sustv.c.d CZT =400+L6(3)0>0:>a=35| un minimo
da da 3)

sk a=3=h=25m= Las dimensiones: a=3m, h=2.5m, L=6m.; C, (3) =$5400.

40) Los Puntos A y B estdn opuestos uno al otro y separados por el mar 3 Km. El punto C

esta en la misma orilla que B y 6 Km a su derecha. Una compaiiia de teléfonos desea
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tender un cable de A a C. Si el costo por km de cable es 25% mas caro bajo el agua que

en tierra. ¢Qué linea de cable seria menos costosa para la compaiiia?

e A
.
"
~
.,
3 Km S
e
™
Y
i
—* B C
P
x = 6 -x —
ol B Km

AP = Cantidad de cable bajo el agua.;=a ABP = AP =4/x2 +9
PC = Cantidad de cable por tierra.=PC =6-x

P = Punto cualquiera entre BC.; donde0< x<6

Sia = costo en . De cada km de cable bajo tierra

b = costo en Bs. De cada km de cable por tierra.
25b b 5b 4 a

a=b+ ——=a=bh+—=a="=b=—
100 4 4 5

El costo de cable bajo el agua:a/x* +9; El costo de cable por tierra:b(6 - X)
El costo total : C(x)=ay/x’+9+b(6 — x):>C(x)=a\/x2+9+%a(6—x)

— 4./
C=a—2 -2 |y oa XS
2x*+9 S 5X*+9

C'(0) = 0= 5x — 4/ + 9= 0= [5x]"=| 4/x’ +9]2 — 25x2=16(x? +9)

25x* =16X° +144 = 9x* =144 = x*=16=>x =t 4=>x = 4 (v.c.)e [ 0,6 ]

C(0) = %a; C(6) =3a J5; CH4) = % (a) = El valor menor es cuando x =4
o (x2 +9)l/2 —x(x* +9)7l/2 (2x) 3 (x2 + 9)1/2
O también C”(x) =a = C”(x)=9a

(x* +9)

(x*+9)

9a
,/(xz + 9)

damasorojas8@gmail.com, damasorojas8@galeon.com, joeldama@yahoo.com.

C"(x) = = C”7(4) >0 3 minimo

332




INSTITUTO UNIVERSITARIO DE TECNOLOGIA
“JOSE ANTONIO ANZOATEGUI”

(oo olvaran |, EL TIGRE-EDO-ANZOATEGUI
it e Pr Pl Catedra: Matematica 11
(o ez i B Spetor Especialidades: Mecanica - Quimica

Lic. MSc. DAMASO ROJAS

41) Se desea construir un silo de forma cilindrica rematado por una bodveda
semiesférica. El costo de construccién por m”> es doble en la béveda que en la parte
cilindrica. Encuentra las dimensiones h y @ del silo de volumen V dado, de forma que el

costo de construccion sea minimo.

b +——|

- -
-+ L

Sea: R radio de la base; h la altura de la parte cilindrica.
Sup. lateral = 2zRh; Sup. boveda = 27R?
Costo de Sup lateral : A (%); Costo de boveda: 2A(%) =

C, =27RhA+27R*(2A) = C, =27AR(2R+h)

Vv 27 R

3 - _ 3

si V esvolumen dado:V = zR?h+ R = — 3 —h-= w
7R 37R

3 3
C.(R) =2A(4”R3F:3V) = dCT:zA(S”R 3"}: G = 3V +87R°=0=R=3 %(v.c.)
7T

drR 3R’ drR
2 3 2
d sz = 4A(4”R3 +3V) = sust. v.C. d CZT >0 3(minimo)
drR 3R R
V _2 7R® V 2 ﬁy
3 3 8r

Como ¢ =2R:>¢=sﬂ:> h=—2>——>h=— 292
T 7R 9v2
7[3
\ 6472

42) Se va a construir un calentador para agua en el forma de un cilindro circular recto

con eje vertical, usando para ello una base de cobre y lados de hojalata; si el cobre
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cuesta 5 veces lo que la hojalata. Calcule la razén se la altura al radio r, que hara que el

costo sea minimo cuando el volumen V es constante.

Cobre

Hojalata—

Cobre

Sean: r=Radio :h =Altura ;V =Volumen, del cilindro=V =zr’h= h= Lz
r

Cr =Ciapas +Ciages =51 Bingro =271 N; B, =721, ademés a el Costo del material
C oo atrey = 58] 2771 |; - Crpsuney = [ 271h] = C, =58[ 271* | + a[27r1h]

sust. h=C(r) =10azr >+ Zanr( Vr j:>C(r) =10arzr? + Za(\:j:C(r):Za[S;zr2 +\ﬂ
T
C(n= 2a{107zr—H:>c (r)=2a [loﬂr;v}:si :C(N=0=107r"-V=0=r= i/%(v.c.)

c'(n= 2a[10n+r—}:>C"(r) 4a{57z+ }:sust ve.=C” [\/; } 4a| 57 +

_v_
Gf)
CliE 4a[57r+—} C"|§ |- 4a[157]=C | {3 |-607a>0..3 minimo.

43) Sobre la ribera de un rio cuya orilla se supone rectilinea se desea alambrar una

Si:r=3p-=h=

superficie rectangular de 10 hectdreas. Admitiendo que el costo de alambrado es
proporcional a la longitud a alambrar, dimensionar el rectangulo para que el costo de

alambramiento sea minimo. Se supone que no se alambra sobre la ribera. Recuerda que
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1 hectarea = 10.000 m2. Si el alambrado se construye con 5 hilos y el rollo de 1.000 m

vale uss 35. Calcula ademas el costo del alambre necesario.

Rio

Detalle del alambrado

Alambrado

r'd

Sea: L asu longitud (m)=L=x+2y; yAel &rea= A=xy= y=£‘:L(x)=x+£‘; x>0
X X

2_
%=1_E‘:>% =ﬂ:>% O:>x=\/ﬁ(v.c.)

dx NG NG X

d’L 4A d’L . . A J2A
— — =—_=sust.(vc)=>—>0=IMnimo=si :X=v2A=>y=——=—"
ax*> X (vc) dx? y J2A 2

como: 1Hectaria=10000 m* = x = 447,20 m; y = 223,60 m; L =894,40 m
Ademas, el alambrado debe tener 5 hilos,= L, =4472 m
y el costo total de alambre es de U$S 156,52.

44) Un cilindro circular recto va a ser inscrito en una esfera con determinado radio.
Calcular la razén de la altura del radio de la base del cilindro que tenga la mayor area de

superficie lateral.

Sean: @ el angulo al centro de las esferas, r:radio del cilindro; h:altura
S: S=2xrh:éreas de la superficie lateral del cilindro.
De la figura:r=asend; h=2acosd= S=27(asend)(2acosd) =

S (0) =4xa’ (sendcos 6); Dom(0,%)
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vl 4z a®(2cos’ 0-1) 219" 0=2c0s’ §-1=0= 0 =2(v.c.) e Dom(0,%)
d*s 2 d*s 2 _ d? 2 "
e =-167za’sendcosd = a7 8ma“sen24;sust. v.C. 7 =-8za” <03maximo

r=asen(z)=r=22: h=2acos(z)>h=22—h=a\2 :>$= 2(razén buscada)

P . . .« o N s 2
45) Una fabrica necesita una superficie de piso de forma rectangular y area A m“ para
carga de materiales. Para cerrar esa superficie se construiran paredes de espesores fijos

de a metros y b metros como indica la figura.

v

-

y

b

—» 84— X e D 4

Dimensiona el rectangulo de carga para que la superficie rectangular exterior necesaria

sea minima.

Sea: x ey los lados del rectangulo, de &rea A; a,b: los espesores de las paredes.
Los lados del rectangulo exterior: (x+2a) e (y + 2b) y su area S:S =(x+2a)(y+2b)

ademas:A=xy =y = é:>S(x):(x+2a)(é+2bj;Donde: x>0
X X

2_
d—s:(é+2b]+(x+2a)(—ﬁzj:d—szwzd—s=03XZ,/%(V-C-)
dx X X dx X dx b

d?S  4aA d?S  4aA . | aA b
—=— :>sust_v_c__2:—3>0:>EImInImO:>SI.X= —=>y=,/-A
o x ¢ () b a

se deduce que: si(a=Dh) el rectangulo decarga y el rectangulo exterior seran cuadrados.
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46) Encuentra las dimensiones r y h del cono recto de base circular de volumen maximo

gue puede inscribirse en una esfera de radio R dado.

A

7r’h

V = volumen del cono

El cono de volumen maximo debe tener su base en la semiesfera inferior pues
todo cono tiene otro con base simetrica respecto al plano diametral de la

esfera “AC, en la semiesfera superior, pero de menor altura, lo que permite
variarhen [R, 2R]

Del triangulo OCB = R® =(h—R)2 +r’=r’=R? —(h—R)2 =r?=2hR-h’

_r 2 T 2 13). )
V(h) = E[2hR—h Jh= V(h)_E(ZRh —h*); Donde: R<h<2R

Y 2 (4rn-3n2) = si: 2 —0=h=0; h =2R(uc)

dh 3 dh 3

—dz\ﬁ =£(4R—6h):>sustv.c.—d2\£ =£(4R—6(4—3R))<03maximo:>si ;hzﬁzﬂzﬁ
a3 A 3 3

47) Se lanza un proyectil en el vacio desde un punto 0 (ver figura) con velocidad V, y

angulo de inclinacién 0. En el sistema (XOY) indica, la trayectoria del proyectil responde

- - -9 2 . <@ < T, - m;
a la funcion: Y(x) V70326 x“ + (tg0)x; 0<0< > g=9.8 = a)ParaV,y®0
dadas, encuentra la altura maxima (hmnix) que alcanza el proyectil. b) Calcula el
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alcance L del proyectil y suponiendo V, constante, indicando el valor 8, que da maximo

alcance.
Y
Vo
8
. - - -
O Alcance "A x
Horizontal
—0 2 ) T, o
) y(X)=—————x"+(tgf)x; 0<H<—:Siendo v, y @ const
_ 2
ﬂ:—z gz x+tg¢9:>ﬂ=0:>—2 g 5 x=tg@:>x=—v° (sencoso)
dx V, cos“ @ dx V, cos” & g
d’y —g .
e =V2c0529<0:>3 maximo
-g  (V.'sen’d cos*@ V. send cosé V7 sen’d
yméx = 2 2 2 +tge - max == 4
2V, cos 4 29

2
b)Sea L alcance =L =2x= L = 2(*>send cosd) = L(6?)=VE° sen(26); Para: OSQS%

2 /2 cos(20 )
$=V—°cos(249)2:>$:°—():>5|: $=O:>cos(2«9)=0:> 0="(v.c)
dé g déo g de 4

2L —AV?sen(20 2L —AV?sen(2(= 2
d I;: 0 ( ):>sust.v.c.:>d I;: ° ( (4)):—4\/" < 0= 3Iméaximo
do g déo g g
en:¢9:£
4

48) Un tanque de 2 m. de altura apoyado en el piso se mantiene lleno de agua mientras
gue por un orificio practicado en una de sus paredes escapa un chorro que golpea el piso
en el punto A, a una distancia x de la pared. Admite que el chorro tiene forma

parabdlica y que en el sistema (XY) indicado su ecuacion es: Y= ngz .x2,
Yo

Donde V, es la velocidad del chorro a la salida del orificio y g la aceleracidon de la
gravedad. Sabiendo que V, = ,/2.g . h, se pide que determines la profundidad h a que
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debe encontrarse el orificio para que el chorro golpee el piso a maxima distancia del

tanque.
v} | G . X
2 mts |
b
A
Y
Dada:y= 0" de la Fig. el punto Aes: A (x,2—-h)=2-h= ox
= V2 P o Y
gx° X2
la velocidad de salida del liquido (V,): V?,=2gh=2-h= =2-h=—
2(2gh) 4h
x* =4h(2—h)= x(h)=2v2h—h* Donde: x>0; 0<h<2
O _ 2070 G o h e
dh h(2-h) dh
2 p—
dx_ 2 <0=en h=13 m&ximo = x(h)=2v2h-h? = x =2

dh*  Jth2-h)y’

49) Considera una circunferencia de radio R dado. Se inscriben en ella triangulos
isdsceles ABC. a) Calcula el perimetro de los triangulos en funcién del angulo 6. b) Halla

el triangulo de perimetro maximo.

a.) sea p el perimetro a ABC.
Del: a OMB: X MOB =26 (angulo central e inscrito correspondientes)
= MB =R sen(26)= AB = 2(R sen (26))
339
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MB _ Rsen (20) . BC~ 2Rsen(26)
send  sen @ sen @
p(6)=2Rsen(26)+2(2Rcosd) = p(68)=2R(sen(26)+2cosd) = p(6) =4Rcosd(1+send)

£ CMB: BC=

= BC=2Rcos(0)

b.)@:4R[—sen 0(5en6?+1)+cos¢90050]:%:4R(c0520—sen29—sen 0)Para: 0<9<”®
déo do

2
+ [
@=4R(—25en26’—sen 9+1); Si %:0:—23en29—sen f+1=0=sen 6:1— _411r+8

de

sen0=1:>6?=z(v.c.)en 0<o<Z
2 6 2

o

2 2
Fr i —12Rcos &= sust. V.. % =-12Rc0s(Z) =—6Ry3 < 0= Iméximo

p(Z)=4R cos(%)(sen(%) +1) =3J3R = El triangulo es equilatero.

6

50) Un generador de fuerza electromotriz constante € y resistencia interna r se conecta a
una resistencia de carga R. en esas condiciones la potencia P disipada por la resistencia R

£2

esta expresada por la relaciéon: P = RyrenQ,V en voltios. Determine el valor de

(R+1)2’
R en funcidn de r para que la potencia sea maxima.

Re? dP L[ (R+r)’-R.2(R+r)| dP_ ,(-R*+1?)

P(R)=———=—~=¢ 4 T I 4
(R+r) dR (R+r) dR (R+r)
3—2:0: —R*+r*=0=R=r(v.c)
2 2(p_ 2 2(R_ 2
d F:: 2¢°(R Er):sust.v.c.d lj: 2" (R 24R)<0:>3méximo:> Pméng—
drR (R+r) drR (R+R) 4R

. ax
51) Determine los valores de las constantes a, b, y ¢ para la curva y =ﬁ presente
+ CX

extremos relativos en (1, —l) y (1,%)

. . o . . . alb-cx’
La derivada correspondiente a la funcidn objeto de estudio esta dada por: y= M
(b +cx?f
La existencia de extremos relativos en x =+1 indica que en este par de valores y'=0,
esto es, a(b - C)= 0. De aqui, a=0, 0 b = c. De acd sélo es admisible b = c. Como los

puntos dados satisfacen la ecuacion dada y usando la ultima relacién obtenida, se tiene:
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a 1 a 1
_ =—- => — =2 = a=bh
b+c 2 2b 2

De esta forma, si a=b =c, la ecuacidbn en cuestidn se puede escribir como
yo ax
a+ax’ a(1+ x2) 1+ x%

verdaderamente importante es la relacién obtenida entre las constantes.

Por lo tanto, es irrelevante el valor de a, lo

52) Un vehiculo debe trasladarse desde el punto A hasta el punto B de la figura. El punto
A dista 36 Km de una carretera rectilinea. Sobre la carretera el vehiculo puede

. Km .
desarrollar una velocidad de 100 - mientras que sobre el terreno puede desarrollar

. Km . .
una velocidad de 80 o a) Se desea saber cual es el recorrido que debe realizar el

conducto para que el tiempo empleado en ir desde A hasta B sea minimo. b) Calcula ese
tiempo.

M X N 100 - x B

A

sea:v, =80*™ rapidez en el terreno, v, =1004" rapidez en lacarretera.
MN = d,,, =X, NB=d,; =100-x, d,, =d =36km

Del £ AMN : d,, =+d* +x?

[42 2 _ [42 2 _
Por MRU. t,, = Y0+ X ¢ = 1007X_y 0y NA 2 X0 2002X, 1 100)
Vl v2 Vl V2
dt X 1 dt X 1
——— 5 =0 > —————-—=0 = VX=VJd*+ X’
dx vd?+x2 Vv, o dx vVdZ+ X2V, o
2,,2
+
v22x2—vfx2=d2vf:>x2=—? V12 N1 VSN CL) ) = x=48(v.c.)
v, =V, JV2 =V |J(100)? — (80)?
d’t d’ d’t

= = sust.v.c.—- > 0= Iminimoen x = 48
dx* v /(d?+ x°)° dx?

b.) El tiempo de recorrido sera: t =1h 16m
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.. a . .. .
53) Demuestre que la curva de ecuacién y = — —x* no tiene minimo relativo para
X

ningun valor de a.

El dominio de la curva estd dado por, R — {0} De donde existe una asintota vertical en

x =0,

; —(a + 2X3) L, 3 —a
y=———F—"=siy=0=2a+2x’=0=x = 37(v.c)
X

a

2la—-| ——
. 2a . 2(a_x3) ) [ ( 2}} . —a
y :—3—2:> y :T:sustv_c_jy =—a=—6<0:>maX|moen X=3?

X

2

54) Se considera un cuadrado de lado 1 m. En tres vértices consecutivos, de él se toman
los centros de tres circunferencias de forma que los radios de las que tienen centros en
vértices consecutivos, sumen 1 m. a) Encuentra los valores extremos de los radios de
forma que los cuadrantes de circulo sombreados no se solapen. b) calcular los radios de
las circunferencias para que el area sombreada sea minima. c) calcula dicha area.

a.) Como los circulos de centros Ay C son de igual radio x, el maximo valor para
que aquellos no se solapen serd, lamitad de la diagonal del cuadrado.

siendo el lado L del cuadrado de Im:= X, =%:> Xos =£m

max 2
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b.)EIl area a considerar se compone de dos cuadrantes de circulo de radio x y un

2
cuadrante de radio 1-x = A(X) = 2(7[: j+%7r(1—x)2

AK) =225 T L Z s A = Z (3¢ - 2x+ 1) 0, £]

4 2 4
d_A:£(6x—2):>d—A:O:>6x—2:O :>x:1(v.c.)
dx 4 dx 3

d’A 6r d?’A 3« .
== — =—>0=3dminimoenx =
dx 4 dx

Wl

. -~ . V4
c.) area minimasera A, = 5
55) Calcule los valores de las constantes a, b, c y d sabiendo que la curva de ecuaciéon

y=ax’ + bx® +cx+d tiene extremos relativos en (—1, 1—21) y (2, -8).

Dey=ax’+ bx> + cx +d = y = 3ax*+ 2bx + c. Usando los hechos de que los

puntos dados satisfacen la ecuacién de lacurvayque y'= 0 en x = -1 y x= 2,

se tiene el sistema de ecuaciones.

—a+b—+d=1—21 @
8a + 4b + 2c + d =-8 (2
3a—-2b+c¢c =0 3)
12a + 4b + ¢ =0 (4)

Haciendo (2)-(1), sigue: 3a+b +c= —% (5). De (5)-(3), queda:

3b = —% = b= - % a partir de (4)-(3), obtenemos: 3a+ 2b=0 = a = 1.
sustituyendo los valores calculados en (3) y luego en (1), se tiene: ¢ = —6, d = 2.

55) Se desea colocar una escalera apoyada en el suelo y en la pared de un galpén como
se muestra en la figura. Paralelamente a la pared del galpén y a 1 m. de distancia corre
una cerca de 1.50 m de altura. La escalera se apoyara también sobre la cerca. a) Calcula
la longitud minima que debera tener la escalera para cumplir con las condiciones
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pedidas (se sugiere expresar la longitud de la escalera en funcion del angulo que la
misma forma con el piso). b) ¢A que altura de la pared del galpén apoyara la escalera?

c) ¢A que distancia de la cerca apoyara la escalera sobre el suelo?

Del £ ECD: tgf =2 = x =1.5(tgf)): Del £ ABD:cosf=—"% = = 1%
X L cosé
1+ 15

L=— ¥ L=—1'5+tg0; 0<f<=z

cosé send

sec’ @) send —(1.5 +tgd) cos b
ﬁz( ) (2 99) :>d—L:0:(1+tg249)sen49:(1.5+tge)cos¢9
do sen“d déo

(1+19°0) tgo =tg0+15=19°0 =15=> 0 = Arctg¥/L5 =114 = 6= 0.85 rad = 49°(v.c.)

d’L  3cos’ §+3cos’ @+ 2sen°d+ 2sen’d
de&? 2sen’dcos’
b.) Del £ ABD La altura "y"es: y=Lsend=2.65m

2
L -
= sustv.c. d >>0=3dminimo= L =3.51m

c.) Del X ECD "x" es: x = £;1.30 m
tgé

56) Determine los valores de a y b en la ecuacién y = 3/2ax’> + bx®, asumiendo que la

curva en cuestion tiene un extremo relativo en (4, 23/2),donde ademas existe la

primera derivada.

A partir de las coordenadas del punto dado, se tiene:

3242 + £b = 244 = 3/24% (a + .2b) = 24 = 3/2° . 4(a+2b)=2R/4=a+2b=1.

Comoen x=4, y = 0, sigue: a + 3b=0. Resolviendo el sistema formado por estas

ecuaciones, resulta: a= 3, b =-1.
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57) éCual es la relacion que debe existir entre los coeficientes a, b, y ¢ para que la curva

y=ax" +bx® +cx? +dx+e pueda tener puntos de inflexion?

y =4ax®+ 30X’ + 2cx + d = y"= 12ax® + 6bx + 2c=2(6ax’ + 3bx + ¢}  La
posibilidad de puntos de inflexion se asocia a y"= 0, esto es,

—3b + ,/9b* — 24ac _ -3 +./3b® — 8ac

12a 12a

posibles puntos de inflexién existen si 3b® — 8ac > 0.

6ax’ +3bx + c =0 = Xx= y  estos

58) Se considera un circuito serie R-L—C, al que se le aplica un voltaje V(t) de variacion
sinusoidal dada por la expresion: v(t) = vysen(wt) La intensidad | de la corriente que

circula por el circuito viene dada por la expresionI(t) = I,sen(wt + ¢), El valor

maximo |, esta dado por la expresiéon: |, = 7" Donde Z es la impedancia del circuito y

2
vale: Z= \/RZ + (Lw — CL) a) Expresa |, como funcion de w. b) Suponiendo que la

funcion angular w de la fuente puede variarse, halla el valor de w que corresponde al

maximo valor de |,. (El valor que hallaras se conoce como “Frecuencia de resonancia”)

V.

Vo oo : 1Y
a)l,==;como: Z = |R* + |Lo—| =, (0)= 0
Z Co 1 2
R® +(Lw—)
Cw
b.) Dado que el voltaje V, es constante, para maximizar lo bastara minimizar el
1 1

. 1 ) 1 ) 1
denominador= Low = —=Cw0" = — D0 = —=w = [|— =0 = —
Cw L LC LC JLC

(0

2
Z(0) = \/RZ + [Lw—ci) >0 Z_ =R =R

59) Dada f(x)= x"(1- x)n donde m y n son enteros positivos mayores que 1,

verifique que: a) f tiene un valor minimo relativo en x = 0, si m es par. b) f tiene un valor
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maximo relativo en x= , siendo m y n pares o impares. c) f tiene un valor minimo

m+n

relativo en x = 1, si n es par.

f=mx"1-x)" + x"n = x)"* (=1)=x""@1 - x)" [m@-x) = nx]=x""*@0 - x)"*[m = (m+n)x]

Como puede observarse, f'=(x)= 0, si x=0, x=1 x= . Ademas, como m y n

m+n

son enteros positivos mayores que, 1 entonces m-1>0,n-1>0,0 < < 1. De

m+n

aqui, podemos construir la siguiente tabla, con un resumen correspondiente a la grafica

en cuestion.
Intervalos f f Conclusion
Xx<0 - | fesdecreciente
x=0 f(0)=0 Min. (0,0)
0<x <

m+ n

+ |fescreciente

_.m m m" n" , m m™n"
X = f = — Max. , I
m+n m+n) (m+n) m+m’ (m+n)

- | fes decreciente

<x<1
m+n
x=1 f{1)=0 Min. (1,0)
Xx>1 + |fescreciente

60) Se dispone de una chapa metalica de forma rectangular de 1,20 m x 3 m. Se desea
construir con ella un bebedero para animales procediendo a doblar la chapa como indica

la figura, para formar la superficie lateral y el fondo. Las bases se confeccionan de
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madera dura. a) Determina el angulo 0 para que el volumen del bebedero sea maximo.

b) Calcula dicho volumen en litros.

1.20 m

0.40 0.40 0.40 0.40 Chapa

0.40+(0.40+2a)
2

a.) Superficie del trapecio base es: S =

De la fig. senf=—— = h = (0.40)send: cosd=—"— =>a =040 cosd
0.40 0.40

40+(0.40+0.
= sust, 5 (6) 40+ (0 O;OSOCOSQ) (0.40 send) = S (6) = (0.16 +0.16c0s &) send

Sea: V volumendel bebedero=V =SL= pero:L=3m=

V (6)=3(0.16+0.16cos9) send(m*); Para: 0 < 0 s%

v _ 3| -0.16 sen’0+(0.16+0.16 cos@)cos6 | = 3—\; =3(0.16)| —sen’d+cos0+cos’ 6 |

dé

d—V=0.48(20052¢9+c0329—1)si d—V:0:> 2¢0s°0+c0sf—-1=0=> cosf =
dé dé

~1+/9
4

0039:£:> 0= Arccos(l = Q:Z(v.c.) en0<f<Z
2 2 3 2

0

2 _ 2 — z z —
d \/2 _ 12send(4cosd +1) — sust V.= d \/2 _ 12sen(%)(4cos(%) +1) _ 183 -
do 25 déo 25 25

;. VA
= Imaximo en 9:5

b.) V (%) - 3(0.16+0.16 cos%)sen%; 0.623m° = 623 It.
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61) Determine los valores de a y b en la ecuacion y=ax®+bx® si la grafica

correspondiente presenta un punto de inflexién en (2, 63/5)

2(2ax — b)
93 X5

y’: ﬂ axé +l bX% = y'= ﬂ aX% —EbX7g = —g X%(Zax - b)= La
3 3 9 9 9

ecuacion dada de la curva puede escribirse como: y = x*(ax +b) = i/;(ax+b) Como el
punto satisface la  ecuacidon la  ecuacion de la curva, se tiene,
Y2(2a+b)=6¥2 = 2a+b=6.

Como la grafica tiene un punto de inflexién en el punto dado, en x =2, y"=0, es decir,

4a - b = 0. Resolviendo el sistema planteado, sigue:a=1, b=4.

62) La intensidad de iluminacion E en luz que produce un foco luminoso puntual en
cualquier punto es directamente proporcional a la intensidad del foco | en candelas e

inversamente proporcional al cuadrado de su distancia d al foco expresada en metros.

E= K—ZI Si dos focos luminosos se encuentran a una distancia L y tienen intensidades |,
d

e l,. Halla el punto del segmento que los une donde la iluminacién sea minima. Se
supondra que la iluminacion en cualquier punto es la suma de las iluminaciones

producidas por cada foco.

L
| . ' . I
1 X | 2
p Y
E = K—|21+K—|22:>E=K |—12+|—22 :>d—E=k _23|1+_23|2 (d_y
X y Xy dx X y dx

ademas:L=x+y= y=L—x:>ﬂ=—1:>d_E=2k _I_é+|_é
dx dx X*y
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si:9E _o= _—|31+|—23 =0=x° :|—2y3:> X= ysl—2:>x:(L—x)3|—2
dx x>y I, l, I,
! [z
X L_|; Como L_ <1el valor de x hallado corresponde a un minimo.

1+3|—2 1+3|—2
Il Il

63) Si f(x)=ax®+bx*+cx+d, determine a, b, c y d si se sabe que la grafica de f tiene

un minimo relativo en (2,-1) y un punto de inflexién en (1,1).

f'(x) =3ax’ +2bx+c = f"(x)=6ax + 2b. Como los puntos dados satisfacen la

ecuacion de la curva, entonces, se tienen las ecuaciones;
8a+4b+2c+d=-1 a+b+c+d=1

La existencia de un extremo relativo en (2, -1) implica que: 12a + 4b + ¢ = 0. De igual
manera la existencia de un punto de inflexién en (1,1) los llevaa: 6a + 2b = 3a+ b = 0,

el sistema conformado por estas ecuaciones admite la solucién: a=1,b=-3,c=0,d = 3.

64) Dos tanques A y B situados entre si a una distancia de d Km. se encuentran ubicados
a un mismo lado de la orilla rectilinea de un rio y a una distancia de este de a Km y b Km
respectivamente. Se desea ubicar sobre la orilla una bomba para alimentar de agua a los
tanques mediante tuberias rectilineas PA y PB. Demuestra que la longitud de tuberia
sera minima cuando se cumpla que: 0; = 0, (Admite que el punto critico que encontraras
corresponde a un minimo)

349
damasorojas8@gmail.com, damasorojas8@galeon.com, joeldama@yahoo.com.




INSTITUTO UNIVERSITARIO DE TECNOLOGIA
“JOSE ANTONIO ANZOATEGUI”

Goniemo Bolvarino Gl s EL TIGRE-EDO-ANZOATEGUI
d VHZ ‘ hmn‘stonoue\PyvcorPoJu.n Catedra: Matematica 1|
¢ VElZLeld 130 et S Especialidades: Mecanica - Quimica

Lic. MSc. DAMASO ROJAS
Sea:L,, lalongitud total =L, =PA+PB

De la fig. del £ AAP:d,, =+/x*+a?%; cos@lz%: X = Ccos g/ x> +a’
x> +a

Del « BB,P dg, =+/(k—x)’ +b?; cosd, = (k=x) = (k—x)=c0s6,/(k—x)" + b
(k—x)" + b?
dL X (k—X)—l

L(x)=vx*+a% +4/(k—x)"+b?; para: 0<x<k=—= +
i xerat J(k—x)+b?

dL .dL
sust. los valores :d— =C0Ss@, —Ccosf, = si: Y 0= cosg, —cos@, =0=> cosf, =cosb,
X X

Como 64,y 6, s% = la igualdad implica: 6, =6,.

65) De un ejemplo de una funcion que tenga infinitos extremos relativos e infinitos
puntos de inflexidn a lo largo de todo su dominio. Explique.

Consideremos f(x) = sen x, cuyo dominio es R. En  tal caso,

f'(x)=cosx = f’(x)=0, cosx=0. Asi, los nimeros criticos son:

par, n= 2k, k €Z, entonces X = (4k + 1)%, k €eZ. Si n es impar,

n = 2k+LkeZ,x=(4k+3)%,k e Z.

Es decir, se tienen 2 tipos de numeros criticos dados por las dos ultimas expresiones, con
las cuales vamos a estudiar la posibilidad de existencia de extremos relativos usando el
criterio de la primera derivada.

Para estudiar los signos de la primera derivada a la izquierda y a la derecha de los
nuimeros criticos se siguid el siguiente proceso: En la regiéon X < (4k + 1)5 se tomo

x = 2kz, para tener cos(2kz)=1> 0.
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En (4k +1)%<X<(4k+3)%, setomd X = (2k +1)7Z', con lo cual, COS(Zk +1)7z' =-1<0.
En x > (4k + 3)%, setomé X = 2(k +1)z, delo cual, cos2(k +1)z =1 > 0.

Al evaluar la funcién en x=(4k + 1)%yX:(4k + 3)%, se tiene, respectivamente,
sen(4k +1)% =1y sen(4k + 3)%:—1.

Este analisis permitié conformar la siguiente tabla resumen, donde efectivamente se
muestra la existencia de infinitos extremos relativos.

Intervalos f f(x) Conclusién
L < (4k N 1)% + |[fescreciente
x = (4k +1)Z f (4 + 1)z -1 Mix. f MJ

2 2 2

Vs /s

(4k +1)E <x<(dk+ 3)5 - |fesdecreciente
X:(4k+3)£ f M -1 Min. f M’_l

2 2 2

Vs
X > (4k + 3)5 + |fescreciente
Por otro lado, f"(x) =-senx = f"(x) =0, sen x = 0. De aqui, los posibles
puntos de inflexion son: x=0, =, 2x, 37,---. en general se pueden escribir como:

X = nz, N e Z. De esta forma podemos conformar la tabla siguiente que muestra la

existencia de infinitos puntos de inflexion.

Intervalos f F” Conclusion

X <Nz - f es concava hacia abajo
Xx=n7 | f(nz)=0 P.I. (nz,0)

X >Nz + f es concava hacia arriba
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66) Se desea iluminar un estanque de seccion circular de radio R mediante una lampara
de altura ajustable colocada sobre la vertical que pasa por el centro de aquél. L

iluminacion en el borde del estanque, que es la zona de menor iluminacidon de la

I.cos@ . . ..
Donde E es la iluminacion

superficie, esta expresada por la relacion: E =
2

expresada en luz, | la intensidad del foco luminoso supuesto puntual, expresada en
candelas y 0 al angulo indicado en la figura. Verifica que existe un valor de 0 para el cual
la iluminacién E es maxima y determina la altura a la que debe colocarse la ldmpara para

obtenerla.
Foco
E=| Zc;se
2

Del £ AOF de la fig. d =—— = sust. E(H):M; 0<o<Z

send r 2
dE_ | ( —sen®@ + 2send cos 6?) dE _ Isene( sen?d + 2cos’ 6?) dE Isen0(2 3sen 0)
d9 r? d¢9 r

send=0=6=0(vc); 2-3sen’d=0=> sen’d= % =60 = Arcsen\/g =6, =0.95 rad =54,5°

Del £ AOF de lafig.h=——=h=—">_2 ~1a1m
tgd tg6, 1g0.95

1

4x
67) Pruebe que la curva y=—; 2 tiene tres puntos de inflexion y que estos se
X~ +

encuentran sobre una misma recta.

A —ax@n o 44-X)

(x2 + 4)2 (x + 4)
“ —2x(X* + 4)2— 2(x* + 4)2x.(4-x*) i —2x(X* + 4)[( ?+4)+2(4-x )J
=@ (1 4 @ (¢
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y"_—8x(12—x2)_8x(x2—12):>y 8X(X 2\/—)(X+2\/—)

(x* + 4)3 (x* + 4)3 (x* + 4)

Calculemos los posibles puntos de inflexidn, la Unica alternativa surge de y” = 0, esto es:

x(x—2\/§)(x+2\/§):0 = x=0, X :12\/5.

Intervalos f ’(x) Conclusién
X< —24/3 — |fesconcava hacia abajo

K=-23 ()= P|.(—2\/§,¥J

+ F es cdncava hacia arriba

“\s

—2J§<x<0
x=0 f(0)=0 P.l. (0,0)
0<x<2+3 — |fesconcava hacia abajo
X =243
V3 (2\/_) £ P.I. [2\/5, ?j
X > 2\/§ + f es concava hacia arriba

De aca se desprende, obviamente, que la curva tiene 3 puntos de inflexién; probemos que
estos se encuentran sobre una misma recta, para ello, utilizamos el calculo de
dependientes tomando los puntos dos a dos, es decir:

2 2

2B (2B

Estos ultimos céalculos corroboran que los 3 puntos estan sobre una misma recta.

6(-8)

DAMASO ROJAS
MARZO 2008
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