EJERCICIOS RESUELTOS UNIDAD 3: APLICACIONES DE LAS DERIVADAS
Ejercicio 1.-

9 Halla los maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones:

S x3(3x—-8)

a) y=a%—6x2%+9x b) y= 5 Q) y=ux*-2x3
d) y=x*+2x?% e)y= }1 3 Dy=ev(x-1)
x2+
a) fi(2) = 3x* - 12% + 9
Y 4 £N16 —
flx)=0 — 3(x2—4x+3)=0 — x= # =
4% 2 o ®m I T =0
2 T—ax=1 - y=4
Signo de la derivada:
S0 f'<0 . [1>0

1 1
Hay un minimo en (3, 0) v un maximo en (1, 4).
Puntos de inflexion:
S =0x-12=0 — x=2 — y=2

Como f"(x) <0 para x<2 y f'x) >0 para x> 2, el punto (2, 2) es un
punto de inflexion.

_ 3x*—8ad
b)y= 12
; 12x3 — 242 3 >
o) = == 00 =agedie Dt
J P
—~—x=0 = y=10
W=0 = x(x-2=0=_ ; _
Sx x“(x—2) =3 > p==CfE)
S=0 f'<0 ['=0

\1\3/'

o [0 =
Hay un minimo en (3 T)

~x=0 —= yp=0
(x) = 3x2 —4x=0 — xBx—4)=0<=__ s : -
/ ~x=4/3 — y=_(64/8D)
I‘l‘-“}‘l . IJfIH{ 4] j‘":‘-‘l?

Hay un punto de inflexion en (0, 0) y otro en

—64]
81 /[

'L.J-ll»-h\

—
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©) (2 = 423 — 6a?

X )
) SR e _
x=32 — y=-(27/16)

FO=0 — x*4x—6

J=0 . J'<0 . S=0
\ 0 \ Ii /
—27
Hay un minimo en (% ]‘f )
= 0 — y=0

{1 g Y G = T I8 = y
= 12x% 12x = 12x(x—1) =0 S e By -y
fr>0 f'=<0

Hay un punto de inflexién en (0, 0) y otro en (1, -1).

d) f1(x) = 423 — 4x
f1x)=0 = 4x(x?+ D=0 = x=0 — yp=0

<0 [0

\ﬂ/

Hay un minimo en (0, 0).
Fr) = 1222+ 420 para todo x.

No hay puntos de inflexion.

— 2
e) f(x) = =
(xc® + 1)
=0 - 2x=0 = x=0 — y=1

>0

/‘]\

Hay un maximo en (0, 1).

iy = 2G2H D242 262+ D 2% 2P+ D+ 8x? | 6x? -2
o 2+ 1) GB 1P (x%+1)3
fe9=0 - x| laslop L 03

3 \llj 3 e -

fr>a fr=<0 f"=0
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NS[8¥
""--‘_--'"

Hay un punto de inflexién en (— ’ —) y otro en
Y fllx) =ex—1) +e¥=e*(x—1+ 1) = xe*
fx)=0 — xe*=0 — x=0 (pues e* =0 para todo x)

¥

f"=<o f'=0
L

\”/

Hay un minimo en (0, —1).
_f-”(_-\') = (,A’.' + .X'l’.:’x - e.\'{l + ‘x)

ffx) =0 — x=-1 — y=—

3
Hay un punto de inflexién en (—l, = )

Ejercicio 2.-
Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes fun-
ciones y di si tienen maximo o minimos:

1 2x—3 x? : x2-1

ﬂ.) | b} p=__— C)'=7 d) p=_

. x2—-4 J x+1 2 a2 +1 J X
a)y= Dominio =R —{-2, 2}

x4 —4

)= ——2% _ -0 — x=0

T (a? —4)? .

Signo de la derivada:

f=0 : f'=0 : fr=<n ] fi<d

Tt gl DRey 3 Beg

La funcion: crece en (—ee, —2) | J (=2, O)

decrece en (0, 2) U (2, +e=)

: 2o -1
tiene un maximo en (), S
_1.
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2 —3

b)y= Dominio =R - {1}

) = 2+ 1D —(2x—3) _ 2x+2-2x+3 _ 5
' (x + 1)2 (x+ 1? (x+1)2

S(x) >0 para todo x#—1.
Por tanto, la funcion es creciente en (—e=s, —1) |J (=1, +=).

No tiene maximos ni minimos.

x? =
c)y=——— Dominio = R
x=+1
G = 2+ D -2 _ O vy-—> . 2

(2 + 1)° (a2 + 1)? (2 + 1
S>>0 - 2x=0 — x=0

Signo de la derivada:

La funcion: decrece en (—==, ())
crece en (), +eo=)
tiene un minimo en (0, 0)

2

d)y= T“—_l Dominio = R — {0}
x

oy 2x - x—(x2—1) Ixd—x?+ 1 x2 + 1
Sflx) = = = =
e 2% x?

Sx)# 0 paratodo x# (.

S'(x) >0 paratodo x#0.

La funcion es creciente en (===, 0) [J (0, +e0).
No tiene maximos ni minimos.

Ejercicio 3.-

Halla los intervalos de crecimiento y los maximos y minimos de las siguien-

tes funciones:

8 —3x x2+1 )
y= - = b P 3
23 x(x-2) )> x?-1 =
22 _ 3. > :
d) Jr = M e_)'_]f = .“t'"’ - 5:{2_ 9'T f‘) J" i

2—x

x2(x-3)
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a)y= 8- 5 B=3%  pominio=IR - {0, 2)
. x{x—2) X2 2
f(x) = Bt —20)-B—3%) - Cx—2) o —3at + 6x — 16x + 16 + 6x° — O »
* (.1‘2 _ 22‘.’)2 (xz _ _.\.')2
_ —3xf - 16x + 16
(2 — 25
- = + '2" _1c 2 + [
P =y Al (Gewifi=0 5 = 16 £ V256 - 192 _ 16 £ V64 _
6 6
_16+8 _—x=4
6 T—ax=4/3
Signo de la derivada:
fr=0 . f=0 S0 f=0 \ f'=0
0 i 2 i
La funcién: es creciente en (-, 0) U ((}, % U (4, +=0)
es decreciente en % 2] U@ 9
2
) e (49 ]
tiene un maximo en [—, —=
3 2
tiene un minimo en (~; —%)
2
b)y= xj * 1 pominio=R - -1, 1)
B |
£1(x) = (2 -D-GF+1D)-2x _2x —2x—23-2x _  —4x
T GeP = 1)? (@ =1y (x2—1)?
flo)=0 — —-4x=0 — x=0
Signo de la derivada:
['=0 \ f'=0 \ J'=<0 . f['<0
/ _i / "} \ }_ \
La funcién: es creciente en (—eo, —1) IJ (=1, O)
es decreciente en (0, 1)U (1, +e2)
tiene un maximo en (0, —1)
5
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3

cly= X . Dominio=R — -1, 1}
x-—1

F1(x) = j.:cz(.x2 == x3 - 2x _ 3.\;“ - 5x2 — 2x4 _ xt = 5..\'3 _ .A'E(A\:‘z —3)

: (% — 1) (I (2 — 1)% Gt — 1P
x=10

J)=0 — 2%x2-3)=0 < x=-V3
x=13

Signo de la derivada:

S'=0 Jf=<o fr=0 S'=0 Jfr=0 fi=0

==

La funcion:

es decreciente en (—V3, -1 U (=1, DU (1, V3)

tiene un maximo en (— y i

tiene un minimo en (\"5 S

e

3V3 )

r

=2

3N3

)

tiene un punto de inflexion en (0, 0)

\f,\i\\.{;/

es creciente en (—es, —V3) |J (W3, +==)

it |
d)y = M Dominio = IR — (2]
2=
Flay = x=3) Q-0 -2x?-3x) - 1) _ 8x—da’—6+3x+2x" - 3x
= (2 - x}l (2 . A‘)E
_ 2x%+8x-6 _ 2(x? — 4x + 3)
@ —xP (2 —x)

4 | .12 i [4
flx)=0 — 22—4x+3=0 —= x= AxN18-12 _‘fxVA.
: 2 2

_4+2 _—%=3
2 T x=1
Signo de la derivada:
Fr<0 f=0 J'=0 Ji<0

=S

[

/'

T
3
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La funcién: es creciente en (1, 2) J (2, 3)
es decreciente en (—==, 1)U (3, +==)
tiene un minimo en (1, -1)

tiene un maximo en (3, —9)

e) y=x"—3x% - 9x. Dominio =R

fl(x) = 3x% —6x —9 =3(x®—2x— 3)

o _2+Vd+12 2216 _2+4 _—Xx=3
=0 — x-= > = > S S =i
Signo de la derivada:

f1>0 f<0 S>>0

La funcién: es creciente en (—e=, —1) U (3, +==)
es decreciente en (-1, 3)
tiene un maximo en (-1, 3)

tiene un minimo en (3, =27)

[a) 8

B yE— = —-. Dominio = R — {0, 3)
x“(x—3) xd — 3x2
() = —8(3xt-6x) _ —8xB3x—6) _ —-8(3x—06)
! xt(x — 3)2 xt(x —3)?2 3 (x — 32

flx)=0 — 3x-6=0 — x=2

Signo de la derivada:

=0 \ f=0 f'<0 . fr<0
\ 0 \ 3 \

La funcidon: es creciente en (0, 2)

\

es decreciente en (===, 0) U (2, 3) U (3, +==)
tiene un maximo en (2, -2)
Ejercicio 4.-

Estudia la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de las siguientes
funciones:

aAy=x3-3x+4 b) y = x% - 6x2 c) y=(x-2)*

By Dy=n(x+1)

d)y=xe" e)y=
)) )) x+1

Ejercicios de aplicaciones de las derivadas



a)y= x3 — 3x+ 4. Dominio=R
fi(x) =32 =3 f(x%)=6x
SMx)=0 — 6x=0 — x=0

Signo de f"(x):

=0 . f'=0
X N

La funciton: es convexa en (—e=, ()

es concava en ((), +e=)

tiene un punto de inflexién en (0, 4)

b) y = x* — 6x%. Dominio = R

S) = dacd — 12 f(x) = 1207 — 12
=1
=0 — 12(x2-1)=0 { ol

Signo de f"(x):

La funcion: es concava en (—eo, =1) |J (1, +e=)
es convexa en (-1, 1)
tiene un punto de inflexién en (-1, -5) y otro en (1, -5)
c) y = (x—2)". Dominio =R
fi) = 4(x— 2)3; f(x) = 12(x — 2)*
[ =0 - x=2
SJ"(x) >0 para x#2

Por tanto, la funcion es concava. No tiene puntos de inflexion.

d)y = xe*. Dominio=R
fx)=e*+xe*=(1+x)e*; flx)=e"+(1+x)e*=(2+x)e*
J"x)=0 — x=-2 (¢*#0 paratodo x)
Signo de f"(x):
Jfr=0 . /=0
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La funcion: es convexa en (—es, —2)

es concava en (=2, +ea)

tiene un punto de inflexién en (—2. —%
a2
: 2—x 7
e)y= . Dominio =R — {1}
: x+1
(%) = -1x+1)-2-x) _ x-1-2+x _ 3
' (x + 1)? (x+1)° (x+ 1)
Fry = —
(x+ 1)

f"(x) # (0 para todo x.
Signo de f"(x):
f7<0 750

™

La funcién: es convexa en (—e=, —1)

-

es concava en (=1, +e2)

no tiene puntos de inflexion

f) y=m(x+1). Dominio = (-1, +e=)

(x) =
SC s

—1
o= —"1
(3 + ])3

Sf(x) <0 para x € (-1, +eo)
Por tanto, la funcién es convexa en (-1, +e=).

Ejercicio 5.-
Estudia si las siguientes funciones tienen maximos, minimos o puntos de ir
flexion en el punto de abscisa x = 1:

y=1+(x-1) b)y=2+(x— Dt
cAy=3-(x- 1)° dy=-3+2(x-1)5
a) f'(x) = 3(x— DA F'(x) =6(x—-1)

Jr..-‘;- () . J_-'r.;_ 0 J:'.l.l_\: 0 I Jlru> 0

o NG AL

Hay un punto de inflexién en x= 1.
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b) f'(x) = 4(x— 1)% [0 = 12(0e ~ 1)
F<0 . =0 J'=0 f7=0
I
1 1

Hay un minimo en x = 1.

o) fi(x) = —6(x— 1)5 fF(x) = =30(x — 1)

=0 L f'=<0 f'<0 . JT<0
2 1 g 'k

Hay un maximo en x=1.

d) ()= 10(x= 1)% Fo0) =40(x—1)3

fre0 . f'=0 =0 . =0
1

ot L e oy A

Hay un punto de inflexién en x = 1.

Ejercicio 6.-
Estudia los intervalos de crecimiento v los miaximos v minimos de la fun-
cion dada por: y= |[xZ+ 2x0— 3|

2 . —2+V4+12 _ 24 __—x=1

24+ 2x—3 = ;= =
o2 3= =k X > = =

J =49 x2 2 +3 51 F3<xa<1

2 +2 51 x<—3
Fflx)y=9-2x—-—2 s 3<x<l1
2 + 2 si a>1
En x = -3 no es derivable, pues f(—37) = —4 & f(—3") = 4.
En x =1 no es derivable, pues f(17) = —4 = f(17) = 4.

* Veamos donde se anula la derivada:
2 +2=0 — x=-1

Pero ff(x) =2x+ 2 para x<-3 y x> 1.

2x—2=0 — x=-1 y flla)=-2x—2 para 3 <x<1
Por tanto f'(x) sc anula en x = —1.
e Signo de la derivada: <0 >0 Fi<0 Fi>0

e La funcion: es creciente en (-3, —1) U (1, +==)
es decreciente en (—==, —3) U (-1, 1)
tiene un maximo en (-1, —4)

tiene un minimo en (-3, 0) y otro en (1, 0).

10
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Ejercicio 7.-
Estudia la existencia de maximos y minimos relativos y absolutos de la fun-

cion y= |x%*—4

2

X 4 s 2<x<2

-4 si x<-2
+
c—4 st ox>2

2

ey = J.'_
s

2x si o x< -2

f(x) = I —2x si 2<x<?2

2x si o x=>=2

En x=-2 no es derivable, pues f(-27) = —4 # f'(-27) = 4.

En x =2 no es derivable, pues f(27) = —4 # f'(27) = 4.
* La derivada se anula en x = 0.

e Signo de la derivada: ' - “ -
g f<0 : >0 : fi<0 : [0

\—2/“\2

e La funcidn tiene un maximo relativo en (0, 4).

No tiene miximo absoluto ( lim flx)= [lim [f(x)= +e=2).
X —3 +oo X ——oo

» Tiene un minimo relativo en (=2, ) y otro en (2, 0). En estos puntos, el mini-
mo también es absoluto, puesto que f(x) 20 para todo x.
Ejercicio 8.-

Halla el valor de ¢ de modo que la funcién y= —<

tenga un tinico ex-
; xX+c
tremo relativo. .

;Se trata de un maximo o de un minimo?

e¥(x? + ) —e¥ - 2x _ eX(x? + ¢ — 2x)
(x% + c)? (x2 +c)*

floo) =

2 + V4 —4c

fl)=0 - x*—2x+c=0 - x= =

Para que solo haya un extremo relativo, ha de ser: 4 —4c=0 — c=1
En este caso seria:

= . X 2
‘lr: ("7, f’(x):M

aF 41 (P 157
flx)=0 - x=1
fx)>0 si x#1 — f(x) escreciente si x#1.

Hay un punto de inflexién en x = 1.

11
Ejercicios de aplicaciones de las derivadas



Ejercicio 9.-
Estudia el crecimiento de la funcion:

S(x) = e* (cos x + sen x)
y determina los maximos y minimos de la funcion para x €[0, 2n].
Consideramos la funcion: f(x) = e*(cos x + sen x) para x [0, 2x].
Calculamos la derivada:
S'x) = e*(cos x + sen x) + e*(—sen x + cos x) = e*(2 cos x) = 2e” cos x

flflx)y=0 — cosx=0 (pam x € [0, 2r)

/\

Signo de la derivada:

i e T w2
tiene un maximo en 7, e

. 5 s '3nm 9
tiene un minimo en [T —ed2

Ejercicio 10.-

Dada la funcion y = ax* + 3bx? — 3x% — ax, calcula los valores de a y b sa-

biendo que la funcion tiene dos puntos de inflexion, unoen x =1 y otro en
x=1/2.

fi(x) = 4ax® + 9bx? — 6x - a
Fr(x0) = 12ax? + 18bx — 6

f11/2)=0 =  3a+9%-6=0

"1 =10 — 12a+18b—-6=10 2a+3—-1=1
a+5b—2=(’ll

Restando las igualdades: a+1=0 — a=-1

Sustituyendo en la 22 ecuacién: 36—-3=0 — b=1

12
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Ejercicio 11.-
Sea f(x) = ax3 + bx? + cx + d un polinomio que cumple f(1) =0, f(0) =2
y tiene dos extremos relativos para x=1 y x=2.

a)Halla a, b, c v d.
b) ;Son maximos o minimos los extremos relativos?
a) flx) = ax>+bxt+cex+d

[1(x) = 3ax? + 2bx + ¢

(=0 — a+b+c+d=0 a+b+d=-2 a=%

< . )

f’(0)=2 — c=2 c=2 b:—_}

fl)y=0 — 3a+2b+c=1( 3a +2b=-2 c= 32

(D=0 — 12a+4b+c=0]| 6a+2b=-1 d = ‘(?’

) §]
Rk oS B Do B B D, il aBe B b Bl i s
si: j[.\)—gl- - 5X +2,.1—€, fllx)=x"-3x+2=(x-1) - (x-2)

b) Signo de la derivada:
f'=0 J'=0 S=0

|
/|

/

Hay un miximo para x =1 y un minimo para x = 2.

Ejercicio 12.-
La curva y = x? + ax? + bx + ¢ corta al eje de abscisas en x =—1 vy tiene un
punto de inflexion en (2, 1). Calcula a. b v c.

y=x3+ax®+bx+c
[ = 3xt + 2ax+ b

[(x) = 6x + 2a

=0 - d1+a-b+c=10 a-b+c=1 a=-6

f2)=1 — 8+4a+2b+c=1 4@+ 2 e=-7 | b=%

(D=0 — 12+2a=0| a=-6 c= 3—51
13
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Ejercicio 13.-

De la funcion f(x) = ax3 + bx sabemos que pasa por (1, 1) y en ese punto

tiene tangente paralela a la recta 3x+ y = 0.

a)Halla a v b.

b) Determina sus extremos relativos v sus intervalos de crecimiento y de-

crecimiento.

) f) =ax?+bx; fi(x)=3ax’+b

=1 — a+b=1 a=-2 i
s x) = —2x° + 3x
=3 = 3a+b=3| p=3 [ I “
b) f'(x) = —6x2 + 3
V2
P aian
ffx=0 — 32x2-1=0 =
R
’ 2
Signo de la derivada:
f1<0 L >0 L f'=<0
—2 \"f
|";' l!;
La funcion: es decreciente en (—oo_ —\T_] U (L;, +o0
, . , ( V2 ‘5)
es creciente en |———, —
2 2,
; 2 2 5
tiene un minimo en (—7, —\2
. Y ( [2 |—)
tiene un maximo en |—, V2

Ejercicio 14.-

La funcién f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ verifica que f(1)=1, f(1)=0 yque f

no tiene extremo relativoen x=1. Calcula a, b v c.

= Sies f'(1)=0 yno bayexiremo relativo, tfene que baber una inflexion en x = 1.

fo=x3+ax’+bx+c
S =3x%+2ax+ b

JFH"(x) = 6x+ 2a

fHy=1 — l1+a+b+c=1 a=-3
(D=0 — 3+2a+b=0 b=3
ffM=0 — 6+2a=0 c=0

14

flx) = a9 — 3x% + 3x
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Ejercicio 15.-

Sea f(x)=x3+ax?+bx+5. Halla a y b paraquelacurva y = f(x) tenga
en x =1 un punto de inflexiéon con tangente horizontal.

Si en x =1 tiene un punto de inflexion con tangente horizontal, ha de ser
Sy=f1(10=0.

S =x3+ax?+ bx+5
i) =3x2+2ax+ b

fMx) = 6x + 2a

=3

fH=0 — 3+2a+b=0 a
b=3

f1r=0 = 6+2a=0 } [ =x3_3x2+3x+5
Ejercicio 16.-

Lacurva y=x3+ ax?+ fx+ 7 cortaal eje OX en x =1 y tiene un punto de
inflexion en (3, 2). Calcula los puntos de la curva que tengan recta tangente
paralela al eje OX.

S =x3+ox?+Bx+y, [0 =3x%+20x+ B; f(x) =06x+ 20

f=0 —= 1+a+B+y=0 | a=-9
3 =2 — 27+9%9% +33+y=2 B =24
f"3)=0 — 18+ 2a=0 v=-16

Ast: f(x) = x3 — 9x% + 24x— 16; f'(x) = 3x% — 18x + 24

* Puntos con tangente horizontal:

ey =0 3 x-182V524-288 _ 18+V36 _ 1816 —*=4

6 6 6  T—x=2

e Los puntos son (4, 0) v (2, 4).

Ejercicio 17.-

Halla el dominio de definicion, maximos, minimos e intervalos de creci-
miento y decrecimiento de las siguientes funciones:

. . ————
ay=a’lnx b) y = Va2 + 2x
a) y = x% In x. Dominio = (0, +s)

flx) = 2x In x + x?% - 1 . 2xlnx+x=x2Inx+1)
x

15
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f)=0 = xQhx+1)=0

x =0 (no vale, pues no esta en el dominio)

e

1 / 1
~2nx+1=0 = Ihx=—— — x=e¢V2l=__—_
2 Ve
Signo de la derivada:
L ['<0 L >0
0 172 I
\ & /
La funcién: es decreciente en (0, e %)
es creciente en (712, +e=)
tiene un minimo en (0‘1"‘2, ;—1)
2e
37 2 T
b)y = Vx“+ 2x. Dominio = R
. 242 S i . I .
f'(x) = —————(la funcién no es derivable en x=0 nien x=-2).

33 (x2 + 2x)2

=0 — 2x+2=0 — x=-1

Signo de la derivada:
: , y
f'<0 : f'<0 . =0 : =0

\—'2\—'1/0/'

La funcion: es decreciente en (—e=, —1)

es creciente en (-1, +==o)

tiene un minimo en (-1, —1)

Ejercicio 18.-
Entre todos los triingulos is6sceles de perimetro 30 cm, jcudl es el de area

maxima?

Perimetro=2x+y=30 — y=30-2x

2
/

(3(7— 2x)2
- B (30 — 2x) - ‘\/

Area = = =
7.

Altrere = h = a2 —

R . A 3 ; -
- B0-2x) 2\ 30x— 225 _ (15 _ x)\30x — 225 = V(15 — 02(30x — 225) =

V30x? — 112522 + 13500x — 50625

16
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Tenemos que maximizar la funcién area:

fx) = V30x3 — 112522 + 13500x — 50625

00x% — 2250x + 13500

J@=— -
29303 — 11252 + 13500x — 50625

fix)=0 — 90x2 — 2250x + 13500 = 0
90(x2 — 25x + 150) = 0

_ 257625600 _ 2525 _ 25

&
2 2 2

et X
~ o

(2 =15 no vale, pues quedaria y = 0, al ser perimetro = 30)

(f'(x) >0 alaizquierdade x=10 y f'(x) <0 a la derecha de x=10.

to, en x =10 hay un maximo).

15 (no vale)
10

Por tan-

Luego, el tridngulo de drea maxima es el equilitero de lado 10 cm, cuya drea es

253 = 43.3 cm?.

Ejercicio 19.-

Se quiere construir un recipiente conico de generatriz 10 cm y de capacidad

maxima. ;Cual debe ser el radio de la base?

h2+ R2 =100 — R%2=100—h2
1

10 cm

fh) = %x(mt’)h - h¥

...........

Tenemos que maximizar la funcién volumen:

Volumen = %EREh = ?Jt(](]ﬂ =8 h = %J‘I:(]{l('lh — h¥

fi(h) = %n‘(l(l{} - 3h?)
fithhy=0 — 100-3h*=0 — h @
(consideramos la raiz positiva, pues h = 0).
f(h) >0 alaizquierda de h = E y f'(h) <0 ala derecha de h = T%
Luego, en h = g hay un m:iximo).

Por tanto, el radio de la base sera:

>
RZ=100—_h2=100-100 - 200 R=‘\/"OO
3 3 3
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Ejercicio 20.-

Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea
8 dm?3. Averigua las dimensiones de la caja para que su superficie exterior

sea minima.

Volumen = x?y =8 dm3 — y= ﬁ)
x“
i oy .8 32 -
Superficie = 4xy + 2% = 4x h’ + 2x2% = 22 4 2x?
0 X

Tenemos que hallar el minimo de la funcién superficie:

3
Jlx) = 2552 oy Jix) = I o I HARE doc
~

2

5
X X

[l =0 — B32+4x3=0 — x*=8 — x=2

y=2

(En x =2 hay un minimo, pues f'(x) <0 para x<2 y f(x) >0 para x> 2).

Por tanto, la caja ha de ser un cubo de lado 2 dm.

Ejercicio 21.-

En un triangulo isésceles de base 12 cm (el lado desigual) y altura 10 cm, se
inscribe un rectangulo de forma que uno de sus lados esté sobre la base del

triangulo y dos de sus vértices sobre los lados iguales:

a) Expresa el area, A4, del rectingulo en funcion de la longitud de su base,

x, v di cual es el dominio de la funcion.

b) Halla el valor maximo de esa funcion.

12

al A Los triangulos ABC y DEC son semejantes; luego:

AB=10cm /| - _
y AB _ BC
: DE EC
i & Como AB =10 cm DE
Ly . e
i BC =6 cm EC
B E C

— &= tenemos que:

- 17 ¢ > ) i

= 0__6 10
y 12 —x ¥

2

T 12-=x

10(12-x) _ 5(12—x) _ 60 —5x

10(12-20 =12y — y= _

12 6

Por tanto, el area del rectangulo es:

A=x-y=x- — Alx) =

6 6

(60 —5x) _ 60x — 5x° 60x — 5x*

x puede tomar valores entre () y 12, Por tanto, el dominio de A(x) es:

Dominio = (0, 12)

18

Ejercicios de aplicaciones de las derivadas



b) Hallamos el miaximo de A(x):

Allx) = 80105 =103
6
Ax)=0 — 60-10x=0 — x=6 — yp=5
(En x =6 hay un médximo, pues A'(x) >0 para x<6 y A'(x) <0 para x> 0).
El maximo de la funcion A(x) se alcanza en x =06, que corresponde al rectan-

- = - i Z
gulo de base 6 cm v altura 5 cm. En este caso, el drea es de 30 cm” (que es el
area maxima).

Ejercicio 22 .-
De todos los rectangulos de drea 100 dm?, halla las dimensiones del que
tenga la diagonal minima.

Area=x-y=100dm* — y-= 10
< X
d y La diagonal mide:
=z 1002 10000
2 d=x?+ 9?2 = ’\/x2 +( ) = ’\/.1‘3 +
X J 4 32
Tenemos que minimizar la funcién:
2, 10000
d(x) = ‘\/ X+ ——
2
L. 20000
2x — .
%) = o 2xt-20000  _ _ x*—10000
" a[2, 10000 L5 xf+10000  aPxt+ 10000
&2 - x

d'x)=0 — x*-10000=0 — x=V10000 =10 = x=10 — y=10

(En x =10 hay un minimo, pues d'(x) <0 alaizquierdade x=10 y d'(x) >0
a la derecha de x = 10).

Por tanto. la diagonal minima corresponde al cuadrado de lado 10 dm.

Ejercicio 23 .-
Un tridngulo isosceles tiene el lado desigual de 12 m y

la altura relativa a ese lado de 5 m. / Lk
&=

Encuentra un punto sobre la altura tal que la suma de

distancias a los tres vértices sea minima.

altura =5 m La suma de las distancias a los tres vértices es:

§=2d,+d,
Pero: dy=Vx*+36 y d,=5-x

Por tanto:

S(x)=2Vx? +36 +5—-x
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Tenemos que minimizar la funcién S(x):

S’('.x")=2-|2%x_]:l\—\-—ﬂ)
2Va? + 36 Va2 + 36

S)=0 = 2x—-Vx2+36 =0 — 2x=vVx2+36

42=22+36 — 3x2=36 — x2=12 — x=vVI12=2V3

(consideramos solo la raiz positiva, pues x = 0).
(En x = 2V3 hay un minimo, pues S'(x) < 0 a la izquierda de este valor y
S'(x) > 0 a su derecha).
Por tanto, el punto buscado se encuentra a 2V3m de la base, situado sobre la al-
tura.
Ejercicio 24.-
En un cuadrado de lado 10 cm queremos apoyar la base de un cilindro cuya
irea lateral es 50 cm?.

¢Cuil debe ser el radio del cilindro para que su volumen sea el mayor posi-
ble?

" i Area lateral cilindro = 2nrh =50 cm? — h = 50
P || - 2nr

El volumen del cilindro es:

b 5( x : -
V=mrth=m2 2> =25r — V(=25
2mr

" Al estar apoyada la base sobre el cuadrado, tenemos
r o H R . -

N, A L que el dominio de V(r) es el intervalo (0, 5].

~

10 cm ' Tenemos que maximizar V() = 257, con r € (0, 5].

Como V() es una funcion creciente, su maximo se alcanza en r = 5.

Ejercicio 25.-

Dada la funcién f:[1, e] — R definida por f(x) = 1

X
les de las rectas tangentes a la grafica de f tienen la maxima pendiente.

+ In x, determina cua-

La pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a es f'(a). Tenemos que hallar
el maximo de:

o 1 . xell, g
x

fiey ==L
=
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Calculamos la derivada de f'(x); es decir, f"(x):

. 2 e
fio)=—=2-— = ===X
| 2¥ ot x3

fMx)=0 = 2—-x=0 — x=2 €ll,¢
(En x= 2 hay un maximo relativo de f'(x), pues f"(x)> 0 a la izquierda de ese
valor y f"(x) <0 a su derecha).
Hallamos f'(x) en x =2 y en los extremos del intervalo [1, el:

Lo02s pay=0; fe=<=L
4 o
Por tanto, la recta tangente con pendiente midxima es la recta tangente en x = 2.
La hallamos:

S1@ = = (),23

1 5 1
2)y=—+mn2 f1(2)=—
J@ =5 » SU@) =4

La recta es: y = % +In2+ %(}r— 2)

Ejercicio 26.-
Se desea construir un deposito de laton con forma de cilindro de area total
54 cm?. Determina el radio de la base vy la altura del cilindro para que el vo-

lumen sea maximo.

~— ~ Area total = 2nrh + 2rr2 = 54 cm?
\.._____________________/ .
h = :34 = 2]'[?'"'

b 2nr

s 54 — 2mr?
Volumen = nrth = nr? - j—
A | 2nr

~— " Tenemos que maximizar la funcién V(r) = 27r — mr:

= (27 — ) = 27r— mrd

%)

Vi(r)= 27 — 3mr

. 2
VD=0 — 27-3m2=0 — 2=2-2 _, -3
jn. m VI
(En r = i_ hay un minimo, pues V'(r) < 0 a la izquierda de este valor y
NI

V() > 0 a su derecha).

3 § : y i3 o
Para r= —= — h = —, dimensiones del cilindro de volumen maximo.

VT VT

Ejercicio 27.-

Queremos hacer un envase con forma de prisma regular de base cuadrada y
capacidad 80 cm?. Para la tapa vy la superficie lateral usamos un determinado
material, pero para la base debemos emplear un material un 50% mas caro.

Halla las dimensiones de este envase para que su precio sea el menor posible.
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Volumen = x?y=80 cm®> — y-= 8—2
X

Para la tapa y el lateral — =z €/cm?

Para la base — 1,5z €/cm?

El precio total sera:

x P = z(x? + 4xp) + 152(x?) = z(x3 + 4 - 8—2) + 1,5x%2 =
X
x

2 5 : %

= 2(&‘3 + ﬁ) +15x%z = z{a? + 320 1,5x2| =
X x

= 2(2,5.702 4020 )

x

Tenemos que minimizar la funcién que nos da el precio:

P(x) = 2(2,5.1“2 - @]
X

: Sy
Pl(x) = z(ﬁx— 525}) = z( 2= 520 )

X .'1,'2

Px)=0 — 5x°-320=0 — x’=64 — x=4 — p=5
(En x =4 hay un minimo, pues P'(x) <0 a la izquierda de ese valory P'(x) >0
a su derecha).
El envase debe tener la base cuadrada de lado 4 cm y 5 cm de altura.
Ejercicio 28.-

Con una limina cuadrada de 10 dm de lado se quiere construir una caja sin
tapa. Para ello, se recortan unos cuadrados de los vértices.

Calcula el lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea
maximo.

Si la altura de la caja no puede pasar de 2 din, ;cuil es la medida del Iado del
cuadrado que debemos recortar?
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El volumen de la caja es:

Vix) = x(10 — 2%, x € (0, 5)

‘.‘L‘_ 10 dm——
Tenemos que maximizar esta funcion:
V(o) = x(10 — 2x)% = x(100 + 4x? — 40x) = 4x? — 4057 + 100x

V() = 12x% — 80x + 100 = 4(3x2 — 20x + 25)

- _ L
. _ 20400 —300 _ 20+ V100 _ 20+ 10 _—* =5 (no vale)
V) > & 6 6 6 —x=5/3

(En x=5/3 hay un miximo, pues la derivada es positiva a la izquierda de este va-
lor y es negativa a su derecha).

Por tanto, el lado del cuadradito es x = 5/3.

Si la altura no puede pasar de 2 dm; es decir, si x € (0, 2), obtenemos el mismo re-
sultado: a = 5/3.
Ejercicio 29.-
Dado »> 0, prueba que entre todos los mimeros positivos x e y tales que
x*+3*=r lasuma x+y es maxima cuando x =y.
Como x?+ y*=r ynos dicen que y> 0, entonces: y = \r— 2

Asf, lasumaes: S=x+y=x+ r—al

Tenemos que maximizar la funcion S(x) = x +

r—al:
|
_ -2
Sy=1+ == 1% _Nr-x-=x
2\fr—x"‘ ‘\.Jr—x2 Vr—x?
S)=0 = Vr—x*=x — r—-x2=x2 > r=2x2 — 2‘22%
r
Como x>0 — x= 5

(En x = \’% hay un miximo, pues S(x) > 0 a la izquierda de ese valor y
S'(x) <0 a su derecha).

Hallamos y: y=Vr—x? =1/ r- % = 1#’7

F ¥
Por tanto, la suma es midxima cuando x= y=

Ejercicio 30.-
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De todas las rectas que pasan por el punto (1, 2), encuentra la que determi-
na con los ejes de coordenadas, y en el primer cuadrante, un triangulo de
area minima.

Las rectas que pasan por el punto (1, 2) son de la
forma:

y=2+mx-1)

Hallamos los puntos de corte con los ejes de la recta:
—Coneleje V' - x=0 — p=2-m — Punto (0, 2—m)

2
—Coneleje X = yp=0 — x=1 B —  Punto (1 -, {])
m m
El area del triangulo es:
A(m) = l(1 - i)(? —m) = l(z - — Ly 2) = l(—} —m - i)
2 m 2 m ) m
Hallamos el minimo de la funcién:

2

A‘(m}=i(—1+ 2 =%
2 m? 2m=
__—m =2 (no vale)

=3

Am)=0 — —m?+4=0
T~—m

(m =2 no vale, pues no formara un triangulo en el primer cuadrante la recta con
los ejes).

(En m = -2 hay un minimo, pues A'(m) < 0 a la izquierda de ese valor y
A'(m) > 0 a su derecha).

Por tanto, la recta es:
y=2—-2(x—1) esdecir: y=-2x+4
Ejercicio 31.-

Dos postes de 12 y 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un ca-
ble que una un punto del suelo entre los dos postes con los extremos de es-

tos. ;Donde hay que situar el punto del suelo para que la longitud total del
cable sea minima?

La longitud total del cable es:

b ot 18 . T - -
il % T L) = VxZ ¥ 122 + VB0 —x)% + 18%; es deair:
% _f N —-x . : :
30 m L(x) = Va2 + 144 + Va2 —60x + 1224
T 2., 2 — x o —
L(x) = x4 x — 60 ___ A 3 x — 30 _

2Vx2 + 144 2Vx2—60x+ 1224  NxZ + 144  Vax? — 60x + 1224

aVxZ — 60x + 1224 + (x— 30) Va2 + 144
V(2 + 144) (32 — 60x + 1224)
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Ix)=0 — xaVax2—060x+ 1224 + (x—30)Vx2+ 144 =0

xVaZ = 60x + 1224 = —(x— 30) Va2 + 144

x2(x? — 60x + 1224) = (x — 3002 (x2 + 144)

xt—60x3 + 122452 = (a2 — 60x + 900) (2 + 144)

xf — 6023 + 1224a% = x* + 144a? — 60a3 — 8640x + 9002 + 129600
180x% + 8640x — 129600 = 0

X+ 48x—720=10

_ —48+V2304+2880 _ —48+V5184 _ _4g8+72 _— x=12
2 2 2 x"“\.\ x = _60 (no Vale)

(En x =12 hay un minimo, pues L'(x) <0 a la izquierda de ese valory L'(x) >0
a su derecha).

Por tanto, el punto del suelo debe situarse a 12 m del poste de 12 m (v a 18 m del
poste de 18 m).
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Ejercicio 31.-
Calcula el punto de la curva y = 1 - en el que la pendiente de la recta tan-
1+ x°

gente sea maxima.

La pendiente de la recta tangente a f(x) = 2 S €n X es S'(x). Tenemos que
1+x
hallar el maximo de f'(x).
. —2x
Silx) = ————
(A +2?)?
() = 20 +xH2+2x - 20 +xH -2 _ 200 +xD) + 82 _ 6xi-2
T (1 + x2) (1 +ax?P (1 +x2)3
f'x)=0 — 6x!-2=0 — «x= i‘\f%
_,-“3‘ 0 , Jc-u <0 : J{'H = ()

2 4 lim fi(x)= lim fl(x)=0
1 1 “ “
\A_\J? \ NT / X — == X — oo
L 1 5 i " 1 2y
En x=- 5 hay un maximo (absoluto) de f"(x) yen x= 3 hay un mini-

mo (absoluto) de f"(x).

Por tanto, el punto en el que la pendiente de la recta tangente es mixima es:

(_ﬁﬁ
37 4

Ejercicio 32.-
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Calcula, utilizando la regla de L'Hopital, los siguientes limites, que son del

. 0
t — |z
ll)O(O]

3 %4 53
= x2+ 1 . In(e™+ x-
a) lim ————— b) lim In(e™ + x7)
xo-1 x°—3x—4 x—=0 X
. a¥-b~ B S 5 B
D it E =2 &) am arcig x — x
x—50 X x>0 X—Senx
n(l1+x
g) lim In(cos 3x) h) Iim 7(_1 )
x—=0 xz =0 VoA 3
p—— xX—sen x
i) lim (7)
x—0 XoSen x
= + 2
a) lim _ &+l . I L‘ = i“ = _g
x—o-1x2—3x—-4 xo-12x—3 5 5
N In(e* + x3) . e+ 3x7
b) lim ————— = lim = =4
x—=0 X x—0 &+ x

i sen x . COSX
c) lim —————= Iim
+r—0 1—cosx x>0 Sen x

Hallamos los limites laterales:

% COS X _ % COsX _
fim —— =—e; [im —— = +oo
x—=0 senx xr—oO senx

s sen x
c) lim ————
r—0l—cosx

~ = e.\' = eS(’H x
) lim —
=0 1—cosx

- 2.
i) lim Ao iC08. Gdu) ,("'\)
x—0 e
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b

& lim ar — a*ma—b"Inh

5 e
= [im =hma-Inb=In—
x—=0 X x—=0 1 b
1 I 2% ox2 —2
i i = - : ; r 23
. arclex—x : 1+x? (1 + a2 (1 + x%y
e) lim AIEX =X  ———— = [im ————= |im ————=-2
r—() X—SNX x—=0 1—cosx v =0 sen x r—0 cosx
XSSP X 2K CSEMA,
; . € Ie 8 ¢ COS X
£ lim —— = Ilim =
ry—0 1 —cosx x—30) sen x
— X _ gSenx COSE A+ eSNX con =0
X =10 €os X
—3 sen 3x
. ; £ ) COS 3Xx . — Ax
a) lim _n(cos 3x) _ lim —— = Iim 8 =
x—0 x2 x—=0 2x x—0 2%
. =9(1 + g% 3x) 9
= lim -
x—=0 2 2
1
17
W m(l+x) . s 4 Nx
h) im ———— = Iim = lim ———=
x—=0 Va3 x =0 x—0 (L +x)
43x
: . 1—cos®(2x) _ ,. 2cos(2x)sen(2x)-2 _ ,. 2sendx _
i) Im ———————= lim = [lim =
x—=0 By x—0 6x x—0 Ox
. sendx E 4 cos 4x 4
= Iim ———= lim = —
x—0 3x x—0 3 3
g X — sen x . 1-cosx . sen x :
iy im |—————| = Iim = lim =0
r— 0\ Xxsenx x—() Sen x+ X cosx x—() COSX+ COSX —XSen x
Ejercicio 33.-
Calcula los siguientes limites:
a) lim cosxlIn(tg x) b) lim (cos x + sen x)V~
x> (/2 x—0
¢) lim (!g x)Eos N d) ltim (e™ + xi)l!.\-
xX—= /2 x—=0

e) Iim (1+ x)V~

X —¥ too

) lim

X — +oa

g) lim (1 - sen 2x)<0'8 3~ h) lim (
x—0 x—=0
28

x

1 )J_f.{ X
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a) lim cosxin(tgx)=(0-+=)=  [lim
x—(n/2r s s Gl
1+g?x
c jfg X = 1+ !gz x
= lim —=— = o s
x— (/2 senx x— (2 g°x
cos® x _—_
= lim Cosx( +1]:(}.1:0
x — (/2)r g’ x

In (lg x) _ [ ==
_1 *5
COS X

cos x(1 + tga )

fim
x—=(n/2r

b) lim (cos x + sen x)"*. Tomamos logaritmos:

x—0

In (cos x + sen x)

lim In (cos x + sen x)Y* = lim

x—=0 x—0 X
Por tanto:  lim (cos x + sen x)V/* = ¢
x—0
c)  lim (g x)*¥* Tomamos logaritmos:
xX—nz
N o B : ®
fim In(gx)™X = |im cosx-In(gx)=10
X — w2 x =2
Por tanto:  [im (g x)™¥=¢"=1
s

d) lim (e* + x)HV* Tomamos logaritmos:

x—=0
B - ik . I (e¥+ x5 . e+ 3x?
lim In(e* + xHV* = lim Ile™ 4 &) o lim 731
x—0 x—0 X x—=0 e¥+ x°
Por tanto:  fim (e¥+x)HV¥=¢
x =10
e) lim (1+x)Y* Tomamos logaritmos:
X —» oo
. . n(l+x . L
lim In(1+x0Y*%= Iim nQ+x) _ lim =
X —3+oo X —> +oo X X +ea 1 +X
Portanto: Jim (1 +x)1/%=¢0=1
X — teo
: : 1+ x ~ 1 _
) lim x fﬂ( )= Iim xIn (1 + —) = [lim in(] +
X —3 too x X —» +oo X X — +oo
1 X
=Mn| Iim |1+ — =hmhe=1
X —> +eo X

lim

x—=0

29

fgz X

—Sen X + cos x =

cos x + sen x

( J(ver apartado a))

=1

0

X

1 )“"
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2 lim (1 —sen 2x)°°8 3 = [iym (1 — sen 2x

yl/ig 3x
x—0 x—=0
lim In (1 —sen 2x)V83% = |y, nQ—sen2x) _ . 2
xX—0 x—0 1g 3x x—=0

Por tanto:  [im (1 — sen 2x)°%8 3% = g=2/3

x—0

Tomamos logaritmos:

—2 cos 2x
1 —sen 2 x

-2
(1+1g%3x)3 3

.. (RS .
h) lim (—] . Tomamos logaritmos:
x—0\X
g x s 5. .
lim In (l) = lim tgxn (i) = lim ltgx(=nx))= lim senx(=nx) _
x—=0 X x—=0 X x—=0 x—=0 cosx
-1
_Jyi X S e s
£ T nx _ lim = lim SECX 2senxcosx _ 0
X —( COSX x—=0 = X0 X x—=0 1
sen x sen? x
g x
Por tanto:  [im ( 1 ) =el =1
x—=0\X
Ejercicio 34.-
Halla los siguientes limites:
. 1—cosx 5 1gx-8 . 1—cos x+ x?
a) lim ———— b) lim ——— c) lim =
x—=0 e¥—-1 x »n/2 Sec x + 10 x—0 2x-
= 1—-cosx e SE1 X p
a) im ———————= [im ——— =10
x—=0 e¥—1 x—=0 e~
1
_ fgx—8 cos® x 1
by Iim — = Ilim = lim —=1
x— /2 Sec x + 10 r—q/2 Sen X x— /2 Sen X
cos® x
) 1 — cos x + x2 ) sen x + 2x . cosx+ 2 2
c) lim - = lim ——— = [lim 2 i
x—10 2x= x—=0 4X x—=0 4 &
Ejercicio 35.-
Calcula los siguientes limites:
. 1 B g x
a) lim | ———— b) lim - -
rsp\senx x r—or4\cos2Zx  1-(4x/m)
. 1
c) lim : - )
r—olle¥—e x—1
30
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T 1\ . x—senx _ 1-—cosx .
a) lim ——= Iim —————= Iim =
ro\senx x Y0 Xsenx X —3() Sen X+ xcosx

5 sen X 0
= [lim =—=1
X —3() COSX + COSX—XSen x 2
b fim _ g x = gy Lo /M) —igx - cos2x
" & smti\ cOS 2% 1 — (4x/m) v w4 (cos 2x)(1 — (dx/m)
- cos 2x
—4/m—————+ 21gx - sen 2x )
= lim COs* X _2-4/m
x— /4 —2 sen 2x(1 — (4x/m)) + cos 2x - (—4/m) 0

Hallamos los limites laterales:

. S B} > . : 1 {g x
lim (x) = —co, lim (x) = 4o (51::11cl0 (x)= — : )
xr— ﬂ._.r'.:r.f x—> m.-'.-.ﬁf \ .f cos 2x 1 - ‘:‘:LT/JTJ
c) lim ¢ - = lim BR BT D _ g s =
x—=lle¥—e x—1 x—=1 (e¥—ex—1) x—=1e¥—e)x-1)
= e—e” " —e* —e -1
= lim - : —— = [lim - - — = =—
xo1efx—1D+E"—-e) x51 e x—1)+e"+e" 2e 2
Ejercicio 36.-
La grafica adjunta corresponde a la funcion
derivada, f', de una funcion f. i /

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f
v di si tiene maximo o minimo.

\
N

b) Estudia la concavidad y convexidad de f.
;Tiene punto de inflexion?

a) Signo de la derivada:

fr<0 ; f'=0
- f{(=2=0

\—2 /

Por tanto, la funcién f es decreciente en (—ee, —2)

es creciente en (=2, +e0)

tiene un minimo en x = —2.

> ().

o | —

: : 1 .
b) Como f'(x) es una recta con pendiente - entonces S =

Por tanto, f es una funcién céncava. No tiene puntos de inflexién.
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Ejercicio 37.-

Un polinomio de 3¢f grado ax3 + bx? + cx + d tiene un maximo relativo en

el punto x = p. Ese miaximo relativo, ;puede ser maximo absoluto de la fun-
cion? Razdénalo.

Un polinomio de tercer grado »o tiene maximo absoluto.
Veamos por qué:

w1 2
e Si flx)=ax’+bx*+cx+d, con a>(), entonces:

lim f(x) =+ — f(x) no tiene miximo absoluto.
X —3 +oo

] ] 2
¢ Si flx)=ax3+bx?+cx+d, con a<(, entonces:

lim f(x) =+ — flx) no tiene miximo absoluto.
X ——va
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