B EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS
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1. Comprueba, dando valores a x, que la funcidn

x2—4 .
2 tiende a 4, cuando x tiende a 2.

09 =~ —

Solucién
Para valores de x mayores de 2:

x>2| 21 2,01 | 2,001 | 2,0001
fx) | 41 4,01 | 4,001 | 4,0001

Para valores de x menores de 2:

x<2| 19 1,99 | 1,999 | 1,9999
f(x) 39 3,99 | 3,999 | 3,9999

2

X —
Por tanto, Iim = 4.
X—2 X — 2
. (Selectividad. Andalucia, 1997). Dada la grafica de
la funcién:
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a) Obtén los intervalos de crecimiento y decreci-
miento.

b) Obtén los puntos en los que f (x) es discontinua.

c) Obtén los valores de: Iinowf(x); I|'n71f(x); Iirp f(x).
Solucién

a) De la observacién de la gréfica se deduce que la

funcién es creciente en € intervalo (0, 7) U (10,
14) y decrecienteen (7, 10) U (14, 15) U (15, +eoo).

b) Esdiscontinuaenx =10y x = 15.

c) El limite cuando «x tiende a 0» s6lo puede consi-
derarse cuando «x tiende a 0 por la derecha» y es
Ixirg f(X) = —eo. Por otro lado, se cumple:

le'rg f(x) =6y X”Tm f(x) =0

. Determina, utilizando la grafica de la funcién f(x),

los puntos de R donde no existe limite de la funcion.

[
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Solucion

Para que no exista €l limite de una funcién en un
punto, los limites laterales en dicho punto han de ser
distintos.

Buscamos, por tanto, aquellos puntos en donde los
limites laterales son distintos.

Ene puntox = 2, lim f(x) = 4y lim f(x) = 0.
x—2+ xX—2"
Enx = -2, Il'rr; f(x) =0y lim f(x) = —3.
X——2" X——2
Enx= -3, Ilim f(x) = =3y lim f(x) = —4.
x—>—3* X—>—3"

Enx=—4, lim f(x) = -4y lim f(x) = 1
x—>—4" x—>—4"

. Utilizando la grafica de la funcion f(x), calcula

los puntos de R en donde la funcidn tiene por limite
+o00 0 —oo.

Solucién

Los posibles puntos en donde la funcion puede te-
ner por limite +c0 0 —oco son los puntos x =2y
X= -2

A partir de la gréfica determinamos los limites late-
rales para cada uno de |os puntos.
lim f(x) = +oo y limf(X) =4

x—2

x—2*

Como los limites laterales son distintos, no existe,
por tanto, Iirr21 f(X).
X—>

Parael puntox = —2:
Iim f)=4 y lim f(X) = —oo
X—>—2"

X—>—2"

luego, no existe lim f(x).
X——2

No existe ninglin nimero real en donde la funcion
f(x) tenga por limite +co 0 —oo.

. Dada la gréfica de la funcién f(x), calcula los limi-

tes siguientes:



a) Xl_imo f(x) Y
b) ILn;f(x)
C) le;rgf(x)
d) I|'rr;+ f(x)

9 Jim 169

Solucion
a) Cuando x tiende a +oo, f(X) tiende a 0, luego:
Jim 109 =0
b) Determinamos los limites laterales de f(x) en
X=2
lim f(X) = +o0 vy

x—2*

luego no existe e limite de f(x) en el puntox = 2.

¢) Observamos que cuando x tiende a O, f(x) tiende
a3, luego:

lim f(x) = 1
x—2

Iin(')l f(x) =3

d) Cuando x tiende a —4 por la derecha, la funcién
tiendea —1, luego:
lim f(x) = -1

x——4"

€) Determinamos los limites laterales de la funcion
en el puntox = —6.

[im f(X) = +c0 vy

x—>—6"

luego, Iirp6 f(X) = +oo.

Ilim f(X) = +o0

X——6"

f) Al tender x a —oo, la funcion tiende a O, luego:
XIir:n f(x)=0

. (Sdlectividad. Catalufia, 1997). Calcula d lim f(x)
para las siguientes funciones: o

2X + 3 e* +1
a) f(x) = c) f(x) =———
) f09 = —¢ ) 09 =——
b) f(x) =
) 1) x>+ 5
Solucion
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7. Calculalim

Solucion
Aplicando la propiedad del limite de un cociente,
aparece la indeterminacion 0/0. Para resolverla, fac-
torizamos los polinomios del numerador y del deno-
minador y simplificamos.
PX) =3x*—2x—1=(x—1)(Bx+1)
QX)=5x3+2x—7=(x—1(BXx2+5x+ 7)
Sustituyendo:
im 3x2—2x—1_“, (x—1@Bx+1)
©l 5x3 4+ 2x —7 1 (x— 1)(5x2 + 5x + 7)
. x+1 4
17

x> Bx? 4+ Bx + 7

. Determina el valor de |im (Vx® + 1+ x).

Solucién
Cuando x tiende a —oo aparece la indeterminacion
oo — OO,
Multiplicamos numerador y denominador por la
expresion radical conjugada.
Jim (V®+1+x) =
(Ve + 1+ (Ve +1-x)
i Vx2+1—x -
x2+1-x° i 1
=AM e -x A Ve 1ox
1

:—:O
+oo

X——o0

. (Selectividad. Cadtilla-La Mancha, 1999). Dada la

funcion f(x), se pide:
a) Gréfica de f(x).
b) Estudiar su continuidad.

1 1
X 2
0= xet3x —T<x=3
|x + 3l x> 3
Solucion
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10.

11.

b) La funcidn es discontinua en x = —1/2, ya que:
1

|Im17 f(x) = |Im17 v -2

x—>—; x—>—;

Iim  f(x) = lim  (—x*+ 3X) = _r

X*}*iJr X‘)*iA 4
2 2

y esdiscontinuaen x = 3, yaque:
lim f(x) = Iirg] (- +3x) =0

x—=3~

lim f(x) = lim |x+ 3| = 6

x—3"

(Selectividad. Las Palmas, 1994). Estudia |la conti-
nuidad de la funcién:;

xX*+1 x=0
f(x)_{x—l x <0

Realiza su representacion grafica.

Solucion
Como en los dos tramos la funcion esta definida
mediante polinomios, €l nico punto en & que pue-
de ser discontinuaes x = 0. Veamos S es continua
enédl:
a) Existef(0) = 1.
b) limf(x) =lim(xx—-1) = -1

x—0~ X—0"

Iiror] f(x) = |I'I’g] x2+1)=1
Como los limites laterales existen pero no coinci-

den, lafuncién presenta, en x = 0, una discontinui-
dad no evitable.

y=x*+1

(Selectividad. Oviedo, 1994). En cierto colectivo de
familias, € gasto mensual en ocio, G(x), en miles
de pesetas, esta relacionado con sus ingresos men-
suales, x, en miles de pesetas, a través de la si-
guiente expresion:;

0,02x — 1 0=x=100
G(x) = L 100 < X
2x + 2.300

a) Estudia la discontinuidad del gasto. ¢El gasto
en ocio de una familia es sensiblemente distinto
S sus ingresos son «ligeramente» inferiores o
superiores a las 100.000 ptas.?

b) Justifica que € gasto en ocio es siempre cre-
ciente con los ingresos.

¢) Justifica que ninguna familia realiza un gasto
en ocio superior alas 15.000 ptas.

Solucion

a) Estudiamos lacontinuidad en x = 100:
1. Existef(100) = 1.
2. lim f(x) = xl—J]I:g]O (0,02x—-1) =1

x—100~ 30
lim f() = lim — =
x—100* x->100" 2X + 2.300
Como Iim f(x) # lim f(x), lafuncion presen-
x—100~ x—100*
ta, en e punto x = 100, una discontinuidad no

evitable.

El gasto en ocio pasa de ser 1.000 ptas. paralas
familias con ingresos «ligeramente» inferiores
a 100.000 ptas., a 1.200 ptas. para aguellas
gue tienen ingresos «ligeramente» superiores
a 100.000 ptas. Luego hay una discontinuidad
en x = 100.

b) La funcién correspondiente al primer tramo es
unarecta con pendiente positiva, es creciente.

Para comprobar e crecimiento en el segundo
tramo consideramos dos puntos x y x’, tales que,
x> X' siendo x, X' > 100. Los gastos en ocio
correspondientes a cada uno de ellos son:

30x , 30x'
G = ———F—7 = VY OX) = ————F—
2x + 2.300 2x' + 2.300
30 '
GK) — G(xX) = X 30x

2x+2300 2x +2300
30x(2x’ + 2.300) — 30x'(2x + 2.300)
(2x + 2.300)(2x’ + 2.300) -
_ 69.000(x — x")
(2% + 2.300)(2x’ + 2.300)

fraccion en la que tanto el numerador como €l
denominador son positivos, luego la funcion es
creciente.

¢) Como ademaés XIim G(x) = 15, concluimos que

ninguna familia gasta en ocio méas de 15.000 ptas.
mensuales.

12. (Selectividad. Murcia, 1998). Representa grafica-

mente la funcion:

—-3=x=0
O=x=1
1<x=2
2<x=3
X< —-30x>3

X s
0 s
-1 s
-2 s
0 s

f(x) =



¢EN qué puntos es continua la funcién? ¢Cuél esla
gréficadelafuncién |f x) |2

Solucién
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13. (Selectividad. Catalufia, 1996). El espacio recorri-
do por un mévil en funcién del tiempo viene dado
por la siguiente funcion:

3t? s 0=t<?2
gt+a s 2=t=5

—t?+13t+b s 5<t

et) =

Determina los valores de ay b para que la funcion
sea continua en losinstantest = 2 y t = 5.
Solucion
Continuidadent = 2:

lim e(t) = Iim 3t? = 12

t—2- t—2-

Iime(t) =Iim@Bt+a =6+a

t—2" t—2"
Para que e(t) sea continuaent = 2, debe cumplirse
que6+a=12=a==6.
Continuidadent = 5:

lime() =lim(3t+a =15+ a

t—5~ t—5

lime(t) = lim (—t2+ 13t + b) =40+ b

t—5" t—5"
Para que e(t) sea continuaent = 5, debe cumplirse
quel5+a=40+hb.

Paraa = 6:
21=40+b=b=-19

14. (Selectividad. Castilla y Ledn, 1998). Halla € va-
lor dek para que la funcién:
2

fX)=1 x+2
k sSix=-2

seacontinuaenx = —2.

SIX# -2

Solucion
Caculamos €l limiteenx = —2:
2—4 X+ 2)(X — 2
lim = = lim ( i ) _
=2 X+ 2 X+2
= Iirpz(x— 2)=—-4

X—>—2

Para que f(X) sea continuaen x = —2 debe ser
Iirpzf(x) =f(-2)

Por tanto, k = —4.

15. Dadala funcién:
0 sx<l1
f(x)_{(x—l)z sx>1

a) Calcula sudominioy dibuja su gréfica.
b) Define la funcidén en x = 1 para que sea conti-
nua en ese punto.

Solucién

a) El Unico punto en e que lafuncién no esta defi-
nidaesel puntox = 1.

La funcién se compone de dos tramos, € prime-
ro unarectay €l segundo una rama parabdlica;
su gréficaeslasiguiente:

Y

En x = 1 no esta definida

b) Para que la funcion sea continua debemos asig-
nar a f(1) e valor de los limites lateraes, que
deben coincidir:

Iimf(x) =1im0=0
x—=1" x—=1"

lim f(x) =lim (x — 1)>=0
x—1+

X—1+

luego f(1) = 0.
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