10.

Halla el dominio de definicion y recorrido de las funciones
a) f(x) = V9 — x2
b) g(x) =

X2—4

Calcula los limites:
x*—16

a) lim
x—>—2 x3+48

. 3x3-6x2%2+12
b) lim —
x—oo X°+8x-2

2

X . ,
para |x| # 1, determina sus asintotas.
x2-1

Sea f la funcién dada por f (x) =

Halla el valor de los parametros m y n para que la funcion f sea continua en todo R.

2, x<1
f(x)={mx+n, 1<x<3
4, x >3

Calcula los siguientes limites:
a) lim (Vn? =4 —Vn? = 3n)
n—-oo

b) lim (1 + ﬁ)n_z

n—oo

Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién f (x) = 2x% en el punto P (-1, 2). ¢Cudl es
la ecuacién de la recta normal? El valor de la pendiente lo hallards aplicando la definicién de la derivada.

Halla las derivadas de las siguientes funciones:

4
a) fx) = x. V2 + 1 o) g = 2
Halla las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x) = (5x%senx)+(x.cosx) b) g(x) = In %

Sila funcién f (x) = x3 + ax + b tiene un minimo en el punto (1, 5), determina los valores de ay b. éTiene
algun otro maximo o minimo esta funcion?

El 4rea de un rectangulo es de 100 cm?. Si queremos que tenga el menor perimetro posible, écudles son
sus dimensiones?



Solucion del examen

Halla el dominio de definicién y recorrido de las funciones

a) f(x) = V9 — x? b) g(x) =

x2-4

Solucion:

Hallamos los dominios:

a) La expresion V9 — x2 estd definida cuando el radicando sea mayor o igual que cero, ya que
la raiz cuadrada de un niumero negativo no es un nimero real. Hallamos los valores tales que:
9-x2>20=>9>x* = x| 23 =-3<x<3

D(f) = [-3, +3].

1
b) La expresién y2_, esta definida cuando el denominador no se anule.

x4=0 =>x*=4=x=22

Por lo tanto:
D(f) = R-{-2,2} 6 (-00,-2)(-2,2)(2,0)

Hallamos los recorridos a partir de las funciones
inversas:

a)y=vV9—x2=x=,/9—y2 = x2=9y? = y? = 9-x*
y = fix)= +V/9 — x?

Funcién Unicamente valida en [0, 3] que es por lo tanto
el recorrido de f(x).

b)y=X2_4:>x=yz_4

Funcién valida en R-{0} que es el recorrido de g(x).

2 1 2 1
=y —4=;:>y =;+4

Calcula los limites:

4 3_¢.2
. x*—-16 . 3x°—6x“+12
a) lim b) lim —————
)x—>—2 x3+8 )x—>oo x3+8x-2
Solucion:

. L . 0 . .
a) Es una indeterminacién del tipo (E)’ resolvemos el limite descomponiendo en factores
numerador y denominador con la regla de Ruffini y simplificando el resultado obtenido:
lim x3-16 _ m x3-16 1. ZHHE+2)(x-2) 4. &+49)(x-2) 8.(-4) 8
xo—2 x3+8  xo-2 x3+8  x—o—2 (x+2).(x2—2x+4) T xo-2 (x2-2x+4) T 12 T3

(o]
b) Es una indeterminacién del tipo (—), como el grado del numerador es igual que el grado
(o]
del denominador sustituimos los polinomios por su monomio de mayor grado y simplificamos
el resultado obtenido:
. 3x3-6x?+12 .. 3x3
lim ————=lim —=3

1
X—00 x348x-2 x—00 X

%2
x2-1

Sea f la funcién dada por f (x) = para |x| # 1, determina sus asintotas.

Solucion:
El dominio de definicion esR - {-1, 1}.

e Asintotas verticales: Son rectas verticales en las que |{m f(x)=+c. Como es un cociente
X—>a

buscamos los valores que anulan el denominador:
2 2
X

lim =+, lim

2 - »
x>—1—x2-1 x——1tx2-1



. x? . x?
lim ——=-w, lim —
x—17 x*-1 x—-1t x°—1

=+
La asintotas verticales son: x=-1yx=1.

e Asintotas horizontales: Son rectas de
ecuacidony = b, tales que |im f(x)=b.

X —>too
2

. . X

lim ——= lim = =1
x—toox—1 x-o+c0X
La asintota horizontal es y = 1 a
izquierda y derecha. Se acerca a ella

por arriba a izquierda y derecha.

XZ

e Asintotas oblicuas:

No tiene asintotas oblicuas.

La grafica es la de la figura adjunta

Halla el valor de los parametros m y n para que la funcion f sea continua en todo R.

2, x<1
f(x)={imx+n 1<x<3
4, x=3

Solucion:

Como es una funcién definida a trozos en Ry las ramas son constantes o polinémicas, sera una

funcidén continua salvo en los puntos de solapamiento.
e Enx=1, debemos igualar los limites laterales en dicho punto:
f(1) = xll)r{l_ f(x)=2
lim f(x) = lim (mx + n) = m+n
x-1* x-1"
Igualando valores obtenemos:
m+n = 2.

e Enx=3, debemos igualar los limites laterales en dicho punto:
lim f(x) = lim (mx 4+ n) =3m+n
x—-37 x—-37
f(3) = lim f(x) =4
(3) = lim, f(x)
Igualando valores obtenemos:
3m+n=14

Obtenemos el sistema:
{ m+n=2
3m+n=4

que resolvemos por reducciéon restando a la 22 ecuacion la 12:
2m=2=>m=1

sustituyendo en 12 ecuacion:
1+h=2=n=1

Calcula los siguientes limites:
a) lim(vVn2 — 4 — vVn? — 3n)

n—-oo

b) lim (1 + n—ig)"_z

n—-oo

Solucion:
a) lim (\/n2 — 4 —+/n2 — 3r1) = 00-00
n—-oo

Es una indeterminacién del tipo (w0-»), que resolvemos multiplicando y dividiendo por la
conjugada de la expresion dada, sustituyendo el polinomio por el monomio de mayor grado y

3



simplificando el resultado obtenido:

Vn2—4—n2-3n).(Wn2-4+vn2-3n . n?—4-n?+3n
lim (Vn2 —4 —vn? —3n) = lim ( X )_ jjm LR
n-oo n—>oo VnZ2—4+vn2-3n n-o Vvn2—4+vn2-3n
= lim ——— e =lim ——— = =lim — 0 _ fim 22 < jjm 2 = 3
n—oo Vn2—4+vn?-3n n-ooo VnZ+vn n—oo n+n n—ooo 2M n-oo 2 - 2

b) Es una indeterminacién del tipo (1) que resolvemos aplicando la férmula L = e? con:
A= lim [f(x) — 1].g(x) = lim (1 +— 1) (n—2)= lim 222 = lim %=1
n—-oo n—-oo n+3

n-onN+3 np-ooon

Por lo tanto

lim (1 + ;?)"‘Zz el=e

n—-oco

Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién f (x) = 2x? en el punto P (-1, 2). ¢Cual
es la ecuacién de la recta normal? El valor de la pendiente lo hallaras aplicando la definicion de la
derivada.

Solucion:
e Utilizando la definicion de derivada calculamos el limite xo=-1:
f(—1+h)—f(-1 . 2(-1+h)2-2 .. 2h’—4h+2-2 . 2h%-4h [0
f'(—1)=lm( )T | X V72 iy 22 gy =(=
h-0 h h—0 h h—0 h

0
Indeterminacion que resolvemos descomponiendo factorialmente y eliminando factores
obtenemos la derivada:
. 2h%—4h . h(2h-4
f'(-1) = lim = lim ( )
h-0 h h—0

=lim(2h —4) = -4

e Hallamos el valor de la funcion en el punto xo=-1:
f(-1)=2.(-1)*=2

e  Sustituimos valores en la ecuacidn de la recta tangente:
y-2=-4(x-1)=>y=-4x-2

e Laecuacion de la recta normal sera:

2= () Sy = x>
y-2=7 (1) =y=x+ o

Halla las derivadas de las siguientes funciones:

4

a) f(x) = x.V2x3 + 1 b) g(x) = x"_—l
Solucién:
a) Aplicamos las reglas de derivacion de las raices cuadradas, potenciales y los productos:
()= 1VZO + 1+ x.—— =V F 1+ 24l S Sxii

o BN Jz 3+1 T 23+l | V2xd+1l V2xd+l
Racionalizando la funcién obtenida:
X (5x3+1)V2x3+1
fX)= ——F—

2x3+1

b) Hallamos la derivada aplicando las reglas de derivacidn de las funciones potenciales y del
cociente de dos funciones y simplificamos la funcién obtenida:
4x3.(x—1)-x*1  4x*—4x3-x* 3x*-4x3

x-1)2 T (x-1)?  (x-1)?

g'(x) =

Halla las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x) = (5x%senx)+(x.cosx) b) g(x) = ln 1tx

Solucion:



10.

a) Hallamos la derivada aplicando las reglas de derivacion de las funciones trigonométricas y
potenciales y sacamos factor comun de la funcién obtenida:

'(x) = (5-2x-senx+5x2.cosx)+(1-cosx+x-(-senx)) =

= 10xsenx+5x2.cosx+cosx-xsenx = 9 xsenx +(5x2-1)cosx

b) Aplicamos las las reglas de derivacién de logaritmos, cocientes y la regla de la cadena:
gy 1 10-0-1+x).(-1) 1 2
8 =15 - (1-x)2 T (1 x)2
1-x 1-x

Hallamos el comun denominador y sumamos las fracciones obtenidas:

oy 2 _ 2
gl = (1+x).(1-x)  1-x2

Si la funcion f (x) = x3 + ax + b tiene un minimo en el punto (1, 5), determina los valores de ay b. ¢ Tiene
algun otro maximo o minimo esta funcion?

Solucion:

f'(x) = 3x? +a Si la funcidn tiene un minimo en x =1:
f(1)=0=3+a=0=a=-3

Como el punto (1, 5) pertenece a la grafica de la funcion f(x), se verifica que:
f(1)=5

Al ser f(x) = x* =3x+b, se tiene que:

1-3+b=5=b=7

Por lo tanto, la expresién de la funcién es:
f(x)=x3-3x+7

hallemos si tiene algiin otro maximo o minimo:
f(x)=3x*-3=3x>-3=0=>x=%1

f'(x) =6x = f"(-1)=-6<0

En x =-1 tiene un maximo.

El drea de un rectangulo es de 100 cm?. Si queremos que tenga el menor perimetro posible, écudles
son sus dimensiones?

Solucion:
Si tomamos las dimensiones del rectangulo como x e y, de las expresion del area despejamos:

100
x.y=100:>y=7

El perimetro sera:

100 200
P(x, y) = 2x+2y = 2x+2. ~ = P(x) = 2x+ —~

Derivamos y calculamos el valor en que se anula dicha derivada:

200
P(x) =2-—
X
200 200
2-—5=0=2=—>=2¢=200=x*=100 = x =+10

El valor x =-10 no tiene sentido. Calculemos la segunda derivada y veamos su valor para x = 10:

400

P

f'(10) >0 = En x = 10 tiene un minimo.
Las dimensiones del rectangulo son x =10 cm, y = 10 cm. Es un cuadrado de 10 cm de lado.





