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Tema 1. Numeros Reales. Intervalos y Radicales

1. El conjunto de nimeros reales

Segun vimos el afio pasado los nimeros que hoy conocemos como reales han
surgido durante la historia del hombre mediante sucesivas ampliaciones del concepto de
numero. Las distintas agrupaciones son (no surgen asi cronoldogicamente):

1. Los Naturales [¥] ): son los nimeros que utilizamos para contar:
M ={0,1,2...}.
Son los primeros nimeros utilizados, de hecho existen desde que el hombre
empieza a relacionar y contar (3 bisontes—=>3 muescas en la pared). Se utiliza
el coédigo decimal, mediante 10 digitos (0,1,2...,9) se puede escribir
cualquier nimero natural. Se cree que su origen es el conteo con los 10
dedos de las manos.
Nota: algunos autores no incluyen el cero como numero natural.

2. Los Enteros (Z): son el conjunto formado por los naturales (enteros
positivos y el cero) y los enteros negativos que son los opuestos a los
positivos.

Li={...;-2,-1,0,1,2,..}

Surgen siglo XVII por la imposibilidad de realizar operaciones del tipo (3-5)
con los naturales.

3. Los Racionales ( Q ): son todos aquellos que se pueden poner expresar

como cociente de dos enteros (denominador distinto de cero) de la forma — .
n

Si se expresan de forma decimal pueden ser o exactos (un nimero finito de
cifras decimales) como 1’34, periodicos puros (infinitas cifras periodicas
desde la coma) como 1°34 =1°343434..., y los periodicos mixtos como
1°34=1,3444...

Surgen antes que los enteros (ya utilizados por Griegos y Babilonicos)

. . -6
Nota: darse cuenta que todo entero es racional, como por ejemplo -6 =T
4. Los Irracionales ( I): son los nimeros cuya expresion decimal formada por

infinitas cifras no periddicas, de tal forma que no pueden expresarse como
una fraccion. Ejemplo: 1=314159...

f Positivos
(naturales)
N
N Enteros
i z .
m . Negativos y
e Racionales cero
r
o
s Decimales
. - exactos
fraccionarios
; S »
Periodicos
a
|
e
s
R Irracionales
(decimales
no periédicos
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2. Conjuntos de la recta real. Intervalos y entornos.

Dentro de la recta real, donde estan representados todos los ntimeros reales
podemos definir una serie de subconjuntos, los intervalos y los entornos. La utilizacion
de estos es muy importantes en las inecuaciones asi como en el estudio de funciones.
Veamos los distintos tipos de intervalos y de entornos en la siguiente tabla:

CONJUNTOS MAS IMPORTANTES DE LA RECTA REAL

SUBCONJUNTO | SIMBOLO DEFINICION REPRESENTACION
Intervalo (a,b)={xe R:a<x<b}
: (a,b) -0 o-
Abierto Numeros entre a y b(no incluidos) | a b
Intervalo [a,b]={ xe R:a<x<b}
[a,b] - o
Cerrado Numeros entre a y b(incluidos) a b
(a,b]= {xeR:a<x<b}
Intervalos (a,b] -g l.)_
a,b)= {xeR:a<x<b
Semiabierto [a,b) (.04 } - 0-
Numeros entre a y b(uno incluido)
Semirrectas (a,) (a,0)={xe R: x>a} -g >
abiertas (-o0,b) (-o0,b)={x€ R:x<b} « 'y
Semirrectas [a,0) [a,0)={xeR : x>a} -; >
cerradas (-0,b] (-0,b]={x€R : x<b} « %
E(a,r)=(a-r,atr)={xe R:[x-a|<r < >
Entorno de centro B @ ) { _ -af<c} r , T
ay de radio r (a.r) Numeros cuya distancia al centro, o T a-l?r_
a, es menor que el radio, .
r r
. «——L »
Entorno reducido E'(ar) E (a,r)=E(a,n)-{a}=(a-r,a)(a,a+tr) o R -
centro a y radio r ’ Entorno pero sin contar el centro a-r a atr
« I
Entorno
o E'(a,r) E'(a,r)=(a-r,a) -0 o
lateral izquierdo a-r a
Ent lateral }
ntorno latera + o A
derec E'(a,r) E'(a,r)=(a,atr) s " fr_
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Tema 1. Numeros Reales. Intervalos y Radicales

Ejemplos:
(-2,5]
-0 ' o
2 0 5
(_OO’_l)
< o
-1
E(-2,2)
-0 | o—
-4 -2 0
E'(-3,1)
o o o—
-4 -3 -2
E(2,3)
o o
2 5

2.1 Operaciones con conjuntos, union e interseccion.

Union de dos conjuntos: es el conjunto formado por los nimeros que estdn en
uno o en el otro conjunto.

AUB={xe A 6 xeB}
Interseccion de dos conjuntos: es el conjunto formado por los nimeros que estan
en uno y en el otro conjunto.

ANB={xe A y xe B}

Ejemplos:
(‘Z,S]UE(‘Z,Z):(‘4,5]

© | @
2 0 5
-4 2 0
-O L 4
-4 5
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Tema 1. Numeros Reales. Intervalos y Radicales

(-00,-1)NE(-2,2)

< O—
< 2 %4

Ejercicios

1) calcular el radio y el centro del entorno E(a,r)=(-2,5)
De un extremo a otro hay una distancia de 7, luego 2r=7 = r=3.5
a=-2+3,5=5-3.5=1.5
E(1.5,3.5)=(-2,5)

2) Calcular el radio r del entorno E(2,r), si sabemos que E(2,r)N[1,00)=[1,5)

-0
+r

Dad
ok

\9)

v

_‘
1

t s

Claramente se observa que 2+r=5 - r=3

3. Notacion cientifica

Fijate en los siguientes numeros:
e(carga ¢)=-0,00000000000000000016 C
dpiuton—s0=59100000000000m
8astOcmpresa=3 12600000000 €
Cuando tenemos cantidades muy pequefias o muy grandes se utiliza la notacion

cientifica, consiste en poner un nimero multiplicado por una potencia de 10. Asi los
niimeros en notacidn cientifica constan de:

- Parte entera formada por una sola cifra #0 (1a cifra del nimero)
- Parte decimal(formada por el resto de cifras del nimero)
- Potencia en base 10 que nos informa del orden de magnitud.
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X=a,bcd...- 10"

En los ejemplos anteriores:
e=-1,6:10""C
d=5,91-10"m
gasto=3,126-10"'€

La notacion cientifica tiene las siguientes ventajas:

a) Escribimos los numeros grades y pequefios de forma mas abreviada
b) Con una simple mirada al nimero podemos entender como es de grande o
pequeiio ese valor.

Otra ventaja de la notacidn cientifica es que es muy util para operar con esta clase de
numeros, en especial cuando las operaciones son el producto o el cociente. Veamos
algunos ejemplos:

a) (5,24:10%(6,3-10%=(5,24-6,3)-10'*=33,012-10'*=3,3012-10"
106
b) 5,24 1(38
6,310
€)5,83:10°+6,932:10'%-7,5-10'°=5,83-10°+6932-10°-75-10°=(5,83+6932-75)-10°=

=6862°83-10°=6,86283-10"2

=(5,24:6,3)10" =0,8317-10"* =8,31710"

Nota: correr la coma hacia la izquierda es como dividir, luego para no modificar el
resultado tendremos que aumentar el exponente de 10 en tantas unidades como veces
que corramos la coma. Al revés si corremos la coma hacia la derecha que es como
multiplicar y por tanto tendremos que disminuir el exponente de 10 tantas veces como
corramos la coma:

coma > == restar al exponente n° posiciones desplazada

coma € == sumar al exnonente n° nosiciones desnlazada

Utilizacion de la calculadora en la notacion cientifica

Ejercicio : Calcular y expresar el resultado en notacion cientifica.
a)7,823-10°-1,84-10"
b) 2,35-10°+1,43-10°
Solucion
a) 7,823-107-1,84-10'%=14,39432:10"°=1,439432-10"
b) 2,35-10%+1,43-107=23,5-10"+1,43-10"=24,93-10"=2,493-10°
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Ejercicio Calculary expresar el resultado en notacion cientifica:
a) (3-107)(8-10")
o)(5-10%):(2-107)
d) (5-10°)°
03,1-10"%+2-10"
Solucion
a) (3:107)(8:10'%)=24-10"'=2,4-10"*
¢)(5:10'%):(2:107)=10-10°=10"
d) (5:10%)*=25-10"8=2,5-10"
£3,1:10'%+2:10'°=310-10'+2-10'°=312-10'°=3,12-10"*

Ejercicio Calculary expresar el resultado en notacion cientifica:

30107 +7107*
1010° -=510°

5 4
b) w +3,2107
510

a)

¢) (4,3:10°-7,2:10°)°
Soluciéon

a) 7,410”

b)4,67-10’

¢)5,12-10"

4. Potencias y Radicales

4.1 Exponente entero (negativo)

En este apartado vamos a estudiar las potencias cuando el exponente es un
numero entero negativo. Veamos el significado de a™:

a1
a’=—
a
Ejemplos:
] 1 1
(5= —5=-c
(-5 125
DRFEGE
3 (2)2 2 4
3
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4.2 Potencias de exponente fraccionario. Radicales

Nos falta ahora entender el significado cuando la potencia es una fraccion.

n

Veamos el significado de a”

S =
Il

~
N

=

Ejemplos:

(-3 =y(=3)* =381
(EJ—Z/B_(EJZ/B_B (3}2 _i/g
3) \2) \Jl2) V4

La ventaja de poner una raiz como potencia fraccionaria es que cuando este esta
representado mediante una potencia podremos aplicar las propiedades de las potencias.

Ejemplos:
L L
a) ﬁ.ﬁ:72.72 —722-7'=7

6
b) ¥/5° =5° =52 =25

A
:/E2£=162'164=1624=164=W=i2
16 |

Ejercicio, expresar como potencia uinica y radical

5

Lo s
a) V33/3=32:32 =323 =30 =¢{/3°

1 1 2 122 1
b) 2-3\/;:2-3‘/2—2 =24272=223=23=2 =2
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Tema 1. Numeros Reales. Intervalos y Radicales

! 2L
o (2
a’ a’ a
1 L L
f) a-\/::a\/a_1 =aa’=a’>=+a
a
Ejercicio, expresar en forma de exponencial

a) i/x—2=x§
b) W:i/;i:[xiy iy

o [a*) :(a§j3 g

e) Va’-a’ =8\/a_7=a%
ﬂ(%_z)z{aij:ajm

Ejercicio, expresar en forma de raiz

a) (@°)’ =a’

1
22 21 I
=a’ b)|a®| =a*?=a*=%a

5 5 2\3 210 4“0
¢) (x—l)izx_lzL: 1 g(3?j =353 =33=__ =

it _4 1 1 _ 4
d)(aSJ =q’=—= h)21’3=23=\/324
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4.3 Radicales equivalente

Observa las siguientes igualdades:

3=\/3_2=§/3_3=i/3_4=...=\”/a” , se dice que todos estos radicales son

equivalentes

Veamoslo en forma de potencia:

[SERN)
w | W
PN

n
n

3=32=3"=3*=...=3

Definicion: dos radicales son equivalentes si expresados en forma exponencial los
exponentes son fracciones equivalentes:

m P
-, m
Na™ =Na? < a” =a’ PN A
nq

Construccion de radicales equivalentes: a veces nos interesa tener un radical
equivalente para operar, veamos como generar radicales equivalentes:

ejemplo: i/a—4=§/a—8

Esta propiedad es muy util para:

1) Simplificar radicales:¥2* = V2

2) Productos de radicales: Y232 = 1\5/2_51\5/2_3 = 1\5/2_8 (se puede hacer en forma de
potencia fraccionaria, Y242 = 2;2% = 2%% = 2% = 1\5/2_8)
Ejercicio: simplificar los siguientes radicales:

a) 1625 = 5t =5

b) 64000 = §2°5° =(2* 5] =4/40
Ejercicio: reduce al mismo indice los siguientes grupos de radicales

a) 46, V3,32 > mem(4,3,2)=12

K6, 3¢ %2*
b) /8, V3,36 > mem(6,5,3)=30
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4.4 Operaciones con radicales

Veremos primero como operar con radicales con mismo indice. Estas propiedades se
pueden entender si expresamos las raices como potencias fraccionarias.

1) Multiplicacién: ¥a4/b =%ab >a""b"" = (a-b)"”
Ejemplo: Y247 =314

n 1/n 1/n
2) Divisién: */;:nﬁ > “_/: a
— % b bl n b
3

Vis _,
W-x/i

3) Potencia: ({a)' =4/a" > (o) =
Ejemplo: {2) =48

4) Raiz: {x/a ="gfa > (a"7)" = a" 0
Ejemplo: A2 =42

5) Suma - jjjno se pueden sumar raices que no sean iguales!!!

Ejemplo: V243 #4/5

Cuando multiplicamos o dividimos radicales, para operar con ellos es necesario que
tengan mismo indice, por esto tendremos que buscar radicales equivalentes con mismo
indice. Otra forma es utilizar potencias fraccionarias y las propiedades de las potencias.

Ejemplo:

Ejemplos:

1) Y245 =23 §5° =275° =1/83125 = §25000

Q15,513 _ 93115 55115 _ (23.55 )1/15 = (25000)"""% = 1525000

\/; 12[ x2y3 W _12x
\/E {)’ V =

4.4.1. Introduccion y extraccion de factores en un radical.

1) Extraccion: cuando podemos expresar el radical como producto de factores
elevados a exponentes, de forma que algin exponente es mayor que el indice del
radical, este factor se puede extraer de la raiz de la siguiente forma:

V360 =4/23325 =4/22:2:3%:5 = 2310 = 610
41536 =4/2°3 =4/28-23 = 224/6 = 44/6
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Ejercicio: extraer todos los factores posibles:
a) V512 =4/2° =242 =162

b) 216 =273 =6

¢) 4/405 = W =345

d) V6250 =/25° =574/25 = 2510

2)Introduccion: para introducir factores dentro de una raiz tendremos que elevar
este factor al indice de la raiz. Veamos algunos ejemplos:

/3 =335 =3/375
224/5 =+2*5 =+/80

J_38
3

%/_
Ejercicio: introducir dentro de los radicales:

3
2) \/ilo 81 _3/30

b) «/320 32 _420

2

V83 _ /ﬁ _ [83
4> V16
d)52 =25° =3/250

4.4.2 .Suma de radicales

Para sumar o restar radicales es necesario que estos tengan mismo indice y mismo
radicando, es decir sean iguales. Veamos como se suman o restan:

atlc +bilc =(atb)ie
Ejemplos:

a) 33 =23 +5/3=(3-2+5)/3=6+/3
b) 332 - 4316 +3/54 = 33/2 —43/22° +3/23° =332 -832+332 =232
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Ejercicio, operar:

a) V12 /27 +3/48 = 2+/3 =3+/3 +12+/3 =114/3
b) 33/24 —3/375 +3/648 = 2333 =543 + 633 =733
0) 3432 —54/162 +4/512 =324/2 - 5342 + 442 = —542

4.4.3 Racionalizacion

Definicion: racionalizar una fraccion consiste en hallar una fraccion equivalente sin
radicales en el denominador.

Tipos de racionalizaciones:

a
b

Procedimiento: multiplicar

N5 adb
cbb  cb

a) Raiz cuadrada en el denominador:

denominador y numerador por la raiz del denominador

10 1045 1045 245
345 34/545 15 3
a

denominador y numerador por la raiz del denominador con el radical elevado

cAlb cafpalprt b

Ejemplo:

b) Raiz indice n en el denominador: . Procedimiento: multiplicar

an-1->

730 7430 743

7
343 34343 33 9

Ejemplo:

. . , . a
¢) Suma o diferencia de dos raices cuadradas en el denominador. ——

NTENE

Procedimiento multiplicar numerador y denominador por el conjugado (si
estan sumando por la diferencia y si estdn restando por la suma)

a alVb-+e) _ allo—e) _alb-e)

Vb Wbae)lWo-ve) ((f —(cf  b-c
sW3++5)  slB3+45) 53 +45)

5
NETEN R NN} N TON) B 2

Ejemplo:
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Ejercicio, racionaliza:

2 242
a) —==""2_2

V22

30 3427 3327 3427 3427

b - - - -
) 542 532427 5423 5.2 10
3 3 3
4 _ 4y 4l B 4 a2 a4l 242

VB TRE s 2 "W wadr 2

ot 43+42) 12442 12442
3-42  (3-42)3B+42)  9-2 7

o2 __ 2(0J6-+3)  _2(6-+3)_2J6-23
Jo+3  (Jo+3)y(W6-43)  6-3 3

f)

6 6V2+5 62445 _6(2-V5h2+45 _6-V5H2+45 _

25 2evsaas 2445 sl T 43
-6~ V3245
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1. Polinomios
1.1 Definiciones

Definicion: se llama polinomio de variable x a la expresion algebraica que resulta
de sumar 2 o mas monomios de variable x, siendo del tipo:

P(x)=a,x"+...+ax*+a;x+ay Donde:
- ap, aj, ..., a, € R y son los coeficientes y a, término independiente
- nes el grado del polinomio (el grado mayor de los monomios)

- axX', ..., aix, ap son los términos del polinomio
Ejemplo: P(x)=-6x’ -3x2+§ x++/2 es un polinomio de variable x, de grado 5

con coeficientes as=-6, az=a;=0, a,=-3, a1=% y ap= \/E . Siendo \/E el término
independiente.

Observa las siguientes expresiones que no son polinomios:

Jx+x; x° —%;xz-y+2

Otras definiciones:
- polinomio de grado cero: son los numeros reales
- polinomio nulo: es el cero 0(x)=0
- polinomio completo: es aquel donde todos los coeficientes desde el de mayor
grado al término independiente son distintos de cero. Ejemplo: P(x)=-
27 +4x>-5x+12

Valor numérico de un polinomio: resulta de sustituir una variable por un niimero,
obteniendo el correspondiente valor numérico.

Ejemplo: P(x)=x>-x*+x-5 > P(1)=1°-1*+1-5=-4 ; P(0)=0*-0*+0-5=-5

Raiz de un polinomio P(x): es todo nimero real, ac R, tal que su valor numérico es
cero es decir P(a)=0

Ejemplo: P(x)=7x’-4x*+11 el -1 es una raiz de P(x) > P(-1)=-7-4+11=0.

En siguientes apartados veremos cuantas y como calcular las raices de los
polinomios.

1.2 Operaciones con polinomios

Suma y diferencia: se suman y restan los monomios semejantes
Ejemplo: P(x)=2x>-5x*+3x-2 y Q(x)=6x"-5x>+6x-5

P(x)+Q(x)= 2x>-5x*+3x-2+(6x*-5x>+6x-5)=6x"-3x°-5x*+9x-7
P(x)-Q(x)=2x>-5x+3x-2-(6x*-5x>+6x-5)=2x>-5x*+3x-2-6x+5%>-6x+5=

= 6x47x>-5x°-3x+3

Definicion: polinomios opuestos son los que sumados el resultado es el polinomio
nulo. El opuesto de P(x) se denota como —P(X).
Ejemplo: P(x)=x’-3x+5 > -P(x)=-x"+3x-5
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Tema 2. Polinomios y fracciones algebraicas

Multiplicacion: la multiplicacion de dos polinomios resulta de multiplicar cada
monomio del primer polinomio por todos los monomios del segundo.

Ejemplo: (5x*-3x+5)-(-7x>+x+1)=-35x"+5x>+5x*+21x*-3x%-3x-35x +5x+5=

=35x+21x*-30x>+2x>+2x+5

Potencia de polinomios: la potencia n-esima de un polinomio P(x) se denota como
(P(x))" y resulta de multiplicar P(x) n veces por si mismo: (P(x))"=P(x)- P(x)-... -P(x)

n-veces

Ejemplo: P(x)=(5x*+x+1) > (P(x))’=(5x*+x+1)-(5x*+x+1)-(5x*+x+1)=
=125x4+75°+90x +3 1x*+18x*+3x+1

Identidades notables:

- Cuadrado de la suma de monomios: (a+b)2=a2+23b+b2.
Demostracion: (a+b)’=(a+b)-(a+b)=a’+ab+ba+b’=a’+2ab+b>
Ejemplo: (5x+3)*=(5x)*+2-5x-3+3?=25x*+30x+9

- Cuadrado de la diferencia de monomios: (a-b)*=a*-2ab+b>.
Demostracion: (a-b)*=(a-b)-(a-b)=a’-ab-ba+b’=a’-2ab+b*
Ejemplo: (5x-3)*=(5x)*-2-5x-3+3?=25x%-30x+9

- Suma por diferencia: (a+b)~(a-b)=az-b2
Demostracion: (a+b)-(a-b)=a*-ab+ba-b*=a’-b*

Ejemplo: (5x-3)-(5x+3)=(5x)*-3*=25x>-9

Ejercicio, calcular
a) (3x+1)’=9x*+6x+1
b) (a’+1/2)’=a*+a+1/4
¢) (2x*-3)"=4x*-12x*+9
d) (2a’+b?-(2a’-b*)=4-a%b*
e) (2x+2x-1)"=(2x*+2x-1)- (2x>+2x-1)=4x’+8x*4x +4x*-4x+1

Sacar factor comun: cuando todos los términos del polinomio P(x) son multiplos de
un monomio m(x) podemos sacarlo factor comun.

Ejemplo: 6x*-9x*+12x*-3x=3x-(2x>-3x*+4x-1)

Ejercicio, sacar factor comun:

a) 490x’-420x*+90x=10x-(49x>-42x+9)=10x(7x-3 )
b) 1/4x’-3/20x*+5/4x=x/4-(x*-3/5x+5)
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Division de polinomios: veamos como se divide a partir de un ejemplo

P(X) 0(x)
6x* +8x> +7x +40 |2x* —4x+5
—6x*+ 12x° —15x7 3x* 4+ 6x+ 1% = C(x) cociente

+12x° —7x°
—12x°  +24x* —30x
17x* —23x
—17x* +34x-3%
11x—% = R(x)

resto

P(x)=Q(x)-C(x)+R(x)

Si la division es exacta se cumple R(x)=0 = P(x)=Q(x)-C(x), luego P(x) multiplo de
Q(x) y C(x), o estos divisores de P(x).
Ejercicio: decir si A(x)= x*+3x°-x*-4x-1 es multiplo de B(x)=x+3 y C(x)=x+1

Dividiendo tenemos que la division entre (x+3) la division no es exacta = no
multiplo

La division entre (x+1) la division es exacta = es multiplo

2. Factorizacion de un polinomio
2.1 Teorema del resto. Criterio de divisibilidad por (x-a)

Un polinomio P(x) serd multiplo del polinomio de primer grado de la forma (x-a),
con ae R si se cumple que la division P(x):(x-a) es exacta, es decir el resto es cero.

Existen diversos teoremas que nos facilitan saber si (x-a) es divisor de P(x) sin
necesidad de realizar la division. Vedmoslos

Teorema 1: Sea P(x)zanxn+...azxz+alx+ao con coeficientes enteros (ap,...,a;,a0€ Z)
para que (x-a) con ac Z sea divisor de P(x) es necesario que el término independiente,a,
sea multiplo de a. Esta condicidon es necesaria pero no suficiente, es decir a puede ser
divisor de ap y en cambio (x-a) no ser divisor.

Ejemplo: Sea el polinomio P(x)=x’-x>-4x+4 los posibles divisores de la forma (x-a)
con a n° entero son los siguientes (compruébalo dividiendo):

a=1 - (x-1), si dividimos la division es exacta = (x-1) divisor de P(x)
- a=2 > (x-2), si dividimos la division es exacta = (x-2) divisor de P(x)
- a=4 > (x-4), si dividimos la divisién no es exacta, resto=36

- a=-1 > (x+1), si dividimos la division no es exacta, resto=6

- a=-2 2 (x1+2), si dividimos la division es exacta = (x+2) divisor de P(x)

- a=-4 - (xt+4), si dividimos la division no es exacta , resto=-60
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Teorema del resto: el resto de dividir P(x) entre (x-a) es igual al valor numérico de
P(a) - resto=P(a).

Ejemplo: comprobémoslo en el polinomio anterior P(x)=x>-x>-4x+4 y los factores
anteriores:

- a=1 2 (x-1), resto=P(1)=0

- a=2 > (x-2), resto=P(2)=0

- a=4 > (x-4), resto=P(4)=36

- a=-1 2> (x+1), resto=P(-1)=6

- a=-2 2 (xt2), resto=P(-2)=0

- a=-4 > (xt+4), resto=P(-4)=-60

A partir del teorema del resto podemos saber si un polinomio es multiplo de P(x) de
(x-a) sin necesidad de dividir, simplemente calculando P(a):

a) Si P(a)=0 entonces (x-a) divisor de P(x) pues el resto es 0
b) Si P(a)#0 entonces (x-a) no es divisor de P(x) pues el resto no es cero.

Relacion entre raices de un polinomio soluciones ecuacion y divisibilidad por (x-a):
Recordemos todos los teoremas y definiciones vistas anteriormente para relacionarlas
. 2
entre si, sea P(x)= a,x"+...ax +a;x+a

a es raiz si P(a)=0 €<-> a solucion a la ecuacion anX™...ax Fajx+ag; €> (x-a)
divisor de P(x) pues el resto de la division r=P(a)=0.

Luego todas las siguientes afirmaciones son equivalentes:

- aes raiz del polinomio P(x)
- asolucidn de la ecuacion a x"+.. .azxz+alx+30=0
- (x-a) divisor de P(x)

Teorema fundamental del algebra: sea un polinomio de P(x) de grado n, el
nimero maximo de raices es n, y por tanto el nimero maximo de polinomios de la
forma (x-a) divisores y de soluciones a la ecuacion ax"+.. .azxz+alx+30=0
Ejercicio: Sean el polinomio P(x)=x"+2x*-x-2 Q(x)= x’-5x°-9x+45 calcular

a) Los posibles polinomios (x-a) con a€ Z divisores de P(x)

b) EIl niimero maximo de ellos que puede ser divisores de P(x)

c) Cuales son los divisores

d) Calcular las soluciones de la ecuacion de x*+2x%-x-2=0
Solucion:

P(x) =x’+2x%-x-2
a) Pueden ser a=1 2 (x-1); a=2 2 (x-2); a=-1 2 (xt1); a=-2 > (x+2)

b) Como mucho s6lo 3 pueden ser divisores de P(x)
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c) No hace falta dividir simplemente calcular el resto es decir P(a):
(x-1) 2 r=P(1)=1+2-1-2=0 divisor
(x-2) 2 r=P(2)=8+8-2-2=12 no divisor
(x+1)> r=P(-1)=-1+2+1-2=0 divisor
(x+2)=> r=P(-2)=-8+8+2-2=0 divisor
d) El nimero maximo de soluciones de la ecuacion es de 3, son x=1, x=-1, x=-2
Q(x) = x-5x*-9x+45

a) Pueden ser a=1 2 (x-1); a=3 2>(x-3); a=5 2>(x-5); a=9 2>(x-9); a=15>(x-15):
x=45 2>(x-45); a=-1 2 (xt1); a=-3 2> (x+3); a=-5 2> (x+5); a=-9 2> (x1+9);
x=-15-2> (x+15); x=-45 2> (x+45)

b) Como mucho s6lo 3 pueden ser divisores de P(x)

c) No hace falta dividir simplemente calcular el resto es decir P(a):
- (x-1) 2 r=P(1)=32 no divisor
- (x-3) = r=P(3)=0 divisor
- (x-5) 2 r=P(5)=0 divisor
- (x-9) 2 r=P(9)=288 no divisor
- (x-15)=> r=P(15)=2160 no divisor
- (x-45)>1=P(45)=80640 no divisor
- (x+1)= r=P(-1)=48 no divisor
- (xt3)> r=P(-3)=0 divisor
- (x1+5)2> r=P(-5)=-160 no divisor
- (x19) 2 r=P(-9)=-1008 no divisor
- (xt+15) 2 r=P(-15)=4320 no divisor
- (x+45)>1r=P(-45)=-100800 no divisor

d) EIl nimero maximo de soluciones de la ecuacion es de 3, son x=3, x=-3, x=5

Soluciones cuando a no es un niumero entero: hasta ahora so6lo hemos considerado
las raices enteras, habiendo visto que estas deben de ser divisores del término
independiente. Pero estds no son las Unicas que pueden ser raices, veamos algin
ejemplo:

Ejemplos:

a) P(x)=6x"+x-1-> Las unicas raices enteras pueden ser a=1 y a=-1, pero estas

no son raices P(1)=6 y P(-1)=4, entonces (x-1) y (x+1) no son divisores de
P(x) . ;entonces no tiene raices ni divisores?. Veamos como si. Las raices de

’ .7 . 2 .
P(x) serdn también soluciones de 6x"+x-1=0, que como bien sabemos
podemos calcular a partir de las soluciones de ecuaciones de segundo grado.
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1
N T e ET I

12 12 1

2

Luego (x+1/2) y (x-1/3) son divisores de P(x) pues P(-1/2)=0 y P(1/3)=0.

b) P(x)=x’-3x-3-> Las Unicas raices enteras pueden ser a=1 y a=-1, a=3 y a=-3
pero estas no son raices P(1)#0, P(-1)#0, P(3)#0 y P(-3)#0, entonces (x-1),
(x-3), (x+1) y (x-3) no son divisores de P(x) . ;entonces no tiene raices ni
divisores?. Veamos como si. Las raices de P(x) seran también soluciones de
x2-3x-3=0, que como bien sabemos podemos calcular a partir de las
soluciones de ecuaciones de segundo grado.

3+4/21
EEERCRAVINEE S C TR

2 2 3-421

2

3+;/ﬁ )y (x- 3_2/5 ) son divisores de P(x) pues P( 3+;/i )=0

)=0.

Luego (x-
3-421
2

Regla de Ruffini: cuando dividimos un polinomio P(x) entre un binomio de la
forma (x-a) podemos aplicar la regla de Ruffini, que es mas sencillo que la division

y P(

Ejemplos:

(x>-2x%-3):(x+2)
1 =2 0 -3

-2 -2 8 -16 > C(x)=x*-4x+8 r=-19
|1 -4 8 [-19

(x>-2x%-3):(x-1/2)
1 -2 0 -3

-5l =B A =% > C)=-%xty, ==
A7

3. Propiedades de la divisibilidad
3.1 Polinomios irreducibles

Definicion: un polinomio se dice irreducible cuando no tiene ningun otro polinomio
divisor de grado inferior (siempre es posible encontrar uno del mismo grado)

Teorema: los Unicos polinomios irreducibles son los de 1¥ grado y los de segundo
grado con soluciones no reales.

Ejemplos: P(x)=x-3, Q(x)=x+5, H(x)=3x+3, I(x)=x"-3x+3, J(x)=x’+1
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Nota: darse cuenta que 3x+3 es divisible por x+1, pero este polinomio es del mismo
grado.

. .« o . . . . . . . 2
Ejercicio, decir cuales de los siguientes polinomios son irreducibles: x°-3x+1,
3 2
X +x, x“+tx+6, 7x-3/2

- x23x+H1D x = .2 divisores x*-3x+1=(x-

3449-4 3445 3+J§)(X_3—J§)
22 2 2

- No al ser de tercer grado—> 2 divisores, 1 raiz X +x=x(x*+1)

1£v1-24
2

2 . , C .
- XHX+H62>x = = no sol , Irreducible, no raices ni divisores

- 7x-3/2, es irreducible al ser de primer grado

Proposicion: desde el punto de vista de la divisibilidad todos dos polinomios son
equivalentes si son proporcionales—> P(x) equivalente a Q(x) si P(x)=K-Q(x)

Ejemplos: x> +3x+2=3x"+9x+6=Yx’ +x+%
Nota: de todos los polinomios equivalentes se toma el que tiene el coeficiente de

mayor grado igual a la unidad.

Ejemplos: 5x°+3x*+15x > x>+3/5x*+3x ; 2x%4x+2 > x*-2x+1
3.2 Namero de raices y divisores de primer grado de un polinomio.

Teorema: un polinomio P(x) tiene a lo sumo n raices ( y por tanto n divisores de
primer grado) siendo n el grado del polinomio.

e . . 12 +1
Demostracion: supongamos que P(x)=x"+...+a;x+ay tiene n+1 raices a', a”,...,a" ,

entonces P(x) se puede poner como P(x)=(x-a')...-(x-a"") y seria entonces de grado
n+1 y no degrado n.

Definicion: una raiz a de un polinomio P(x) tiene multiplicidad 2 si P(x) es divisible
por (x-a)’, multiplicidad 3 si es divisible por (x-a)’, etc.

Ejemplos:

P(x)=x’+2x+1=(x+1)?, luego a=-1 es raiz doble

Q(x)=x>-3x*+3x-1=(x-1)*, luego a=1 es raiz triple.

Nota: a la hora de contar el nimero de raices las raices dobles cuentan como 2,
raices triples como 3, etc. De esta forma un polinomio de grado 3 no podra tener 2
raices dobles (pues seria como 4 raices)

3.3 Descomposicion factorial de un polinomio

Definicion: la descomposicion factorial de un polinomio consiste en expresarlo
como producto de polinomios irreducibles (de 1* grado y de 2° sin soluciones).
Diferentes métodos de sacar factorizar

a) Sacar factor comun: cuando el término independiente es nulo, pudiendo sacar
factor comun x™ siendo m el grado del monomio de menor grado. De esta forma
a=0 es raiz de multiplicidad m.

Ejemplo: P(x)=x’-5x"-9x +45x*=x*(x’-5x’-9x+45) a=0 es raiz doble.
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b) Buscar divisores de la forma (x-a) por Ruffini: por Ruffini sélo buscaremos
divisores donde la raiz, a, es entera. Recordar que entonces a debe de ser divisor
del término independiente.

Ejemplo: O(x)=x"-5x"-9x+45

1 =5 -9 45
3] 3 —6-45  P(x)=(x+3)x*-2x—15)

1 -2 —1510 > Q(X)=(x-3)(x+3)(x-5)
—3] -3 15 (x> —2x—15) = (x +3)(x = 5)

-5 |0

Luego el polinomio P(x) del ejemplo anterior es P(x)=x*(x-3)(x+3)(x-5)

c) A partir soluciones de ecuacién de 2° grado: cuando las raices no son enteras no
es facil encontrarlas a partir de Ruffini. Si tenemos una ecuacion de 2° grado
podemos obtener las raices a partir de sus soluciones.

Ejemplo: P(x)=x>-5x+5x-1

|1 -5 5 -1
1] 1 -4 1 P(x)=(x-1)(x* —4x+1)
1 -4 1 [0
x=4i ;6_4=4i2\/52<§+j_§ (C-dx+D)=(x- (2++/3)) (x-(2-4/3))

P(x)=(x-1)- (x- (2+/3))(x-(2-~/3))

Ejercicio factorizar:

a) P(X)=x’+4x*+x+4 > P(X)=x"+4x*+x+4=(x+4)(x*+1) > raiz -4
b) Q(x)=2x>+x%-8x-4>Q(X)=2(x+ ¥ )(x-2)(x+2)Draiz %, +2

¢) H(x)=3x*+10x+3 > H(x)=3-(x+3)(x+1/3) > raiz -3 y-1/3

d) I(x)=2x>+4x2-2x-4 D 1(x)=2-(x+1)(x-1):(x+2) > raiz -1, 1 y -2
e) J(x)=x+x > J(X)=x(x*+1) - raiz 0

f) Kx)=x+x"+x-3 > K(x)=(x-1)-(x*+2x+3) > raiz 1

g) L(x)=x*"+2x’+x* > L(x)=x*(x+1)*> raiz 0 y -1 doble

h) Mx)=x*-3x%-2x242x > M(x)=x-(x+1)-(x-(2+/2 ) (x-(2 = /2 ))> raiz 0,-1,

2+\/§,2—\/5

A partir de los teoremas visto hasta ahora decir si estin bien o mal
factorizadas los siguientes polinomios. Decir por que.

a) P(x)=x’-3x’+2x+3=(x+5)-(x+1)-(x-2) Falso, 2 y 5 no son divisores de 3

b) Q(x)=x’-2x*+1=(x-1)*(x+1)* Falso, 4 raices (dos de multiplicidad doble) y
grado 3

¢) H(X)=X3-5X2-6x+5=(X-5)'(X+1)'(X-l). Verdadero 3 raices>H(1)=H(-1)=H(5)=0
d) I(x)=x>+5x"+6x+10=(x+1)-(x-2)-(x+5) Falso. I(-1)=-1+5-6+1020
€) S(x)=2x’+4x+2=(x+1)*. Falso, falta multiplicar por 2.
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Decir el polinomio que cumple las siguientes propiedades
a) El polinomio P(x) cumple:
(1) Solo tiene dos raices:
- El -1 es una raiz simple (multiplicidad 1)
- El 2 es una raiz doble (multiplicidad 2)
(i1) Es de grado 3
(iii) El coeficiente de mayor grado es 2
b) El polinomio Q(x) cumple.
(1) Solo tiene dos raices:
- El 3 es una raiz simple (multiplicidad 1)
- El -2 es una raiz simple (multiplicidad 1)
(ii) Es divisible por x*+1
(ii1)El coeficiente de mayor grado es 1
(iv) De todos los posibles es el de menor grado

P(x)=2-(x+1)(x-2)*
Q)=(x-3):(x+2)(x*+1)

Decir el valor de a para que x’+3x’+3ax+1 sea divisible por (x+1)
P(-1)=-143-3-a+1=0 = a=1

4. Maximo comun divisor y minimo comun multiplo
4.1 Maximo comun divisor

Definicion: el maximo comun divisor de 2 0 mas polinomios es otro polinomio que
cumple:

a) es divisor de todos ellos

b) de todos ellos es el de mayor grado con coeficiente de mayor grado la unidad.

Veamos como calcular el méximo comun divisor:
1) descomponer factorialmente cada polinomio en polinomios irreducible

2) el maximo comun divisor es el polinomio cuya descomposicion factorial esta
formada por los polinomios irreducibles comunes a todos los polinomios con
menor exponente.

Ejemplo:
med (x*-1, x*+2x+1,x*+3x+2)=(x+1)

x2-1=(x+1)(x-1)
XA2x+1=(x+1)
X2H3xH2=(x+1)(x+2)

4.2 Minimo comtin miultiplo

Definicion: minimo comun multiplo de dos o0 mas polinomios es otro polinomio que
cumple:

a) es un polinomio multiplo de todos los polinomios
b) de todos los polinomios multiplos es aquel que tiene menor grado con
coeficiente de mayor grado unidad.

Péagina 10 de 17 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 2. Polinomios y fracciones algebraicas

Veamos como calcular el minimo comun multiplo:
1) descomponer factorialmente cada polinomio en polinomios irreducible

2) el minimo comin multiplo es el polinomio cuya descomposicion factorial esta
formada por los polinomios irreducibles comunes y no comunes a todos los
polinomios con mayor exponente.

Ejemplo:
med (x%-1, x> +2x+1, x> +3x+2)=(x+1)*(x-1)-(x+2)=x"+3x>+x*+-3x-2

x2-1=(x+1)(x-1)
X*+2x+1=(x+1)*
X2H3xH2=(x+1)(x+2)

Ejercicio: calcular el maximo comin divisor y el minimo comun multiplo de los
siguientes polinomios:
a) p(x)=x"-3x*+2x, q(x)=x"+3x"-4
PO)=x-(x-1)"(x+2)
q(x)=(x-1)-(x+2)°
mem(p(x),q(x))=(x-1)*(x+2)*x=x"+2x"-3x-4x*+4x
med(p(x),q(x))=(x-1):(x+2)=x"+x-2
b) p(x)=x"-x’-x*+1, q(x)=x"-2x>-x’+2x
p(x)=(x+1)(x-1)-(x*+x+1)
q)=x-(x+1)(x-1)-(x-2)
mem(p(x),q(x))=x-(x+1)(x-1 )'(X-Z)-(x2+x+ 1 )=x6-x5-2x4-x3 +X242X
med(p(x),q(x))=(x+1)-(x-1)=x*-1

5. Fracciones algebraicas
5.1 Definicion

Definicion : se llama fraccion algebraica al cociente de dos polinomios, es decir de
Px)

la forma .
O(x)

2x+3 2 2x+5

2

Ejemplos: , ,
Jemp X +x-1 x+1 x*=x*+3

Las fracciones algebraicas se comportan de forma semejante a las fracciones
numéricas como veremos en siguientes apartados.
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5.2 Simplificacion

Si el numerador y el denominador de una fraccion algebraica se pueden dividir por
el mismo polinomio (es decir son multiplos de este polinomio) al dividirlos se
simplifica la fraccion.

X +2x7 —x-2 x'—x-2

Ejemplo: =
Jemp x2=2x+1 1 x=2

Si dividimos numerador y denominador por el maximo comun divisor de los dos
polinomios se obtiene la fraccion irreducible.

¥ +3x°—x-3 (=D (x+1D)(x+3) x+3

x —xT—x+1 (x=1*(x+1) x—1

Ejemplo:

5.3 Reduccion a comun denominador

Al multiplicar numerador y denominador de una fraccidon por el mismo polinomio se
obtiene una fraccién equivalente. Si tenemos varias fracciones y queremos obtener
fracciones equivalentes con el mismo denominador tenemos dos opciones poner como
denominador el producto de los dos denominadores o el minimo comun multiplo de
ambos.

Ejemplos:

x+7 x*+3 xz—lﬁ(x+7)-(x+1) x*+3 (xz—l)-x_>x2+8x+7 ¥ +3 x—x
x x4+ x x+l XHx O xT+x x+x xP+x Xt 4x Xt +x

x> =3x+5 x—l_)(x2—3x+5)-(x+3) (x—l)'(x2—3x+2)_>x3—4x+15 x' —4x® +5x-2
x2=3x+2 x+3 (X -3x+2)0(x+3) (x* =3x+2)(x+3) 1 -Tx+6  x*-Tx+6

5.4 Operaciones

Suma y resta:se reduce a comun denominador y se suman o restan los numeradores

x+7_x2+x _ (x+7)-(x—1)_x2+x B x4+ 6x—7—(x"+x) _Sx—T7

2

Ejemplo: 5 > > >
X X" —=x X" —=x X" —=x X" —x X" —x

Producto: el resultado es una fraccion algebraica cuyo numerador es el producto de
los numeradores y su denominador el producto de los denominadores.

x+1x=2 (x+D)(x-2) _ x'—x-2
x=3 x (x=3)x x> —3x

Ejemplo:

Division: es una fraccion algebraica donde el numerador es igual al producto del
numerador de la primera por el denominador de la segunda y el denominador es igual al
producto del denominador de la primera por el numerador de la segunda.

+1 x-2 +1): >+

Ejemplo: > : "= = (x+Dx _ 2x d

x=3 x (x=3)(x—=2) x " —5x+6
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Nota: cuando multiplicamos o dividimos, muchas veces al igual que con las
fracciones numéricas estas pueden ser simplificables. Para que sea mas sencilla la
simplificacion es mejor factorizar primero los polinomios, y luego simplificar, antes de
multiplicar. Veamos un ejemplo:

xt—2x7 —4x® +2x+3 x* +7x* +10x _ (x+1)2-(x—1)-(x—3). x(x+5)(x+2)
x® —25x X —6x>+1lx—6 x(x=5)(x+5) (x=1)(x=3)(x-2) B

(D) =D e=3) kD) (x+2)  (x+D)P(x+2) X0 +4x° +5x+2

RS D=3 -2) (=5)(x-2) X7 =Tx+10

5.5. Descomposicion de fracciones algebraicas en fracciones simples

P(x)

O(x)
a) Grado [ P(x)] < grado[Q(x)], descomponemos Q(x) factorialmente y
tenemos 3 casos posibles:

Consideraremos dos casos para la descomposicion de

a. Raices del denominador simple Q(x)=(x-a;)(x-a3)...(X-ay):
Entonces la fraccion algebraica puede ponerse como:
P __4 + 4 +..+—
0x) (x-a) (x-a,) (x—a,)

X =3x+1 4 LA A
x=-Dx+2)(x-3) (x-1) (x+2) (x-=3)

Tx* =3x+1 A (x+2)(x=3)+ A, (x—1)(x—3)+ 4, (x—)(x+2)
(x=D(x+2)(x-3) (x=D(x+2)(x-3)

Ejemplo:

7x23x+1=A 1 (x+2)(X-3)+As(X-1)(x-3)+Az(x-1)(x+2)
Six=1 -2 5=-6A,;+0+0 > A;=-5/6
Si x=-2 2 35=0+15A,+0 > A,=35/15=7/3
Six=3 -2 55=0+0+10A; > A3=55/10=11/2
7x*-3x+1 _ —4/6 L7312
(x-Dx+2)(x-3) (x-1) (x+2) (x-3)
b. Alguna o algunas raices son doble. Q(x)=(x-a)*(x-a2)...(X-an):
Entonces la fraccion algebraica puede ponerse como:

P(x) 4 4, 4, n
= + —+ +o+
Ox) (x-a) (x-a) ((x-ay) (x—a,)
2 A A’ A
Ejemplo: X —xl ! : 2

= -+ -+

(x=-D*(x=3) (x=-1) (x=-1)> (x=3)

X =x+1 AG-D(x=3)+4,"(x=3)+4,(x—-1)°
(x=1)*(x=3) (x=1)*(x-3)

X —x+l=A(x-D)(x=3)+4,"(x=3)+ 4, (x—1)°

Six=1 2> 1=2A," 2> A/=-1/2

Six=3 2> 7=4A, 2> Ay=7/4

Cualquier valor, x=0 2> 1=3A-3A’+A; 2 1=3A+3/2+7/4-> A=-3/4
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Tema 2. Polinomios y fracciones algebraicas

xP—x+1 _ 34 172 N 7/4
(x=1*(x=-3)  (x=-1 (x=1> (x-3)
Al descomponer Q(x) tiene polinomios irreducibles de segundo grado
sin soluciones, Q(X)=(x*+bx+c)- (x-a1)..."(X-ap)

C.

Entonces la fraccion algebraica puede ponerse como:
P(x) Mx+ N 4, 4, A,
=— + + Fot
O(x) x +bx+c (x—a,) (x—a,) (x—a,)
—4x*-10x-13 4, LA MxtN
x=Dx+2)(x*+x+1) x-1 x+2 x*+x+1
_Al(x+2)(x2+x+l)+A2(x—1)(x2+x+l)+(Mx+M(x—l)(x+2)

(x=D(x+2)(x* +x+1)

Ejemplo:
—4x* —10x—13
(x=Dx+2)(x> +x+1)

—4x® —10x—13=4,(x +2)(x* +x+ 1)+ A, (x = 1)(x> + x + 1) + (Mx + N)(x = 1)(x + 2)

Six=1 > -27=9A; > A;=-3
Six=-2 > -9=-9A, > A,=1

Six=0 > -13=2A;-A»-2N >-13=-6-1-2N > N=3

Si x=-1 > -7=A-2A2-2(-M+N)>-7=-3-2-2(-M+3) D M=2

—4x’—-10x-13 3 1 2x+3
(x=D(x+2)(x> +x+1) x—=1 x4+2 x*+x+1
b) Grado [ P(x)] > grado[Q(x)], dividimos obteniendo: P _ C(x)+ M,
O(x) O(x)
donde ahora Grado[R(x)]<grado[Q(x)] y estamos en el caso a)
3 3
Ejemplo- X : 8x+6 _X 8x+6 —(x+3)+ x+6 =(x+3)—g+ 3
x°—=3x x(x—=3) x(x—=3) x x-3

x’ —8x+6]| x* —3x

x+6 x+3
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Ejercicios finales

Factorizar los siguientes polinomios:

a) X>-6x-7=(x+1)(x-7)

b) x*+12x+35=(x+5)-(x+7)

d) 2x*+2x%-24x=2-x"(x-3)-(x+4)
f) 3x°-9x%-30x=3-x"(x+2)-(x-5)

Comprobar si las siguientes fracciones son equivalentes
Dos métodos, haremos cada apartado por uno.

a) 2x_36 y %9 si son equivalentes se cumple (x-3)2=(2x-6)'1 2> 2x-6=2x-6.
x_
Si son equivalentes
x’ 1 : o x’ x 1
b) — y — > factorizamos y simplificamos = y —=> No son
X" +x x x(x+1) x+1" x
equivalentes

A partir de los productos notables simplifica

2 .
a)x 1:(x 1)(x+1):x_
x+1 x+1

. x* =25 _(x+5)(x=5 x+5
x* +25-10x (x=5)° x=5

=1 (x+D)(x-1) _ 1
x4—1_(x2—1)-(x2+1)_x2+1

h)

Decir las raices de los siguientes polinomios

a) P(X)=(x+5)"(2x-3)'x > x=0, x=-5(doble) y x=3/2
b) QX)=(x-2)(x*+1) > x=2

¢) R(X)=3x-(x*+5) 2> x=0

d) S(x)=2x*(x-7) > x=0 (doble) y x=7

Opera y simplifica
2) (i_ﬁj_(l_l_lj: 9-x’ .(3+xj:(9—x2)-(3x):(3+x)(3—x):3_
x 3)\x 3 3x ) 3x 3x:(3+x) (B3+x)

[t e e e

_{(x2 +1)'x}(x—l) :[xz +1}(x—1) _ (x +1)-(x—1) _ x> +1

- (x> =1)x x x =1 x+1
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) x> x x-—-4 x*(x—4) ¥ (x=4) x*(x-4)

e

_ x® =5x+4+3x° —12x—5x7 _2x2_—x2—17x+4_2x2_—2x2—34x+8
x*(x—4) x*(x—4) x—4

El lado x de un cuadrado aumenta en a cm. Formandose otro cuadrado.
Suma las areas de los rectingulos y cuadrados de la figura y comprueba que
obtienes el area del cuadrado de lado x+a

(1) a) | a

@
(I11)

Area cuadrado (I) = x>
Area cuadrado (IV)= a’
Area rectangulo (II)=xa
Area rectangulo (I1I)=ax

Area total = x*+2ax+a’=(x+a)’

Calcula el area del cuadrilatero A’B’C’D’ mediante un polinomio en x, sabiendo
que AB=3cm, BC=5c¢cm y AA’=BB’=CC’=DD’=x

D D C

C,

A’

A B’ B
area (A’B’C’D’)=area(ABCD)-2-area(BB’C’)-2 area(CC’D’)=3-5-2% x+(3-X)- 2-%
x+(5-X)=15-(3x-x)-(5x-x%)=15-8x+2x*
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Calcula:
2) x=2 x+2 1 _(x—2)-(x2—1)+(x+2)-x(x+1)—x2_2x3—x2—x—3
x> xP-x x -1 X2 (x=1(x+1) x*(x*=1)
_ 2 _ 2 2 _
b) 1_x_1j. Y 1= f_x_lj.x__lzl. X o X ox(+3y 3
x )x+3 x x Jx+3 xx+3 x+3 x+3 x+3

Calcula m para que el polinomio P(x)=x"-mx’+5x-2 sea divisible por (x+1)

Si es divisible por (x+1) entonces-1 es raiz de P(x) es decir P(-1)=-1-m-5-2=0 = m=-8

Calcular el valor de K si el resto de la division de (2x4+kx3-7x+6):(x-2) es -8
Resto=P(2)=32+8k-14+6=-8 - 8k=-32 k=-4

Escribir los polinomios de segundo grado con siguientes raices
a) 5y -5 > P(x)=(x-5)(x+5)=x>-25

b) 0y 4 > P(x)=x"(x-4)=x-4x

) 2y 3 D P(x)=(x-2)"(x-3)=x-5x+6

d) -6 y 1 D P(x)=(x+6)-(x-1)=x*+5x-6

Escribir polinomio de segundo grado cuya unica raiz sea 3

P(x)=(x-3)’

Escribir polinomio de segundo grado sin raices
P(x)=x’+2x+7

Inventa dos polinomios P(x) y Q(x) tal que mem(P(x),Q(x))=x*(x-3)(x+2)
P(x)=x"(x-3), Q(X)=x>(x-2)

Inventa dos polinomios P(x) y Q(x) tal que mcd(P(x),Q(X))=X2-4
P(x)=(x"4)x; Q(x)=(x"-4)-(x+1)
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Tema 3. Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

1. Ecuaciones de segundo grado. Resolucién
Las ecuaciones de segundo grado con una incognita (la x) es la que se puede transfor-
mar en una ecuacion del tipo.

ax?+bx+c=0 (siendo a0)

1.1. Resolucién por el método general

La ecuacion de segundo grado ax*+bx+c=0 tiene como solucién o raices las que resultan
de la siguiente expresion, sustituyendo, a, b y c:

—b++/b? —4ac

X = > , la expresion A =b? —4ac es el discriminate y el que mar-
a

ca el nimero de soluciones:

a. Si el discriminate es negativo (A<0) no tiene soluciones reales (raiz nega-
tiva)
b. Si el discriminate es cero (A=0) una unica solucion (raiz doble)
c. Si el discriminate es positivo (A>0) dos soluciones distintas (2 raices sim-
ples)
Demostracion:

c

ax*+bx+c=0 > a(x+ ) +c-——0 - a(x+ ) ‘—-C > (X+—) m“ >
_+m _—b+Vb%-4ac

(x+)’= 4“Ce(x+—) + |5 S (x)= > x=

2a

1.2. Resolucion de la ecuaciones de segundo grado incompletas

Una ecuacién es incompleta si alguno de los coeficientes b, ¢, o los dos son nulos. Estas
ecuaciones aunque se pueden resolver por el método general se resuelven de forma mas
sencilla. Tres casos:

a. El término b=0 > ax?*+c=0, despejando la incognita: x:i\/%

x=0

b. El término c=0 - ax’*+bx=0, factor comdn: x(ax+b)=0-> {x " b/a

c. Los dos son cero = ax?=0, la solucion es x=0 (raiz doble)

Ejercicio, resolver:

6\/_+\/ﬁ 3\/5

a) X*-6v2x+18=0 > x

2
N 3
b) 2x%-7x+3=0 > % <1/2
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2 2
x+7+x 3x+6_19x+7 X —3X+6

c) = + =
X+3 x*+2x-3 x+3 (x+3)(x-1)
(X+7)-(X-1)+(X?-3x+6)=(X*+2X-3)> X*+x+2=0 >
_1+41—
X= % =no solucién
d) x+1 + 1=x = > 2>2(x+1)(x-4)+2(1-x)(Xx+5)=5(x+5)(x-4)> 5x%+19x-102=0
X+5 x—-4 2
,_—10%/361+2040 _—19:+49 _ _3?4
10 10 T
) (x-V3)%*1+x=x > x*-2V3x+3-1=0 > x = 2\/§+ v12-8 _ <£ +i

f) 1+(x-2)’=1 > (x-2)’=0 > x=2
g) 9x*-25=0 > x*=25/9 > x = i/? = ig
h) x*-2x=0 = x(x-2)=0 > x=0, x=2

2. Ecuaciones de grado superior (polinémicas)

Podemos resolver ecuaciones de grado superior (P(x)=0, con P(x) polinomio) trans-
forméandolas en producto de ecuaciones de primer o segundo grado igualadas a cero, es
decir factorizando. Asi las raices seran las soluciones de la ecuacion.

Ejemplo:
X°-3x*-8X3+12x%+16X=0 DX-(X-4)-(x+2):(x-2)-(x+1)=0>x=0, x=-2, X=2, X=-1, Xx=4
Ejercicio:
a) (x+m) (x-1/2)-(3x-7)=0 = soluciones x=-r, Xx=1/2, X=7/3
b) x*(x-V2)-(5x+1)=0 > soluciones x=0, x=\2, x=-1/5
) 4x*+20x"-53x°+23x°+13x-7=0 >soluciones x=1 (doble), x=-7, x=1/2, x=-1/2

Existen ecuaciones polinémicas de grado 4 que se pueden transformar en ecuaciones de
segundo grado, son las ecuaciones bicuadradas: ax*+bx*+c=0
Se resuelven en tres pasos:

1. haciendo el cambio x%=t, x*=t* con lo que se transforma en la ecuacién de se-
gundo grado con incégnita en t (at?+bt+c=0).

2. Resolvemos la ecuacion de segundo grado.

3. Deshacemos el cambio de variable x=4++/t (solucion si t>0)
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Ejemplo: x*-5x%+4=0
Pasol: x’=t > t?-5t+4=0

5++/25-16 5i3_<4

Paso2: t = =
2 2 1

Paso3: x=2,-21-1

Ejercicio : resolver las siguientes ecuaciones

a) x*-x*-6=0 > solucion : x= ++/3
b) x*-3x*+2=0 - solucion x=++/2,+1
c) —x*4x*-45=0 - No soluciones reales

Otras ecuaciones transformables en ecuaciones de segundo grado: ax*"+bx™+c=0, con
neN, haciendo el cambio x"=t obtenemos una ecuacion de segundo grado.

Ejemplo: x®-5x3+6=0
Paso 1: x°=t, x°=t?> = t2-5t-6=0
Paso 2: t=3, t=2

Paso 3: x:\/§, x:i/E

3. Ecuaciones irracionales o con radicales

Una ecuacion es irracional si tiene la incognita (x) dentro de una o varias raices, en este
afio s6lo veremos irracionales con raices cuadradas.

Resolucion ecuaciones irracionales:

1. Seaisla un radical en un miembro de la ecuacién.

2. Se eleva al cuadrado los miembros de la ecuacion, eliminandose la raiz
aislada.

3. Si todavia hay raiz se repite los procesos 1 y 2 hasta que ya no haya.

4. Se resuelve la ecuacion resultante (polindmica)

5. Se comprueban las soluciones

Nota: la razon de comprobar es que al elevar al cuadrado pueda haber soluciones no
validas debido a que al elevar al cuadrado el signo se pierde, asi 1%-1 pero (1)*=(-1)
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Ejemplos
1)
V3X+4 —4 =-2X

VXA = 4 - xtesmind 3y 4 (4 2x)7

4
3X+4=16+4x* -16X — 4x* -19x+12 =0 X:{V
4

Comprobacion:
x=4 > /16 —4 % -8 (no solucion)

X= ¥ > /%_422_4:_22—2-% (solucién)

2)

X2 +3x-1-4/x*+5=0

UX? +3X—1=+/x? + 5 chewadrado 2 3y 142 |5 _y3x=F-5x=2

Comprobacion:

X=2> /22 +32-1-+/22+5 =9 —-4/9 =0 solucion.

3)
JX+5+4/2x+8=7
X+5=7—+/2x+8 dvewadr oy  5=49+2X+8-14/2X+8

144/2X +8 = x + 52—’ 196(2x +8) = x* +104x + 2704 — x* — 288x +1136 =0
x=284,x=4

Comprobacion:
X=284 > /289 ++/576 =17 + 24 = 7 No solucion
x=4 > /9 + /16 =3+ 4 =7 Solucién

Ejercicio, resolver:

8) Ax+2x+4 =4 >24x+4 =4-4x > [2Jx+ 4] = (4-4x)?>

0
4(x+4)=16x3-32x+16 > 16x>-36x=0 > 4x(4x-9)=0 x= {9

4

Comprobacion:

x=0-> 0+2+/0+4 =4 Solucién

X=9, > 4'%+2‘/%+4:9+2§¢4 No solucion
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b) X +4x? =3 =0 D x? = —y/4x? -3 —2 5 x* =4x* -3 > x* —4x? +3=0

x°=t, X*=t> > t>-4t+3=0 > t= {3 X= {i V3
1 +1

Comprobacion:
x=1> 12 +/412-3=220 No solucién
x=-1-> (-1)? +m =2#0 No solucién
x=+/3 > (\/5)2 +\/4-(\/§)2 ~3=6=0 No solucion
=—J3> (—\/5)2 +\/4-(—\/§)2 ~3=6=0 No solucién

d) V2x+5-/x-1=2
V2X+5 =4/x—1+2—3c@dr oy 15X —1+4+4/x-1—

X42=4x—-1—2" 52 1 Ax+4=16(x-1) > x* -12x+20=0
x=10, x=2

Comprobacion:
x=10 > /25 -4/9 =5-3=2 solucion
x=2 > /9 —4/1 =3-1=2 solucién

4. Ecuaciones lineales con dos incégnitas

Las ecuaciones lineales con dos incdgnitas son de la forma ax+by=c, se caracterizan por
tener infinitas soluciones para las dos variables (X,y) situadas sobre una recta.

10-7y

Ejemplo: 3x+7y=10, despejamos una variable (cualquiera de las dos) x =

damos valores a la variable no despejada y obtendremos valores de la despejada. Como
es una recta si lo hacemos correctamente con dos valores seria suficiente, ya que por dos
puntos pasa una unica recta.

X |y
e
6 |4

8|2
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Representamos las soluciones:

-4

Ejercicio: representa las soluciones de las siguientes ecuaciones
a) —x+y=1
b) V3x+5y=v3
C) -7x+3y=-5

a) —x+y=1-> y=1+x

X1y

12
o 1
1o
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) Vaxssy=ig > y= V3=V _S‘EX
X y
110
2 ‘J% ~-0,35
) -7Tx+3y=-5-> y= _5; A
X1y
2 |3
1| -4
5 |10
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5. Sistemas de 2 ecuaciones.
5.1 Sistemas lineales

Los sistemas con dos ecuaciones lineales son de la forma:
() ax+by=c
(2) a'x+b'y=c

Las soluciones al sistema seran las soluciones comunes a la ecuacion lineal con dos
incognitas de la ecuacion primera (S;) y las soluciones de la segunda ecuacion (S;). De
esta forma si llamamos S a las soluciones del sistema, estas seran igual a

stlf\SQ
Segun el numero de soluciones se puede distinguir entre los siguientes tipos de siste-
mas:
1. Sistema compatible indeterminado, infinitas soluciones
Ocurre cuando la ecuacién (1) es equivalente a la (2), se cumple entonces:

a_b_c

a b
1) 3x+7y=2

Ejemplo: )y 3x+7y (2)5(1)_>izi=i
(2) —6x-14y=-4 -6 -14 -4

Si representamos las dos ecuaciones se trata de dos rectas iguales, por tanto las solucio-
nes son todos los puntos situados en la recta que viene determinada por la ecuacion (1)
0 (2).

Ejemplo: en el ejemplo anterior las soluciones son:

-2
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2. Sistema incompatible, no tiene soluciones

Ocurre cuando las dos ecuaciones son incompatibles, es decir tienen ninguna solucion
en comun. Ocurre cuando la relacion entre sus coeficientes son los siguientes:

a b ¢

a b c

No tiene soluciones, al tratarse de dos rectas paralelas. Veamos un ejemplo:

@ 2x+y=1 _)g_lii
(2) 4x+2y=-2[ "4 27 -2°

Interpretacion gréfica:

-2

-4

s

3. Compatible determinado, una Unica solucién.

Ocurre cuando tienen una Unica solucion. Graficamente ocurre cuando las dos rectas se
cortan en un unico punto que sera la solucién a las dos ecuaciones. Ocurre si la relacién
entre los coeficientes:

a b

a_ b
Ejemplo:

@ x+y=0
(2)—x+y:2}

i;ﬁ L —comp det
-1 1
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Resolucidn de sistemas de dos ecuaciones lineales
Resolver un sistema es hallar sus soluciones, segun el tipo de sistema tendremos:

1. Compatibles indeterminados: la solucién es la de una de las dos ecuaciones, que
resolvemos como hemos visto en el apartado anterior representando una recta.

2. Incompatibles: no tienen solucidn, por lo que no tendremos que resolverlas

3. Compatibles determinados: tiene una Unica solucion que resolvemos por uno de
los tres métodos vistos en el curso anterior. Veamos un ejemplo y resolvamoslo por
los tres métodos:

Dx+y=1
(Dx—y=0}

a) Sustitucion: igualamos una incAgnita en una ecuacion y la introducimos en la
otra ecuacion, obteniendo una ecuacion de primer grado con una incégnita:

y=1-x 2 X-(1-x) =0; 2x=1; x=1/2; y=1-1/2=1/2 - solucion; x=1/2, y=1/2
b) Igualacion: consiste en despejar la misma incognita en las dos ecuaciones pa-
ra luego igualarlas entre si y obtener una ecuacién con una incégnita:

y=1-X; y=X = 1-x=X; 2x=1-> solucion x=1/2; y=1/2
c¢) Reduccion: consiste en sumando o restando las ecuaciones multiplicadas por

factores se anula alguna incognita, la x o la y. Asi obtenemos una ecuacién de
primer grado con una incognita:

(1)+(2) = 2x=1, x=1/2, y=1-1/2=1/2 - solucion x=1/2; y=1/2

Ejercicio: resuelve, clasifica y interpreta graficamente las soluciones de los siguientes
sistemas:

) D)3x-2y :1}

(2)6x—-4y=2

(@) 4x-y=5
(2)—8x+2y:3}

@ x—3y:2}

c)
(2) 2x+y=4

OI)(1)—18x+6:6y
(2)y+3x+5:6}

X 3
o W3-2r=y
(2) 5x+y=0
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Soluciones:
a) 3 = -2 = ECompatible indeterminado—> x = 1+2y
6 -4 2
b) 4 = -1 # > . Incompatible, no solucion
-8 2 3

C) % # _Ts . Compatible determinado, una solucion. x=2, y=0

vie

d) _Tl8 = _TG = _T6 - Compatible indeterminado. Infinitas soluciones.
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X 3
Z_oy== 1) 4x-24y =9 -
) @ 3 %Y= _ (D) ax=2dy } 4. =2% 5 compatible determinado, una
(2) Bx+y=0) (2 5x+y=0 1

5
solucion - Solucion x=9/124, y=-45/124

5.2 Sistemas no lineales

Estos sistemas son aquellos donde una o varias ecuaciones no son lineales, es decir apa-
recen términos cuadraticos, cubico, etc. En este tema trataremos solo cuando tenemos

exponentes cuadraticos. Generalmente se resuelve por sustitucion. Veamos tres ejem-
plos:

Ejemplo 1:

1) x—y=3
((2; x2 yyz 45} - x=3+y, sustituyendo en (2) (3+y)2+y2:45; 2y2+6y-36:0
+y° =

~6—>x=3-6=-3
y_6%+36+288 -6+18

4 4

3> x=3+3=6
Dos soluciones (x=-3, y=-6); (x=6, y=3)
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Para interpretar graficamente la solucion tendremos que saber que la ecuacion de una
circunferencia con centro en el origen y radio R es de la forma x*+y*=R?. De esta forma

la ecuacion x*+y’=45 , es una ecuacion de una circunferencia de radio R=+/45

Ejemplo 2:

) y—-x=-1+x

( ) Y 2> y=-1+2x 2> X2+(2X-1)2:2; X2+4X2-4X+1-2:0
(2) 2 2 2

X°+y° =
l1->y=-1+2=1
o treden S AEVI6T20 416 d
10 10

Ko X=-1-%="7%
Soluciones (x=1, y=1); (x="% , y="% )

Interpretacion grafica (circunferencia de radio V2 y recta)
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Ejemplo 3:
2
(2) y+x=1
“14+6 o, 1445 _3-45
X_—li«/l+4_—1i\/§_ 2 2 5
i : -1-45 ~1-5 3+45
—— > x=1- =
2 2
Soluciones(x:_lz\/g,y:3_2‘/g) (xz_l;/g,y:3+2\/§)

Interpretacion gréfica (y=x es una parabola, y+x=1 una recta)

6. Sistemas de ecuaciones lineales generales

Hasta este curso solo considerabamos sistemas con 2 ecuaciones y 2 incognitas, en este
curso veremos el caso general con un nimero n de incognitas y m de ecuaciones. Para
resolver utilizaremos el método de Gauss.

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas es de la forma:

D a; X +a,x, +..+a,X, =b

1n“*n
(2) ayX, +a,X, +...+3,X, =b,

(m)a, X, +a,,X, +...+a,,X, =b,,

- Donde las incognitas son Xi,Xz,...,Xn
- Los coeficientes son a;;
- Los términos independientes son by,b,,...,bn
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Ejemplo: 4 ecuaciones con 3 incdgnitas:
@O x+2y-3z=3

(2) -2x+y+z=5

3 x+y+z=4

(4) -2x+3y-2=9

e Incognitas: x,y,z,t

1 2 -3
. - -2 1
e Matriz de coeficientes: L1
-2 3 -1
3
. _ 5
e Columna de términos independientes: 4
9
1 2 -3:3
. _|-21 15
e Matriz ampliada !
1 1.4
-2 3 -1:9

Las soluciones del sistema seran los valores de las incdgnitas que cumplan las m ecua-
ciones.

En funcion el nimero de soluciones puede ocurrir que sea:

a) Compatibles determinados: tiene solucion unica
b) Compatibles indeterminadas: tiene infinitas soluciones
c) Incompatibles: no tiene solucion

6.1 Sistemas equivalentes.

Dos sistemas equivalentes son los que tienen mismas soluciones aunque no tengan
mismo numero de ecuaciones.

Para transformar un sistema en otro equivalente podemos realizar los siguientes crite-
rios:

1) Criterio 1: Multiplicamos o dividimos los miembros de cualquier ecuacion por
un namero distinto de cero.

2) Criterio 2: Sustituimos una ecuacion por la suma de ella con una combinacion
lineal de otras del sistema.

3) Citerio3: Eliminamos las ecuaciones que son combinacion lineal de alguna de
las otras ecuaciones.
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Ejemplos:

@ x+y+z=3 1)=2Q1) 2x+2y+2z=6

(2) 2x—4y+27=2}—F 5(2)=3(2) 6x-12y+62=6

) x-z=3 3)=0Q1) x-z=3

@O x+y+z=3 @=0 X+y+2=3

(2) 2x—4y+2z=2}—E (2 =(2)-2(1) -6y=-4

(3) x—z=3 3)=01d X—2=3

@ x+y+z=3

(2) x—y+z=2 EQUI PUES (3-()+(2) \(1)x+y+z:3}
2) X— =2

(3) 2x+2z=5 (@) x=y+z

6.3 Resolucidon por el método Gauss

El método de Gauss generaliza el método de la reduccidn, que es Util para 2 ecuaciones,
pero para mas utilizaremos el citado método. Por sencillez utilizaremos la matriz am-
pliada, que recordemos que son los coeficientes de las ecuaciones y los términos inde-
pendientes.

En este curso trabajaremos con sistemas con el mismo ndmero de ecuaciones que de
incognitas (n). El objetivo es buscar una matriz triangular superior de la forma:

ay 8y e oy, b
ON@y - . Ay, |b,
0 O0N\@y - 8 |b
0 0 0 .X>a, b,

Las transformaciones que realizaremos para obtener esta matriz son las siguientes:

e Cambiar el orden de las filas, que no consiste mas que ordenar las ecuaciones del
sistema

e Cambiamos el orden de las columnas, que consiste en reordenar las incognitas,
debemos recordar este cambio cuando resolvamos el sistema

e Cambiamos una fila por una combinacién lineal de ella con otra ecuacion.

Cuando utilicemos el método de Gauss puede ocurrir tres cosas:

1. Que la dltima fila de la matriz sea (0 0 0 ... 0 | b,) con b,#0 lo que entonces el
sistema sera incompatible (0x+0y+...+0=b,#0 es imposible)

2. Que la tltima filasea (0 0 0 ... 0|0) o eliminamos una fila (al ser dosiguales) y
entonces sobra la ecuacidn, y sera sistema compatible indeterminado

3. Que la ultima fila sea (0 0 ... any| by) con a,n#0 con lo que el sistema es entonces
compatible determinado
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Ejemplos:
2X+3y+z-t=1 2 3 1 -1]1
2X—-y+32=2 2 -1 3 0 |2
X+y+z2+t=2 - 1 1 1 1 |2
—-2Xx—-y+z+3t=1 -2 -1 1 3 |1
f,(1 1 1 2 f, 1 1 1 1 |2
2 -1 3 2 f,-2f|0 -3 1 -2 |-2
fl2 3 1 -1]1]| f-2fl0 1 -1 -3 |-3|"
-2 -11 3 |1 f,+2f{0 1 3 5 |5
f[1t 1 1 1 |2 f, 11 1 1 |2
f,J/O 1 -3 -2 |-2 f, 01 -3 -21|-2
f,;0 1 1 -3 [-3 f,-f,|]0 0 -4 -1 |-1
f,l0 3 1 5 |5 f,-3f,10 0 10 11 |11
e,
f, 11 1 1 |2
f, 01 -3 -2 -2
f, 0 0 -4 -1|-1
4f,+10f,{0 0 0 34 |34

Es compatible determinado. Recordemos que hemos cambiado el orden de las columnas
2y 3, es decir el orden de la incognitas es x,z,y,t.

X+Z+y+t=2

z2-3y-2t=-2
y - t=1, y=0, z=0, x=1

—4y—-t=-1

34t =34
X+2y—-z+t=3 1 2 -1 1|3
2Xx+3y—-z-t=0 2 3 -1 -1/0

b) -
X—Z+t=2 1 0 -1 2
2X+2y—-22+2t=5 2 2 -2 5
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f,(1 2 -1 1]3 f, (1 2 -1 1|3
f,|2 3 -1 -1|0| f,-2f|0 -1 1 -3|-6
— —
f,{1 0 -1 1|2 f,-f |0 -2 0 0 |-1
f,l2 2 -2 5/ f,-2fl0 -2 0 0 |-1
f, (1 2 -1 13 ff (1 2 -1 113
f, |0 -1 1 -3|-6 f, |0 -1 1 -3|-6

f,-2f,]0 0 -2 6 11_) f, |10 0 -2 6 |11

f,-f,|\0 0 -2 6 |11 f,-f,l0 0 0 0| O
Es compatible indeterminado (infinitas soluciones), dejaremos como parametro libre la
incognita t:

X+2y-z+t=3

-y+z-3t=-6

-2z+6t=11
~11+6t 11

-2z+6t=11> z = =3t-—
2 2

11 1
YA —T=3t=6 D> y==
YT Y=3

x+2-1/2+3t—1—21+t=3 > X= _77—4t

Para cada valor de t tendremos una solucién.

X—2y+z=10 1 -2 110
C) 2x-y—-2z=0;—>|2 -1 -2]|0
3x-3y-z=3 3 -3 -1}3
f,(1 -2 1 [10 f, 1 -2 110 f, (1 -2 110
f,]l2 -1 -2|0 |—>f,-2f|0 3 -4-20|—»> f, |0 3 -4-20
f,13 -3 -1|3 f,-3f,\0 3 —-4-27 f,-f,l0 0 0 |-7
Sistema incompatible (Ox+0y+0z=-7 es imposible)

Ejercicios, resolver:

X+2y—-z=1
a) 2x+y+2z=7 ; > C.D.solucion x=1, y=1, z=2
-3X+2y+z=1
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7.

Las inecuaciones son expresiones semejantes a las ecuaciones pero en vez de aparecer

Tema 3. Ecuaciones e inecuaciones. Sistemas de ecuaciones e inecuaciones

X+y+z+t=0
X—y+2z-3t=1 _
b) g > C.1 solucion x=-3t-2, y= 122t 5= 815
y+z-2t=2 3 3

X+2y+27-t=2

X+y+z+t=1
-X+y—-z+t=0

C) —> Incompatible
2Xx+3y—-z+2t=1
X+4y—-22+3t=3

X-2y-z=1

d 2x+y-z=2 ;> C.D. x=1,y=0,z=0

-X-y+2z=-1

Inecuaciones lineales

el signo = aparecen los signos <,<, >, >. Veamos diferentes tipos de inecuaciones

7.1 Inecuaciones lineales con una incognita.

Son expresiones de la forma (después de simplificar) de la forma:

ax+b<c , ax+b>c, ax+b<c 6 ax+b>c siendo a,b,ceR y a=0

Para resolver la inecuacion hay que tener en cuenta las siguientes reglas:

a) Si un namero esta a un lado de la desigualdad y deseamos pasarla al otro la-

do pasara restando y al revés (igual que en las ecuaciones)
Ejemplo: 5x-2<6 -2 5x<6+2 - 5x<8

b) Si multiplicamos o dividimos la desigualdad por un nimero negativo enton-

ces el signo < o0 < cambia a > 0 >, y al revés. De esta forma si queremos des-
pejar de x un numero que le multiplica pasa dividiendo cambiando el sentido
de la desigualdad si es un nimero negativo. Lo mismo pasa si esta dividien-
do

Ejemplos: -3x<2 - x>-2/3

-x/5>2 - x<-10

Despejando la x de la inecuacién anterior tendremos las siguientes posibles expresiones:

x<-b/a  Solucién=(-w0,-b/a)

O

A

x<-b/a  Solucion=(-o0,-b/a]

y N

v

x>-b/a  Solucion=(-b/a,x) o

v

x>-b/a  Solucion=[-b/a,)
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Ejemplo: 3-5x< 8 & -5x<8-3 = -5x<5 2> x>-1 Xxe(-1,0)

Ejercicio, resolver las siguientes inecuaciones:
a) 2(x-2)+3x<5x+6

b) 3x+7-5(2x-3)>(x-1)/2 -1

c) 3:(x-1)/2 —x> (x-3)/2

Solucién

a) 2x-4+3x<5x+6 = 0x<10 - 0<10 ,que es cierto independientemente del valor de
X, luego la solucion es xeR

b) 3XHT-10x+152(X-1)/2-1, -Tx+22>(x-1)/2-1 —MLBr2 o 1Ax4adsy 12> -
15x2-47 > x <2 (o0, 2
15 15

3X2_3—X>X;3 mipor? 53x—3-2x>x-3—>0x>0—->0>0 No es cierto

independientemente del valor de x, luego no hay soluciones S=&

7.2 Inecuaciones lineales con dos incégnitas

Una inecuacion lineal con dos incognitas es una expresion de la forma:
ax+by<c; ax+by>c; ax+by<c ; ax+by>c

Por lo general existen infinitos valores de parejas (x,y) que cumplen las soluciones a la
inecuacion lineal. Veremos las soluciones representadas en los ejes de coordenadas.

Pasos a seguir para obtener las soluciones:

1. Representamos la recta determinada por ax+by=c. quedando dividido el plano en
dos semiplanos (uno de ellos sera la solucién)

2. Tomamos un punto arbitrario con un valor de x e y. Si para estos valores de x y
de y la inecuacion es cierta, el semiplano que contiene el punto es la solucién,
sino es asi es el otro semiplano

3. Si tenemos > 0 < la recta serd solucion (que es la solucion a la igualdad
ax+by=c) si tenemos < ¢ > entonces la recta no sera solucion

Ejemplo:

X-y > 2. representamos la recta y=x+2. Tomamos el punto (0,0) - 0-0 >2 que no cum-
ple la inecuacion, luego la solucién es el semiplano que no contiene el origen. La recta
es solucion ya que el simbolo es >
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Ejercicios:
a) x+y<b
b) x-y<1
C) 2x-1/3 2x-y
Solucion
a)

k151 46
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48 -38

7.3. Inecuaciones de segundo grado con una incégnita

Son expresiones que después de operar son de la forma:
ax2+bx+c<0, ax?+bx+c>0; ax’+hx+c<0; ax*+bx+c=0
Los pasos para la resolucion de las inecuaciones son los siguientes:
1. Célculo de las soluciones a la igualdad (raices de ax*+bx+c) que son X; Y X»
a. Sison soluciones reales, factorizamos el polinomio a:(x-x1):(X-X2)<0

i. Dividimos la recta real en 3 intervalos(2 si es raiz doble)
(-0,X1); (X1,X2) ; (X2,00). Estudiamos el signo en cada intervalo

ii. Las soluciones son los intervalos que cumplen la desigualdad.

b. Si no son reales entonces ax*+bx+c no cambia de signo, por lo que o
es siempre positivo si ¢>0 o negativo si c<0. Asi las soluciones seran
o todo R o el vacio.

Ejemplos:

a) X2+x-6<0

. ~1+1+24 <—3
- 2 S\ 2

X2+x-6<0 >  (x+3)(x-2) <0

(-0,-3) | -3 | (-32) | 2 | (2,0)

Signo(x+3) - 0 + + +
Signo(x-2) - - - 0 +
Signo(x*+x-6) + 0 - 0| +

Solucién xe[-3,2]
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b) x*+1<0

x?=-1-> no solucion real.
x?+1 siempre es positivo, por ejemplo en x=0: 0°+1=1>0
No soluciones S=¢

c) x*+1>0 > xeR
Ejercicios:

a) x*-6x+9>0

b) -3x%-5x+2<0

c) (x-3)%>4

d) (2x-1)/5>3%°/2
Soluciones:

a) (x-3)>0

(-0,3) 3 | (3,)

Signo(x-3) - 0 +

Signo(x-3) - 0 +

Signo(x-6x+9) + 0 +

Solucion > xeR-{3}

b) -3x2-5x+2<0 > -3(x-1/3)(x+2)<0

(-0,-2) | -2 | (-2,1/3) | 1/3 | (1/3,0)
Signo(x+2) - 0 + + +
Signo(x-1/3) - - - 0 +
-3 - - - - -
Signo(x*+x-6) - 0 + 0 -

Solucién - xe(-00,-2]U[1/3,0)
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c) (x-3)%24 Dx?-6x+5>0 > (x-5)-(x-1) =0

(-o0,1) 1 (1,5) 5 (5,0)

Signo(x-1) - 0 + + +
Signo(x-5) - - -1 0 +
Signo(x*-6x+5) + 0 - 0 +

Solucion = xe(-00,1]U[5,00)

7.4 Inecuaciones polindmicas y algebraicas
7.4.1 Polinomios

En este apartado estudiaremos las inecuaciones del tipo:
P(x)<0, P(x)>0, P(x)<0, P(x)=0.

Resolucion:
1. Factorizamos, obteniendo las raices X, Xz, ...,Xn
2. Estudiamos el signo en los intervalos (-o0,X1), (X1,X2),. .., (Xn,%)
3. De los intervalos tomamos aquellos que solucionen la inecuacion.

Ejemplo : x*+x*+3x%-11x-14<0; Factoriz-> (x+1)(x-2)(x*+2x+7) <0.Raices x=-1, x=2

(-0,-1) |1 | (-1,2) 2 | (2,:)
Signo(x+1) - 0 + + +
Signo(x-2) - - - 0 +
Signo(x*+2x+7) + + + + +
Signo(x*+x3+3x%-11x-14) + 0 : 0 +

Solucion xe[-1,2]

Ejercicios: resuelve
1) —xC-2x%+x+2>0
2) -3x*-24x°-21x<0

3) x3-2x%<-x
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Soluciones:
1) —x3-2x%+x+2=-(x+2)-(x+1)-(x-1)>0. Raices x=-2, -1,1

(-0,-2) | -2 | (-2-1) | -1 | (-1,1) | 1 | (L,)
Signo(x+2) - 0 + + + + +
Signo(x+1) T
Signo(x-1) - - - - - 0 +
-1 - - - - - - -
Signo(—x>-2x°+x+2) + 0 - o + |0 -

Solucién xe(-,-2)U(-1,1)
2) -3x3-24x%-21x=-3-x-(x+7):(x+1) <0. Raices x=-7,-1, 0

(-0,-7) | -7 | (-7,-1) | -1 | (-1,0) | O | (0,%0)
Signo(x+7) - 0 + + + + +
Signo(x+1) - - - 0 + + +
Signo(x) - - - - - 0 +
-3 - - - - - - -
Signo(—x>-2x"+x+2) + (0| - 0| + |O] -

Solucion xe[-7,-1]u[0,0)
3) x3-2x%<-x > x3-2x%-x<0 > x(x-1)’<0

(<0 | 0] (01) | 1| (L)
Signo(x) - 0 + + +
Signo(x-1) - - - 0 +
Signo(x-1) - - - 0 +
Signo(x*-2x%-X) - 0 + 0| +

Solucién xe(-0,0] {1}
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7.4.2 Fracciones algebraicas

Las inecuaciones de fracciones algebraicas son expresiones de la forma:
P() _g. PO) o PO _ 0. P(Y
Q(x) Q(x) Q(x) Q)

La forma de resolver estas inecuaciones es semejante a la de los polinomios. Los pasos
son los siguientes:

>0, siendo P(x) y Q(x) polinomios.

1. Factorizacion de P(x) y de Q(x). Y simplificacion de la fraccion si coincide algun
factor.

2. Estudiamos el signo en los intervalos comprendidos entre las raices de P(x) y
Q(X) que no han sido simplificadas

3. A partir de estudiar el signo de cada factor podemos determinar cuando la frac-
cion algebraica es mayor, menor o igual que cero

Nota: cuidado con las raices del polinomioQ(x), ya que en estos valores % no se
X

anula, sino que no existe (dividir por cero)

x> -1 <0 (x+1)(x-1)

Ejemplo: Faonaf (X2 2)(x23) <0 > raicesson-3,-2,-1y1
(-0,-2) | -3 [(-3-2)| -2 | (-2-1) | -1 | (-1,1) | 1 | (1,)
Sig(x+3) - 0 + + + + + + +
Sig(x+2) - - - 0 + + + + +
Sig(x+1) - - - - - 0 + + +
Sig(x-1) S
x? -1 No No
Z15%x18 + existe - existe | T 0 - 0 +

Solucion: xe(-3,-2)U[-1,1]
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Ejercicios, resolver las siguientes inecuaciones

—x*+6x-8 >0 —(x—4)(x#2)

a) >0 > raices-2y 4

X -4 (x+2)(¥~2)
(-0,-2) | -2 | (-24) | 4 | (4)
Signo(x+2) - 0 + + +
Signo(x-4) - - - 0 +
Signo(-1) - - - - -
sigo( X 28y 1L e e o]

Solucion xe(-2,4]

2x% +6x +10 2x% +6x +10
AN Y BN e

°) x> — X X(x 1)

<0 ->raicesOy 1.

(-0,0) 0 0,1) 1 (1,0)
Signo(x) - 0 + + +
Signo(x-1) - - - 0 +
Signo(2x2+6x+10) + + + + +
- 2x% +6x+10 No No
Signo W2 _ x T lexiste| T |existe| T

Solucién xe(0,1)

8. Sistemas lineales de inecuaciones

8.1 Una incognita

Los sistemas de inecuaciones lineales con una incégnita son sistemas de la forma:

(@) ax+b<0

o0 con cualquier signo otro simbolo de desigualdad
(2) a'x+b'>0

La forma de resolver el sistema es el siguiente:

1. Obtenemos las soluciones de (1) y de (2), S1 y S, respectivamente

2. Las soluciones del sistema tienen que ser de (1) y (2) luego es la interseccion de
sus soluciones S=S;NS,
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1 3>0
Ejemplo: @) x+3> }

(2)3x-6>0
S12> x>-3 S;=(-3,)
S 3x=26; x=2 S,=[2,:0)
Solucion S=S11S,=[2,)
Ejercicios:
(1) 5-3x>4x+13 }
(2) 2x+7 <5x+11
S12 -8>7x ; x<(-8/7) S1=(-o0, -8/7]
S -3x<4 ; x>-4/3  Sy=(-4/3,0)
S=S1"S,=( -4/3,-8/7]
@ 5(x-3)<-2+x
2. (2) 3x>2x+1
(3) x<3
S12 4x<13; S1=(-0,13/4]
S;2 x>1; Sy=(1,)
Sz 2 X<3; S3=(-0,3)
S=S511S;"S3=(1,3)
8.2 Dos incdgnitas

Son sistemas formados por dos 0 mas inecuaciones con dos incognitas:
@ ax+by<c

(2) a'x+b'y C} o con cualquier signo otro simbolo de desigualdad
+b'y >

Resolucion de los sistemas:

1. Serepresentan en el plano cartesiano las soluciones de (1) y (2)
2. Las soluciones del sistema son la interseccion de las soluciones a las dos inA

ecuaciones
1 <2
Ejemplo: @ x+y
(2) -2x+2y>14
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L, . 1) x+y=2 .

Punto de corte, es la solucion al sistema @) y . Resolviéndolo obtenemos
(2) -2x+2y=4

x=0, y=2

Ejercicios:

D ) 3x+5y<0}

(2) —2x+3y>6

1) 3x+5y=0
Puntos de corte es la solucidn del sistema M y . Resolviéndolo obtenemos
(2) —2x+3y =6
-30 18
X: _—, y: -
19 19
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2 D x+y>0 }

(2) -3x—-3y>-6

Son rectas paralelas y la solucion es el espacio comprendido entre ambas rectas. Vea-
mos el dibujo

@D2x-y<0
3) 2Q)x+y=1
(3)y<10

Calculemos A, By C.

=10
Calculo de A: punto de corte de y } - (-9,10)

X+y=1
y=10

Calculo de B: punto de corte de
2X—Yy =

0} > (5,10)

Xx+y=1
Calculo de C: punto de corte de Y

- } > (1/3, 213)
2x—-y=0
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9. Ecuaciones y sistemas logaritmicos y exponenciales

9.1 Defincién y propiedades del logaritmo

Definicion: el logaritmo es la operacion inversa al exponente, asi :

y=log.x > a’=x

Elementos del logaritmo:

- Base del logaritmo, a.
- Argumento del logaritmo x

Ejemplos:
l0g10100=2 - 10°=100
log,8=3 > 2°=8
logs(1/9)=-2 ©>32=1/9
10g100,001=-3 > 10°=1/1000=0.001

Notacioén: logip x=log Xx. Los logaritmos decimales son los que aparecen en la calcula-
dora.

Propiedades (muy importantes):

1. log.a=1; log,1=0

2. logaxi+logaxo=l0ga(X1:X2). Ejemplo log,8+log,4=l0g,32 - 3+2=5

3. logaxi-logaxo=l0ga(x1/X7). Ejemplo log,8-log,4=log,2 = 3-2=1

4. loga(x) no existe si x<0. Pues a’>0. Ejemplo log(-2) y log(0) no existen

5. n-log.x=log.x"> Ejemplo: -2:log(10)=log(107?) >-2-1=-2
logs3°=log;9=2

log, X

log, a

©

log, x =

Esta ultima propiedad muy util para calcular logaritmos con la calculadora. Ejemplo

log, 6 = log6 _ 0,778 _ 2,58. Comprobacién: 2%°%+6
log2 0,301

Ejercicios
1) Calcular los siguientes logaritmos exactos sin usar la calculadora:
a) logsl296
b) log,0,125
c) logsv27
d) logs625
e) logys25
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Solucién:

a) 11296=6" > logs1296=4

) 0125-7 =27 > log:0,125=-2
0) 427 =+/3° =3¥2> logy/27=3/2
d) 625=5" > logs625=4

-2
e) 25:52:(3 > logys25=-2

2) Utiliza la tecla de la potencia x” para calcular con aproximacion de centésimas
el siguiente logaritmo: log;32
Solucion: log;32~1.78
3) Calcular la incdgnita
8) y=log,2
b) —4=Ilog, 2
1
C) 5= log, x
Solucion:
a) 2=2"2=(a2)% =4 > Iog4\/_:%
b) —4=log, 2> b*=2 > 1=2:b*> b*=1/2 > b=4/1/2
C) —l = |og4 X = x:4'1/2:i - E
2 N/
3
4) Sabiendo que logy(x)=0,5, logy(y)=0,2, logy(z)=0,3, se cumple a:X—, calcular
yz

logpa y luego el valor de a. Nota aplicar las propiedades de logaritmos:

Solucién:
3

IOgb(%)ZIOQb (x°)-logs (yz)=3-logs(x)-(10gs(y)+10gs(2))=3-0,5-(0,2+0,3)=1

logp(a)=1 2a=b
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9.2 Ecuaciones logaritmicas y exponenciales

Ecuaciones con logaritmos: para resolver las ecuaciones logaritmicas tendremos que
agrupar los logaritmos en uno s6lo o en uno por cada lado de la igualdad. Una vez que
tengamos un Unico logaritmo o uno por cada lado de la igualdad, para quitarnos el loga-
ritmo tomamos el exponente.

Ejemplo:

e e e g e
X

2
X X
(-8x-4)=4-x* > 4x*+8x+4=0 > x=-1. Tenemos que comprobar que la solucién es
valida, pues puede ocurrir que el logaritmo sea negativo:

- 8-4)_ .
x=-1-> Iogz[(_l)zj log,(2)=2

Problema, resolver:

1. 3:log(x)-log(32)=log(x)-log(2)
2. 2-log(x)+log(2)=log(x+1)
3. logs(2)+logs(x-3)=(1/2)-1ogs(2x)

Solucién:

1) log(x®) -log(32)=log(x)-log(2) > Iog(;—;j = Iog(%} > [;—;j - (Ej >x3=16x
Dx(x*-16)=0 >x=0, x=4, x=-4.
Comprobacion:
x=0 ->1og(0)=log(0) pero no existe el logaritmo de cero, luego no es solucién
x=-4 - log(-2)=log(-2) no existe el logaritmo de cero, luego no es solucion
x=4 2>log(2)=log(2) si es solucion
2) log(x®)+log(2)=log(x+1)> log(2:x?)=log(x +1) > 2=x+1>2x*-x-1=0->
->x=1, x=-1/2. Los dos soluciones son validas:
x=1 ->log(2)=log(2)
x=-1/2-> log(1/2)=log(1/2)
3) log,(2(x—3))=log,(v2x)> 2x-6=42x > (2x-6)’=2x > 4x’-26x+36=0->

x=2, x=9/2. Al elevar al cuadrado debemos comprobar si las dos soluciones
son vélidas:

X=2 = 2.2-6#+/2-2 . No solucion

=912 > 2%-6= ‘/2-% 3=3. Solucién
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Ecuaciones con exponente: a) si tenemos una sola potencia igualada a un nimero, to-
mamos logaritmo en la misma base en los dos lados de la ecuacién(el logaritmos se va
con el exponente) obteniendo la solucion. b) Si tenemos varios exponente tenemos que
poner todos los exponentes con misma base y luego hacer un cambio de variable. Con
dicho cambio se resuelve la ecuacion, y luego se deshace el cambio de variable.

Ejemplo :
31=2 > logs3 **=logs2 > (x-1)-logs3= logs2-> (x-1)= logs2 > x=1+ logs2

343149%=13 > 3" +%+(3X)2 =13 > y=3"> y+y/3+y*=13>3y+y+3y*=39 >

3y?+4y-39=0 > y=3, y=-13/3:

3=3">x=1

-13/3=3" - x=logs(-13/3) no solucion
Problemas:

1) 2%i=11

2) 5°°.57+4.5%=(
3) 5°'=1/25

4) 11%-11"+1+11%=-9

Solucion:
1) 2%1=11 > 3x-1=log,11 > x=( log,11+1)/3
2) 5%-5.5%+4.5%=0> 5*5. i +4. —13 =0 > y=5"> y—5+i3=o >
5 (5%) y

yh5y?+4=0 > y=+2, y=+1.

y=2 >5*=2->x=logs2
y=1->5"=1->x=logs1=0

y=-2 >5*=-2->x=logs(-2) no existe
y=1->5"=-1>x=logs(-1) no existe

3) 51=1/25 > x+1=logs(1/25) > x=-2-1=-3
4) 11%11'+11%=-9°> 1111 11+(11)%=-9 > y=11* > y-1ly+y*=-9 >
y2-10y+9=0 > y=9, y=1

11*=9 - x=log;;9
11"=1 > x= |Og;|_11:0

9.3 Sistemas logaritmicos y exponenciales

Se resuelven o bien haciendo cambio de variables u obteniendo ecuaciones sin logarit-
mos y exponentes.

log(x) ~ log, (y) =1
2log(x) +1og, (y) =5
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Solucién

X-Y=1] X=2-x=100
log(x)=X, loga(y)=Y > } IR X

2X +Y =5 Y=1>y=2
2" +37 =7
b
) 2x+1+1:3y+1}
Solucién
43 = X+Y =7 X =4 =2
2" +3" =7 Pox =Y > + N — X
22" +1=33" 2 X +1=3Y Y=3->y=1
0 log(x) +log(y) =3
X+y=70
Solucion:
|O ' = . = 3 = =
g(xy)=3 _)(xy) 10 R 20, y, =50
X+y=T70 Xx+y=70] % =50,y,=20
xAY —
d)z 4 8}
X+y=2
Solucion:
2°2% =8| 2™ =8| x+2y=3] «x=1
- - -
X+y=2 X+y=2 X+y=2 y=1

log(x+y)—log(x—y) = log(S)}

212V =2
Solucion:
log x*y =1log(5) Y g X+y=5x-5y| x=3
) T Tyt [Ty=2
2% =2 x-y=1] *7J7 V=
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1. Numeros compleos.

1.1. Definicién de niumer os comple o

Cuando resolviamos las ecuaciones de segundo grado y €l discriminate era negativo
(raiz negativa) deciamos que dicha ecuacion no tenia soluciones reales. ¢pero es qué
acaso puede haber otro tipo de soluciones?. En este tema veremos los nlimeros
complgos, en este conjunto de numeros las raices pares de indice negativo tienen
solucion.

Ejemplos:
1) X*+4=0 > x=4+vV—4 = +2+/—1

2) xo-dx 520> x = RS B 4 o

Antes de definir el conjunto de los nimeros complejos vamos a definir la unidad
imaginaria, i:

i=vV—1 ta que i*=-1

De estaformalas soluciones alas ecuaciones 1y 2 son:

1) x= +2i
2) x=2+i

Numeros complgos (') son aquellos que se pueden escribir de la forma z=atb:i,
donde ay b son nimerosreales ei eslaunidad imaginaria. Esta forma de representar a
los ' se denominaforma bindmica.

Partes de los compl g os z=atb-i:

- Partered Re(2)=a
- Parteimaginarialm(z)=b

Nota: los numeros reales estén incluidos en los complejos, son en los que la parte
Imaginariaes cero (b=0).

Los complejos que no tiene parte real se denominan imaginarios puros. Por gemplo
Zz=5i, z=mni...

C complejos

IR reales

Q racionales
Z enteros
= 22
1 IN

naturales

| =
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Ejercicio: escribe los siguientes numeros complegjos en funcion de la unidad
Imaginaria:

a) V=3 =+/3i
b) V=16 = 4 i

Ejercicio: resuelve las siguientes ecuaciones y factoriza los polinomios con nimeros
complegjos:

a) x%4x+13=0
‘_ 4+16-52 _4++-36 :{X= 2+3

2 2 x=2-3
X2-Ax+13=(x-(2+3i))-(x-(2-3i))
Comprobacion:
(X-(2+3i))-(X-(2-30))=x?-(2-31)x-(2+30 )x+(2+30) (2-31)=x-4x+(2°-(31))=
=X2-4x+(4-9(1) %) =x*+4x-(4+9)=x"-4x+13

b) 3x*-3x+2=0

1 415,
(_3:49-24 3+4-15 X=5+r %!
6 6 le_Ei

2 6

3323[[%@}((;@]}

Comprobacion:

3 x— 1+E| { X— 1_E| — X2—X+ 1+E| . 1_E| —
2 6 2 6 2 6 2 6
=3-(x2—X+E—Ei2)=3{x2—X+E+Ej:3{x2—x+ﬁj:3x2—3x+2
4 36 4 36 36

1.2.Conjugado y opuesto de numer os complej os

V eamos tres definiciones muy importantes:

Dos nimeros complejos z;=ay+b;i y zo=a,+b,i son iguales s son iguales tanto la parte
imaginariacomo lareal:

Z1=Z > ag=ay y bi=h,

Ejemplo: hallar x e y sabiendo que z=z', siendo z=3+xi y z'=y-5i. Como z=Z' entonces
x=-5ey=3
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Dado un nimero complejo z=athi:

- llamamos opuesto de z al nimero complejo —z=-a-bi. Tal que se cumple que z+(-z)=0

- llamamaos conjugado de z al complejo z=a-bhi. Cumpliéndose:

. Re(2)=Re(z)
. Im(2)=-Im(z2)
Ejemplos:

z=3+15i > z=3-15i

z=-12+ni > z=-12-7i

Nota: z+ z=2-Re(2)

1.3. Representacion gréfica de los complej os

Los numeros complejos no se pueden representar en la recta real, para su
representacion es necesario dos dimensiones (una para la parte rea y otra para la
imaginaria). De esta forma los complejos se representan en un sistema cartesiano
denominado plano complejo.

En este plano complejo el complgo z=a+bi se representa tal que la parte real, a, estara
en el ge de abcisas (gje x) denominado gje real y la parte imaginaria, b, en el ge de
ordenadas (gje y) denominado € e imaginario.

De esta forma el complejo z=atbi es equivalente a punto P(a,b) que se llama afijo del
complgo z

Ejemplos:
Representar |0s complejos z;=3-2i, z,=-3+i, z3=1, 2,=2i

22. 1
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2. Operaciones con compleos

Las operaciones con complejos se basan en |as operaciones con nimeros realesy en que
i©i=i’=-1. Veamos a partir de estas dos premisas |as operaciones con complejos:

2.1.Sumay resta de complejos

Lasumay laresta de nimeros compleos se realiza sumando o restando las partes reales
eimaginarias entre si:

- Suma (ag+byi)+(aptbyi)= (art a)+(bit by)-i

- Resta: (agt+byi)-(aothal)= (ag- a)+(bs- by)-i

Ejemplo: z=(6+2:i), 2 =(-2+3)

7+7 =(6+2:)+(-2+3-1)=4+5

z-7' =(6+2:i)-(-2+3:1)=8-i

Nota: podemos calcular graficamente la suma de z;+z, como suma de |0s vectores con
afijosdez; y de z,

2.2. Producto de comple os

EZI producto de dos complejos se realiza como s fueran redles y a partir de saber que
i=-1:

21'22:(8.1+b1'i)' (aQ+b2-i):a1-aQ+(a1-b2)i+(ag-b1)i+b1-b2-i2:( - bl'b2)+( 8Q'b1+ al'bz)'i

Ejemplo: z=(6+21), Z =(-2+3:i)

-2’ =(6+21)-(-2+3:1)=(-12-6)+(18-4)-i=-18+14-i

Nota: el producto de dos complejos conjugados es un nimero real igual a cuadrado de
ladistanciadel afijo a centro: z- z=(a+bi) (a-bi)=(a’+b®)+(ab-ab)-i=(a®+b?)

2.3. Division de complejos

Para calcular la division de dos complejos multiplicamos numerador y denominador por
€l conjugado del denominador, asi este sera un numero real:

a+bi (a+bi)(c-di) ac+bd+(bc-ad)i ac+bd bc-ad.

= + [
c+di  (c+di)(c—di) c’®+d? c®+d* c*+d?
Ejemplo:
1+2i_(1+2i)(3+4i)_3+4i+6i—8_—_5+Ei__} Ei
3-4i  (3-4i)(3+4) 25 25 25 5 5

2.4.Potencia de namer os complej os

La potencia de un complejo z=(a+bi) de exponente natural z" se realiza multiplicando z
€ONS go MisSMO N VeCes.

Ejemplo: (2+31)3=(2+31)(2+3i)(2+31)=(-5+12i)-(2+3i)=-46+9i
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2.5. Potencias dei

Como sabemos que i=+/—1 podemos calcular € valor dei" de la siguiente forma:

i%=1 i4:i2.i2:_1.(_1):1 i8=1 121
ilzi i5:i i9:i i13:i
i>=-1 i5=-1 i10-_1 i14-_q

i%=i%i=i =i it=i iP=j

Luego podemos expresarlo en funcion del resto de dividir n entre 4:
1 n=4k (resto(n:4)=0)
i n=4k+1(resto(n:4)=1

-1 n=4k+2(resto(n:4)=2)

-1 n=4k+3(resto(n:4) =23

i n

Ejercicio: realiza las siguientes oper aciones

a) (1+2)° =1+ 2)(1+2)1A+2) = (-3+4i)(1+2)=-11-2i
-1-i  (-1-i)(-4-5) _4+5i+4i—5_—_1+3.
—4+5 (-4+5)(-4-5) 16+ 25 41 41

o (2—i)(3_+i)_2i: 7—i__2i: (7—i)_(—1—2i)_ ~
~1+2i ~1+2i (-1+2i)-1-2i) 5

d) %% =% =1 - resto(2008:4)=0)

e i+i’+.+i®%=(>(-1-1+1)5=0

b)

Ejercicio: calcular x tal que se cumple:
a) Halla x para que (x+3i)? sea imaginario puro
(x+31)%=(x+30) (x+3i)=x%-9+3xi+3xi=(x*-9)+6xi > imaginario puro si x-9=0 > x=+3
b) Halla x para que (x+3i)* sea real
(x+3i)%=(x*-9)+6xi >rea si 6x=0 > x=0
2+xi

¢) Halla x para que —— sea numer o imaginario

1—xi

24X (2+Xi{l+x) 2-x"+3x  2-x° ,

- = i > imaginario 2-x?=0->x=++/2
1-xi  (I-xip1+x)  1+x 1+x* 1+ %2 *

2+xi .
d) Hallax para que-— seanumero real

. 2
ij_'zz X 3X2i Sreal x=0
1-x1 1+Xx 1+ X
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3. Complejos en forma polar

Como hemos visto en el primer punto el complgo z=(a+bi) se puede relacionar con €l

vector Q:(ab). La forma polar cosiste en definir el complgo a partir del modulo y €l
angulo que forma dicho vector con e sentido positivo del gje OX.

Un complejo en forma polar formado por el médulo y el argumento:

’ e M6dulo de z (r): es e mddulo del
vector OP .Y por tanto
lzl=r=+a®+b?
e Argumento de z (o): es el angulo que

P(ab) forma el vector OP y el sentido positivo
b ' del je OX:

a

- arg(2)=o=ar cot g(gj
a

El complejo z con médulo r y dngulo o en forma polar se escribe como z=r,,

Nota: darse cuenta que ar cot g(gjtiene dos soluciones en [0,360°), hay que dibujar el
complgo para saber cudl delas dos soluciones eslareal.

Ejemplo: escribir en forma polar z=3-4i

r=lz]=\/3% + 42 =25 =5

o=arg(z)= ar cot g(_?d'j = {

306,87°

- z=5 0
126,87°(no solucion) 0687
Los nimer osreales son:

- Positivos: €l argumento es nulo a=0 - gemplo: 7=7¢
- Negativos: el argumento es a=180° > ejemplo: -7=71gp

Los complejosimaginarios son:

- Positivos: el argumento es a=90° > ejemplo: 7i=7g
- Negativos: el argumento es a=270° 2> gemplo: -7i=77

Ejercicio, expresar en forma polar:

) 1 26,56°
a) z=2+i D> r=+4/2?+1%> =5, 0=arcotg| = | = : > 7=+/5 6500
) = J 2 206,56° (no solucion) 2650

b) z=-1- \/§| > r=41% + <\/§)2 = \/Z, o= ar cot g(\/é): {GOO(I’]O solucion) > 7=2onp0

240°

90°(no solucién
c) z=-3i > r=4/0? +(3)* =3, a=ar cot g(— gj :{ 27(50 ) > =3y
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3.1. Paso de forma polar a forma binémica. Expresion trigonométrica.

5 ~ A partir de las funciones trigonométricas
es sencillo pasar de forma polar a forma
bindémica:

a=Re(z)=r-cos(a)

b=Im(z)=r-sen(c)
Piah)

El nimero complejo se puede poner de la
a +  siguiente forma (forma trigonométrica)

a z=r(coso.+i-seno)

Ejemplo: pasar aforma binémica z=4¢x > z:4-(cos60+isen30):(2+2\/§ )]

Ejercicio: poner los siguientes complgos en forma bindmica y trigonométrica los
siguientes complgos:

5

a) 1120021-(00512O+isen120):(-0.5+;i )

b) 2/5=2-(cos(n/3)+isen(n/3))=1+ /3
C) 232=2:(cos(3n/2)+isen(3n/2))=-2i
3.2. Operaciones en forma polar

Las mismas operaciones que hicimos con los complejos en forma binémica también
podemos hacer en forma polar

Sumay resta: cuando tenemos una suma de compleos en forma polar 1o recomendable
es pasar |os dos a forma polar a bindmica sumar y luego volver a pasar aforma polar.

Producto: de dos complejos en forma polar es otro complejo tal que:

- El médulo esigual a producto de los dos médulos
- El argumento esigual alasuma de los argumentos

FaSs=(I"S)o+p
Cociente: de dos complejos en forma polar es otro complejo tal que:

- El médulo esigual a cociente de los dos modulos
- El argumento esigual alaresta delos dos argumentos

Sy \S),4

Potencia: de un complejo en forma polar es otro complejo tal que:

- El médulo esla potencia n-ésima del modulo de z
- El argumento es n veces & argumento del argumento de z

()" =",
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Nota: cuando tenemos una potencia de un nimero complejo en forma bindmica la
forma maés sencilla de calcular esta potencia es pasar € complegjo a forma polar y luego
elevar.

Nota: si z=r, entonces z=r,,

Ejercicio: Operar y expresar €l resultado en la mismaforma
a) 32250-5200=15425=15¢50
D) 2200 : 445=0.5.95=0.53350

C) 2300-43300=2-(c0s30+is5en30)-4(cos330+isen330)=2: {% + %i ) -4 (ﬁ - %I] = —+/3+3i

2
=3+9=+12 > a= 3 ) 1 > z=412
fEVers= o-arcotg ~J3) |300°(no solucion) N

135°(no solucién)

3150 (1-4)*=( V2 315)*=41260=4180=

d) (1)'> =2 o= ar cotg(~1)= {
2-(cos180°+ise180°)=-4

€) -2-1=21800106=22700

4. Raices de numer os complejos

El cdculo de raices de un nimero complejo en forma bindmica es muy tedioso, por o
gue en la préctica se hace por |o genera se pasan aforma polar.

La raiz n-ésma de un nimero complejo tiene n soluciones §/r, . Los pasos son los
siguientes:
- El médulo eslaraiz n-essma del modulo del nimero dado

- Elargumentoes g = G AESUS con k=0,1,2..n-1
n

n

Demostracion: veamos gue estos compleos son la solucién de laraiz n-ésima, para esto
elevamosla solucion any veamos que esigual az:

n
n
((\/ﬂ r )mj - (W) ”'miGOk = Tpias0k = o

n

Ejemplos: a) ¥2+2i :
45°
r=lzl=/22 + 22 =/8; a=arg(z)=arctg(1) :{ > 7=/8.5

225° (no solucion)
6\/§15°
V2+2i :3\/\/§45° = %L’*zﬁo" = §/§1350
§/§2550
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2,0=2
b) \/Z: 400 = 20+360k {2 °

2 1800 — -2
3600
C) -27= %/271800 = 3ig0.360k = 1800 = —3
s 33000

Nota: vemos que haciendo las raices de nimeros reales en las soluciones en el campo
de los complejos las soluciones real es estén incluidas en estas.

Ejercicio: calcular lassiguientesraices

a) /3 = {\/*/_575

122.5°
b) afi = % _ s
1202.5°
1292.5°
3p =3
c) /27 =3/27,, =4 3,
3240°
10 2 7
10 299
d) ¥-1+i =§V2u =92,
10 2
243
%315

4.1. Representacion de raices de un nimer o comple o

Cuando representamos | as raices n-ésimas de un nimero complejo se cumple que todas
las soluciones:

e Tienen el mismo modulo (mismadistanciadel origen)

e Dos raices consecutivas se diferencian en que el argumento es 360/n més que el
anterior

Con estas dos propiedades se cumplen que los afijos forman un poligono regular de n
lados inscrito en una circunferencia de radio r=modulo raiz.
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Ejemplos:
3 =3
N
a) 4/81 = M _ ) S 1
Big0 =3
el
% 28,6° < _'
b) %/(‘4"' 3) = F{/5143,13 = %172,60 /, ~ ~~.,_‘;
%244'60 : i i -’JI{ i
% 316,6° i} Ir'r

0) 38y

Il
N NN

100
A
|
1300
2500 1

Ejercicio: calcular zy n sabiendo que lasraices n-ésimas de z sus soluciones son:

Sabemos que n=6, pues es hay 6 soluciones (hexagono). Calculemos z=r,:
fr=2->r=2°-64
a=35.493-6=212.96° 7=64515 o0
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Ejercicio: de un comple o z sabemos que su raiz cuarta tiene una de sus soluciones
en el afijo A(3,2), calcular el resto de soluciones

2)=3+2i=/133500

2= \/Ess.69°+90° = \/EQS.GQ"
Z3= \/E33.69°+1800 = \/E 213.69°
2= V1335690,2700 = V13 s0g.00

z= («/E 33.69° )4 =169, 7

5. Ecuaciones con numer os complej os.

Cuando trabajdbamos con polinomios dijimos que € numero de raices reales del
polinomio (soluciones P(x)=0) eran a lo sumo igual al grado del polinomio. Peroy s
consideramos las soluciones complegjas ¢cuantas soluciones tiene?. Esto es lo que
demostré Gauss en lo que hoy se llama teorema fundamental del agebra:

No siempre es sencillo calcular las n raices. Los métodos usados para la resolucion son
los mismos que para soluciones reales. Veamos algun gemplo:

o 7°-47+8=0
+ —
;. Atv16-32 \/12632 249

o Z’+47°+97+36=0
Como es de grado 3 primero tendremos que buscar soluciones por Ruffini
Z+47°+97+36=(z+4)(2*+9)=(z+4) (z+3i)(z-3i) > soluciones z=-4, z=+3i

e Z°+8i=0

290 =2
z=3=8 =380 =1 200
2500
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Ejercicio: resolver las siguientes ecuaciones polindmicas:
a) Z>+z+1=0

~1 43,
,_lx1-4 123 |5 T
2 2|1 48,
2 2
b) z*+256=0
4450
4 4'135"
z=4/- 256 = 4/256,4, =
4225°
4

.
¢) 2°-62°+10z-8=0
22-62°+102-8=(z-4)(2*-22+2)=(z-4)(z-(1+i))(z-(1-))
72-27+2=0 > z=1+i

d) 22+64i=0

4900
2°=-64i > z=3/-64i =3/64,,, =14,

43300
e) 2°-287°+27=0
22-2823427=0 > Z=t, 2°=t® > t?-28t+27=0

[ 28676 _ 28226 _{27

2 2 1
1, =1
2=31=310 =4 L
1o
3, =3
z2=3/27=27,=1 3,0
3400
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5.1. Representacion de ecuaciones en el campo de los complejos.

Dentro de las ecuaciones en el campo de los complejos centrémonos en aquellas que sus
coeficientes son reales. Tendremos de esta forma que la ecuacion a resolver es de la
forma:

P(2)=0 con P(z) un polinomio.
Nota: La variable del polinomio se define z, en vez de x, para tener en cuenta que z
puede tomar valores complejos (en cambio xeR).

Por el teorema fundamental del dgebra e n° de soluciones es igua a grado del
polinomio. Para ver la representacion de las soluciones de la ecuacion {z3,25,...,2n}, €S
decir las raices del polinomio (P(z)=0) recordemos cémo se factoriza el polinomio
(tema 2). Los factores irreducibles en los que se descomponen un polinomio son de dos
tipos:

v" Polinomios de 1% grado del tipo (z-x;)=> x; solucion real.

v Polinomios de 2° grado sin soluciones reales (ax’+bx+c, cuyo discriminante
A=b?-4ac<0). Veamos | as soluciones complejas de estos polinomios:

-b A
z)=—+—i
—b+yJA —bxiA 2a 2a . |
zZ= 5 = = gue son complgos conjugados,
2 2 ___b_Ai
? 2a 2a
esdecir z;=7,

Conclusion: las soluciones en e campo de los compl e os son:
v" NUmerosreales
v Las soluciones complgas vienen en parejas de compl g os conjugados.

Ejemplo: representar las soluciones en el campo de los complejos de las siguientes
ecuaciones con coeficientes reales:

a) Z+57°+87°-2z-12=0. Factorizando > (z-1)-(z+2)-(z*+4z+6)=0
_ —asVTE _ 23 = —2+2i
z, = —2—A2i

Soluciones. z=1, z,=-2 (redes), z (complejos

conjugados)
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b) z°-287°+27=0: Cambio de variable Z°=t, z°=t*> >t%-28t+27=0
(284676 28426 _ {27

2 2 1
1,=1
z2=1=31, =1 L
L
3,=3
2=3/27=27,=1 3,
Buoe

Las ecuaciones en las que alguno de sus coeficientes no son reales no tienen que
cumplir lo visto para aquellas con coeficientes reales, es decir puede tener soluciones
gue no son o reales 0 complejas conjugadas

Ejemplo:

no son conjugados

. —2i+—4— —2i++— Zi=—i+2i=1i
P4+2i743=0 >z = 2EVA12  “2EVEI6 { rt— - re .
2 2 Z, =—1—20=-3i
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Ejerciciosfinales

1.- Expresa los siguientes numer os complej os en for ma binomica

a) V-16+3 b) V—4-2 c) V-8++/2

Solucion:

a) 3+4i b) -2+2i ) V2 +2iy2

2— Representay obtén en for ma polar los siguientes complejos

a) z=-1-+/3i b) -z 0 z
Solucion:
) z=-1-4/3i D> r=/4=2, a=arct{y3)= o 7= 2,100
2 240°
. 60°
b) -Z:1+\/§|, ér:\/Z:Z, a:arct(\/§)={24oo >7=2,.

3.- Calcular lassiguientes potencias del nimeroi:

a) it b) it c)i? d)i?® ei*
Solucién
a) resto(211:4)=3 > i’=-i
b) i'lzlzi_zi_=_i
o -1
o 1
0) |2=i—2:—1
3.1 1 I
d it=S="=—_=j
R E s
a1 1
€ i'=—===
) it 1
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4.- Operay simplifica al maximo:

30(2-1)
a +(2-3
) =, (2-3)
30(1-i) |) +(2-3) = 30+30i+(2—3i)-(4+2i)_—30+30i+8+4i—12i+6_
—-4-2 4+ 2 4+ 2 4+ 2
-16+22i (-16+22i)(4-2)) -64+44 32i+88 -20 120. ,
— = = + = + I =-1+6i
4+ 2i 20 20 20 20
b) 2i_(2+3|?3
—3+I
gi - (2+3)3_ 5 (6+9)(3-0) 5 (-18+9 —27-81)\_ 5 (9:33-09+53
—3+i 10 10 10
0 (1+3i)% - (2)?
—-3+4i
1+3)*-(2)* (@+3)1+3)+4 -8+6i+4 (-4+6i)(-3-4i) _12+24+16i—18| @_3
- 3+4i - 3+4i -3+4i 25 25 25 25 25

5. - Sean z; y z, con lo siguientes afijos:

2 a) 21+2;
3 b) z1-2
C) 212>
5 y2) d) z1:2,
nﬂ
e
Py .1
- h
- M
a) T \ b)
\\ 1 3 5
" .
\\ \\
N q -
3 ~,
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C)
3
9 165°
3
-
3
d
) 3
0°
45
AWALS
6.- Calcula x para que secumpla:
a) 7+1],J esred
X—2
7+14 . N
b) — esimaginario puro
X—2i
Soluciones:
g (U _(THID(x+2) _7x=22 IAHIDA ol § 14+11x=0 > x=-14/11
X—2i X +4 X“+4 X“+4

b) Imaginario s x=22/7

Otraforma a partir de notacién polar :

7+11i > a=arctg(11/7)

X-2i 2 a=arctg(-2/x)

a) arctg(-2/x)=arctg(11/7) > -2/x=11/7 - x=-14/11
b) arctg(-2/x)=-90+57.53 > -2/x=-7/11 > x=-22/7
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7.- Escribe en forma polar

a) (-3+4i) b) V3 +i c)-3i d) -3
Solucion

a)r=v9+16 =5 x= arcotg (— g) = ?ggg; > 775160
b)r=v3+1=2 «= arcotg (%) = 23100 2> Z=23p

C) -3i=3z7c

d) '3:31800

8.- Escribe en forma polar y bindmica los conjugadosy opuestos de

a) Z=5q200 b) z=3u2 0)z = V3ue
Solucion

@) —Z=51200+180=5300° Z=5,3.00 =500

b) —2=324x=33v2 7=3,,

¢) —z=V3wee=V37m6 2=3,/6:3012 = V3516

9) Efectlia las siguientes oper aciones expresando € resultado en for ma polar

@) 45002300 = 8p00 = Bepo

b) 47;/4

90

= 2—45° = 2315

C) (\/Zzooo )6 = 4100 = 64,00
d) 2,5 —4qe0 = 2(COS45+i-5en45) — 4(C05315+ i -5en315) = (—/2 + 3v/2i) = /20106 0

.302 .
[ 1 -11 |)=—1+1i

e = =
)i485—i274 i+1 2 2 2

10.- Utilizando e binomio de Newton y la potencia en forma polar calcular y
comprobar que el resultado es el mismo: (2-3v2i)*

(2-3V2i)*=1-2*+4-22.(-3V/2i) +6-2%(-3v2i)?+4-2-(-3v2i)*+1-(-3V/2i) =
=16-96V/2 i-432+4321/2i+324=-92+336V/2i

(2-3v2i)= (V22 )50 > (V22 ) 295,200) '=484100 060

Comprobacion -92+336v/2i=484 o0
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11.- Calcula las siguientesraices:

2300
4 \/§55° 2500 = 2
400
NE 200
a) & 641500 =1 41600 b) \/ 2200 \/—145 c) §¥-64 =5 64,50 = 2150
4600 32 2 .
\/53250 210 =2
2300
V26
5 Te750
/21320 1
d) J1-+3i =% 2500 =1%/2 0000 €) Y-i= Voo = i
8/2 5760 s
L7 se
V2
Lo so
—1+i \/521350 \/— _ Ly
1+i Looose

292 ,5°

12.- En e grafico se muestra las soluciones de las raices de un numero.
Determinalasy descubre que nimero es.

\

Es una raiz quinta al haber 5 soluciones - una solucion es 4y, luego € resto son 47y,
4yas0, 42160 4oss

Calculemos z: z=(40)°=1024
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13.-Resuelve las siguientes ecuaciones en el campo de los complegj os:
a) z>-8iz+4i-19=0

b) z*+1=0

c) 2*+32%+2=0

a) Z%-8iz+4i-19=0 >

8 ++/—-64-16i + 76 . - 4+2-1=2+3
zZ= =4i++/3-4i =< | _ )
2 4 -2+1i=-2+5
1,=1
0:i
b) z=41= Lo
]'180":_1
127002_i

0) =z, t'=7 > t4+3t+2=0 > t=-1, t=-2 z:J—_lz{ ' z:«/_zz{ I'\/\/EE
—i —i

14.-Resuelve las siguientes cuestiones.

a) Determinar los namer os complejos cuyo cuadrado sea igual a su conjugado
b) Encuentra los nimer os complej 0os cuyo conjugado coincide con su opuesto
¢) Determinar los niumer os compleg os cuyo conjugado esigual a su inver so

Solucion
a) 7=z > (ra )2 =Tlag0. 4 2 M2 = M360-
r=1
k=-1—->0°
360—-a + 360k = 20 > o =120+120k< k =0 —120°
k =1 —240°

2:=1, z5=1120, Z5=loao
Comprobacion:
1°=1
(11209)*=1240
(Loaer) *=Las0=1120r

b) z=-z llamamos z=a+bhi, luego z=a—bhi; —z=-a-bi > z=-z> a=-a
-b=-b—>a=0, beR - z=hi, es decir losimaginarios puros
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a

- 1 z=r 1 1 r :E
C) Z== — Iy, =— Dl =| = - r
z J o [ 360-a=-a

2 _ =
rF=l-r=1 . Luego todos |os compl € os con modulo 1 cumplen esta propiedad.
y360-a=a

Veamos un gemplo =110 > z=1,, 1.1

2 Ly

15.- La suma de un complgjoy su conjugados es 16 y la suma de sus médulos es 20.
Determinarlos:

= 1710 = 1350

z=atbi y Z=a— bi
z+7=2a=16 - a=8

2Ja?+b? =20 >+/64+b* =10>b=6

16.- Encuentra los complejostales que su cubo esigual a su raiz cuadrada

Z:I’a 9 Z3:I’33a y \/_ — { \/FQIZ
\/Fa/2+180

Veamose médulo: r®=+r >ré=r >r=0,r=1

Veamos el angulo:

k=0—->a=0°
a) 3az%+360k—>ga=360k—)a=144k= k=1—> g =144°
k=2—>a=288

k=0>a=72°

b) 3« :g+180+360k—>Ea =180+360k > a = 72+144k =
2 2 k=1- a=216°

Comprobacion:

2=0-50°=0; /0=0
; 1
T

1
Z3=]-144°_)( 440)3=172°_> 1144 ={ "

1252

Las
1y,

L
1216

l.l.08

1288

Z, = 1288° - (12880 )3 = ]-1440 - 1288 :{
Z; = 1720 - (172° )3 = 12160 - 172 ={

Zg = 12160 - (1216° )3 = 1288° - 1216 :{
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17.- Encuentra e polinomio de 4° grado con coeficientes reales en |os que sabemos
gue €l coeficiente de mayor grado es 3y dos de sus 4 raices son:

21:2+3i ) 22:-3-2i .

Como en & enunciado nos dicen gque el polinomio tiene coeficientes reales, se cumple
gue s algunaraiz es compleja, su complejo conjugado también es raiz. De estaforma

23=7; = 2—3i, 24=7, = =3+ 2i
P(2)=3-(z-(2+3i))-(z-(2-31))-(z-(-3+2i))-(z-(-3-2i))=3-(2*-4z+13) -(Z+62+13)=
= 3x* + 6x3 — 24x% — 102x + 117
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Tema 5.Trigonometria (1)

1. Razones trigonométricas en triangulos rectingulos. (Angulos

agudos)

Por criterios de semejanza se cumple que los tridngulos rectangulos con un angulo igual
son semejantes, y por tanto sus lados proporcionales. De esta manera conociendo el
valor de uno de los dngulos de un triangulo rectdngulo, o, las razones de sus lados estan
fijadas. Estas razones es lo que llamamos razones trigonométricas del angulo o.

Veamoslo graficamente

: - :
i:c—2=c—3=sen(ag):w
Y 8y Oy hipotenusa
ﬂ = b_2 = b_3 = cos(@) = cateto contiguo
G & Uy hipotenusa
ﬁ = c_2 = C_3 = tg(a) _ cateto opuesto
bl bz b3 cateto contiguo

Es importante darse cuenta que el valor de las razones trigonométricas depende del

angulo y no del triangulo.

Como sabemos a partir del teorema de Pitagoras el valor de la hipotenusa (a) de un
tridngulo es mayor que el de los dos catetos (b y c), por tanto se cumple que:

O<sen(a)<1, 0<cos(a)<1 cuando ae (0,90°).

A partir de estas razones trigonométricas fundamentales podemos definir las siguientes:

1 hipotenusa
sec(@) = = P -
cos(&) cateto contiguo
1 hipotenusa
cosec(a) = =P
sen(a) cateto opuesto
1 cateto contiguo
cotg(a) = = g
tg(ax) cateto opuesto
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Tema 5.Trigonometria (1)

2. Relaciones trigonométricas fundamentales

Los valores de sen(), cos(a) y tg(a) no son independientes, estan relacionados entre si,
como veremos en este apartado. De hecho sabiendo que o (0°,90°) conociendo el valor
de una de las tres razones podemos obtener las otras dos.

Relaciones fundamentales

sen(Q)

Relacion 1 2 tg(a) =
cos(&)

Relacion 2 = sen’ (&) +cos’(a) =1

Notacion: sen” (&) = (sen(ex))* cos’ (&) = (cos())?

Relacion 3 = 1+1g°(a) = 5
cos” ()

Relaciéon 4 > 1+cotg’(a) =

sen’ ()
Demostracion:
cat opue
sen() hip cat opue
1) = = =1g(a)
cos(ex) cat cont  cat cont

hip

Pitagoras

2 2 2 2 . 2
2) sen’(a)+cos’ (@) = cat'op N cat 'cont _catop +c2at cont” _ th2 1
hip hip hip hip
2 2 2
3) 1+ (@) =1+ senz(a) _ cos (a')-zl-sen (@) _ }
cos” () cos” () cos” (&)
cos’(@) _sen’(a)+coss’() 1

4) l+cotg’(a)=1+

sen’ () sen’ () sen’ (@)

Ejercicio: calcular las restantes razones trigonométricas

NG

1) sen(45)=7

cos’(45)+sen’(45)=1 > cos*(45)+1/2=1 > cos*(45)=1/2 >

COS(45)= i \/I — iﬁ como 45<90° solo soluciones positivas — Q
2 2 2

V2

_ sen(45) _ 2 _
8(45)= cos(45) - Q
2
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B3

2) 1g(30)= 3

2

_V3
I }9F\é—§xéxz+(§x) =1
1

cos(30) T3

sen?(30) + cos?(30) =1 2

y:

4+ X

tg(30) = 200 _ 55 }9
X2

B3

1+1/3)x*=1 > x’=3/4> x=i—39X:cos o =£ cuando o€ (0,90°) razones
2 2

trigonométricas son positivas)
y=sen(oc)=§cos(oc)=l/2

2——>1+l:+%cos(30)=£
cos“(30) 3 cos“(30)

_ sen(30) V3 3
c

1
0s(30) — sen(30) = 1g(30)-cos(30) = 77 =2

Otra forma: 1+ tg*(30) =

1g(30)

3. Razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°

Las razones trigonométricas de 30°, 45° y 60° son muy importantes, ya que se usan
mucho. Ademads se caracterizan porque se pueden calcular a partir del teorema de
Pitagoras. Vamos a calcularlas

a) Angulo a=45°, si dibujamos un triangulo rectdngulo con 0=45° se caracteriza que es
isosceles:

a’=b*+b’=2b’> a=v/2b
) ¥ sen(45)=§ = % = iz = g
. cos(45)=g = % = iz = g
= eSS = 1

b) Angulo 0=30° y 0=60°, este angulo es el que se forma al dividir un triangulo
equilatero en dos:

c’=a’~(a/2)*> ¢*=3a%4 > c=§a
30°
\/3
a 0)= _c_22_3
a . sen(60°)=cos(30)== = 2~ = =
o\ _b_a2_1
. cos(60 )—sen(30)—a = =3
=7 tg(600):sen(60):\/§

cos (60)

tg(30)= sen(30) 1 _ V3

cos(30) V3 3
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4. Resolucion de triangulos rectangulos.

Resolver un tridngulo rectangulo es obtener a partir de los datos conocidos todos los
angulos y lados de dicho tridngulo. Para resolver un tridngulo utilizaremos los
siguientes teoremas:

1. Teorema de Pitagoras
2. Suma de angulos es 180°
3. Razones trigonométricas

Todo triangulo rectangulo se puede calcular si conocemos dos datos, siempre que uno
de ellos sea un lado. Vamos a ver dos casos

4.1. Conociendo dos lados

Nos faltaria conocer un lado y dos angulos (ya que el otro angulo es 90°). Pasos

a) El tercer lado se calcula por Pitagoras
b) Calculamos los otros dos angulo a partir de las razones trigonométricas

Ejemplo: resolver el siguiente triangulo

B
c=V52 — 32=4cm
cosC=3/5> é=arcos(3/5)=53°7’48”
5¢ . B =90°-C =36°52'12"
¢ 3cm A

4.2. Conociendo un lado y un angulo

Nos falta conocer otro dngulo y dos lados

a) Obtenemos el otro angulo restando a 90° el que nos han dado
b) Obtendremos los otros dos lados a partir de las razones trigonométricas

Ejemplo: resolver el siguiente triangulo

C ~ A
C =90°-B =58°
. om sen(32)=5/a = a=5/sen(32)=9,4cm
tg(32)=5/c =2 ¢=5/tg(32) =8m
32°
B = N
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4.3. Calculo altura con doble medida

Cuando queremos calcular la altura de una montafia, casa, etc. pero no somos capaces
de acercarnos a la base, y por tanto no podemos calcular la distancia de un punto al
objeto que deseamos medir tendremos que utilizar otro método. Veamos como con dos
medidas indirectas podemos obtener la altura.

Donde conocemos 1, o(;, Ol

L te(on)=h/(x)

tg(on)=h/x
o o es un sistema con dos ecuaciones y
1 . , K
< P - dos incognitas.

5. Razones trigonométricas de angulo cualquiera.

Hasta ahora habiamos definido las razones trigonométricas en tridangulos rectangulos, de
tal forma que los angulos, no recto, eran siempre menores a 90°. En este apartado vamos
a extender las definiciones para cualquier angulo (0°< a < 360°)

Definicion: la circunferencia goniométrica es una circunferencia de radio unidad en
donde los angulos se sitian de la siguiente forma

vértice en el centro

el radio horizontal es el eje OX y el vertical OY

un lado del angulo situado en lado positivo del eje OX

el otro lado formando angulo a en el sentido contrario a las agujas del relo;j.

Ejemplo: situamos a=210° en la circunferencia goniométrica:

Definicion de razones trigonométricas en la circunferencia (0°< a < 360°):

¢ sen(o)=coordenada vertical del punto P=P,

e cos(a)=coordenada horizontal del punto P=Py
_sen(a) _ Py

¢ tg(u)_cos (o) T opx
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Veamos graficamente los valores de sen(), cos(o) y tg(o)

Explicacion de la tangente: tenemos
que tg(o)=P,/P.. Se cumple que el
triangulo rectangulo de catetos Py y P
es semejante al que tiene de lado
horizontal 1 (radio circunferencia) y
1 vertical la linea verde (pongamos que
su tamafno es x). Al ser semejantes
tg(o)=P,/Py=x/1=x=linea verde.

5.1. Signo de las razones trigonométricas en los distintos cuadrantes

En este apartado vamos a ver el signo de las razones trigonométricas segun el valor del
angulo, o. Para entender esta tabla simplemente hay que recordar la definicion del seno
y el coseno y ver la posicion de P para estos valores de o. El signo de la tangente se
deduce de tg(a)=sen(a)/cos(at)

sen(qt) cos(Q) tg(or)
0°<0<90° (cuadrante I) + + +
90°<a<180° (cuadrante II) + - -
180°<ai<270° (cuadrante III) - - +
270°<a<360° (cuadrante IV) - + -

6. Reduccion de un angulo al primer cuadrante.
6.1. Angulos complementarios

Definicion: dos angulos ot y 0, se dicen complementarios si suman 90° (a+0,=90°). De
esta forma llamaremos a 0,=90-0.

Veamos las relaciones entre las razones trigonométricas
de los angulos complementarios, para esto apoyémonos %
en la circunferencia goniométrica:

sen(o)=cos(90-a) a/

cos(o)=sen(90-a)

tg(0r)=1/tg(90-01)
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6.2. Angulos suplementarios

Definicion: dos angulos a0 y o se dicen suplementarios si suman 180° (a+0,=180°).
De esta forma llamaremos a 0,=180-0.

Veamos las relaciones entre las razones trigonométricas de los dngulos suplementarios,
para esto apoyémonos en la circunferencia goniométrica.

sen(o) = sen(180-at)

/ - cos(ar) = -cos(180-ct)

tg(ct) = -tg(180-01)

6.3. Angulos que difieren 180°

En este apartado vamos a ver las relaciones entre las razones trigonométricas de los
angulos que difieren 180° (o, o+180°), para esto apoyémonos en la circunferencia
goniométrica.

sen(a) = -sen(180+w)

cos(a) = -cos(180+a)

tg(or) = tg(180+a)

6.4. Angulos opuestos o que suman 360°

En este apartado vamos a ver las relaciones entre las razones trigonométricas de los
angulos que suman 360° (o, 360°-at), para esto apoyémonos en la circunferencia
goniométrica.

Nota: en la calculadora los angulos del IV cuadrante aparecen con signo negativo, es
decir el giro en sentido horario de los angulos se pueden considerar negativos.
Ejemplos: 320°=-40°, 300°=-60°
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sen(a) = -sen(360-)

cos(at) = cos(360-0)

tg(ct) = -tg(360-01)

Ejercicio: calcular el valor de las siguientes razones trigonométricas sin utilizar la
calculadora:

1) a=120° 2> 0=180-60. Son angulos 120° y 60° son suplementarios, apliquemos las
relaciones vistas en el apartado 6.2

sen(120°) = sen(60°)= ?

c0s(120°) = -cos(60°)= -

tg(120°) = -tg(60°)= - V3

2) 0=240° > a=180°+60°. Los angulos 240° y 60° se diferencian en 180°, apliquemos
las relaciones vistas el apartado 6.3.

sen(240°) = -sen(60°)=- ?

c0s(240°) = -cos(60°)=

tg(240°) = tg(60)= /3

3) a=300°=-60° > 0=360°-60°. Los angulos 300° y 60° suman 360°, apliquemos las
relaciones vistas en el apartado 6.5.

sen(300°) = -sen(60°)= -2

cos(300°) = cos(60°) = 5

tg(300°) = -tg(60°) = -v/3

4) 0a=260° sabiendo que sen(10°)=0,17, cos(10°)=0.98, tg(10°)=0.18, podemos
relacionar este angulo con 270° de la siguiente forma 0=260°=270°-10°. Veamos con la
circunferencia goniométrica como relacionarlos:
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sen(270-a)=-cos(x)

cos(270-a)=-sen(Qt)

tg(a)=1/tg(270°-a)

A partir de esto podemos ver el valor de las razones trigonométricas de 260°
sen(260°)=-cos(10°)=-0.98

c0s(260°)=-sen(10°)=-0.17

tg(260°)=1/tg(10°) =5.6

Ejercicio: calcular los angulos que cumplen:
a) sen()=0.25

b) cos(a)=-0.3

¢) sen(o)=-0.1

d) cos(a)=0.7 y sen(ct)<0

Solucion:

a) sen(a)=0.25 > o=arcsen(0.25)=14.5° (calculadora). Si dibujamos el angulo
obtenemos el otro angulo que cumple que el seno vale 0.25

La otra solucidn es 0,=180°-0,;=165.5°
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b) cos(a)=-0.3 = o;=107.5° (calculadora). Si dibujamos el angulo obtenemos el otro
angulo que cumple que el coseno vale -0.3

................ La otra solucién es 0,,=270°-17.5°=252.5°

0 =00°+17.5°

270075

pa—

c) sen(a)=-0.1 2 oy=-5.7°(calculadora) o;=354.3°. Si dibujamos el angulo obtenemos
el otro angulo que cumple que el seno vale -0.1

La otra solucién es 0,,=180°+5.7°=185.7°

d) cos(a)=0.7 y sen(o)<0 =>0=45.6° pero el sen(o;)>0 (cuadrante I), luego no es
angulo que buscamos. Veamos a partir de la circunferencia goniométrica otro
angulo,0,, que cumpla que su coseno es también 0.7 pero el seno sea negativo.

Nota: Aunque 45.6° es muy proximo a 45°, a la hora de dibujarlo lo haremos mas
cerca de 90° a fin de que podamos distinguir el tamafio del seno y coseno que en 45°
son iguales.

El angulo 0,=360°-45.6°=314.4° cumple
que cos(0y)=0.7 pero ahora si sen(0)<O0.
Lugo la solucion es a=314.4°

360%:45.6°

Péagina 11 de 25 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 5.Trigonometria (1)

7. Teorema del seno y del coseno

Estos teoremas se utilizan para resolver triangulos no rectangulos, en los que no
podemos aplicar ni el teorema de Pitagoras, ni las razones trigonométricas.

Es posible resolver los triangulos sin necesidad de conocer los teoremas del seno y del
coseno, trazando una de sus alturas descomponemos el tridngulo en dos tridngulos
rectangulos y podremos aplicar el teorema de Pitdgoras y las razones trigonométricas. Si
bien resulta mas sencillo y metodico aplicar los teoremas del seno y del coseno

7.1. Teorema del seno

Dado un triangulo ABC, al cual trazamos una de sus alturas, por ejemplo la del vértice
C, cortando en el lado ¢ en el punto H y dividiendo el tridangulo en dos rectangulos AHC
y BHC:

Calculemos la altura h, a partir de los triangulos rectangulos y de la razén seno:

senAd=—+-
~ ~ a b
= a-senB = bsend = — = -
senB = —< send senB
a

Si trazamos la altura del vértice A obtendriamos de forma analoga la siguiente relacion:

c b

senC senB

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores, obtendremos las relaciones que se
conocen como el teorema del seno.

Teorema del seno: en todo tridngulo los lados son proporcionales a los senos de sus
angulos opuestos:

a b c

send senB senC

Nota: el cociente de estas relaciones es igual a 2R, siendo R el radio de la
. . . a b c
circunferencia circunscrita: ~ = - ~=2R

send  senB senC
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7.2. Teorema del coseno
Apliquemos Pitadgoras en el triangulo CBH:
BH:a*=h'+m* —a*=h"+(c—n)’
c a2 h"2 nz %az h;' (2c ) —a’=b>-n"+c* —2cn+n* —a*=b>+c’ -2cn
CHA:b"=h,"+n" —h =b"—-n

Aplicando el coseno del triangulo ACH :
A n A
cos A4 :Z —n=>bcos A4
Sustituyendo en la ecuacion anterior, obtendremos una de las ecuaciones del teorema
del coseno:
a’ =b* +c* —2bccos A

Podemos llegar a expresiones analogas trazando las otras dos alturas, correspondientes a
los vértices A 'y B.

Teorema del coseno: las relaciones entre los tres lados y los angulos de cualquier
tridangulo son:

a’* =b*+c¢* = 2bccos A
b =a’+c? —2accosB

¢ =a® +b*-2-abcosC

8. Resolucion de triangulos no rectangulos

Resolver un triangulo cualquiera es determinar todos sus elementos, es decir, sus tres
lados y angulos.

Para resolverlo aplicaremos los siguientes teoremas:

e Teorema del seno
e Teorema del coseno

e [asuma de los angulo del tridngulo es 180° (121 +B+C= 180°)

Un triangulo queda determinado siempre que conozcamos 3 de sus 6 elementos,
siempre que no sean sus 3 angulos.

Para evitar que los errores se propaguen es recomendable utilizar los datos que nos dan
inicialmente, y no los que hemos ido calculando.

No siempre un triangulo se puede resolver, es decir con los datos dados nos dan
soluciones imposibles. También a veces con los datos dados tendremos dos soluciones.
El caso mas problematico es cuando se conocen dos lado y uno de los angulos que no
formen los dos lados.

Por lo general el teorema del coseno se utiliza cuando se conocen mas lados que
angulos.
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8.1. Conocido dos lados y uno de los dos angulos que no forma estos lados.

Este es el problema mas complejo, pues puede ocurrir tres cosas:
a) No tenga solucion
b) Dos soluciones

¢) Una solucion (es triangulo rectangulo)
Ejemplo

1) a=15cm, b=20cm, A=40° (dos soluciones)
Opcion 1

Teorema del coseno (a’=b’+c*-2bc-cos A )> 225=400+c>-40-c-cos(40)

: ¢, =7,6cm
¢™-30,64:c+175=0 - c=
c, =23,05cm
. . 15 7.6
a) Sic=c;=7.6, apliquemos teorema del seno( a = ¢ )2 =

send  senC send0  senC

Ci= arcsen(%znmj =19° > B, =121°

1 23.5.
b) Sic=c;=23.5, apliquemos teorema del seno( a — = ¢ —)> > = 3 SA
senA senC  send0  senC

C 2= arcsen(z'?”osl.ﬂj =&1°
Opcioén 2
. 20-send B, =59°
Teorema del seno ( ? = b <) b ZOA > Bzarcser(Mj: e
se senB~  sen40  senB 15 B, =121°

Las dos son soluciones son posibles pues A+ B <180°

a) Si Z§l =59°: él =81°, y para calcular c aplicamos teorema del coseno:
¢* =a® +b* = 2ab-cos(C,) = ¢, = 7,6cm

b) Si Z§2 =121°: éz =19°, y para calcular c aplicamos teorema del coseno:
c’=a’+b’ - 2ab~cos(é2) — ¢, =23.05cm
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Graficamente

2) a=10cm, b=20cm, 4 =75° (0 soluciones)
Opcidn 1
Teorema del coseno (a2=b2+cz-2bc-cos A )2 100=400+c2-40-c-cos(75°)

¢>-10,35-¢+300=0 > c=no soluci6n real

Opcidén 2
R 20
Teorema del seno ( a ~= b ~)> 10 = ZOA 2> B= arcse{Mj =nosol
se senB senl5 senB 10
Graficamente
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3) a=10cm, b=20cm, 4 =30° (1 solucion)
Opcidn 1
Teorema del coseno (a2=b2+cz-2bc-cos A )2 100=400+c2-40-c-cos(30")

¢*-204/3¢+300=0 > c¢=10+/3 (doble)

. . b 10 20
Si c=10+/3, apliquemos teorema del seno( ? - = <) = ~
senA senB~  sen30  senB

B= arcsen(—zo'sfggo)j =90° > C = 60°

Opcidn 2

Teorema del seno ( a ~ = b ) 10 = ZOA >B= arcse{M) =90°
send senB sen30  senB 10

C=60°,

Teorema del coseno para calcular c: ¢*=b*+a”-2ab-cos( C ) > c=10V3

QGraficamente
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8.2 Conocido los tres lados

Puede ocurrir:
1. Una tnica solucién

2. Ninguna solucion: esto ocurre cuando un lado es mayor o igual que la suma de
los otros dos, o menor o igual que la resta de los otros dos.

Ejemplo 1: a=2cm,b=4cm, c=5cm.

Apliquemos el teorema del coseno para obtener alguno de los angulos:

a* =b’+c* ~2becos A > 4=16+25-40-cos(d) > cos(A) == > A=122,3°
b> =a’ +c¢’ —2accos B > 16=4+25-20-cos(B) > cos(B) = g - B =49,6°
¢ =180°—B — A =108,1°

Ejemplo 2: a=2cm,b=4cm, c=7cm.

Apliquemos el teorema del coseno para obtener alguno de los angulos:

a® =b*+c* = 2bccos A > 4=16+49-56-cos(4) > cos(A) = % — No solucion

8.3. Conocido dos lados y el angulo que forman.

Siempre una solucion

Ejemplo: C = 60°, a=20cm, b=10cm

Teorema del coseno > c*=a’+b*-2ab-cos(€) > ¢*=400+100-400-cos(60) > c=v/300cm

Teorema del seno > ——=—_— 20 _ 300

= = —A4=90 > B =30°
sed senC  semd ser60)

8.4. Conocidos dos angulos y un lado

Siempre una Unica solucion.

Ejemplo: C = 60° A = 80°a=10m

B =180 — 60 — 80 = 40°
c 10

Teorema del seno: a = = —c=88m
serd senC  ser80  sen(60)
Teorema del seno: a — = b 10 b —b=6,5m

semd serB 7 ser80 B sen60)

9. Area de un triangulo
En este apartado vamos a poner el area de cualquier tridngulo en funcion de los lados y

base-altura

los 4ngulos. Sabemos de cursos anteriores que el area es: Agigngulo™ >

La idea es poner la altura en funcion de los lados y los dngulos, vemos como:
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A

c-he 1 A
Auinguio=— = 5 € * b - sen(4)

De igual forma repitiendo el proceso para el resto de alturas tenemos que el area del
triangulo es en funcion de los lados y los angulos son:

Atriéngub::%'C'b - sen(A) =§-a-b-sen(CA) =%-a-c-sen(§)

Ejercicios finales:

Relacion entre las razones triconométricas

1) Calcular sin hacer uso de la calculadora las demas razones trigonométricas
a. sen(a)=0.2 (cuadrante II)
b. cos(a)=-0.3 (cuadrante III)
c. tg(a)=2 (cuadrante I)

Solucion
a. sen’(a)+cos*(a)=1 > 0.2%+cos*(c)=1 > cos*(®)=0.96>cos(a)=+/0.96
la solucion es cos(0)=-v/0.96 al ser del cuadrante II
tg(ot)=sen(ar)/cos(0)> tg(o)=-0.2/+/0.96

b. sen’(a))y+cos*(a)y=1->sen’(a))+(-0.3)*=1>sen’(®)=0.91>sen(c)=++/0.91
la solucion es sen(a)=-v0.91 al ser del cuadrante III
tg(a)=sen(a)/cos(o)=> tg(o)=v0.91/0.3

sen’(ar)+cos’(@)=1|  sen’(ar)+cos’(a) =1 sen’ (@) +cos’(a) =1
© g@=t g g - }
. T p— 2cos(x) = sen()

Tenemos un sistema con dos ecuaciones y dos incognitas facilmente resoluble
sustituyendo en la primera ecuacion sen(a)=2cos(Ql):

(2cos(o))+cos*(a)=1 > 5cos*(a)y=1>cos*(a)=1/5 > cos(c)=+1/1/5
la solucion es cos(a)=1/v/5 ya que es del cuadrante I > sen(o)=2/v/5
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2) Comprueba que son ciertas las siguientes igualdades:
1+1tg°(ax)

1+cotg’ (@) =g @

Solucion: " tgz(za') _l+gi(a) 1+ tgz(a) - 1 (@)
l+cotg’(a) |, 1 1+1g°(@)
g’ (@) 12 ()

0@ _y_ )

1+ sen(x)
Solucion: cos’(x) _ 1—sen” () _ (1—-sen(@))(1+ sen(x)) —1—sen(a)

I+sen(a) 1+ sen(x) (14 sen())
c. sec’(x)+cosec’(x)=sec’(x)-cosec’(x)
1 1 sen’(x)+cos’(x) _

Solucién:sec’(x)+cosec’(x)= =
®) ®) cos’(x) ser’(x) cos’(x)sen’(x)

o i) (i)
=— ——= . =sec” (x)-cosec” (x)
cos” (x)sen”(x) | cos(x) sen(x)

3) Simplifica las siguientes expresiones
a. (sen(x)+cos(x))*+(sen(x)-cos(x))’
Solucién: (sen(x)+cos(x))*+(sen(x)-cos(x))*=
=sen’(x)+cos(x)+2-sen(x)-cos(x )+sen’(x)+cos*(x)-2-sen(x)-cos(x )=
=2-(sen’(x)+cos*(x))=2-1=2

sen’ (x) + sen(x)-cos” (x)

b.
sen(x)

sen’ (x) + sen(x)-cos (x) _ sen(x)-(sen’ (x) +cos’(x)) _ sen(x) -1

sen(x) sen(x) sen(x)

Solucion:

Problemas de geometria

4) Calcular el perimetro de un pentdgono regular inscrito en una circunferencia de
30cm de radio. Calcular su area

Angulo del pentagono 2> 0=360°/5=72°

36
h 0
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Lado pentagono=2x > sen(36°)=x/30 = x=30-sen(36°)=17.6cm
Perimetro=10-x=176cm

Apotema=h—> cos(36°)=x/30 = x=30-cos(36°)=24.3cm

pap 176243

area= =2138.4-cm’

5) En un tramo de carretera la inclinacion es del 5% (sube 5m en 100m). Calcular el
angulo que forma con la horizontal la carretera. Sabemos que hemos subido 100m,
(Cuanto hemos andado por la carretera?

100
3 [\\

sen(0)=— = 0.05-> a=arcsen(0.05)=2.87°
100

100 287

sen(a)=0.05=100/x = x=2000m

6) Desde un cierto punto del suelo se ve un arbol bajo un angulo de 42° ;bajo qué
angulo se ve colocandose al doble de distancia?

42°

v

A A
»

v

2x

tg(42°)=0.9=h/x > tg(a)=h/2x=0.45 > a=arctg(0.45)=24,2°
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7) Desde un faro F se ve un barco A con angulo de 43° con la costa, y el barco B con
21°. El barco B estd a 3km de la costa y el A a Skm. Calcular distancia entre los
barcos.

v

Podemos calcular la distancia si conocemos los catetos del tridangulo rojo. Uno
de los dos catetos mide Skm-3km=2km. El otro es y-x. Calculémoslo:

tg(21)=3/x =2 x=3/tg(21)=7.82km
tg(43°)=5/y = y=5/tg(43°)=5.4km

Asi la distancia entre los dos barcos definida por la hipotenusa de un tridngulo
con catetos de 2km y de (x-y)=2.42km—> d=,/ 22 + (2.42)? = 3.14km

8) Calcular la altura del edificio:

= | .
y
F i

\ AF

sen(30°)=x/250 = x=250-sen(30°)=125m
cos(30°)=1/250 = 1= 250-cos(30°)=216.5m
tg(40°)=y/l > y=216.5m-tg(40°)=181.2m
heasa=y-x=56.2m
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9) Calcular la altura de la torre grande a partir del siguiente dibujo

x=15-sen(30°)=7.5m
1=15-cos(30°)=13m
tg(50°)=y/l1 2 y=1-tg(50°)=15.5m

altura=y+x=23m

Ecuaciones.

10) Resolver las siguientes ecuaciones
a. senz(x)-sen(x):O
b. cos(x)+sen’(x)=1
C. 3tg2(x):sec2(x)
d. sen(2x)=0.5

Solucion
a. sen(x)=y > y*y=0, y(y-1)=0-> y=0,y=1.
0°+360k
Si y=0-> sen(x)=0 -> x=arcsen(0)=
180°+360%

Si y=1 >sen(x)=1 = x=arcsen(1)=90°+360k
b. Tenemos expresar la ecuacion s6lo en funcién del seno o del coseno, para
esto utilizamos sen’(x)+cos’(x)=1 = sen’(x)=1-cos*(x)
cos(x)+sen’(x)=1 = cos(x)+1-cos’(x)=1-> cos(x)-cos*(x)=0
Llamando y=cos(x) la ecuacion sera:

y-y=0 = y(y-1)=0 y=0,y=1.
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90°+360k

Si y=0-> =0 2> x= 0)=
1y= cos(x) x=arccos(0) {270°+360k

Si y=1 2cos(x)=1 = x=arccos(1)=0°+360k

c. 3tg’(x)=sec’(x) >

2
Senz(x) = 1 —>sen2(x)—l—>sen(x)=iL:i—3
cos“(x) cos“(x) 3 3 3
NE) 35,26°+360k
X =arcsen| — | =
3 180°-35,26°=144.74°+360k

V3 j B {360"—35,26": 324,74°+360k

X = arcsen| ———
( 3 180°+35,26°=215.26°+360k

30°4+360k

d. sen(2x)=0.5 -> 2x=arcsen(0.5)=
150°+360k

k=0—15°+360k

Si 2-x=30°+360k—> x=
k=1—195°4360k

k=0— 75°+360k

Si 2-x=150°+360k—> x=
k=1— 255°+360k

Teorema del seno v del coseno. Resolucion triangulos no rectangulos

11) Resolver los siguientes triangulos
a) A=45°, b=50m, a=40m

b) (=30°, a=5cm, b=3cm

¢) A=45°, €=60°, b=20m

d) € = 45°, b=10m, c=6m

e) a=5cm, b=4cm, c=4cm

a) A=45°, b=50m, a=40m

Este es el caso en el que puede haber dos soluciones. Vedmoslo:

Teorema del seno:

? - b 30 — sen(B) = 0,884 — B = B =621
send senB  sen(45°)  sen(B) B, =117,89°

Los dos angulos son soluciones, pues la suma con A + B<180°
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Solucion 1 : B, =62,11°> C, = 72,89°

Calculemos c por el teorema del seno ( 4 =< )> 40 _ ¢ —2>c=54m
send senC sen45 sen72.89°
Solucién 2 : B, =117,89°> C, =17,11°
a c 40 c
Calculemos c por el teorema del seno (——= = ~)> = —2>c=16,6m
send senC send5 senl7,11°
b) (=30°, a=5c¢m, b=3cm
Este problema so6lo puede tener una solucion:
Apliquemos el teorema del coseno para calcular c:
c’=a’+b*-2ab-cos(€)=25+9-30-cos(30)=8,02cm” > c¢=2,84cm
Teorema del seno para calcular A: —%— = —S— — > 288 -] A=02
send senC  send sen30 A, =118°
Las dos soluciones parecen validas, luego lo comprobaremos:
Solucién 1:
C=30°, A=62°, B=88° a=5cm, b=3cm, c¢=2,84cm.
Solucién 2:

C=30°, A=118°, B=32° a=5cm, b=3cm, c=2,84cm.

En este caso la solucion 1 no es valida,pues cuanto mayor sea el lado mayor el angulo.
Y en la solucién 1 vemos como a es el mayor lado y A no es el mayor angulo.

¢) A=45°, C=60°, b=20m
Podemos facilmente calcular el otro angulo B = 180 — 60 — 45=75°
Utilicemos el teorema del seno para calcular los 2 lados que faltan:

a 20
a _ b _ CA_) send5 sen75

—a=14,6m

senA - senB - senC 20 __¢ > c=17.9m
sen7S5 sen60

d) € = 45°, b=10m, c=6m
Utilicemos el teorema del seno para calcular el angulo B
b c 10

~ = = —= 6 — senB = 1,17 = No solucion
senB  senC senB  sen45°®

e) a=5cm, b=4cm, c=4cm

Por el teorema del coseno obtendremos el angulo deseado:
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a’=b*+c? —2bccosd = 25=16+16—32-cos(4) — A =77,36°

b*=a’+c? —2-accosB — 16=25+16—-40-cos B — B =5132°
C=180-A—B=5132°
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1. Teorema de adicion

1.1. Razones trigonométricas de la suma de dos angulos.

Muchas veces es de utilidad poder calcular las razones trigonométricas de una suma de
angulos a partir de conocer las razones trigonométricas de los dngulos independientes.

El objetivo del apartado es expresar las razones sen(a+b), cos(a+b)y tg(a+b) en funcion
de sen(a), sen(b), cos(a), cos(b), tg(a), tg(b).

Para calcularlo utilizaremos la siguiente figura:

sen(a+b)=AP= AR+ RP=CB+ RP
cos@+b)=0A=0C—-AC=0C—-RB

Notas: Se cumple que el angulo ZCOB=ZRPB al ser sus lados rectas perpendiculares.

sen(a) = B — CB = OB-sen(a)
OB

sen(a) = RB — RB = PB-sen(a)
PB
RP

cos(a) =—— — RP = PB-cos(a

(a) 7B (a)

cos(a) = oc — OC = OB-cos(a)
OB

sen(b) = ? — PB = sen(b)

cos(b) = % — OB =cos(b)

Con estas igualdades facilmente relacionaremos el seno y coseno de la suma de dos
angulos con las razones simples:

sen(a+b) = sen(a)-cos(b)+cos(a)sen(b)
cos(a+b)=cos(a)-cos(b)—sen(a)sen(b)
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Para calcular la tangente dividamos seno y coseno:

sen(a)-cos(b) + cos(a)-sen(b)
sen(a+b) _ sen(a)-cos(b) + cos(a)-sen(b) cos(a)-cos(b)

tg(a+b)= = =

8 ) cos(a+b) cos(a)-cos(b)—sen(a)sen(b) o  €08(a)cos(b)—sen(a)sen(b)
e P cos(a)-cos(b)

_ 1g(a)+1g(b)

1—1g(a)1g(D)

Reagrupando los resultados:

sen(a +b) = sen(a)-cos(b)+ cos(a)-sen(b)
cos(a + b) = cos(a)-cos(b) — sen(a)-sen(b)
1g(a) +1g(b)

B = @ ®)

1.2. Razones trigonométricas de la diferencia de dos angulos.

A partir de las razones trigonométricas de la suma es sencillo calcular las razones de la
diferencia. So6lo hay que relacionar sen(-b) y cos(-b) con sen(b) y cos(b). Pero
—b=360-b, y en el tema anterior vimos (hacer dibujo circunferencia goniométrica):

sen(-b)=sen(360-b)=-sen(b)

cos(-b)=cos(360-b)=cos(b)

tg(-b)=tg(360-b)=-tg(b)

De esta forma:
sen(a-b)=sen(a+(-b))=sen(a)-cos(-b)+cos(a)-sen(-b)=sen(a)-cos(b)-cos(a)-sen(b)
cos(a-b)=cos(a+(-b))=cos(a)-cos(-b)+sen(a)-sen(-b)=cos(a)cos(b)+sen(a)-sen(b)
1g(a)+1g(=b) _ tg(a)—1g(b)

1-1g(a)ig(=b) 1+1g(a)ig(b)

ig(a—b)=1g(a+(-b))=

Resumiendo:

sen(a —b) = sen(a)-cos(b) — cos(a)-sen(b)

cos(a —b) = cos(a)-cos(b) + sen(a)-sen(b)
oy t8(a)—1g(b)

B = @)
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Ejerciciol: calcular las razones trigonométricas de 75 °y 15° a partir de las razones
de 30° 60°y 45°. Comprueba los resultados calculando las razones trigonométricas de
90° a partir de las razones de 15°y 75°.

sen(75°) = sen(45°4+30°) = sen(45)-cos(30) + cos(45)-sen(30) = g g g% V6 Z V2
A3 i1 o2

c0s(75°) = cos(45°+30°) = cos(45)-cos(30) — 45)- 30)=—————
(75%) ( ) ()()Sen()sen()2222 1

1
+7
) L 1g(45)+1g(30) BB+l (WBE 1)
875 =g 530 =1 G 1 vio1 W) 2T
NG

V243 V21 _J6-v2

sen(15°) = sen(45°-30°) = sen(45)-cos(30) — cos(45)-sen(30) = TT - 75 = Z
cos(15°) = cos(45°=30°) = cos(45)-c0s(30) + sen(45)-sen(30) = %? * g% } @

1
1——
e (49 —1230) 3 Bl (B-f3-1)
e =e® 30)_1+fg(45)‘fg(30)_1+1.1_\/§+1_(\/§+1X\/§—1)_2 v3
N

sen(90°) = sen(75°+15°) = sen(75)-cos(15) + cos(75)-sen(15) = [\/E Z \/EJ 4 (\/E ; \/EJ _

6+2+2\/_+6+2 2\/_2 16
16 16

c08(90°) = cos(75°+15°) = cos(75)-cos(15) — sen(75)sen(15) = (\/g ; \/EJ(\/E Z \/EJ _
(oY feE)

4 4

tg(75) +1g(15) _ 2+3+2-43

B0 = ) = 5y1815)  1— 242 —3)

4
0
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2. Razones trigonométricas del angulo doble y mitad.

2.1. Razones trigonomeétrica del angulo doble

En este apartado buscamos expresar las razones trigonométricas del d&ngulo doble, 2a, en
funcion de el angulo a.

Para calcularlo utilizamos las razones trigonométricas de la suma:
sen(2a) = sen(a + a) = sen(a)-cos(a) + cos(a)-sen(a) = 2-sen(a)-cos(a)
cos(2a) = cos(a)-cos(a) — sen(a)-sen(a) = cos’ (a) — sen’(a)
1g(a)+1g(a) _ 21g(a)

1-1g(a)ytg(a) 1-1g°(a)

Resumiendo:

tg(2a) =

sen(2a) = 2-sen(a)-cos(a)
cos(2a) = cos’ (a) — sen’ (a)

500 =0

2.2. Razones trigonométrica del angulo mitad

En este apartado buscamos expresar las razones trigonométricas del angulo mitad, a/2,
en funcion de el angulo a.

Para calcularlo utilizaremos la razén trigonométrica del coseno del angulo doble:

cos(2x) =cos’ (x) — sen’ (x) =1—sen” (x) — sen’ (x)=1—2sen’(x) — sen(x)= *, {I_Lzs(zx)

cos(2x) =cos’ (x) — sen’ (x) = cos’ (x) — (1 —cos’ (x)): 2cos’(x) -1 — cos(x) ==, /HL;QX)

Llamando 2x=a - x=a/2
en( j 4 [1=cos(@) cos(a)
( a j L+ cos(a)
2
g _t 1—cos(a)
2 1+ cos(a)

NlQ
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Ejercicio 2: calcular las razones trigonométricas de 120° a partir de las razones
trigonométricas de 60°.

sen(120) = sen(2-60) = 2-sen(60)-cos(60) = 2%? = ?

2 2 2

21g(60) _ 243 _2J3 A
1—1g2(60) l_ggy -2

c0s(120) = cos(2-60) = cos*(60) — sen’(60) = (lj - (ﬁj = % = 1

tg(120) = tg(2-60) =

Ejercicio 3: calcular las razones trigonométricas de 22.5° a partir de las razones
trigonométricas de 45°.

sen(22.5) = sen(45/2) = \/m _ _ 2_\/5
V2
I+

Yo -2
\/5 2+x/5
ey

1g(22.5) =

Nota: hemos cogido las soluciones positivas al pertenece 22.5° al primer cuadrante, y
por tanto ser sus razones trigonométricas positvas.

Ejercicio 4:

a) poner sen(3a) en funcion de sen(a)

sen(3a) = sen(2a + a) = sen(2a)-cos(a) + cos(2a)-sen(a) =

= 2-sen(a)-cos(a)-cos(a) + (cos2 (a) —sen’ (a))yen(a) =

= 2:sen(a)-cos’ (a) + cos’ (a)-sen(a) — sen’ (a) = 3-cos’ (a)-sen(a) — sen’ (a)
=3-(1-sen’(a))-sen(a)— sen’(a) = 3-sen(a) — 4-sen” (a)

b) poner cos(3a) en funcion de cos(a)

cos(3a) = cos(2a + a) = cos(2a)-cos(a) — sen(2a)-sen(a) =

= (cos2 a-— senza)cos(a) —2-sen(a)-cos(a)-sen(a) =

=cos’ a—3sen’(a)-cos(a) = cos’ a—3-(1—cos’(a))-cos(a) =

=-3cos(a) + 4cos’(a)
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¢) poner sen(4a) en funcion de sen(a)
sen(4a) = sen(2-2a) = 2-sen(2a)-cos(2a) = 2-(2sen(a)-cos(a))-(cos’ (a) — sen’(a)) =
= dsen(a)-cos(a)(1—2-sen’(a)) = 4-sen(a)+1—sen*(a)(1—2-sen*(a))

3. Transformaciones de sumas de dos razones trigonomeétricas en
productos.

En este apartado vamos a ver como trasformar la suma o diferencia de dos razones
trigonométricas en un producto de 2 razones trigonométricas. Para este objetivo
partimos de las ya conocidas razones trigonométricas del seno y coseno de la suma y
diferencia:

(1) sen(a+b) = sen(a)-cos(b) + cos(a)-sen(b)
(2) sen(a—>b) =sen(a)-cos(b)—cos(a)-sen(b)
(1)+(2) > sen(a +b)+ sen(a —b) = 2-sen(a)cos(b)
(1)-(2) > sen(a +b)—sen(a —b) = 2-cos(a )-sen(b)

Como el objetivo es que sean los argumentos de las razones trigonométricas sumadas
conocidos se realiza el siguiente cambio de variable:

_A+B
{a'i‘b:A a= 2

%
a—-b=R8 b:A_B

2
De esta forma:
sen(A)+ sen(B) = 2-sen( A+ B }cos( A= Bj
2 2
sen(A)—sen(B) = 2-005( 4 ; B j-sen( 4 ; Bj

Vamos a ver la suma y diferencia de cosenos:
(1) cos(a+b) = cos(a)-cos(b)— sen(a)-sen(b)
(2) cos(a—b) =coss(a)cos(b)+ sen(a)sen(b)

(1)+(2) > cos(a +b) + cos(a — b) = 2-cos(a }cos(b)
(1)-(2) > cos(a+b)—cos(a —b) =—2-sen(a)sen(b)
Haciendo el cambio de variable:

cos(A4)+cos(B) = 2-005( 4 ; B j-cos[ 4 ; Bj

cos(A4) —cos(B) = —2'Sen( 4 —; B }sen( 4 ; B)
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Ejercicio5: Calcular sin calculadora sen(75°)+sen(15°), sen(75°)-sen(15°),
cos(75)+cos(15), cos(75)-cos(15)

sen(75) + sen(15) = 2-sen 75415 “COS 7513 = 2-sen(45)-cos(30) = 2££ = ﬁ
2 2 2 2 2

sen(75) —sen(15) = 2-cos 75+13 sen 7515 = 2-sen(30)-cos(45) = ZLQ = Q
2 2 2 2 2

cos(75) +cos(15) = 2-cos 75 ; 15 “COS 75 ; 15 =2-cos(45)-cos(30) = 2%? = g

cos(75)—cos(15) = —2-sen( 75 ; 15 )-sen(75 ; 15) = —2-sen(45)-sen(30) = —Z-g% = —%

Ejercicio 6: Calcular sen(45+a)+sen(45-a), cos(120+a)+cos(60+a), cos(270-a)-cos(90-a):

sen(45 + a) + sen(45 — a) = 2-sen(45)cos(a) = 2-g-cos(a) = x/Ecos(a)
cos(120+a)+ cos(60+ a) = 2-cos(90 + a } cos(30) = 2-cos (90 + a)-g = /3 cos(90+a) = —/3sen(a)
c0s(270 — a) — c0s(90 — a) = —2-sen(180 — a ) sen(90) = —2-sen(180 — a) = —2-sen(a)

Ejercicio 7: Simplifica las siguientes expresiones:
@)

sen(5a)—sen(3a) _ 2-cos(4a)sen(a) _

sen(5a)—sen(3a)
cos(5a)+cos(3a)

= =1g(a)
cos(5a)+cos(3a) 2-cos(4a)-cos(a)
sen(9a)+sen(a)
b) cos(9a)—cos(a)
sen(9a)+sen(a) _ 2-sen(Sa)cos(4a) _ cot g(4a)

cos(9a)—cos(a) —2-sen(5a)sen(4a) -

cos(x—y)—cos(x+y)
sen(x+y)+sen(x—y)

)

cos(x—y)—cos(x+y) —2sen(x)sen(-y) _ 12 (»)
sen(x+ y)+sen(x—y) B 2-sen(x)-cos(y) -8V
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4. Ecuaciones trigonométricas

En el tema anterior hemos resulto ecuaciones trigonométricas en los que los argumentos
que aparecian en todas la razones eran el mismo. En este tema resolveremos las
ecuaciones cuando aparece en las razones diferentes argumentos. Los objetivos para
resolver las ecuaciones son los siguientes:

1. Tendremos que buscar factorizar las razones trigonométricas igualadas a cero.
Para esto se utiliza el teorema de la suma o diferencia, y especialmente el
teorema de la adiccion

2. A partir de los teoremas del éangulo doble o mitad y las ecuacion

2 2 . g .

sen“(x)+cos”(x)=1 poner todas las razones en funciéon de un Unica razon
trigonométrica con mismo argumento.

Ejemplos:
a) sen(2x)+cos(x)=0.

No podemos aplicar el teorema de adiccion, pues no hay para la suma de seno y
coseno. Pongamos sen(2x) con razones trigonométricas de argumento x:

2-sen(x)-cos(x)+cos(x)=0

Como esté la ecuacion igualdad a cero podemos factorizar:

. _ cos(x) =0
cos(x) (2sen(x)+1)=0 9{2 -sen(x)+1=0
B _J90 + 360k
1) cosx)=02>x=1500 360k

_ _ —30 = 330 + 360k
2) 2-sen(x) +1=0>sen(x) =-1/2> X{zm + 360k

b) sen(4x)-sen(2x)=0.
Ahora si podemos aplicar el teorema de adiccion, ademés como esta igualado a cero

sera facil resolver la ecuacion.

B _ _ _ cos(3x) =0
sen(4x)-sen(2x)=0 > 2-cos(3x)-.sen(x)=0 9{ sen(x) = 0
30°4360° k
150°4+360° k

. J90 + 360k 30 + 120k | 270°+360°k
D COS(3")_093”‘_{270 360k X‘{% 4120k ) 90°4360°k

210°+360°k
330°+360° k

0 + 360k

2) sen(x) =0-> X{lSO 360k
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¢) cos(2x)-sen(x)=sen’(x)

Tenemos que buscar tener el mismo argumento, de forma que pondremos cos(2x)
como razones trigonométricas de argumento X:

cos(2x)-sen(x)=sen’(x)-> cos’(x)-sen’(x)-sen(x)=sen’(x )= cos(x)-2sen’(x)-sen(x)=0

Para que la ecuacion esté en funcién de una misma razon trigonométrica podremos
2 . 2 2
cos“x en funcion del seno: cos”™(x)=1-sen”(x)

1-sen’(x)-2sen’(x)-sen(x)=0 => -3-sen’x-sen(x)+1=0 > sen(x):{_o(’)4737

B 25,7 + 360k
1) sen(x)=0,43 > XJLl54,3 + 360k

- [~50,1 = 309.9 + 360k
2) sen(x)=-0.77 = X{ 230,1 + 360k

d) sen(x)tcos(x)=1

Pongamos sen(x) en funcion de cos(x) (o al revés)> sen(x) = V1 — cosZx

V1 — cos?x + cos(x) = 1 Dcambio variable cos(x)=y 2> \/1—73/2 +y=1->
\/1—73/2 =1 — y > (elevando al cuadrado) 1-y*=1-2y+y* D2y*-2y=0 Dy= (1) ’

5 ._) 90+ 360k
1) cos(x)=0 = x {270 + 360k

2) cos(x)=1 = x=0+360k
Tenemos que comprobar que solucién es valida (al elevar al cuadrado):
- x=90 - sen(90)+cos(90)=1 valida
- x=270 - sen(270)+cos(270)=-1, no valida
- x=0 - sen(0)+cos(0)=1, valida
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5. Sistemas de ecuaciones trigonométricas

Un sistema de ecuaciones trigonométricas cuando al menos en una de las ecuaciones
que la forman es una ecuacion trigonométrica.

Para resolver los sistemas trigonométricos no siempre sencillo, veamos los tipos de
sistemas mas frecuentes:

Nota: en las funciones trigonométricas donde aparezcan las incognitas en ecuaciones no
trigonométricas se suponen que estan expresadas en radianes.

5.1. Sistemas resolubles por los cambio de variable o por reduccion.

Son sistemas donde aparecen dos razones trigonométricas, tal que podemos hacer el
cambio de variable y obtener un sistema de ecuaciones no trigonométricas. Ejemplos:

7 sen(2x)+cos(3y) =1 X+Y=1
2-sen(2x)+4-cos(3y) =3 2X+4Y =
X=1/2 2 sen(2x)=1/2 2> x=15°+360%k, x=75°+360°k, x=195°+360°k, x=255°+360°k

Y=1/2 = cos(3Y)=1/2 = y=100°+360°k, y=220°+360°%, y=340°+360°%k, y=20°+360°k,
y=140°+360°k, y=260°+360°k

- X=sen(2x),Y=cos(3y) 9{ ; 2> X=1/2, Y=1/2.

2 (1) y+cos’*(x) =1
(2) 2:y+2sen’(x)=0

0°+360k

2:(1)-(2) > 2-cos’(x)-2-sen’(x)=2 > 1-sen’(x)-sen’(x)=1 => =0 > x=
(1)-(2) cos”(x)-2-sen”(x) sen”(x)-sen”(x) sen(x) X {180°+360k

y=1-cos*(x)=0rad=0°

5.2. Sistemas donde una ecuacion del sistema es resoluble.

3) {sen(x) +cos(y) =1

2> X=T/2-y
xX+y=x/2

60°+360’-k:%[ + 27k

30043607k =5?7[ + 27tk

sen(m/2-y)+cos(y)=1 =>cos(y)+cos(y)=1 = cos(y)=1/2 2 y=

’_f_(’_f%j:z_m
]2 3 6
f_(s_” 2ﬂkj:l[_2ﬂk
2 3

T _omk > y=5?7z+2ﬂk

Soluciones, si X:% =2k > F% + 27k 5 six=
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45°4360° k
Sen(x—y)=£ _y:{135° 360°k
) 2 e
apy B iy | GOS0

= — X =
SRETYET YT 1120043600 &

Tenemos 4 posibles sistemas:
a)
{x — y =45°4360°k

— 2x =105°+360°k —
x+y=60°4+360°%k

b)
x—y=45°+360°k
x+y=120°4360°k

c)
{x — ¥ =135°4360°%

x+y=60°+360°k

d)

x—y=135°4360°k
— 2x =255°+360°k —
x+y=120°4360°k

— 2x=165°+360°k — {

— 2x =195°4360°k — {

x =52,5°+360°k — y =7,5°+360°k

x =232,5°+360°k — y =187,5°+360°k

x =82,5°+360°k — y =37,5°+360°k

x =262,5°+360°k — y =217,5°+360°k

x=97,5°4360°k — y =322,5°+360°k
x=277,5°4+360°k — y =142,5°+360°k

x=127,5°+360°k — y =352,5°+360°k
x=307,5°+360°k — y =172,5°+360°k

PROBLEMAS

SISTEMAS
1. Resolver los siguientes sistemas
a)

(1) x+sen’y =2
(2) x+cos’ y=1

} > (1)-(2) > sen’y—cos’ y=1> 1—-cos’ y—cos’ y=1->

S 42mk > x= —cosz[§j=
cosy=0 > y=
kY4 (37
— 427k - x=1-cos [—jzl
2 2
b)
(1) sen(x)-cos(y) =

| — W

(2) cos(x)sen(y) = 1
(x+y)=90°—> x=90°-y
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(1) sen(90— y)-cos(y) = 3 (1) cos(y)-cos(y) = 3 (1) cos’(y) = 3 NE)
4 4 4 =4+
1~ 1~ 1~ cos(y)==

(2) cos©0—y)sen(y)= 1 (2) sen(y)sen(y)= 2 (2) sen’ (y)= 2 2

3 30°+360°k — x = 60°+360° k
cos(y) =" - y=
2 330°4360°k — x =—-240°+360°k =120°4+360°k

V3 { 150°+360° k — x =—60°+360°k = 300°+360° k
y =

COS(y):__% o o o o o o
2 210°4360°k — x = —120°+360° k = 240°+360° k

c)
(1) cos(x)+cos(y) =1
(2) cos(x+y)=1
60°+360Pk — y =—60°+36(°P k =300°+36(° k
- {300"+360"k —y==300+360° k =60°+36(° k

}—>x+y=0—>y=—x—>cos(x)+cos(—x)=1—>2-cos(x)=1—>cos(x)=%

d)

T
Dx+y=—
D) x+y 5

v,
2

J6

2>y =2 x> sen(x)+sen(£—xj =
(2) sen(x)+ sen(y) = - 2 2

sen(x)+cos(x):§—>sen(x)+\/1—sen2(x :§%\/1—X2 :g—X
V6 -2

4
V6 +42

4

1- Xx° =§—J€X+X2 —2X> —\/EX+%:O—>X:

15°+360k — y =75°+360°k
(JE—JEJ y
X =arcsen| ———
165°+360k — y =-75°+360°k = 285°+360° k

o :1 o o
( 6 + /—2J 75°+360k — y =15°+360°k
X = arcsen| ————

105°+360k — y = —15°+360°k = 345°+360° k

Haciendo las comprobaciones (al elevar al cuadrado hay que comprobar) sélo son
ciertas:

o x=75%+360%k, y=15° +360°k
o x=15°+360%k, y=75°+360°k
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ECUACIONES
2. Resolver las siguientes ecuaciones
a)
V4 T T T
—+ 27k ———=—+27k
Sen[£+2xj=£+£+2x= 237[ —2x = 2?7’[ ‘;[ 1527[
2 4 T ok I ok
3 3 4 12
z 27tk
24
257 + 27k
=137
—+ 27k
24
2% + 27k
24
b)
(3x) = 5en(30°) = 0> sen(3x) = sen(30°) — sen(3x) =+ — 3x = 0 00K
sen(ox)— sen = sen(sx) = sen sen(sx) =— X =
2 150°4+360° &
10°4+360° &k
130°++360°k

1041200k | 250°+360°k
150°4+120°k 50°+360° k

170°4+360° k
290°4+360° k
c)
sen(2x) = 2-cos(x) = 2-sen(x)-cos(x) — 2-cos(x) = 0 — 2-cos(x)(sen(x)—1)=0
90°+360° k
cos(x)=0—>x=
270°4360° k

sen(x)=1—x=90°4+360°%
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d)
sen(x) + sen(3x) = cos(x) — 2-sen(2x)-cos(x) = cos(x) — cos(x)(2-sen(2x)—1)=0
90°+360° k
cos(x)=0—x=
270°4+360° k
15°+360°k
1 30°+360°k 15°+180°& 195°+360° k
Sen(2N) =5 A= sgosze00k = 7504360k
i 7504180°k *
255°4360°k
e)
6cos’| = |+cos(x) =1— 6-cos?| = |+cos?| = |—sen?| = |=1— 8cos?| = | =2
2 2 2 2 2
60°+360°k 120°+720k
(Y1 (X o p L (X )3004360+360°k 600°+720°k L [12004720k
CS12)Ta TN )T T )T 1003600k X =12404720°k  * = 001720
240°+360°k 480°+720k
f)
sen(x) + \/g'cos(x) =2 \/g-cos(x) =2 —sen(x) = 3cos’ x = 4 —4sen(x) + sen’ (x)
3 3sen () = 4= Asenx)  sen’ (¥) = dsen’ () ~4sen(x) +1=0 — sen(x) =4 =1 2T
- X) = — X X)— X = = — X =
2 150°+360°k

Como hemos elevado al cuadrado tenemos que comprobar las soluciones:

x=30° > sen(30)++/3-cos(30) =2 —> %+ V3 ? =2 Solucién

x=150° > sen(150) +~/3-cos(150) = 2 — %— NE) ? = -1 No solucién
Otra forma (idea feliz):

sen(x)+ \/E-cos(x) =2 %sen(x) + ?-cos(x) =1-— cos(60°)-sen(x) + sen(60°)-cos(x) =1

sen(x+60°)=1— x+60°=90°4360°k — x =30°+360°k
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SIMPLIFICACIONES
3. Simplifica las siguientes expresiones:
a)
sen(2a)-cos(a) _  2-sen(a)cos(a)cos(a) 2-sen(a)-cos’(a)
sen(a)(1+cos2a) sen(a)(1+cos’>a—sen’a) sen(a)(1+cos”a—1+cos’a)

_ 2:sen(a)-cos’(a) _

B 2-sen(a)-cos’(a)

b)
cos’a—sen’a
ga)  _ gla)  _tg@(-1g°@) _1-1g°a _ cos’a
tg(2a)—tg(a) ~ 2tg(a) —te(a) - tg(a)+1g’ (a) - 1+tg’a  cos’a+sen’a
1-tg’(a) cos’ a

_cos’a—sen’a cos’a—sen’a

=cos’ a—sen’a = cos(2a)

sen’a+cos’a 1
c)
sen(x —y)—sen(x+y) _ 2-cos(x)-sen(—y) — _cotg(x) sen(—y) — _cotg(x) —sen(y) — cotg(x)
cos(x+y)—cos(x—y) —2sen(x)sen(y) sen sen(y)
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Tema 7.Geometria analitica 2-D

1. Vectores y puntos en el plano. Coordenadas

El sistema de coordenadas cartesianas es la manera mas habitual de ordenar la posicion
de los elementos en el plano y en el espacio. En este tema nos centraremos en los
sistemas en el plano (2 dimensiones)

Definicion: sistema de coordenadas cartesianas en el plano estd formado por dos rectas
perpendiculares (eje vertical OY, eje horizontal OX) que se cortan en un punto
denominado origen. Cada uno de los dos ejes esta escalado de forma que la distancia
entre dos naturales consecutivos es la misma. La parte derecha (respecto al origen) del
eje OX es el semieje positivo siendo la izquierda el negativo. En el eje OY la parte
positiva es la de arriba del origen siendo la negativa la inferior

Definicion: un punto P en el plano nos describe una posicion, viene definido por dos
coordenadas P(x,y), siendo las proyecciones del punto en los ejes OX y OY. Los puntos
se escriben con mayusculas y las coordenadas se escriben a continuacion de la letra sin
escribir el simbolo igual entre ambas.

Ejemplos: A(-2,-3), B(2,-1), C(0,3)
A

€(0,00; 3,00)

Y

B+ (2,00; -1,00)

A- (-2,00;-3/00)

Definicion: vector fijo AB entre dos puntos A (origen) y B (extremo) es un segmento
orientado caracterizado por:

— Direccion o recta que le contiene o cualquiera paralela
— Sentido u orientacion del vector de A a B

— Modulo o longitud del segmento

— Origen (el punto A)

Coordenadas del vector fijo: el vector AB caracterizado por dos coordenadas AB=(x.y),
donde x indica las unidades que avanza en el eje horizontal e y las unidades de avanza
en el eje vertical. Las coordenadas se obtienen restando las coordenadas del extremo
menos la del origen, si A(Xa,Ya) Y B(Xp,¥0) 2 AB=(Xp-Xa,Yb-Ya)-
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Ejemplo: veamos graficamente el vector AB:
A

Y

(2,00; -1,00)

A ~(2,00; -3100)

Vemos en este ejemplo AB = (4,2), vemos que avanza 4 unidades a la derecha y 2
hacia arriba.

El moédulo del vector se denota como |E|. Para calcular el médulo de un vector
A—B>:(X,y):(Xb-Xa,yb-ya) aplicamos el teorema de Pitdgoras:

AB| = x2 +y2 = [(xp — %)2 + (¥ — Ya)?

Nota: AB=—BA4, es decir mismo médulo direccion, pero sentido opuesto.

Definicion: vectores equipolentes son los que tienen misma direccion, sentido y
modulo, lo tinico que cambia es el origen del vector. Las coordenadas son las mismas en
todos los vectores equipolentes.

EjemPIO: A(_2a'3)a B(za'l)a C(lal)a D(593) 14—B) = (412)9 C_D) = (412)

A

(5,00; 3,00)

(1,00; 1,00)
A

Y

B

/(2,00; -1,00)
A/@ 00)
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Definicion: vector libre es el conjunto de todos los vectores equipolentes, se suelen
denotar con una letra mintscula con vector arriba. A la hora de representarlos se suele
tomar el vector cuyo origen esta en el origen de coordenadas.

Ejemplo v = (4,2)

& v=(4,2)

;////”
/////i

Y

Ejercicios

Ejercicio 1. Representar los vectores AB y CD siendo A(1,1), B(-2,7), C(6,0), D(3,6) y
observa que son equipolentes. Calcula las coordenadas y el modulo.

(-2,00; 7,00)
(3,00; 6,00)

AB=CD=(-3,6)

|AB |=|CD |=V9 + 36 =
= /45 = 3+/5

(1,00; 1,00)
1

(6,00; 0,00)

Ejercicio 2. Dados los puntos A(3,-1), B(4,6) y C(0,0) hallar el punto D para que los
vectores AB y CD sean equipolentes.

D(x,y), AB=(4—3,6+1) = (1,7) CD = (x—0,y —0). Como son equipolentes se
cumple AB=CD > x=1, y=7-> D(1,7)
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2. Operaciones con vectores

2.1. Suma y resta de vectores

La suma de dos vectores U=(x1,y1) y ¥=(X2,y2) €s otro vector libre que se denota como
U + U =(x1+x2,y11y2). Graficamente el vector suma es que se obtiene de la siguiente
forma:

— Se situan los dos vectores con mismo origen
— A partir de los dos vectores se genera un paralelogramo
— El vector suma u + v es la diagonal del paralelogramo

A

1

u+v/ u

-y
L

Propiedades:

— Conmutativa: U+v=v+u
— Asociativa: (U+v) + W=u+(¥ + w)
La diferencia de dos vectores U=(x1,y1) y U=(X2,y2) es otro vector libre que se denota

como U — ¥ =(x1-X2,y1-y2). Graficamente el vector diferencia es que se obtiene de la
siguiente forma:

— Se situan los dos vectores con mismo origen
— El vector diferencia il — ¥ es el vector que une el extremo de ¥ con el de U

A

==

3
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2.2. Producto de un nimero real por un vector.
El producto de un vector libre 2=(x,y) por un nimero real A es otro vector libre A-u =
(Ax, Ay) tal que se cumple:

— Misma direccion
— El modulo: [A-u|=|Al- ||
— El sentido es tal que si A>0 mismo sentido y si A<0 sentido contrario

Ejemplo grifico:

Ejemplo analitico: 1= (3,4), 2-u=(68) 2 modulo | U |=V9+16=5,
26~V36 + 64 =25 =10

Ejercicio 3.

S ey

a) Representar los vectores i = AB y v = BC siendo A(1,3), B(4,5)y C(6,-2). Halla
sus coordenadas

b) Representar U+v y obtén las coordenadas

¢) Representar 31, -2, 0V y hallar sus coordenadas

d) Representa y halla las coordenadas de 3u-4v

a) AB = (3,2),BC = (2,-7)

b) u+v=(5,-5)

¢) 3% =(9,6),—2u = (—6,—4), 0% = (0,0)
d) 3%-49=(9,6)-(8,-28)=(1,34)
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2.3. Punto medio de dos puntos
En este apartado seremos capaces de calcular el punto medio un segmento a partir de la
suma de vectores.

Consideramos el segmento con extremos A(X,,ya) Y B(Xp,¥b) Y vamos a determinar el
punto medio M(Xy,,ym). Observa la figura:

O0B=0A4 + AM + MB = OA + 2 - AM > AB=2-AM
Expresando los vectores en coordenadas:

Xp = X5 + Z(Xm - Xa)

Xb~ Xa,Yb~ Ya)= 2 (Xm-Xa,Ya-Ym 9{
(X X Yo = 2 ComXaYor¥m) 2 Q) =y 42y — v)

De donde despejando obtenemos las coordenadas de M:

=Xa+xb y =Ya+Yb

Xm 2 m 2

Ejercicio 4: Hallar el punto medio del segmento de vértices A(1,3), B(2,-1). Dividir el
segmento anterior en tres partes

1+2 3-1

a) M(T, T)% M(15,1)

b) Llamemos M;(x,y) y My(x’,y’) a los puntos que dividen el segmento AB en tres
partes, se cumple:
. . 1=3x-3-5x=-
AB=3 - AM; = (1,-4)=3(x-1,y-3) > °

—4=3y—9—>y=§

— 4 5 sz_l_)xzé
2-AM\=AM,> 2¢ - 1,2 = 3)=(x-1,y-3) > 3, °
3 3 __:y_3_>y:§

3
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3. Producto escalar de dos vectores

El producto escalar de dos vectores libres U =(uy,uy ) y ¥=(vy,Vy) es un niimero cumple:

u-v=ul-|v|- cos(ﬁ’/,\ﬁ) Siendo %, ¥ el angulo que forman los dos vectords.

Se puede calcular de forma analitica de la siguiente forma:

— -
U * U=Uy VxTUyVy

Si dos vectores son perpendiculares se cumple que cos(l_i, 13) =0 y por tanto su
- > - -
producto escalar es nulo: ulv —» u-v=0

Las dos definiciones del producto escalar nos permiten calcular el &ngulo que forma los
dos vectores, simplemente despejando cos(z_i, 17) de las dos ecuaciones:

Up " Uy T Uy "V Uy " U t Uy, -1y

[d] - |9 Vi +uy? v, 2 + 1,2

COS(l—Z\ 13) =

Ejercicio 5: calcular el producto escalar de i = (—2,5) y ¥ = (1,3) asi como el angulo
que forman los dos vectores.

U - U=uyVxtuyvy=-2-1+5-3=13
i = V2T = V3
5] = V7T 3 = V10

Uy VxtUyVy 13 13 9_T-\_) 13 o
— = = u, v=arcos(—=)=40,23
|79 V29V10 /290 ’ (\/290) >

cos(l_f,\ 17) =

Ejercicio 6: Calcular el valor de a para que el vector 1i=(a,1) forme un angulo de 30°
con el vector v=(2,3):

uU-v=2a+3
|_)u|=\/a2 +1
[v|=v22 +3% =413

— 2a+3 V3
os(@7) = Ty T G0 =7

4a+6=v3v13Va2 + 1
(4a+6)*=3-13(a’+1)

24 1343
tPorr |t
16a>+36-+48a=39a7+39 > 23a>-48a+3=0> a= 02028 _ 23 23
46 24 133
23 23
Comprobando s6lo valida la primera solucion = a=ﬁ +%

23 23
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4. Combinacion lineal de vectores

Un vector W es combinacion lineal de dos vectores Ul y ¥ si existen dos niimeros reales
que llamaremos A y W tal que W=A- U+u-v

Ejemplo:

(3,-2)=3+(1,0)-2-(0,1)
(7,2)=2-(2,1)+3-(1,0)

Ejercicio 7: Calcular A y
a) (6,1)=A(2,1)+ p(1,-2)
b) (1,-6)= A-(1,0)+ (1,-3)
c) (3,-2)= M1,1)+u(2,2)

6=21+

2) HL S a=13/5, u=4/5
l=4-2u
=4+

b) Al =1, u=2
-6=-3u
3=A+2u )

c) Incompatible.
—-2=A+2u

Si los dos vectores no son proporcionales todo vector se puede poner como
combinacion lineal de éstos (linealmente independientes).

Si son proporcionales esto no ocurre, ver ejemplo c¢). Se llaman linealmente

dependientes

Ejercicio 8: rellenar los cuadrados con niimeros:

D E q I
C F G ’ K

¥ N M L
B A

1) AF= 0B+ CO 1) GO'= NO'+ HO'

2) CF= DO+ BO 2)10'= Tj+ JO'

3) BE= CO+ 0D 3)Nj= JO'+ GO’

4) DE= OB+ FE 4)0'L= 0'M+ LM

5) BE= OB+ CO
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Solucion

1) AF=-1-0B+0-CO
2) CF=2-D0+2-BO
3) BE=2:C0+2:0D
4) DE=-1-0B-1'FE
5) BE=-2-0B+0-CO

5. Distancia entre dos puntos

1) G0'=0.5-NO'+0.5-HO'
2) 10=1-Tj+1-]0'

3) Nj=-2-J0'+0-GO’

4) 0'L=1-0'M-1-LM

La distancia de dos puntos A y B, d(A,B), coincide con el modulo del vector E, ya que
recordemos que el modulo media el tamafio del vector, es decir la distancia entre el

origen A y el extremo B del vector:

d(A,B)=| AB|=\/(xp — x)* + IV — ¥a)?

Ejercicio 9: Sea el tridngulo de vértices A(0,0), B(3,0), C(2,-2). 1) Determinar si el
triangulo es isosceles, equilatero o escaleno. 2) calcular los angulos y ver si es

acutangulo, rectangulo o obtusangulo

Viendo la distancia entre los vértices
obtendremos el tamafio de los lados, y asi
podremos discernir si es equilatero, isosceles o
escaleno.

1) c=d(AB)=[ABI=(3,0)|=3

b=d(A,C)=| AC|7|(2,-2)|=V2% + 22 = V8
a=d(B,C)= | BC|=|(-1,-2)=V12 + 22 =5
Los tres lados son distintos, luego es escaleno.

2) Veamos los angulos:

cos(B) =————== :$+é=63,4°

CB-CA 2 2 2

J10

1
,ﬂ.{D,DD{i 0,00}

5(3.00; 0.00]

£(2.00; -2,01)

— A =45°
2

—C=71,6°

)= —— 2 _ = = =
os(C) |CBI|CA| 548 40 2410 10

Acutangulo
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6. Ecuacion de la recta

Una recta en el plano, que llamaremos r, esta caracterizada por un punto P.(x¢,y) por
donde pasa la recta y un vector director v,=(vx,Vy) que nos marca la direccion de la
recta. Veamoslo graficamente:

/

Fr

También queda definida con dos puntos, P; y P;’, ya que estos dos puntos definen el

e ———

vector director de la recta v, = B.P',..

Ejercicio 10: Representar la recta que cumple: pasa por P(1,-2) y v,=(3,1)
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6.1. Vectorial y paramétrica

Todo punto P(x,y) de la recta tiene mismas coordenadas que el vector OP = (x,y). El

vector OP se puede expresar como suma del vector 0P, , con P, punto de la recta, y de
un nimero de veces el vector director 7,. Veamos un ejemplo:

De esta forma todo punto P(x,y) de la recta se podra expresar como

OP = OP+t7,. Con t un niimero real.

Expresandolo en coordenadas tenemos la ecuacion vectorial de la recta:

r: (X,¥)=(xo,yo)+(t-vy, tvy) Ecuacion vectorial

La ecuacion en paramétricas se obtiene separando las dos coordenadas:

xX=Xx,+tv,
r:
Y=y, +tv,

Ecuacion en paramétricas

Ejemplo: expresar la recta que pasa por los puntos A(1,2) y B(3,5) en forma vectorial y
paramétrica. Obtener dos puntos mas de la recta:

1) Tomemos uno de los puntos como punto de la recta, por ejemplo A: P(1,2)
2) El vector director es el vector que forman los puntos A y B> v, =ﬁ=(2,3)

Vectorial 9 r(X,y):(1,2)+t(2,3) -(3,00; 5,007
. x=1+2¢
Paramétricas r:
y=2+3¢
Puntos de la recta dando valores a t: 11,00; 2,00}
q

e t=0-2> (x,y)=(1,2) quees A

e t=1 2> (xy)=(3,5) queesB !

e t=0.5 2> (x,y)=(2,3.5)

b t=-1 9(X’y):(_la_l)
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Ejercicio 11: calcular la ecuacion vectorial y paramétrica de una recta que pasa por los
puntos A(0,1) y B(1,-1). Obtener dos puntos mas de la recta:

Tomemos uno de los puntos como punto de la recta, por ejemplo A: P,(0,1)

El vector director es el vector que forman los puntos A y B> v, ZEZ(I,-Z)
Vectorial = r:(x,y)=(0,1)+t(1,-2)
x=0+1¢

Paramétricas=> r:
y=1=-21¢

Puntos de la recta dando valores a t:

t=0 2 (x,y)=(0,1) que es A 1
t=1 2 (x,y)=(1,-1) que es B (0,00; 1,00
t=0.5 2 (x,y)=(0.5,0) 1

t=-1 2(x,y)=(-1,3)

i1.00; -1,00)

6.2. Ecuaciones de la recta continua y general

Ecuacion continua:

En las dos ecuaciones paramétricas de r lo que vamos a hacer es eliminar la t del
sistema y relacionar “y” con “x” como si fuera una funcion.

Despejando t de la ecuacion en paramétricas tenemos:

o X=X
xvx :>x_x0=y_y0
t=—y0 v, v,
14

La ecuacion de la recta r que pasa por el punto P(xo,yo) y con vector director
U, =(Vx,Vy), siempre que v,#0 y vy#0 viene dada por la expresion:

X=X, =.V_.Vo

\4 \4

X i1]

Ecuacion continua de la recta

I

Nota:
Si v,=0 entonces es una recta paralela al eje OY =2 r: x=xy

Si vy,=0 entones es una recta paralela al eje OX = r: y=yo
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Ejemplos:

1) larecta que pasa por P.(3,-2) y v,=(1,-2) tiene la ecuacion continua:

1 -2

Para hallar otros puntos de la recta hacemos la tabla de valores

x |y

! 30| 2

1 o | 4
| |

2) Larecta que pasa por Pi(3,-2) y 7,=(0,2) tiene la ecuacion continua:

r: x=3

A X y
v{(0.2)
_ 3 2
3 1
P(3.-2) 3 0

Ecuacion general: consiste en multiplicar en cruz en la ecuacion continua, y ordenar
todos los términos en el mismo lado de la igualdad, obteniendo la siguiente expresion:

Vy(X-X0)=Vx(y-yo) > operando:

Ax+By+C=0 Ecuacion general

Nota: como veremos en el apartado 6.5 el vector 7 = (4, B) es normal a la recta.
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Ejemplo I: 1arecta que pasa por P,(3,-2) y 7,=(1,-2) tiene la ecuacion continua:
x=3_y+2
1 -2

r: 2x+y-4=0

r: 2> -2x+6=y+2

6.3. Ecuacion punto pendiente y explicita de la recta

Ecuacion punto pendiente: se llama asi porque se obtiene facilmente a partir de
conocer un punto de la recta P(x¢.yo) y la pendiente m.

V. -_—

: y _ Y1i~Yo . . ..

La pendiente m=— = =——— y nos indica el crecimiento o decrecimiento de la recta:
v

x X1—Xo

m>(0 crece
m<0 decrece
m=0 no crece ni decrece (paralela al eje OX)

v
mZFy = 00 crece infinito (paralela eje OY)

Se puede obtener la ecuacion a partir de la continua:

X=X,

= g ; Yo 2 (Y'yO): Vy/Vx(X-Xo)Z

v, )

(y-yo)=m-(x-xo) Ecuacion punto pendiente

Si en vez de conocer U, conocemos dos puntos Pi(x1,y1) y Po(Xo,y0) la pendiente sera
(recordemos que v, = P, P, ):

Vy V1Yo

m-—=-—

\4 Xy — X

X

Ecuacion explicita de la recta: se obtiene despejando la y de la ecuacion general, de la
ecuacion punto pendiente o de la continua:

y=m-x+n Ecuacion explicita

El valor de n se llama ordenada en el origen pues el valor de y cuando x=0. Asi la recta
r pasard por el punto (0,n).
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Ejercicio 12: calcular la ecuaciéon de la recta en forma punto pendiente, explicita,
general, vectorial y paramétrica sabiendo que pasa por el punto Pi(1,3) y Py(0,-2).

Calculemos el vector director: v, = P; Py=(-1,-5)

e Ecuacion punto pendiente: r: (y+2)=5:(x-0)
e Ecuacion explicita: r: y=5x-2
e Ecuacion general r:y-5x+2=0

e Ecuacion vectorial r:(x,y)=(0,-2)+t(-1,-5)
x=0-¢

¢ Ecuacion paramétrica r:
y=-2-5¢

6.4 Rectas paralelas y perpendiculares

Paralelas: dos rectas paralelas seran las que tengan los vectores directores
proporcionales, de tal forma que estos tengan misma direccién. Veamos como por tanto
tienen misma pendiente:

r > 17_1) = (V1 vly)

n >V, = (UZx' UZy) =k- (le: vly) = (k- iy, k - V1)

sz _ k-vly _ Uly

my, =

= = m1
VU2x k-vix Vix

Perpendiculares: dos rectas son perpendiculares si sus vectores directores son
perpendiculares, y por tanto su producto escalar es cero. Una forma de conseguir un

vector perpendicular a uno dado, v; = (le, vly), es cambiar las coordenadas x pory, y
. — , N

un signo de una de las dos coordenadas=> v, = (vyy, —V1x). Vedmoslo y relacionemos

sus pendientes:

—_— — _— —
U1V = (le' U1y) . (V1y: —U1x) = Vix " V1iy=Vix " V1y = 0> vlv,
1-72y Vix 1
m, =——=——= — —,
2 V2x U1y mq

Ejemplo ngﬂ es perpendicular a y=— ZX-3.

Conclusion:
r|r ‘2> m=m’

rlr’ 2 >m=-1/m’
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Ejercicio 14: dada la recta r: 2y=-3x+4, calcular:
a) La recta paralela a esta que pasa por P(1,-2) en general y continua

b) La recta perpendicular que pasa por P(0,1) en continua

a) Primero calculemos la pendiente de r despejando y = y=— §x+2, mz—g

s 3 3 1
royt2=—=x-1)2ry=—=-x—-.
2 2 2
Para pasarla a continua calculemos un vector director, dos métodos

i) Calculamos otro punto Py(5, -8) DT, =PP,=(4,-6)
ii) A partir de la pendiente mz—g 2> v,=(2,-3)

,, x—=1 _y+2
2 -3
b) m’=-1/m=2/3 2 r: y-1=2/3(x-0) =>1’: y=2/3x+1
r: x_r-l
3 2

6.5. Vector normal a la recta

Llamamos vector normal a la recta, a todo vector que sea perpendicular a la recta, y por
tanto perpendicular al vector director de la misma v, = (v, v,). Recordemos que dos
vectores son perpendiculares si su producto escalar es cero, luego una forma sencilla de
calcular un vector normal es cambiar las coordenadas de orden y a una de ellas
cambiarla de signo: 1 = (—vy, v).

Comprobémoslo: B - 1 = (v, - v, + 1, - 1) = 0

Por otro lado cuando calculabamos la ecuacion general de la recta r, los valores de A y
B de la ecuacion (r:Ax+By+C=0) eran A=v, y B=-v, por tanto un vector normal de la
recta es 1 = (4, B) con A y B coeficientes de x € y en la ecuacion general de la recta.

Ejemplo: un vector normal a la recta r: 3x-y+4=0 es 1 = (3, —1)

Ejercicio 14: calcular la recta que tiene como vector normal 71=(5,3) y pasa por P(2,-4).
Varias formas:
1) A partir de la ecuacion general > A=5, B=3, r: 5x+3y+C=0. Como Per cumple
5-2+3-(-4)+C=0 - C=2. Por tanto la ecuacion de la recta es r: 5x+3y+2=0
2) A partir de la ecuacion punto pendiente mpe,=3/5 = m=-5/3. r: y+4=-5/3(x-2)
3) Ecuaciéon vectorial o continua ¥, = (=3,5) 2 ri(x,y)=(2,-4)+t(-3,5) 0

x=2 y+4
-3 5
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7. Posicion relativas de dos rectas

En este apartado veremos las posiciones relativas entre dos rectas, que pueden ser:

e Secantes: se cortan en un punto

e Paralelas: si no tienen ninglin punto en comuin (misma pendiente, o vector
director)

¢ Coincidente: son la misma recta (dos puntos en comun).

La posicion relativa la hemos estudiado indirectamente cuando veiamos las soluciones
de un sistema, ya que:

e si dos rectas son paralelas no se cortan y no tienen solucion. Sistema
incompatible

® i son secantes se cortan en un punto y por tanto una solucion. Sistema
compatible determinado

® si son coincidentes son la misma recta e infinitas soluciones. Sistema
compatible indeterminado.

Si expresamos las dos rectas en forma general, tenemos
r:Ax+By+C=0
r'"A'x+B'y+C'=0

.4 B .. . .
a) Secantes si 7 * . (distinta pendiente)

b) Paralelas si % = % * % (misma pendiente, pero no mismos puntos)

1

c) Coincidentes si 2 =—= al (misma pendiente y punto en comun)

1

8. Angulo entre dos rectas

En este apartado vamos a ver la forma de obtener el angulo que forman dos rectas entre
si. De los dos angulos que forman tomaremos el menor de ellos. En el caso de que sean
paralelas o coincidentes el angulo sera de 0°.

Es facil calcular el angulo entre dos rectas si nos damos cuenta que es el mismo que
forman sus dos vectores directores. Calculamos asi el dngulo de las rectas a partir del
angulo que forman sus vectores directores.

Sean asi dos rectas r y 1’ con vectores directores v, y 1,,, el angulo que forman es la
siguiente:

—_— —

V.V,
Z(r, )= £, v, )=arccos ——-"—
| Vr |.| Vr' |
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Ejercicio 15: calcular el angulo que forman estas dos rectas:
r:2x=3y+1=0
r'=5x+2y+2=0

Primero calculemos sus vectores directores, haremos cada uno de ellos por métodos
diferentes.

v, = calculamos dos puntos P;(0,1/3), P»(-1/2,0) v, = P,P, =(-1/2,-1/3).
Podemos usar uno proporcional mas sencillo 2 v,=-6+(-1/2,-1/3)=(3,2)

v,, = calculamos la pendiente de r despejando la y=> y=5/2x-1 , luego m=5/2 y
entonces v, =(2,5). Otra opcidn es a partir de 1 = (—5,2) - v,,=(2,5)

—_—

. V.V, (3,2)(2,5) 16
L(r, )= ZL(v,, v, )=arcco§ ——— :arcco{— =arcco =34.5°
v v, v, | V13429 377

9. Distancia entre puntos y rectas

En este apartado queremos calcular la distancia entre una recta (con vector director
Uy = (vy, 1) y punto de la recta P(x,,yp) ) y un punto arbitrario Q(xq,yq).

Graficamente la forma de realizarlo se realiza de la siguiente forma:

1. Recta perpendicular, s, a la recta r (U5 = (—v,, 1) por el punto Q:

$:(X,¥)= (XgYg)Ht(-Vy,Vx)
2. Calcular el punto de interseccion de r y s, que llamaremos R.
3. Ladistancia entre r y Q es la distancia entre R y Q.

Analiticamente podemos hacerlo también asi (R serd la solucion al sistema formado por
las ecuaciones de r y s), aunque veremos una féormula que nos simplifica el calculo:

Sea la recta r con ecuacion general r:Ax+By+C=0 (con lo que el vector normal ar es
1 = (4,B)) y el punto Q con coordenadas Q(Qx,Qy):

‘ﬁ@‘ B ‘A~xq +By, +C‘

i NA? + B?

d(r,0) =
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Demostracion: Dibujemos la recta r, con sus parametros, y el punto Q:

Los angulos RQP y el formado por el
vector normal, 7, y el segmento PQ
son iguales al estar formado por lados
perpendiculares. Le denotaremos como
angulo a.

d(0,r)=d(0,R) =|OR

(1) cos(x) = ‘ ‘@é‘ = ‘FQ‘-cos(a’)

P
(2) @ﬁ =PO fil-cos(a) — cos(a) = i n
POl
valor abs (d>0)
—
PQn _ POn B ‘(xq -X,,Y, —y,,)~(A,B)‘ _

d(Q.R) =|OR

My (2)

Q — =
‘|PQ||n| 7] Jar+ B

_ ‘A-xq +Bx, —(4x, +B-xp)‘ ‘A-xq +Bx, —(—C)‘ _ ‘A-xq +Bx, +C‘

V A2 ‘|‘B2 elpuntchum;’ Ax+By+C=0 —\/AZ +B2 1IA2 _|_B2

Ejercicio 16. Calcular la distancia entre el punto P(1,-3) y la recta r: Sx+2y-9=0.

\nPQ\ \Ax +B-y, +C\ |51+2( 3)-9 10 _10J29

d
0= 7| NA® + B’ Jst 22 W29 29

Ejercicio 17.Sean las rectas r: 5x+2y-9=0, s: -10x-4y-4=0, t: 15x+6y-27=0 y u:x+y=0
Calcular la distancia entre:

arys

b)ryt

coryu
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Solucién: Antes de calcular las distancias tenemos que ver las posiciones relativas entre
las dos rectas:

a) Tys—> -10 = _74 * _—3 (S. I. Paralelas). Para calcular la distancia vemos la
distancia de un punto arbitrario de s a la rectar.
s: -10x-4y-4=0 - Si x=0, y=-1. Q(0,-1)

|5:0+2(-1)-9] _ 11 _ 11-/29

d(r,8)=dQ1 )~z V2o 29

b) ryt> 1?5 = 6 = _—%97 (S.C.I. coincidente). Como son la misma recta su

distancia es cero—> d(r,t)=0
c) ryu—> 1 * 1 (S.C.D. se cortan). Como se cortan la distancia entre ellas es cero

d(r,u)=0

10. Bisectrices de dos rectas. Incentro de un triangulo

Antes de calcular las bisectrices veamos una definicion:

Definicién: Vector unitario a otro dado ¥ es un vector con misma direccion, sentido
pero modulo unidad. Para obtenerlo bastara con dividir ¥ por su médulo.

Ejemplo: v = (2,—3) calcular su vector unitario

u, = I;_I = (2'\/;_33) = (2\1/;_3, - 3\1/;_3). Comprobemos que el modulo es 1.

—
luy| =

10.1. Bisectriz

Definicion: la bisectrices de dos rectas r; y r, son otras dos rectas tal que los angulos
que forman con r; y r; son la mitad que el angulo que forman r; y 1. Se cumple también
que la distancia de cualquier punto de las bisectrices a las dos rectas es la misma.
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M¢étodos para el calculo de bisectrices:

Método 1: Calculando en punto de corte de las dos rectas (punto de la bisectiz) y el
vector director de la misma.

¢ FEl punto: sera el de corte de las dos rectas r; y r; (resolver el sistema)

e Kl vector director, cada una de las dos bisectrices tendra un vector director
diferente y que obtenemos sumando o restando los vectores directores de r; y
I unitarios.

Método 2: a partir de la definicién de bisectriz de lugar geométrico de los puntos a
igual distancia de r; y 1. Si los puntos de la bisectriz son Q(x,y) buscamos aquellos que
cumple d(r;,Q)= d(r2,Q). Hay dos soluciones, que son las dos bisectices.

Ejemplo: calcular las bisectrices de las rectas r;: y=3x-2, r.y=-2x+3.
Método 1:
1) calculemos el punto de corte de las dos rectas, que obtenemos resolviendo el sistema
=3x-2
YEEETL S,
y==2x+3

2) vectores directores

—_ 1 3
m1=3 9 V1:(1,3) 9 Uyr = (\/ﬁ'\/ﬁ)

m=-2 > vo=(1,2) D; = (, 7)
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4 b,

I

Bisectriz b;: P(1,1)

|

Al e 00554076y -0,71=0
0.76  0.05

Bisectriz by:
P(1,1)

P gy = ) (L 2y (L 132\
b= = (5 m) — (5 78) = (B F it ) 013, 189)
b~ LYl Rax+0.13y-1.95=0

0.13 1.84

Método 2: 1y 3x-y-2=0, 1,.2x+y-3=0
Qx.y)

|Ax+Bx+C| [3x—y-2
d(Q,r)= =
NA* + B’ V10
4(Qur2) |A'x+B'x+C| |2x+y—3|
JI2)= =
’ NA® +B? J5
|3x—y—2| _ |2x+y—3|
J10 V5

d(Q,r)=d(Q,r2) 2

b1> V538x—y—2)=v10(2x + y—3) — by: -0,38x+5.4y+5,01=0
5> V503x -y —2) =—V10(2x + y — 3) — by:13,03x+0.93-y-13.95=0

Comprobacion que son iguales las bisectrices calculadas:

-038 54 -501 13.03 093 —13.95

b19 = = 2 = =
-0.05 0,76 -0.71 1.84 0.13 —-1.95
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Ejerciciol8: Calcular la bisectrices de las siguientes dos rectas: r;: y=-2x+1 y
r:3y+2x+1=0

Lo haremos
10.2. Incentro

Definicion: el incentro de un tridngulo es el lugar donde corta las 3 bisectrices internas
del mismo. Se cumple que es el centro de la circunferencia inscrita en el triangulo.

Pasos para calcular el incentro:

1. Calcular las bisectrices internas de dos vértices.
2. Calcular el punto de corte de estas dos bisectrices (resolver el sistema)

Ejemplo: Calcular el incentro y las rectas de la aristas del tridngulo cuyos vértices son
A(0,0), B(3,0), C(2,3). Calcula el radio de la circunferencia inscrita

7

Calculo de las rectas de las aristas

Recta que pasa por A(0,0) y B(3,0): m = ? =0-2>r1: y=0
3-0 3 3
Recta que pasa por A(0,0) y C(2,3): m= >0 = 5 21 y= 5 X
3-0
Recta que pasa por B(3,0) y C(2,3): m = 53 =-3 2 r3:y=-3(x-3)
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1. Calculemos la bisectriz de A y de B:
e La bisectriz de A, ba: dos vectores U; = AB = (3,0), U, = AC = (2,3) .

Calculemos los unitarios: U,; = % = (1,0), u,, = (2—133) = (0.55,0.83)

s
e El vector director de bax> v,4 = (1,0) + (0.55,0.83) = (1.55,0.83) >
0.83
rrin 0.54.

Luego ba sabemos m=0.54 y pasa por A(0,0) = ba: y=0.54x

La bisectriz de B, bg: dos vectores U; = BA = (—3,0), U, = BC = (—1,3). Calculemos
E0 = (-1,0). %7 = 522 = (-0.32,0.95)

los unitarios: u,; =

3 V10
El vector director de bg> v,z = (—1,0) + (—0.32,0.95) = (—1.32,0.95) >
0.95
m=—m =-0.72

Luego bg tiene m=-0,72 y pasa por B(3,0)=> bg : y=-0.72(x-3)
2. Incentro:
b,:y=0.54x

—50.54x=-0,72x+2,16 > x=1.71,y = 0.93
by:y=-0,72x+2]16

1(1.71, 0.93)

3. Calculo del radio de la circunferencia inscrita: se calcula viendo la distancia entre el
incentro y una de los lados (recta que contiene dicho lado)

Veamos la distancia con la recta r;: y=0 (que contiene a los vértices A y B) e
1(1.71,0.93)

d(r,, 1) 0.9 0.93
r,1)=—=—=0.93u
Ji

Ejercicio 19: Calcular el incentro y las rectas de la aristas del tridangulo cuyos vértices
son A(1,0), B(4,0), C(3,3).

Solucion 1(2.72, 0.92)
11.Mediatriz de un segmento. Circuncentro de un triangulo

11.1. Mediatriz de un segmento

Definicion: La mediatriz de un segmento AB es una recta que cumple:
e Eslaperpendicular a la recta AB que pasa por el punto medio
¢ El lugar geométrico de los puntos que equidistan de A y B.

Para calcular la mediatriz no tenemos mas que aplicar la definicion, asi tenemos dos
métodos.

Meétodol: A partir de la primera definicion

1) Calculamos el punto medio de AB, que llamaremos M
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2) Calculamos la pendiente de la recta que pasa por A B, y luego coma la recta
es perpendicular m’=-1/m

Ejemplo: calcular la mediatriz del segmento AB, con A(0,5) y B(3,-1)

A

2 2
2) AB =(3,-6) 2 m=-6/3=-2 > Luego la mediatriz tiene como pendiente m=1/2

1) El punto Medio MZ(HTO, _1+5j = (E,ZJ

Mediatriz: pasa por M[%ij m=1/2 2> r: y-2=1/2(x-3/2)> r: y=1/2x+5/4

Meétodo 2: a partir de la segunda definicion.

1) Calculamos la distancia de un punto arbitrario P(x,y) de la mediatriz al punto
Ay al punto B

2) Igualamos las distancias y obtendremos la recta

Ejemplo: calcular la mediatriz del segmento AB, con A(0,5) y B(3,-1)
D dPA)=(x=0) +(y-5)’
d(P,By=y/(x—3)> +(y +1)

2) d(P,A)=d(P,B) > (x-0)> +(y-5)° =(x=3)> +(y+1)* >
X2H(y-5)"=(x-3)+H(y+1)*D4y-2x-5=0 > 11 y=1/2x+5/4

Ejercicio 20: calcular la mediatriz de los puntos A(2,1) y B(-1-2)
Solucion:

r: 4x-3y+20=0
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11.2. Circuncentro

Definicion: el circuncentro de un tridngulo es el punto que se obtiene de la interseccion
de las 3 mediatrices. Se cumple que es el centro de la circunferencia que circunscribe el
triangulo, ya que el punto donde se cortan las mediatrices equidista de los tres vértices.

e
\_

Calculo del circuncentro, dos pasos:

1. Calcular las mediatrices de dos de los tres lados.
2. Calcular la interseccion de estas dos mediatrices.

Ejemplo: calcular las mediatrices del triangulo que forma la recta y=-x+3 con los
semiejes coordenados positivos. Calcular el circuncentro, el radio de la circunferencia y
el area del tridngulo

%
N/

)

Calculemos primero los puntos de corte de la recta con los ejes coordenados. Son
claramente A(0,3), ya que n=3 es la ordenada en el origen y B(3,0).

1) Mediatrices:
a. Dellado AC = M(0,1.5), y es una recta paralela al eje OX = y=1.5
b. Del lado CB = M(1.5,0), es una recta paralela al eje OY = x=1.5
c. Dellado AB> M(1.5,1.5), 4B = (3,—3)> m’=-1, luego m=1->
y-1.5=(x-1.5)2>y=x
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2) Circuncentro, so6lo necesitamos dos de las tres mediatrices:
x=15
— C(1.5,1.5)
y=1L5

3) Radio circunferencia circunscrita es d(c,A)=d(c,B)=d(c,C)=v1.5" +1.5* =2.12u

Ejercicio 21: Calcular el circuncentro del triangulo con vértices A(1,0), B(0,1), C(0,0)

Solucidn: C(l,l)
2°2

12. Medianas y alturas de un triangulo. Baricentro y ortocentro

12.1. Medianas y alturas

Definicion: La mediana de un tridngulo es cada una de las rectas que pasa por la mitad
de un lado del triangulo y por su vértice opuesto.

Metodologia para el célculo de la mediana de un triangulo:

1. Calculamos el punto medio del lado

2. Calculamos la recta que pasa por este punto medio y el vértice opuesto.
Ejemplo: dado el triangulo ABC con A(2,0), B(3,-1) y C(1,3), calcular la mediana del
vértice A.

1. Calculamos el punto medio del lado BC 2 M=(2,1)

2. La recta buscada pasa por el punto M(2,1) y A(2,0) > mZ%, no se

puede dividir por cero, luego es una recta paralela al eje OY = x=2.

Definicion: la altura de un triangulo es cada una de las rectas que pasa por el vértice
del triangulo y que es perpendicular al lado opuesto del vértice.

Metodologia para el célculo de la altura.

1. Calculamos la pendiente de la altura sabiendo que es perpendicular al lado
opuesto

2. Conocemos la pendiente y un punto de la recta (vértice), luego por la
ecuacion punto pendiente calculamos la recta pedida.

Ejemplo: dado el triangulo ABC con A(2,0), B(3,-1) y C(1,3), calcular la altura del

vértice A.
1. BC = (=2,4) » mpe = _iz = —2. Luego la pendiente de la altura de A es la
inversa con signo cambiado —» my, = 2

2
2. hay-0= (x —2)
12.2. Baricentro y ortocentro
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Definicion: el baricentro de un tridngulo es el punto donde se cortan las tres medianas.
Para calcularlo basta con calcular dos medianas y calcular el punto de corte entre
ambas.

Ejemplo: dado el triangulo ABC con A(2,0), B(3,-1) y C(1,3), calcular el baricentro.

La mediana del vértice A ya la habiamos calculado = x=2
N -5
La mediana vértice B 2 Mac=(3/2, 3/2). MB=(3/2, -5/2) m= ?/2 =

-3 . Luego la
A 3

mediana es (y+1)= —% (x-3)> 3y+5x-12=0

Luego el baricentro es x=2 -2 x=2, y=2/3
3y+5x-12=0

Definicion: el ortocentro de un tridngulo es el punto donde se cortan las tres alturas.
Para calcularlo basta con calcular dos alturas y ver el punto de corte entre ambas.

Ejemplo: dado el triangulo ABC con A(2,0), B(3,-1) y C(1,3), calcular el ortocentro.
La altura del vértice A ya calculada = ha: y-0=§ (x —2), 2 ha: y=0.5x-1

La altura del vértice B = A—C>=(-1,3) -> m’zil:—?a. Luego como la altura es

perpendicular a AC su pendiente es m=§

hg: m=§ y pasa por B(3,-1) = hg: (y+1)= % (x-3)> hg: 3y-x+6=0

3y—x+6=0
Luego el ortocentro es -2 y=-4, x=-6
y=0.5x-1

Ejercicios Finales
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Ejercicio 22. Hallar el vector b tal que ¢ = 3d — ég, siendo d=(-1,3) y ¢=(7,-2).

Podemos hacerlo a partir de un sistema igualando una a una cada coordenada, o de
-
forma mas sencilla despejando el vector b:

¢=3d- %13 >2p=33—28> b = 63 — 2¢=(-6,18)-(14,-4)=(-20,22)

N |-

Ejercicio 23. Dados los vectores d = (3,—2), b =(-1,2) y é=(0,-5) poner el vector ¢
como combinacién linear de los otros dos:

d=m-d+n-b>(0,-5=m(3,-2)rn(-1,2).
{ 0=3m—-n

—5="2m+2n

Resolviendo el sistema m=— % y n=— 1759(0,-5): — % (3,-2) — 14—5-(-1,2).

Ejercicio 24. Dada las rectas r y s de ecuaciones r:2x-y+2=0 y s:x+y-3=0, hallar la
ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de estas dos recta y por el
punto P(5,3)

Calculemos la interseccion:

{r:2x—y+2:0 1 8

S>x=1,y=> E,E
s:x+y-3=0 3073 Q(3 3)

Vector director ¥ = P—Q> = (% - 5,% - 3) = (—13—4, —%)9 m=1/14
, 1
r’: y—3=a(x-5)
Ejercicio 25. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(-3,8) y que determina

con el sentido positivo de los ejes coordenados un tridngulo cuya area es de 6 unidades
cuadradas.

De la recta buscada sabemos que pasa por el punto P, nos falta por saber su pendiente
m. Que determinaremos a partir de saber el area que forma con los ejes coordenados.

y-8=m(x+3)

Veamos los puntos de corte con los ejes en funcidon de m:
Eje OX (y=0) > x=——>—3

Eje OY (x=0)2> y=3m+8

=3 _3)3m+3)

Area=—" > =6 (—E —3)(3m +8) =12 >-24m-64-9m>-24m=12m
m
_16
-9m?-60m-64=0 m= Z . Veamos cual de las dos pendientes es la que hace que los
3

puntos de corte con los ejes sean positivas:
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a) mZ—? - x=-3/2<0, y=-8 >No valido
4 .
b) mZ—E —->x=3, y=4 Valido
4
Luego la recta buscada es r: y-8=— 3 (x+3)

Ejercicio 26. Calcular los parametros m y n para que las rectas r:2x+3y-2=0 y
s:x+my+n=0 sean

a) Paralelas
b) Perpendiculares

¢) Misma recta

L. 2 2 . 2
Pondremos la recta r en forma explicita r: y=3; 3% donde la pendiente es m=— 3Y la

. 2
ordenada del origen es n=;

;- n 1 . 1
Ponemos ahora la recta s en forma explicita s: y=— — — X, cuya pendiente es — —ysu

. n
ordenada en el origen es — -

. . 2 1 3 . .
a) Paralelas, mismas pendientes ;= > m=-. Se cumple también que tienen

n

distinta ordenada en el origen 2> — |
3 m 3/2

b) Perpendiculares, cuando son perpendiculares se cumple que las pendientes cumplen

m'=-1/m: 2=— —— > m=-2/3
3 -1/m

¢) Coincidentes cuando tienen misma pendiente y ordenada en el origen es decir segin

vimos en a) 2> m=§ yn=1.
Ejercicio 27. Dados los puntos A(3,-1), B(6,2) y C(2,6) hallar el angulo formado por las
semirrectas AB y AC:

Para ver el angulo de las dos rectas solo tenemos que ver el angulo que forman sus dos
vectores directores: AB =(3,3) AC =(-1,7)

. AB-AC —3421 18
Z(raB,sac)= L(AB, AC)=arccos| ——— | = arccos{—j = arccos(—} =
4 BH AC‘ J184/50 900

=53°7°48"’

Ejercicio 28. Calcular m para que las rectas r: y=-3x+1 s: mx+2y-3=0 sean rectas
perpendiculares:

Si son perpendiculares se cumple que pendientes inversas con distinto signo.
Calculemos las pendientes despejando y de ambas ecuaciones:

r: y=-3x+1 2>m=-3
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m 3 m
s:y=-;x + E -> 1’1’1,=-;

Luego —— = = m==

2 3 3
Ejercicio 29. Sea el triangulo de vértices A(1,1), B(4,6) y C(7,2). Las rectas paralelas
por cada vértice al lado opuesto determinan un tridngulo A’B’C’. Calcular las
coordenadas de estos vértices. Calcular que son semejantes calculado los angulos de
ambos triangulos.

Calculemos los lados que pasan por cada vértice sabiendo que son paralelas a los lados
opuestos del triangulo ABC:

Por el vértice A(1,1): BC = (3,—4) m = — > 11 y-1=— (x-1)
Por el vértice B(4,6): AC = (6,1); m=1/6 2> s: y-6=1/6(x-4)
Por el vértice C(7,2): AB = (3,5); ng 2>t y—2=§ (x—=17)

Los vértices son los puntos de corte de estas rectas:

1
—6=—(x—-4
y 6( )

5
—2="(x-7
y 3( )

A S x =10,y =7 4'(10,7)

B |y-l=-2G-n
53 > x=4,y=-3B'(4,-3)
y=2=3(x=7)

1
Ca y—6=g(x—4)
S x=-2,y=5C"(-2,5)

y-1==3G=1)
Ejercicio 30. La recta que pasa por M(2,3) y es paralela a la recta r: y=3x+1 determina
con los ejes coordenados un tridngulo. Halla su 4rea

Calculemos la recta sabiendo que pasa por M(2,3) y su pendiente es la misma que de r
(ya que son paralelas)> m=3-> s:y-3=3(x-2).

Puntos de corte con los ejes:

Péagina 32 de 33 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 7.Geometria analitica 2-D

Eje OX(y=0): -3=3(x-2), x=1
Eje OY(x=0): y-3=3(0-2), y=-3

-3

Area= =1,5u"

Ejercicio 31. Comprueba si los siguientes puntos A(-1,3), B(-5/2,1/2), C(-4,-2) estan
alineados.

Para ver si estan alineados calculamos la recta que pasa por dos de los tres puntos y
comprobamos que el tercero pertenezca a la recta, es decir que cumpla la ecuacion de la
recta.

-2-3 5 5
1) Calculamos la recta que pasa por Ay C> sz = 3 2 y-3=§ (x+1)

-4+
2) Comprobamos si Ber, es decir si cumple la ecuacion de r sustituyendo x=-5/2 y=1/2:
1 5

—=3= 2(—2 +)>-== 53 Se cumple la igualdad luego estan alineados
2 372 2 32

Ejercicio 32. Calcular el valor de m para que los puntos R(5,-2), S(-1,1) y T(2,m) estén
alineados.

Calculemos la recta que pasapor Ry S > m=

42 _ 1 y=—L(x+1). Siestan
“1-5 2 2

alineados entonces Ter, es decir sustituyendo x=2, y=m en la ecuacion calculamos m

> m-1=—l(2+1) > rn=—l
2 2
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Tema 8. Conicas

1. Conceptos previos. Traslacion graficas en los ejes de coordenadas

En este apartado veremos una proposicion, que nos permite obtener la ecuacion de una
funcion o de una figura cuando desplazamos sus graficas en los ejes coordenados.

Desplazamiento grdfica en el eje OX: Si desplazamos una grafica xy en el eje OX
entonces la ecuacion de nuestra nueva grafica se obtiene sustituyendo x de la ecuacioén
original por (Xx-Xo).

Desplazamiento grdfica en el eje OY: Si desplazamos una grafica yy en el eje OY
entonces la ecuacion de nuestra nueva grafica se obtiene sustituyendo y de la ecuacion

original por (y-yo)

Ejemplos:

1) Si la ecuacién de la circunferencia en el origen es x’+y’=r’, con r el radio de la
misma, encontrar la ecuacion de la circunferencia con centro en O(1,-3) y de radio 4.

Hemos desplazado la circunferencia x*+y*=16 en los ejes, tal que xo=1, e y¢=-3. De esta
forma la ecuacidn de la circunferencia sera:

c: (x-1)*+Hy+3)*=16 > x*+y*-2x+6y-6=0

2) Sea la grafica y=f(x)=x2, la de una pardbola con vértice en el origen. Calcular la
ecuacion de la parabola con vértice en V(-2,1)

Hemos desplazado la parabola xy=-2, e yp=1. Luego la nueva parabola sera:

y-1=(x+2)* 2> y=x*+4x+5
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2. La circunferencia

2.1. Definicion y ecuacion de la circunferencia

Definicion: la circunferencia es el lugar geométrico de los puntos que distan la misma
distancia de otro punto denominado centro de la circunferencia. La distancia de la que
distan al centro se llama radio de la circunferencia, r.

Ecuacion circunferencia con centro en el origen O(0,0) y radio r: a partir de la
definicion la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen es el conjunto de
puntos que dista r unidades de O. Es decir, si llamamos P(x,y) a los puntos que forman
la circunferencia, estos han de cumplir:

d(c,0)=r > |PO|=r > J(x —0)2+ (y —0)2 = r > elevando al cuadrado obtenemos
la relacion entre x e y de los puntos de la circunferencia:

c: xX>Hy’=r’

Ecuacion circunferencia con centro en el O(xy,yg) y radio r:A partir de las proposicion
vistas en el apartado anterior, la ecuacion con centro en O(Xo,yo) y radio r es:

C: (x-x0)2+(y-y0)2=r2

Date cuenta que esta es la ecuacion de todo punto P(X,y) cuya distancia a O(xo,yo) €s
igual ar.
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Ejemplo: encontrar la ecuacion de la circunferencia con centro en O(1,-3) y de radio 4.
Dibujar la circunferencia y encontrar 6 puntos de la misma.

c: (x-1)*+Hy+3)*=16 > x*+y*-2x+6y-6=0

Los puntos A,B,C,D situados en los “extremos de la circunferencia” se calculan de
forma sencilla sin mas que sumar o restar el radio a la coordenada x o a la y del centro:

A(1+4,-3) D A(5,-3)
B(1-4,-3) > B(-3,-3)
C(1,-3+4) > C(1,1)
D(1,-3-4)>D(1,-7)

Para calcular cualquier otro punto de la circunferencia, basta con dar un valoralax o a
la y (valores comprendidos entre los maximos y minimos de x e y respectivamente) y
despejar la otra coordenada.

Calculemos P y Q con y=-6:
y=-6 > (x-1)+9=16 > (x-1)’=7

Lo x=1i\/7
1 P(1++/7 ,-6), Q(1-+/7 ,-6)

Ecuacion general de la circunferencia: esta se obtiene desarrollando los cuadrados de
la ecuacion vista antes. Haciendo esto la ecuacion viene dada por la siguiente expresion:

¢: X+y*+Ax+By+C=0

Identifiquemos los valores de esta ecuacidon con el centro O(xg,yo) y el radio de la
circunferencia:

c: X7 -(2X0) XY -(2y0) y+H(Xo +yo -1°)=0
A:-2Xo 9 XOZ-A/Z
B=-2y0 > Y()=-B/2

C=xo +yo t* Dr=y/(x2 +y2 — C)

., . . .o . 2
Nota: luego la ecuacion de la circunferencia se distingue porque los coeficientes de x” e
y* son los mismos y con mismo signo (sino son 1 dividimos la ecuacién por ese valor
para que asi sean 1). También se tiene que cumplir que (x3 +y5 —C) >0
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Ejemplo: dibujar la circunferencia con la ecuacién -2x>-2y*-8x-12y+6=0

. 2 ) . . T .,
Los coeficientes de x” e y” son los mismo pero no son 1, sino -2. Dividimos la ecuacion
por -2 y tenemos:

c: x2+y2+4x+6y-3=0

X0=-(4/2)=-2; yo=-6/2=-3; 1=1/(=2)? + (=3)> +3 =/16 = 4

Ejercicio 1: dibujar las siguientes circunferencias y obtener 6 puntos de las mismas.
a) X"y -4x+2y+4=0

b) 2x*+2y*+ 4x-12y+12=0

¢) x>y +2x-6y+14=0

Solucion

8) (x-2)H(y+1)*=1

b) (x+1)’+H(y-3)"=4

¢) No es una circunferencia, ( x2 + y3 — C) < 0. Ecuacion imposible: (x-1)*+(y+3)*=-4
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Ejercicio 2: calcular la ecuacion de la circunferencia concéntrica a c: x*+y*+6x-4y-3=0
que pase por el punto P(3,-6).

Si es concéntrica es que tiene mismo centro: xg=-6/2=-3, y;=4/2=2.

Para calcular el radio vemos la distancia del centro O(-3,2) al punto P(3,-6):
r=d(O,P)={/(3 +3)2 + (-6 — 2)2 = 10

c: (x+3)H(y-2)*=100 >c: x*+y*+6x-4y-87=0

Ejercicio 3: calcular la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(-1,3),
B(4’8)’ C(7’_1)

Dos métodos:
1) Calculando el circuncentro del triangulo ABC. Hecho en el tema anterior

2) A partir de obtener A,B,C de la ecuacion de la circunferencia: x*+y*+Ax+By+C=0, le
obligamos a pasar por los tres puntos y obtendremos un sistema con 3 ecuaciones y 3
incognitas:

A(-13) >1+9-A4+3B+C=0
B(4.8) >16+64+44+8B+C=0; > A=-8, B=—6, C=0
C(7,-1)—>49+1+74-B+C=0

c: X Hy*-8x-6y=0 > c:(x-4)’+H(y-3)’=5

2.2. Ecuacion de la rectas tangentes y normales a la circunferencia.

Definicion: la recta tangente a una circunferencia a un punto P(P,,Py) es toda recta que
solo toca a la circunferencia en este punto.

Proposicion: la recta tangente a la circunferencia es perpendicular la recta que une el
centro de la misma con dicho punto. Esta recta se llama recta normal.

Calculo de la recta normal: simplemente hay que calcular la recta que pasa por el punto
dado y por el centro de la circunferencia.
Calculo de la recta tangente: calculamos la pendiente a partir de la pendiente de la recta

normal. Conocida la pendiente y el punto de tangencia calculamos la recta.

Ejemplo: calcular la recta tangente y normal en el punto de la circunferencia con x=0 a
la circunferencia dada por la siguiente ecuacién c: x*+y*-2x+2y+1=0

Primero calculemos el centro y el radio:
x0=1; yo=-1; =1. O(1,-1).
Si x=0 > y*+2y+1=0 > y=-1. Luego el punto de tangencia es P(0,-1)

-1+1

Normal: m = T 0->r: y=-1

Tangente: m=cc = como pasa por P(0,-1) = x=0
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Ejercicio 4: Obtener la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen sabiendo
que una de sus rectas tangentes es 1: y=—x+\/§ .

Podemos calcular el punto de tangencia si calculamos la interseccion de r con la recta
normal. Sabemos de la recta normal que pasa por el centro O(0,0) y su pendiente es
m=1 (perpendicular a r). Luego es y=x.

1 1
La interseccion de ambas es P(—,—) .
272
El radio sera la distancia entre P y 0> r=d(P,0)=1 2c¢: x*+y’*=1
Ejercicio 5: calcular las rectas tangentes a la circunferencia con radio 3 y centrada en

0O(1,-3), sabiendo que la coordenada x de los puntos de tangencia es x=0.

Calculemos primero los puntos de tangencia, para ello necesitamos la ecuacion de la
circunferencia:

¢ (x-1)H(y+3)’=9. Si x=0 > y=-3£+/8 > P(0,-3++/8), P’(0,-3-/8)

Recta tangente en P(0,-3++/8 )
Calculemos la pendiente de la recta normal (que une P con el centro)>

e 3—(-3++/8) =—/8 > Luego como la tangente es perpendicular m=L

1-0 J8

r (3-8 >=i8 (x-0)

N

Recta tangente en P’(O,-3-\/§)_:

Calculemos la pendiente de la recta normal (que une P con el origen)>

m=— 3=(53- \/g) =8 > Luego como la tangente es perpendicular m=-L

1-0 J8

r (y 348 )=-i8 (x-0)

N

2.3 Posiciones relativas de dos circunferencias

La posicion relativa de dos circunferencias pueden ser las siguientes(D es la distancia
entre los dos centros).

O° |00 | O ©

Exteriores Tangentes exter Secantes Tangente int Interiores
D>(r +ry) D=r+1, |r1-1,|<D<r+T1, D=|r)-1,| D<[r;-15
Ninguna solucion Una solucion Dos soluciones Una solucion | Ninguna solucion

Péagina 7 de 33 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)




Tema 8. Conicas

Ejemplo: Calcular la posicion relativa entre las siguientes circunferencias:

1) ¢ (x-1)*+H(y+2)=4 cy: x*+(y-2)*=1
c1~2 04(1,-2), ;=2

¢2>0,(0,2), =1

D=d(0;, 02)=+1+16 =+/17

0,0, = (-14)

r1+r2=3<\/ﬁ - exterior

2) ci:(x-1)+y*=9, co:(x+2)*H(y-1)*=4
¢~ 04(1,0), r;=3

c220,(-2,1), =2

D=d(0}, 0))=+/9+1=+/10

0,0, = (-3,1)

r1+1=5;  |r-r=1

5>\/ﬁ >]1-> secantes

3) ci(x+H1 ) H(y-2)"=25; co: X7 H(y-1)’=4

c1201(-1,2), r1=5
c;20,(0,1), r,=2
D=d(0;, 00)=+1+1=+2
0,0, = (1,-1)

11+1=7; |11-12=3

3> JE - Interior

4) cp:(x-3)+y’=1, cpi(x-3)+H(y+3)*=4
¢1201(3,0), r=1
C2902(3,-3), 1‘2:2

D=d(01, 0,)=+/0+(=3)* =3

0,0, = (0,-3)
r;+1,=3=D - Tangente.

>
71
AN

3
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Ejercicio 6: calcular los puntos de interseccion de las siguientes circunferencias
c1:x2+y2:4, Co: (x+3)2+y2:4

C1901(0,0), 1‘1:2
02902(-3,0), 1‘2=2
D=d(0;, 0y)=+/3>+0> =3
0.0, = (—3,0) 1

ri+=4; |r-12=0

4>3>0-> se cortan

cl:x2+y2=4

¢ (x+3)*+y*=4

y=4-x> > (x+3)*+4-x"=4> x*+6x+9+4-x>-4=0 > 6x=-9 > x=-3/2

V7 V7 V7

y'=4-(9/4) > y'=7/4>y=+ 77 >P(-3/2, - ); P’(-3/2,-77 )

2.4. Potencia de una circunferencia. Eje y centro radical

Definicion: sea un punto P del plano y una circunferencia c. La potencia de este punto
respecto de la circunferencia se denota Pot.(P) es el producto escalar de los vectores PA,

y ﬁ, siendo A y B los puntos de corte de cualquier recta que pase por P y corte a la
circunferencia.

Pot(P)= PA-PB

Demostracion de la independencia de la potencia con la recta elegida:

Los angulos B,y B, son iguales, pues estan
inscritos y abarcan el mismo arco A;4,
Luego los triangulos PB;A, y PB,A; son
semejantes al tener dos angulos iguales
B;=B, y P es comin a ambos. Al ser
semejantes sus lados proporcionales:

PB,  PA

=2 5 PB,-P4, = PB,-PA,
PB, P4,

Calculo de la potencia: existe un método mas sencillo de calcular la potencia,
consistente en sustituir la x y la y del punto P(Py,Py) en la ecuacion de la circunferencia

Pot.(P)= (Px-X0)+(Py-yo)*-r’=A-P,+B-P,+C

Casos:
a) Pot,(P)>0 punto exterior a la circunferencia
b) Pot,(P)=0 punto de la circunferencia

¢) Pot,(P)<0 punto interior a la circunferencia

Péagina 9 de 33 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 8. Conicas

Ejercicio 7: sea la circunferencia c: x’+y’+2x-2y-2=0, calcular la potencia del punto
P(0,0) a partir de los dos métodos y comprobar que el resultado es el mismo. (Nota usa
la recta que pasa por P r: y=x). ;Cual es la posicion relativa de P respecto a c?

a) A partir de la definicion de potencia, calculemos los puntos de corte de r con la
circunferencia:

X'+ y?+2x-2y-2=0
y=x

— A(1,1), B(-1,-1)

PA=(1-0,1-0)=(1,1)
PB=(-1-0,-1-0)=(-1,-1)
Pot(P)= PA-PB=-2

A partir de sustituir en la ecuacion de la circunferencia:
Pot(P)=0*+0?+2:0-2-0-2=-2

b) Como Pot.(P)<0 el punto dentro de la circunferencia

Definicion: eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico de los puntos que
tienen igual potencia respecto de ambas circunferencias. Es una recta.

Calculo de la potencia de dos circunferencias ¢ y c’: simplemente aplicando la
definicidn, si los puntos del eje radical tienen de coordenadas r(x,y), entonces cumplen:

¢: Xy +Ax+By+C=0
¢’ Xy +A X +B y+C =0
r: Pote(X,y)=Pote(X,y)> x*+y*+Ax+By+C= x*+y*+A’x+B’y+C’>

eje radical r:(A-A’)x+(B-B’)y+(C-C*)=0

Nota: El eje radical es un recta perpendicular al segmento que une los centros de las dos
circunferencias. Si las circunferencias son concéntricas no tienen eje radical.
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Ejercicio 8: calcular el eje radical de las circunferencias con ecuaciones c:(x-1)*+y’=4
¢’:(x+2)*+(y-1)’=9. Calcular la mediatriz de sus centros y comprobar que es paralela al
eje radical

c: x2+y2-2x-3=0
¢’: Xy +4x-2y-4=0
Eje radical > x*+y*-2x-3= x*+y*+4x-2y-4 > 1: 6x-2y-1=0

01(1,0), 02(-2,1). Mediatriz M(-0.5, 0.5), 7= 0,0, = (-3,1) : -3x+y+C=0
-3-(-0.5)+0.5+C=0 > C=-2 m:-3x+y-2=0

Son paralelas con pendiente m=3

3. Elipse

3.1. Definicion y elementos

La elipse es la figura geométrica que se obtiene de interceptar un cono con un plano
cuyo angulo con eje es mayor que el que forma dicho eje con la generatriz

Definicion: la elipse es el lugar geométrico de los puntos P(x,y) que cumplen que la
suma de las distancias a dos puntos denominados focos de la elipse (F, F’) es constante.

d(P,F)+d(P,F’)=K=2-a, donde 2-a es la distancia del eje mayor, es decir d(A,A’)
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Elementos de la elipse:

ELIPSE

“ EJe menor:

5 Eje mayor d(AA)

Focos, los puntos F y F’.

Centro, es el punto O.

Vértices: A, A’, B, B’.

Eje mayor: es el segmento AA’, cuya distancia se llama 2a
Eje menor: es el segmento BB’, cuya distancia se llama 2b

Distancia focal, es la distancia entre los focos, es igual a 2¢

Teorema de Pitagoras de la elipse: los valores de a, b y c estan relacionados entre si
mediante la siguiente expresion:

a’=b*+c’

Demostracion: aplicamos la definicion de la elipse en cualquiera de los puntos B o B’:

d(F,B)+d(F’,B’)=2a - d(F,B)=a

Se forma un tridngulo rectdngulo donde los catetos valen b y ¢ y la hipotenusa a.
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Meétodo del jardinero para construir la elipse: consiste en fijar una cuerda de tamafio
2a en dos puntos, focos de la elipse y distanciados 2c. Con un boligrafo con la cuerda
tensa trazamos la elipse como se ve en el siguiente dibujo:

3.2. Ecuacion de la elipse

Aplicando la definicion de la elipse y el teorema de Pitagoras para la elipse podemos
obtener la ecuacion reducida. Por sencillez situemos en centro en el origen O(0,0) y el
eje mayor en el eje OX; esta elipse tiene por focos F(c,0) y F’(-c,0). Llamemos P(x,y) a
los puntos de la elipse que cumplen:

d(F,P)+d(F',P)=2a —(x—c)* +(y=0)* +4/(x+¢)’ +(y—0)* =24

Ordenando la igualdad y elevando al cuadrado:

(\/(x—c)z +(y=0)’ )2 :(2a—\/(x+c)2 +(y—0) )2 S (x=0)’ + 17 =4d® +(x+¢)’ + 37 —day(x+0)> +

Ordenando la igualdad y volviendo a elevar al cuadrado:

—(x=c)’ = y*+4a’ +(x+c)’ +y’ =da\|(x+¢c)’ +y* = 4da’ +dcx=4da/(x+c)’ + )’
2

(a2 +cx)2 = (a\/(x+c)2 +y2) —a'+2ca’x+c’x’ =a’x’ +2a’ex+a’c’ +a’y’

x2(a2_c2)+a2y2:a2(a2_c2) b2x2+a2y2:a2b2

a*=b*+c?

Dividiendo entre a*b*:

2

Y

e

a|><
[3%) [\

=1 Ecuacion de la elipse con eje mayor el horizontal y centro O(0,0)

Cambiando x por y tenemos la ecuacion de la elipse centrada en O(0,0) y con eje mayor
el vertical:

2 2
2—2 + y_2 =1 Ecuacion de la elipse con eje mayor el vertical y centro O(0,0)
a
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Si desplazamos la elipse Xy unidades en el eje OX e yy en el eje OY, tenemos que el
centro de la elipse esta en O(Xo,yo). La ecuacion de la elipse consiste en sustituir X por

(X-Xo) €'y por (y-Yo):

2 2
(x )260 ) + (y be) =1 | Elipse con eje mayor el horizontal y centro O(xyy)
a
(x—x)  =2) : : .
7 + 22 =1 | Elipse con eje mayor el vertical y centro O(xyy)

Ejemplo: escribir la ecuacion reducida de la elipse con centro en O(1,-2) y con eje
mayor 4, paralelo al eje OY, y menor 3. Obtener 6 puntos

(=1, +2f _

32 42 1

A

B(1+3,-2) > B(4,-2)
B’(1-3,-2) D B’(-2,-2)
A(1,-2+4) > A(1,2)
A’(1,2-4) > A’(1,-6)

> (y2)=22 S y=2+

9

3
P(0, -2— Y20

Q. 2+

Ejercicio 9: calcular la ecuacion de la elipse si sabemos que F(1,5), F'(1,11), y el ¢eje
mayor es 2a=10.

Sabemos que el eje mayor es vertical, pues F y F’ estan en la recta x=1.
El centro sera el punto medio de F y F* 2 0(1,8)

Podemos calcular ¢: 2¢=d(F,F’)=6. 2 ¢=3

Por otro lado 2a=10 - a=5.

Aplicando Pitagoras en la elipse b*=a’-c* > b=4

(=17, -8 _,
42 52 -
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En la circunferencia vimos la ecuacion de la misma si operabamos los cuadrados de la
ecuacion reducida. En la elipse s6lo lo haremos si esta centrad en el origen:

e: Ax’+By*-C=0 , siendo A>0 ,B>0, C>0 y A#B(sino es una circunferencia)

Para obtener a y b, s6lo tenemos que igualar la parte de X’ e y2 a 1 y asociar en la
ecuacion reducida:

B x2 y2 x2 y2
2 2 r
e —x +—y = e —+—=106 —+—=1
4 a’ b b a’
Luego
Sit>% > S-g2yi=p?
A~ B A B
Sl£<£9£=b2y £ = g2
A B A B

Ejemplo: Encontrar a y b y decir la orientacion de la elipse de ecuacion: 2x*+3y*=108.

2 2
Dividiendo por 108: §—4 + 33'—6 = 1 - a=V54, b=6. El ¢je mayor es el horizontal.

3.3. Excentricidad de la elipse.

La excentricidad de la elipse mide como de achatada esta la elipse. Se define como el
cociente de la distancia focal y el eje mayor.

e= 5 Se cumple (como a>c) que 1>e>0.

En el caso que e=0, entonces c=0, es decir los dos focos en el centro y b=a. Tenemos
una circunferencia, donde a=b=r.

Las elipses con misma excentricidad son semejantes.

Ejemplo: Decir los valores de a y ¢ si se sabe que e=0,5 y b=10.

0,5="5
a

> 4c*=100+¢” > ¢=10 \E > a=20- \E
0% +c’

—_—

2
a =

Ejercicio 10: calcular la ecuacion de la elipse con e=0,6 y eje menor situado con
vértices B(1,5), B’(1,-1).

2b=d(B,B’)=6—> b=3. Eje menor paralelo eje OY
O=Medio(B,B")=(1,2)

c
0,6 =—

a
a’ =3*+¢?

(x-1> (y-2)° _
3,75> LS =1

—a*=940,36a> > a=3,75
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Excentrincidad de la elipse

TOD

L

o
8 -6 6 8
—b
—R
3.4. Ecuacion de la elipse desarrollada:
La ecuacion de la elipse desarrollando los cuadrados es de la forma

Ax*+By’*+Cx+Dy+E=0, cumpliéndose:

a) Ay B mismo signo
b) A#B (' si A=B es una circunferencia).

Pasos para determinar el centro O(Xo,yo) y los ejes a y b:

1) Agrupar x* con x con el factor de x*; lo mismo y* con y con coeficiente de y*

2) Buscar cuadrados perfectos y restar el término independiente, de los cuadrados.

3) Dividir el término independiente para que esté la parte de x e y igualadas a 1.

4) Identificar términos:

Péagina 16 de 33 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 8. Conicas

Ejemplo: dibujar la siguiente conica 10x*+4y*+40x+8y+4=0
Es una elipse pues 10#4 y mismo signo
1) 10-(x*+4x)+4-(y*+2y)+4=0
2) 10-(x+2)°-10-4+4-(y+1)*-4-1+4=0 > 10-(x+2)*+4-(y+1)*=40
3 10(x +2)° N 4(y+1)° _ > (x+2)° N (y+1)° 4

40 40 4 10
4) =10, b=2, O(-2,-1). Eje mayor paralelo al eje OY.

Bl

L

Ejercicio 11: dibujar e identificar la conica de ecuacion 20x’+36y>-20x+216y+149=0
Es una elipse pues 20#36 y mismo signo
1) 20-(x*-x)+36(y*+6y)+149=0
2) 20(x-1/2)*-20-1/4+36(y+3)*-36-9+149=0 >20-(x-1/2)*+36(y+3)*=180
3 206007 36043 - 4
180 180 9 5
4) a=3, b=V/5, 0(1/2,-3). Eje mayor paralelo al eje OX

y
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4. Hipérbola

4.1. Definicion y elementos de la hipérbola

Definicion: la hipérbola es la figura geométrica que se obtiene de la interseccion de un
plano con un cono doble. Cumpliéndose que el plano forma un dngulo con el eje menor
que la directriz con el eje.

Definicion: la hipérbola es el lugar geométrico de los puntos que cumple que la

diferencia de las distancia de los mismo a otros dos puntos, llamado focos de la

hipérbola es constante. Si P(x,y) son los puntos de la hipérbola se cumple que:
|d(P,F)-d(P,F*)|=k=2a

i
L4

Elementos de la hipérbola: 1os elementos de la hipérbola son:
A, A’: vértices reales de la hipérbola

2a=d(A,A’)=eje real

F, F’: focos de la hipérbola

2c=d(F,F’)
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O(X0,¥0), centro de hipérbola.
B, B’= eje imaginario de la hipérbola

2b=d(B,B’)=eje imaginario

Para situar B y B’ se cumple el teorema de Pitdgoras de la hipérbola:

c*=a’+b’

718

-18

Excentricidad de la hipérbola: es el cociente entre la distancia focal y el eje real: e = 2

La excentricidad de la hipérbola (c>a) cumple e>1
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-4

Hipérbola y excentricidad
4.2. Ecuacion de la hipérbola

Podemos obtener la ecuacion de la hipérbola de forma semejante a la obtenida con la
elipse:

1) Focos y eje real en el eje OX, centrada en origen O(0,0):

2

Xy
a’® b

2) Focos y eje real en el eje Y,centrada en origen O(0,0), se obtiene cambiando x por y:

2 2

y_x

2 2
a b

3) Focos y eje real paralelo al eje OX y centro en O(Xo,yo)

(x=x,)’ _ (=20’

a’ b* =1

4) Focos y eje real paralelo al eje OY y centro en O(Xo,Yo)

=) _ (x=x,)’ -1
a’ b? -
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Ejemplos:

2 2
a) a=4, b=3 eje real paralelo al eje OY y centro O(-1,3): W 2 23) _ ;l) =1

2 2
b) a=2, ¢=3 eje real paralelo al eje OX y centro O(-2,-3): b=V5 > (x;—22) 0:/—5)) =1
5

Ejercicio 12: calcular la ecuacion de la hipérbola sabiendo que e=4y A(1,1) A’(1,9)

Dibujando los vértices del eje real (A y A’) tenemos que el eje real paralelo al eje OY y
también podemos calcular el centro y el valor de a:

Centro: O(—=, =) > O(1.5)
2-a=d(A,A’)=8 > a4

Para calcular b, usemos el teorema de Pitdgoras de la hipérbola y la excentricidad:

4=

C
4 > =16, b=4y/15
c’=b>+

42

=57 (-0 _,
4* 240

88 -68 —-48 -28 a

Ecuacion de la hipérbola desarrollando la expresion: Ax2+By2+Cx+Dy+E=O

cumpliéndose A y B distinto signo. Los pasos son los mismos que hemos hecho con la
elipse.

Ejemplo: -7x*+120y*+14x-1200y+1313=0

Si es una hipérbola pues A negativo y B positivo. Pasos

1) -7(x2-2x)+120(y*-10y)+1313=0

2) -7(x-1)*+7+120(y-5)*-3000+1313=0 >-7(x-1)*+120(y-5)*=1680

_1\2 _ 2 _ 2 _1\2
3 =D 1200-9 ) (=9 (-,
1680 1680 16 240
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4.3. Asintotas de la hipérbola

Las asintotas son rectas a las que se aproxima la grafica cuando x se hace muy grande
y/o muy pequefia. Toda hipérbola tiene dos asintotas que pasan por el centro de la
hipérbola y por los vértices del rectangulo imaginario siguiente:

v 4

Asintotas cuando la hipérbola centrada en el origen y el eje real es el eje OX:

. b
- Pendiente de la recta: m = +— (ya que cuando x crece a y crece o decrece b)
a

- Punto de la recta O(0,0)

. . b
- Luego la ecuacion de las asintotas es y=* —x
a

Asintotas cuando la hipérbola centrada en el origen y el eje real es el eje OY:
- Pendiente de la recta: m = i% (ya que cuando x crece b y crece o decrece a)

- Punto de la recta O(0,0)

.y , a
- Luego la ecuacioén de las asintotas es y=1 ZX
Si la hipérbola centrada en el punto O(xy,y,) entonces las ecuaciones son:

- Si eje real paralelo al eje OX = y=yoi2 (x-Xo)
a

- Si ¢je real paralelo al eje OY =2 y=yo+ % (x-Xo)

=12 @432 _

Ejerciciol3: calcular la ecuacion de las asintotas de la hipérbola 5

La hipérbola tiene el eje real paralelo al eje OY y el centro es O(-3,1). A la hora de
calcular los valores de a y b, hay que tener cuidado pues la hipérbola igualdad a 2. Hay

_1\2 2
que dividir los dos lados de la igualdad entre 2: % - % = 1 a’=16, b>=4.

Luego O(-3,1), a=4, b=2 y eje real paralelo a eje OY =2 y=1+£2 (x+3)
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Ejercicio 14: Hallar los focos, los semiejes, la excentricidad y asintotas de las
hipérbolas siguientes:

(x+3)>  (¥—-3)* _
a) 36 64 1

b) 4x%-y*=9
c) 4y2-x2=4
a) Es la expresion de la hipérbola con eje real paralelo al eje OX con centro en O(-3,3),
a=6, b=8. Luego c=v64 + 36=10, y eZ% = g Las asintotas son y=3+ g (x+3)
b) 4x>y’=9 > S A N S A
9 9 9/4 9

Es la expresion de la hipérbola con eje real paralelo al eje OX con centro en O(0,0),

a=3/2, b=3. Luego c=,/9/4 + 3\/_ y e=V/5. Las asintotas son y=+2x

4y2 x2 y2 x2
¢) 4y*-x’=4 > T_T:H L2 =

Es la expresion de la hipérbola con eje real paralelo al eje OY con centro en O(0,0),
a=1,b=2. Luego c=vV1+ 4 =5,y e—— \/5. Las asintotas son y=+

Ejercicio 15: Hallar las ecuaciones de las hipérbolas con centro en el origen y focos en
el eje OX y que cumple:

a) Tiene un vértice en (6,0) y una asintota es 4x-3y=0

b) Pasa por los puntos (3,0) y (5,-3)

¢) Pasa por el punto (122, 5) y su distancia focal es 26 unidades
d) Pasa por el punto P(-10,4) y su excentricidad es de v'5/2

2 2

La ecuacioén de todas ellas es x_ - Z— 1, y por tanto tenemos que calculara y b
a’

a) El vértice que nos dan es A(6,0). Luego a=d(0,A)=6. La ecuacion de la asintota de

esta hipérbola es y=i2x. Despejando y de la asintota que nos dan: y=§x. Luego% = g

2 2

y por tanto b=8. 2 — — R

82

b) Podemos calcular a y b sustituyendo los valores de x e y de los puntos en la ecuacion
2 2

X Y .
PR
3?0
(3,00 > pEiaTi =1-> a=3 (era facil de calcular pues (3,0) era el vértice A)
2
s, 3)9__ﬂ_19b 94> > __ Y
b 32 (9/4)°
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c) 2¢=26 > c=13, luego F(13,0) y F’(-13,0) . Podemos calcular a aplicando la
definicion de la hipérbola |d(P,F)-d(P,F’)=2a

d(P,F)=| PF [{/(13-124/2)? +5> =13J2 - 12

d(P,F)=| PF'|{/(—13-124/2)? +57 =134/2 +12
Id(P,F)-d(P,F)[=24 > 2a=24 > a=12

Para calcular b apliquemos el teorema de Pitagoras: b’=c*-a’> > b=5.

2 2

X Y

122 52

d) Como no tenemos ¢ no podemos calcular F y F’, y no podremos hacer lo mismo que
en el apartado anterior. Podemos calcularlo por un sistema:

(-10)* 4°

EE

ecuacion 1) P(-10,4)e hipérbola >

, ¢ a’+b’ 5 a’+b?
€ =5 T r T 2
a a 4 a

ecuacion 2) e =

Q|0

100 16 _

———=1
2 2
g 2b e - a=6, b=3 (hemos descartado las soluciones con a y/o b negativas)
a
4 &

4.4. Hipérbola equilatera. Hipérbola centrada en las asintotas

Las hipérbolas equildteras son las que cumplen que los ejes real e imaginarios son
iguales, es decir a=b.

La ecuacion de la hipérbola equilatera con centro en O(Xo,yo) vendra dada por:

2 2
a) Eje real paralelo al eje OX-> (x_)ch) —(y_ZO) =1> x-x)-(-y,) =a
a a

2

2 2
b) Eje real paralelo al eje OY~> (y_f‘)) —(x_fO) =1>(-y,) -(x-x,) =d°
a a

Calculemos la excentricidad de la hipérbola equilatera:

c’=a’+b’=a*+ta’=2a’> D c=V/2a D e= £ 2a =.2.

a a
Las ecuaciones de las asintotas se cumple que las pendientes son m=+1, y por tanto son
perpendiculares.

En la ecuacion desarrollada es facil de ver si se trata de una hipérbola equilétera, ya que
el factor que multiplica a x> ¢ y* son iguales pero de distinto signo.
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Ejemplo: Calcular la ecuacién desarrollada de la hipérbola equilatera con c=4v2 y
0O(1,2) y eje real paralelo al eje OY:

42 -2)> (x=1)°
a=b=c/e=ﬁ =4. > & yE > _( 42) =12 (y-2)*~(x-1)’=16 > y*-x*+2x-4y-13=0

Ecuacion de la hipérbola equildtera referida a los ejes:

Vamos a ver la ecuacion de la hipérbola equilatera cuando las asintotas son paralelas a
los ejes OX y OY.

1) Si el centro de la hipérbola es O(0,0) y por tanto las asintotas son los ejes:

2
a y-x=a7-9 La hipérbola en los cuadrantes I y III

a?

b) y-x=— 79 La hipérbola en los cuadrantes I y IV

Ejemplo a=2 >
a) y'x=2
b) yx=-2

1) Si el centro de la hipérbola es O(xy,yy) y por tanto las asintotas son x=x, € y=Yo:

2
a) (y—y0)~(x-xo)=a7 —> La hipérbola en los cuadrantes I y III

2
b) (y-yo)-(X-x0)=— a? - La hipérbola en los cuadrantes I y IV

Ejemplo a=2 O(3,-1)~>

a) (y+1)(x-3)=2
b) (y+1)-(x-3)=-2
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5. Parabola

5.1 Definicion y elementos

El afio pasado vimos la ecuacion de la pardbola (como una funcion) de la forma
y=ax2+bx+c. Pero ahora vamos a definir la ecuacion de la pardbola como lugar
geométrico

Definicion: la parabola es el lugar geométrico de los puntos P(x,y) del plano que estan a
igual distancia de un punto denominado foco, F, y una recta denominada directriz, d.

Parabola = d(P,F)=d(P,d)

18

F(0,p/2)
(0’0) 2 4 6 [ :n
d:y=-p/2

-18 -8

Vértice de la parabola V, cuya distancia al foco y a la directriz es P/2.

5.2. Ecuacion de la parabola

La ecuacion de la elipse es segun sea la directriz paralela al eje OX o paralela al eje OY
de la siguiente forma

1) Vértice de la parabola en (0,0) y directriz paralela al eje OX

1.1. directriz debajo del eje (y=-p/2) y foco encima F(0,p/2): x2=2py

1.2. directriz encima del eje (y=p/2) y foco debajo F(0,-p/2)]{x*=-2py

2) Vértice de la parébola en (0,0) y directriz paralela al eje OY

1.1. directriz debajo del eje (x=-p/2) y foco encima F(p/2,0) y2=2px

1.2. directriz encima del eje (x=p/2) y foco debajo F(-p/2,0){ y’=-2px
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Si el vértice se situa en V(xo,yo) hay que trasladar la grafica x, unidades en el eje OX ¢
yoenel eje OY:

1) Vértice de la parabola en (Xo,yo) y directriz paralela al eje OX

1.1. directriz debajo del eje (y=-p/2) y foco encima F(0,p/2): (x-x0)2=2p(y-y0)

1.2. directriz encima del eje (y=p/2) y foco debajo F(0,-p/2)} (x-X¢)*=-2p(¥-Yo)

2) Vértice de la parabola en (Xo,yo) y directriz paralela al eje OY

1.1. directriz debajo del eje (x=-p/2) y foco encima F(p/2,0) (y-y0)2=2p(x-x0)

1.2. directriz encima del eje (x=p/2) y foco debajo F(-p/2,0) (y-yo)*=-2p(X-Xo

Ejemplo p=1

2
3
n
\\
//'/
14
2
2 Dy—
2x=y 2x=y
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Ecuacion desarrollado los cuadrados: La ecuacion de la pardbola se distingue de las
R . . 2 2 .

demas conicas porque s6lo aparece o bien x” o y~. Los pasos son semejantes a los

realizados para la hipérbola y la elipse.

1) Agrupar y* con y (si hay y*) o x* con x (si hay x*) como cuadrado perfecto.

2) Despejar el factor que hemos agrupado

3) Sacar factor comun a x (si hemos despejado x) o a y (si hemos despejado x).
Ejemplo: x2+4x+6y-2=0

1) (x*+4x)+6y-2=0 > (x+2)*-4+6y-2=0 > (x+2)*-6+6y=0

2) (x+2)*=6-6y

3) (x+2)*=-6(y-1). Vértice V(-2,1), p=-3. Directriz: y=3/2+1=5/2, F(-2,1-3/2)=(-2,-1/2)

Ejercicio 16: Hallar la ecuacion de la conica siguiente y los elementos de la misma: 2y-
2
x"-6x=0

Es una parabola pues no tiene el término y2
1) -(x*+6x)+2y=0 > -(x+3)*+9+2y=0

2) (x+3)*=2y+9

3) (x+3)*=2(y+9/2)

V(-3,-9/2)

p=1

directriz: y=-9/2-1/2=-5

Foco F(-3,-9/2+1/2)=(-3,-4)

Ejercicio 17: Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto (5,4) y
la recta x+1=0

Se trata de una parabola, cuya directriz es x=-1 (paralela al eje OY) y el foco F(5,4). La
distancia entre la directriz y el foco es p=6.

El vértice estara a distancia 3 de la directriz y del vértice. V(2,4)
Ecuacion: (y-4)’=+12(x-2)

El signo + es debido a que el vértice a la derecha de la directriz.

Ejercicio 18: Hallar el lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto (0,2) y
la recta x-y=0.

Se trata de una parabola, pero ahora la directriz no es paralela a ninguno de los dos ¢jes.
Tendremos que aplicar la definicion, sabiendo que la directriz es x-y=0 y F(0,2)
=y -

NFSING)

d(P(x,y),r:x-y=0)=
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d(P(x,y),F(2,2)=1/(x = 0)* + (y —2)*

Jx=0)% +(y-2)° =% > 2:[(x-0)+(y-2)"J=x>+y*-2yx >

2x%H2y%-8y+8=x+y*-2yx > x*+y*-8y+2xy+8=0

A7)

15

Ejercicio 19: Halla la ecuacion de la parabola que cumple
a) F(3,0) y directriz x=-7

b) V(2,3) y directriz x=4

c¢) Vértice (3,1) y F(5,1)

a) d(F,d)=10=p. Vértice V(3-5,0)=(-2,0). Como F a la derecha de la directriz:
(y-0)*=20(x+2)

b) d(V,d)=2=p/2 = p=4 . Como V a la izquierda de la directriz > (y-3)2=-8(x-2)

¢) d(V,F)=2=p/2 > p=4. Como vértice debajo del foco > (x-3)*=8(y-1)
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Ejercicios finales

Ejercicio 20. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por A(-1,0) y B(2,1) y
cuyo centro se encuentra en la recta 2x-y-3=0

Se cumple que la distancia de los puntos A y B al centro (situado en la circunferencia)
es el mismo. Apliquemos esa condicion.

Los puntos de la recta cumplen, despejando “y” de la misma P(x,2x-3), por tanto:

d(AP)=d(B,P) > \/(x+1)* +(2x—3)* = /(x=2)* +(2x—=3-1)* >

x4+ 2x+1+4x7 —12x+9=x" —4x+4+4x> —16x+16 > 10x=10 > x=1 > y=-1
C(1,-1)

Para ver el radio s6lo tenemos que ver la distancia, es decir sustituir X en una de las dos
raices: d(A,P)=V5

Luego la ecuacion de la circunferencia: c: (x-1)2+(y+1)2=5

Ejercicio 21.1dentifica las siguientes conicas, indicando sus pardmetros representativos.
a) 6y—x2—4x=2

b) -2X2-2y2:-8x

¢) -x*+y’=2x+4

d) x*+4y*=4y+10

e) xy+x+y-1=0
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a) Es una parabola, pues no hay término y*. Veamos la ecuacién de dicha parabola:
paso 1)-(x*+4x)+6y-2=0 > -(x+2)*+4+6y-2=0

paso 2) (x+2)*=6y+2

paso 3) (x+2)*=6(y+1/3) > V(-2,-1/3) p=3

Tenemos la parabola

28
15

18

-25 -20 -15 -18 -5 5 18 15 2 25

-18

Foco > F(-2,-1/3+3/2)=(-2,7/6)
Directriz> d: y=-1/3-3/2=-11/6

b) -2x%-2y*=-8x, es una circunferencia pues los coeficientes de x> ¢ y* los mismos y de
. . e . ., 2. 2
mismo signo. Reescribiendo la ecuacion x™+y~-4x=0

Xo=-A/2=-4/-2=2
Y()=-B/ 2=0
Centro O(2,0)

=X, +y; —C=444+0-0=2

¢ (x-2)+y*=2?

¢) -x*+y*=2x+1-> es una hipérbola equilatera pues x’e y* distinto signo y ademas de
mismo modulo.

Pasol) y*-(x*+2x)=4 > y*-(x+1)*+1=4
Paso 2) y*-(x+1)*=3

2 2
Paso3) yo_GHD =1
3 3

a=b=V3. c=V3 + 3 = /6. Dde=\2
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d) x*+4y’=4y+10 - elipse pues los coeficientes de x* e y* son de mismo signo pero
distintos.

Pasol) x*+4(y*-y)=10> x*+4(y-1/2)*-1=10
Paso2) x*+4(y-1/2)*=11
x> (y=1/2)° _1

Paso 3) —+
11 11/4

a=V11, b=V/11/2> ¢=V33/2 > e=V3/2

Ejercicio 22. Calcular la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya suma de las
distancias a los puntos F(0,0) y F’(3,3) es constante igual a 10.

Segun la definicion se trata de una elipse donde F y F’ son los focos y 10 es el eje
mayor

2a=10 = a=5
2¢=d(F,F)=V3Z + 32 = /18

Llamemos P(x,y) al conjunto de puntos de la elipse, que cumplen d(P,F)+d(P,F’)=2a

d(F,P)= NES +y2

d(F',P)=(x=3)* +(y-3)’

V2 +97 +4(x=3) +(y=3)* =10 /x> +17 =10 —4/(x=3)* + (y = 3)’

2

(¥ ) 10— =37 Y- ] 52 437 21004+ (=3 + (=3 ~20J(r=3)" + (=3’

x*+y’ =100+ x’ —6x+9+y2—6y+9—20\/(x—3)2 +(y=-3)° =

204/(x=3)* +(y-3)° =118—6x—6y—>(10\/(x—3)2 +(y—3)2)Z =(59-3x-3y) —
100(x*> —6x+9+y> —6y+9) =9x> +18xy —354x+9y°> =354y +3481>
91x2 +91y% —18xy — 246x — 246y — 1681 = 0
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Ejercicio 23. Calcular la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya diferencia
de las distancias a los puntos F(0,0) y F’(3,3) es constante igual a 2.

Se trata de una hipérbola en donde 2a=2, y c=d(F,F') =+/3> +3° = V18 =342

Calculemos la ecuacion de la hipérbola aplicando que la diferencia entre las distancias
de los puntos P(x,y) de la hipérbola cumple:

[d(P,F)—d(P,F")|=2

d(F,P)=+/x"+’

d(F',P)=(x=3)* +(y—3)’

d(F.P)—d(F',P) :‘\/x2 17— =3+ (y-3)|=2

([ +y f o3+ (o3 F oo 4y —aa (=3 4 (=3 + 45 =3) + (7 =3)"

XA =44 x7 —6x+9+ 7 —6y+9+4(x=3)> +(y—=3)° > 6x+6y—22=4(x=3)* +(y—3)’

(6x+6y—22) =16((x-3)* +(y-3)*) >
36x> +36y° +72xy —264x — 264y + 484 =16x> +16y> —96x — 96y + 288
20x> +20y* +72xy —168x—168y +196 =0

.
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1.  Definicién y formas de definir una funcion
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Tema 9. Propiedades globales de las Funciones.

1. Definicion y formas de definir una funcion
1.1. Definicion de funcion

Hemos oido hablar mucho de funciones, pero ;sabemos bien que son las funciones?.;y
para que se utilizan?. De esto trataremos este tema y el siguiente

Definicion: una funcion f, es una correspondencia o aplicacion entre un subconjunto de
numeros reales (DeR) y los numeros reales (R), de forma que a cada elemento “x”,
xe D le corresponde un tinico valor “y”.

Veamos esquematicamente la definicion:
f D >R
x 2 y=f(x)
Elementos de una funcion:
e Variable independiente: es la variable x
e Variable dependiente: es la variable y, se llama asi porque su valor depende de x.

e Dominio de una funcion, se denomina Dom(f) y estd formado por aquellos valores
de x (numeros reales) para los que existe la funcion.

¢ Imagen o recorrido de la funcion: se designa Im(f), a todos los valores de la variable
dependiente (y).

Ejemplo: y=f(x)=- Jx
Dom(f(x))=[0,2), ya que la raiz solo existe cuando el radical es positivo

Im(f(x))=(- ,0], que son los valores que toma la y:

28
15

18

48 -38 -28 -i8 18 28 38 46
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Ejercicio I: identificar funciones de las que no son

a)

1.5

-2
No es una funcioén porque para un mismo valor de x toma dos valores de y.
b)

v

-2

No es una funcion porque para algun valor de x toma dos y tres valores de y.

c)

20 -15 -10 B3 5 1@ 15

-2

-8

Si es funcion, pues a cada valor de x le corresponde un tnico valor de y.
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d) x=y*=> No es una funcién, porque para cada valor de x le corresponde dos de y, por
ejemplo si x=4-> y=2, y=-2. Si despejamos la y tenemos dos funciones:

y=x; y=+x

©

20 -15 10 =5

-6

1.2. Formas de definir la funcion:
1.2.1. A partir de una representacion grafica

La representacion grafica nos muestra la relacion entre las variables “x” e “y” en los
ejes de coordenadas cartesianos, asi la grafica es el conjunto de todos los puntos

(x,y=f(x)).

Es una forma muy intuitiva de conocer el comportamiento de la funcidon, veamos un
. ~ .2
ejemplo, donde x=afo, y=precio/m

Evolucion del precio de la vivienda en Espaia (1995-2007)

2250

2.000 —

1.750 //
1.500

1.000

. _ /—/_/—/ _’-/______/—

B Yivienda libre m & de 2

Precio por m2
]

500 afios antighedad I
| Yivienda libre menos de 2
2al afios antigiiedad -

Fuente: Instituto Nacional de Estadistica B Yivienda protegida
Elaborado por Rux para readyfortomorrow.com

D T rrrrrr T T 1T T rr T r 1T T T T T r T r T T r T T T T T T

T
1899501 199602 199703 199804 200001 200102 200233 200304 200501 200832

1.2.2. A partir de expresion analitica

Es otra forma de conocer una funcion: es la relacion matematica entre las dos variables
en la que la variable dependiente (y) esta despejada. No siempre es posible de obtener la
expresion analitica de una funcidn, por ejemplo la vista en el apartado anterior. La ex-
presion analitica suelen utilizarse en fisica, quimica, economia, etc.

Péagina 4 de 22 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 9. Propiedades globales de las Funciones.

A partir de la expresion analitica es posible de obtener la grafica, no siempre es cierta la
afirmacion en el otro sentido.

Veamos algin ejemplo:

a) La posicidon en un movimiento uniformemente acelerado szso+vo.t+%at2. Por
ejemplo si sp=10m , vo=5m/s, a=-10m/s>=> s=10+5t-5t>. Tendremos que la va-
riable independiente es el tiempo (t) y la dependiente el espacio (s):

S

—18

b) Factura del taxi: 1€por bajar la bandera y 0,4€/min—> p=1+0,4-t. Donde la va-
riable independiente es el tiempo y la dependiente el precio

precio] ¢

1.2.3. Mediante tabla de valores:

Aunque no es la forma deseada de conocer una funcién, a veces esta viene dada por
tabla de valores, que son un conjunto de pares de valores (x,y) de la funcion.

Ejemplo: La siguiente tabla de valores muestra la evolucion del crecimiento de un bebé
durante los primeros meses de vida.

Meses 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Altura(cm) |51 |52 |54 |55 |58 |59 |61 |63 |66

Decimos que no es la mejor forma de conocer la funcién pues ;Qué altura tendrd cuan-
do ha pasado 8 meses y medio?.
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Se puede obtener una grafica aproximada uniendo los puntos, aunque hay infinitas for-
mas de unir estos puntos, se suelen unir por rectas:

altura
70

N ’/‘__‘/"—‘?/ —
50 —rv-

40
30 —@®— Altura(cm)
20
10
[0}
0] 2 4 6 8 10 mes

1.2.4. Calculo del dominio de una funcion

Graficamente se ve claramente el dominio, ya que son los valores de x que toma la fun-
cion. Veamos el domino a partir de la expresion analitica. Recordemos que el dominio
son los valores de x donde existe la funcion. En las funciones para estudiar el dominio
tenemos que ver los siguientes casos:

a)

b)

Funciones con denominadores: los valores de x que anulan el denominador no

pertenecen al dominio (no se puede dividir entre cero)
2

Ejemplo: y=f(x)= 2x —>veamos los valores de x que anulan el denomina-

x* -1
dor: x>-1=0 > x==* 1. Luego el dominio seran todos los reales menos = 1
Dom(f(x))=R-{-1,1}=(-00,-1)u(-1,1)U(1,20)

Raices de indice par: el radicando debe de ser siempre positivo o cero, pues
no existen las raices con indice par con radicando negativo (por ejemplo y=

v—2). Para estudiar el dominio tenemos que resolver una inecuacion:

Ejemplo: y=g(x)=vx' —x :
(x*x)>0 > x-(x+1)(x-1)>0

Dom(g(x))=[-1,0]u[1,0)

Logaritmos: el argumento debe de ser positivo, ya que no hay ninguna poten-
cia tal que un numero positivo elevado a este sea negativo o cero. Al igual que
con las raices hay que resolver una inecuacion.

Ejemplo: y=h(x)=log(x+3)

x+3>0 2 x>-3 2> Dom(h(x))=(-3,0)
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Ejercicio 2: estudiar el dominio de las siguientes funciones:

x(x—1)
x+2

a) y=f(x)=
b) y=g(x)=log(5;)

3 |x2+1
o) y=h(x)= =X
XZ

x <3
d) y=ix){ —x+2 5<x<10
x2+1 x> 10

Solucion
a) Se tiene que cumplir:

- xt2#0 2> -2¢ dom(f(x))

x-(x—1) >0
x+2 T

- | + | - | +
-2 0 1

Dom(f(x))=(-2,0]U[ 1,0)
b) Se tiene que cumplir:

- x-1#0 2 le dom(f(x))

. XS0

x-1
+ I - ; +
0 1

Dom(g(x))=(-00,0)(1,0)

¢) Es una raiz impar luego lo tnico que se tiene que cumplir es:
- x-3#20 > dom(h(x))=R-{3}

d) La funcion no definida en [3,5] luego el dominio es:
Dom(i(x))=(-90,3 )U(5,0)
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Ejercicio 3: Estudiar dominio de la funcion definida por la siguiente grafica:

Dom(f(x))=(-0,-2)U[0,2)

2. Continuidad y discontinuidad de una funcion

Definicion de continuidad: una funcion se dice continua en un punto cuando una pe-
quefia variacion de la variable independiente (x supone una pequefia variacion de la
variable dependiente (y). Graficamente ocurre cuando al trazar la grafica de la funcién
“no levantamos el boligrafo del papel”. En el tema 11 veremos una definicién mas pre-
cisa de la continuidad.

Definicion de discontinuidad: cuando una funcidén no es continua en un punto entonces
es discontinua en ese punto.

3. Monotonia: crecimiento y decrecimiento, puntos relativos
3.1 Monotonia: crecimiento y decrecimiento

Estudiar la monotonia de una funcién consiste en ver en los puntos del dominio donde
esta funcidn crece o decrece. Veamos matematicamente cuando una funcidn crece o
decrece en un punto y en un intervalo:

Definicion: una funcion f(x) es creciente en un punto X, si se cumple:
- Elvalor de la funcién infinitamente proximo y menor de xo cumple: f(x¢)>f( x¢)

- El valor de la funcién infinitamente proximo y mayor de x, cumple: f(x)<f( xXo')
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f(x0)a
1{(x0)-|
f(x0")

-3

-4

Definicion: una funcidn es creciente en un intervalo (a,b) si se cumple que es creciente

en todos los puntos del intervalo, tal que para todo x;,xpe(a,b) tal que
X1<x, 2 f(x1)<f(x,)

Definicion: una funcion f(x) es decreciente en un punto X, si se cumple:

- El valor de la funcién infinitamente préximo y menor de xo cumple: f(xo)<f( x¢)

- Elvalor de la funcién infinitamente préximo y mayor de xo cumple: f(xo)>f( o)

4

v

fx0) 4
f(x0)
f(xo H

-2

-3

-4

Definicion: una funcién es decreciente en un intervalo (a,b) si se cumple que es decre-

ciente en todos los puntos del intervalo, tal que para todo xi,x;e(a,b) tal que
X1<x,2f(x1)>1(X,)

3.2 Puntos relativos

Definicion: un punto relativo a f(x) es un punto perteneciente a la funciéon en donde
dicha funcidn ni crece ni decrece, puede ser de dos tipos:

a) Madximo relativo: en un entorno proximo al punto por la izquierda la funcion cre-
ce y en un entorno por la derecha la funcién decrece:
f(xo)>f(x0) y f(x0)>f(x0")
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b) Minimo relativo: en un entorno proximo al punto por la izquierda la funcion de-
crece y en un entorno por la derecha la funcion crece

f(xo)<f(x0) y f(xo)<f(xo")

maximo

~ minimo

NN

Ejemplo: estudiar ayudandote de la calculadora si en los puntos x=-3,-2,-1,0 la fun-
cion f(x)= 3x*+4x>-12x* es creciente, decreciente, maximo minimo relativo

a) x=-3 2> f(-3)=27,
£(-37)=f(3,001)=27,14
f(-3")=1(-2.99)=25,57
f(-3)<f(-3)<f(-3))> en x= -3 la funcidn decrece

b) x=-2-> f(-2)=-32

f(-2)=f(-2,001)=-31.99

f(-2")=£(-1.99)=-31.99

f(-2>f(-2) y f(2)>f(-2)=> en x=-2 minimo relativo m(-2,-32)
¢) x=-1- f(-1)=-13

f(-1)=f(-1,001)=-13.02

f(-1")=£(-0.99)=-12.76

f(-17)>f(-1)>f(-1)=> en x=-1 la funcién crece
d) x=0-> f(0)=0

£(0)=£(-0,001)=-1.2:10"

f(0M)=£(0.001)=-1.2-10"

f(0")<f(0) y £(0)<f(0)=> en x=0 Maximo relativo M(0,0)
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Ejercicio 3: estudiar la monotonia y los puntos relativos de la funcion f(x)=3x"+4x’-
12x” cuya gréafica es:

Creciente: (-2,0)uU(1,0)
Decreciente: (-o0,-2)u(0,1)
Puntos relativos:
- Méximos: M(0,0)
- Minimos: m;(-2,f(-2))=(-2,-32), my(1,f(1))=(1,-5)

4. Curvatura de una funcion, concavidad, convexidad y punto de in-
flexion.

La curvatura se centra en el estudio de la forma de la funcidn, asi en un punto puede

ocurrir que la funcion sea:

- Concava: si dibujamos la recta tangente en el punto se cumple que la recta por
debajo de la funcion. Tiene forma de U

- Convexa: si dibujamos la recta tangente en el punto se cumple que la recta por
encima de la funcion. Tiene forma de M

- Punto de Inflexion: cuando pasa de concava a convexa o al revés.

Ejemplo: estudiar la curvatura de la siguiente funcién f(x)=x"*-2x’

v
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Concavidad: (-00,0)U(1,0)
Convexidad: (0,1)
Puntos de inflexion: P;(0,0), P»(1,-1)

5. Simetria y Periodicidad
5.1 Simetria

La simetria de una funcion se refiere al comportamiento de la funcion con respecto al
origen y al eje OY. Atendiendo a esto tenemos que la funcion puede ser:

a) Simétrica par o respecto el eje OY: la funcidon se comporta igual a la izquierda y
derecha del eje OY, es como si este fuera un espejo. Se cumple f(x)=f(-x)

b) Simetria impar o respecto del origen: la parte izquierda del eje OY de la grafica
es equivalente al de la derecha pero cambiando de signo. Se cumple -f(x)=f(-x)

¢) No simétrica cuando no es par ni impar:

Ejemplo: estudiar la simetria de las siguientes funciones
a) f(x)=x’-4
b) g(x)=x3-x

¢) h(x)=x>-6x+3

a) f(-x)=(-x)*-4=x’-4=f(x)-> simetria par o respecto eje OY
b) g(-x)=(-x)*-(-x)=-x>+x=-g(x)>simetria impar o respecto el origen
¢) h(x)=(-x)*-6(-x)+3=x"+6x+3#h(x) y h(-x)# h(x)

a)

-8 -6 —4 — 4 6
-2
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b)

28

4
15

18

-5

Ejercicio 4: Decir si las siguientes funciones son simétricas o no, en caso afirmativo
indica el tipo de simetria:

2) £
b) f(0=
0) flx)—
d) f(0)=

x21

25X

2X2+3

221

(=x)3-3(=x) _ —(x3 —3x) _
a) f(-x)= 2(-2)2-1  2x2-1

—f(x) = Simetria Impar

b) f(-x)=— ~x 53x) = f(x) = Simetria Par

¢) f(-x)= ng2+3) f(x) = Simetria Par
d) f(- x)—2 Z_f + _f?(?() - No simetria
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Conclusion funciones racionales:

a) Si numerador y denominador los dos simétricos con misma simetria, la funcion tiene
simetria par

b) Si numerador y denominador los dos simétricos con distinta simetria, la funcion tiene
simetria impar.

¢) Si o bien numerador o bien denominador no simétricos la funcidn no tiene simetria.
5.2 Periodicidad

Definicion: una funcion f(x) es periddica cuando su comportamiento se repite cada vez
que la x aumenta o disminuye un cierto intervalo. El minimo intervalo en el que se repi-
te la funcidn se llama periodo (T).

Matematicamente: f(x+n-T)=f(x) con ne N
Ejemplo: f(x)=sen(x) (en radianes) = f(x)=f(x+n-27)
T=2'm

20 —15 -18 -5 5 19 15 24

-2

-3

-4

Ejercicio 5: calcular el periodo y el valor de la funcion cuando x=17, 40.5,69.5

20

12 -

-15

a) El periodo es T=2s

b) resto(17:2)=12>17=1+2-8 > f(17)=f(1)=0
resto(40.5:2)=0,5 240=2-20+0.5 - (40.5)=£(0.5)=12
resto(69.5:2)=1.5 2 69.5=1.5+2-34 > 1(69.5)=f(1.5)=-15
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6. Tendencias, asintotas

Las tendencias de una funcion consiste en el estudio del comportamiento de la funcion,
cuando la variable independiente (x) tiende a +oo y -0,

Definicion: una asintota es una recta a la que la funcion se acerca infinitamente sin lle-
gar a ella. Podemos distinguir entre las siguientes asintotas:

e Vertical: La recta es de la forma x=a, con lo que es una recta paralela al eje
OY. Ocurre cuando se anula el denominador de una funcién

® Horizontal: la recta es de la forma y=b, con lo que la recta es paralela al eje
OX. Ocurre cuando al tender a x +o y -0, la funcidn tiende al valor b.

® Oblicua: larecta es de la forma y=mx-+n.

2x? =3

2
X

Ejemplo: Estudiar asintotas y dibujar la grafica de f(x)=
a) Asintota vertical x=2, x=-2:
f(21)=f(2,0001)=1,3-10" tiende a oo, f(2)=£(1.9999)=-1,2-10" luego tiende a-oo
f(-2)=f(-2,0001)=1,3-10" tiende oo, f(-2")=£(-1.9999)=1,2-10" luego tiende -oo
2 —_—
b) Asintota horizontal f(9999)=2, f(-9999) =2 lim 2)62 3

x—teo x4 4

=22 y=2

48 -38 -28 -i8 18 28 38

2

ol
2
x° =3

x+1

Ejercicio 6: Estudiar asintotas y dibujar la grafica de f(x)=

Tiene asintota vertical en x=-1.

f(-1)=f(-1,0001)=2-10" tiende a oo; f(-1")=£(-0.9999)=-2-10" tiende a -oo
Veamos cuando x>+

si X200 £(9999)=9998 y si x2>- £{(-9999) =-1000

La funcioén tiende a +oo si X200 y a -0 si x=2>-00. Pero viendo los resultados podemos
ver que crece de forma lineal, de tal manera que a la x le hace corresponder en el limite
un valor de y una unidad menor que x. Esta funcion tiene asintota oblicua y=x-1
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15 . -z

18 -z

28 -15 -18 -5

-15

28

Nota: en el tema 11 veremos una forma mas matematica de calcular las asintotas a par-
tir de los limites.

7. Composicion de funciones

Definicion: sean f(x) y g(x) dos funciones reales con variable real, se llama funcién
compuesta de f con g, y se denota como fo g, a la funcion definida de la siguiente forma:

(fo g)(x)=11g(x)]

Veamos graficamente el resultado de la composicion

g f
R » R » R
X > g(x) > fTg(x)]
| fog 4

La composicion por lo general no cumple la propiedad conmutativa, es decir:

(fog)(x) # (g° H(X)

Ejemplo: sean las siguientes funciones f(x)=x>-2x+1, g(x)=sen(x), h(x)=¢". Calcular
a) (fog)(x) > (fo@)(x)=flg(x)]=sen’(x)-2:sen(x)+1
b) (goN(x) > (ge HE)=g[f(x)]=sen(x*-2x+1)
¢) (foh)(x) > (foh)(x)=flh(x)]=e**-2¢*+1
Ejercicio 7. Calcular las siguientes composiciones (tomar f, g y h del ejemplo)
a) (hof)(x) >(hoN(x)=h[f(x)]-e* 2+
b) (goh)(x) >(g°h)(x)=g[h(x)]=sen(c")
¢) (hog)(x) > (heg)(x)=h[g(x)]=e*""
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8. Funcion inversa
8.1 Definicion de inversa

Definicion: Sea una funcion f(x) inyectiva (para cada valor de y sélo un valor de x), la
.y . 1 .7
funcién inversa, que se denota como f(x), es una funcion que cumple:

(Fo£)(x)= (F' o H(x)=i(x)=x

Veamos graficamente el significado de la inversa:

Dom(f(x) Im(f(x)

Procedimiento para el calculo de la inversa de y=f(x). Pasos
1) Cambiar y por x =2 x=f(y)
2) Despejar y en funcion de x
3) y=f'()

Ejemplo: Ff(x)Zﬁ

_y
D e

2) x(yth=y D y(l-)=x >y = =
3) ==

X

Comprobacion: (fo f)(x)= ;r;xi =T

1-x

|r-
HI|><
b

Il

=

i
B

- f()=122 > tl(1/2)=1
- f2)=2/3 > £1(2/3)=2

Ejercicio 8. Calcular la inversa de las siguientes funciones: a) f(x)=3x-1, b)g(x)=¢"

Solucién :
a) f'(x)="

b) g (x)=In(x)
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8.2. Graficas funciones inversas

Las graficas de toda funcién f(x) y de su inversa '(x) son simétricas respecto a la recta
y=X.

Veamos algunos ejemplos:

f)="7 ¥ (0= gx)=¢" y g'(x)=In(x)

X
—-X

L o
L
& 3
.
.
.
.
4
4
4 e 4 .,
’ 4
, .
, .
, .
, .
, .
, ’
2 P 2 g
’ 4
’ 4
’ 4
ke A
’ 7’
', .
x .
7
8 -6 -4 -2 o3 2 4 6 8 8 -6 -4 -2 , 2 4
’ 4
’ 4
’ 4
’ 4
. e
Jid -2 2 2
, ,
, ,
, ’
, ,
’ 4
. e
L . —4 ne . 4
’ 7’
’ 7’
, ’
, ’
, ’
, ’
’ ‘. -6
e . . -6
]
—R
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Ejercicios finales
Ejercicio 9. Determina el dominio de las siguientes funciones:
a. f(x) =Vx2 —4x+3
b g(x) = x3-3x

x2-100
-2

¢ h(X) - x3+42x2+x
X+3

d i(x) =In(>)

Solucion
a) Al ser una raiz de indice par x*-4x+3>0:
X2-4x+3=0 > x=3 y x=1

- | _ o+

Dom(f(x))=(-00,1]U[3,0)

b) Al tener denominador se debe de cumplir que este no se anule.
x>-100#£0 = x#£10. Dom(g(x))=R-{10,-10}

¢) Tenemos que la funcion es una raiz cuadrada, luego el radical ha de ser positivo o
cero, por otro lado el denominador no puede ser nulo:
X +2xx=x(x+1)*=0 > x=0, x=-1.

+ | "‘ [ -

Dom(h(x))=(-o0,-1)U(-1,0)

d) La funcidn es un logaritmo, luego el argumento ha de ser positivo, ademas el deno-

minador no puede ser cero:

x+3
1 > 0yx#1

+ | - . +

Dom(i(x))=(-20,-3)(1,2)
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Ejercicio 10. Estudia la simetria de las siguientes funciones:
a) f(x)=x’-7x

b) h(x)=x6-2x4-5

¢) i(x)=x3+2x-3

d)gx) =

Solucion

x3-3x%
X2-100

a) f(-x)=-x"+7x=-f(x) > simetria impar
b) h(-x)=x6-2x4-5=h(x) =>simetria par
¢) i(-x)=-x3-2x-3#i(X),-1(X)=> no simétrica

—x3+43x _ x3-3x _
x2-100 x2-100

d) g(-x)= —g(x)—> simetria impar

Ejercicio 11: Estudia las asintotas de las siguientes funciones

a) f(x) =

x%-3

x3

x3-3x
x2-100

b) g(x)=
Solucion
a) Asintotas verticales: donde se anula el denominador >x*-100=0>x=+10

Asintota x=-10, veamos si cuando x s¢ acerca a -10 tiende a mas o menos infinito:

x>-10" f(-10)=f(-10,0001)=-4.85-10° luego y—>-oo
x>-10" f(-10")=£(-9.9999)= 4.85-10° luego y>+x

Asintota x=10, veamos si cuando X se acerca a 10 tiende a mas o menos infinito:
x>10" f(107)=£(10,0001)=4.85-10" luego y>
x>10" f(10)=£(9.9999)= -4.85-10° luego y—=>-oo
Asintotas horizontales y oblicuas:

Veamos hacia qué valor tiende la funcion cuando x—>+o0

Si x200: (9999)=9999 tiende a +oo pero de tal forma que y=x

Si x2-00: £(-9999) =-9999 tiende a -oo pero de la forma y=x

Luego la asintota es oblicua y=x
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|
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|
|
|
|
|

B il S e

b) Asintotas verticales: donde se anula el denominador >x’=0->x=0

Asintota x=0, veamos si cuando X se acerca a 0 tiende a mas o menos infinito:

x>0 f(0)=£(-0,0001)=3-10"* luego y>oo
x>0" f(-10M=£(0.00001)= -3-10'* luego y>-

Asintotas horizontales y oblicuas:

Veamos hacia qué valor tiende la funcion cuando x—>+o0
Si x200: (9999)=0.0001 tiende a0 .

Si x2-00: (-9999) =-0.00001 tiende a 0.

Luego la asintota es horizontal y=0

Ejercicio 12: Dibuja la gréafica de la funcion que cumple

a) Asintota vertical en x=-2

b) Creciente en (-4,-2)U(-2,0)U(3,0) y decreciente en (-00,-4)U(0,3)
¢) Minimo en (-4,1) y (3,-2). Méaximo en (0,0)

d) forma U en intervalo (-0,-2)U(1,%0) y forma de M en (-2,1)

e) Punto de inflexién en (1,-1)

=
e i e W =
Tt
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Ejercicio 13: idem problema 10:

a) Simetria par

b) Asintotas verticales en x=-2 y x=2. Asintota horizontal y=0
¢) Decreciente en (-00,-2)[1(-2,0) y creciente en (0,2)[1(2,0)
d) Minimo en (0,1)

e) (Como es la curvatura?

TN

=N {EY) AR
N
A T

Ejercicio 14: Idem problema 10:

a) Simetria impar

b) Asintotas verticales en x=-1 y x=1. Asintota oblicua y=x

c¢) Creciente en (-o0,-1.7)U(1.7,0) y decreciente en (-1.7,-1)u(-1,1)u(1,1.7)
d) Minimo en (1.7, 2.6) y maximo en (-1.7,-2.6)

e) Punto de inflexién en en (0,0)

f) (Coémo es la curvatura?
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Tema 11. Limite de funciones. Continuidad

1. Limite de una funcion. Funciones convergentes

La idea intuitiva de limite de una funcién en un punto es facil de comprender: es el
valor hacia el que se aproxima la funcion cuando la variable independiente, x, se
aproxima a dicho punto.

Ejemplo: sea f(x)Z(% el limite de la funcion cuando x tiende a 1 es infinito, ya que

cuanto mas se aproxima x a 1 entonces (x-1)* mas proximo a cero (positivo), y por tanto
la funcion se hace mas grande (1/0.00000001=100000000).

Definicion: Mateméaticamente una funcion f tiene limite L cuando x tiende a un valor xg,
y se denota lim f(x) =L si se cumple que cuanto mas se acerca la x a x¢ (tanto a la

X%XO

+ . . - s r :
derecha, X', como a la izquierda, x(") el valor de la funcion, f(x) mas se aproxima a L

Vamos a considerar dos casos diferentes:

a) lim f(x) =L y f(xo)=L (veremos que es la definicion de continua)
b) lim f(x) =L pero f(x¢)=L

Ejemplo:
a) f(x)=x"+2 > lin} f(x)=3=fQ). Veamos la grdfica de la funcion:

"

k-

3
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P42 si x#1
TTENYTL S limg(n) =3 g()=1
1 S x= ¥l

b) g(x)= {

Definicion: Dada una funcion f(x), se dice que es convergente en X si, existe el limite
lim f(x) = L, distinto de +oo

X=X

Para que f(x) sea convergente en X, no es necesario que X, pertenezca al dominio, por
ejemplo

g(x)=x*+1 si x#1 > 1i1’Ill g(x)=2, 1¢ Dom(g(x)),y la funcion si es convergente

2. Limites laterales

Existen funciones definidas a trozos, son aquellas que estan definidas de diferente
manera a lo largo de distintos intervalos de la recta real. En estas funciones, cuando
queremos estudiar el limite en los puntos donde cambia la expresion analitica, es
necesario calcular los limites laterales, viéndose asi la tendencia de la funciéon a ambos
lados del punto.

Definicion: Una funcion f tiene limite L cuando x tiende a un valor x¢ por la
izquierda y se denota lim f(x) =L, si se cumple que cuando nos acercamos al valor

X=X,

de x( para x menores que X la funcién se acerca a L.

Consiste en estudiar el comportamiento de la funcion en el entorno a la izquierda de X,.

Definicion: Una funciéon f tiene limite L cuando x tiende a un valor x¢ por la
derecha y se denota lim f(x)=L, si se cumple que cuando nos acercamos al valor de

X—)XO

X( para X menores que X la funcion se acerca a L.

Consiste en estudiar el comportamiento de la funcion en todo entorno a la derecha de xo.

Péagina 3 de 44 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)




Tema 11. Limite de funciones. Continuidad

Teorema: El limite de una funcién f(x) en x existe si, y solo si, existen los limites
laterales y éstos coinciden:

lim f(x)= lim f(x)=L = lim f(x)=L

X=X

lim f(x)=L= lim f(x)= lim f(x)=L

XXy

Este teorema serd muy importante en los ejercicios de la PAU donde se nos pide
estudiar la continuidad de funciones definidas a trozos. Ademas, como veremos en el
apartado de caélculo de limites, ya que es el método utilizado para resolver las

. o . .k
indeterminaciones de los limites del tipo 5

Ejercicio 1. Calcular los limites y valores en la funcion de las siguientes funciones
representadas:

a) f(-3)=2, f(-2)=0, f(0)=2, f(4) 4¢ Dom(f(x))
b) lirrslf(x) =3, li_rgy’(x):Z, lit?_ f(x)=2, litg f(x) =noexiste, 1i1r§ f(x) = no existe
limf(x)=1, limf(x)=0, linll f(x)=no existe, litglf (x)=1
x—l x-lt xX— X
c) 1irr31 g(x)=—c0, lim g(x)=-2, lim g(x)=0, lim g(x) =40, lim g(x)=4oco,
x— x—2" X—>+oo X—>—00 x—0"

lim g(x)=—c0, lim g(x)=no existe, limg(x)=no existe
x—0* x—1* x—2

x* =3 six<-5
2x* si =5<x<I1
log,x sil<x<4
2 si x=>4

Ejercicio 2. Calcular los siguientes limites a la funcion f(x) =

lim f(x)= limx*—3=22
x—>-5

=97 ; =no existenal ser los lateraleslistinto
lim f(x)= lim 2x* =50
x—5" x—5"
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lim £(x) = lim2x* =2
1 —J x-o x-I1" — 1 1et1
b) £1_r£1 f(x) fim /() = limlog, x=0 no existenal ser los lateraledistinto
x—1* x—l*

lim f(x)=limlog, x=2
x4

: — ) x4 —
O I/ O)=\Yim ) =lim2=2 =2
x—4t x—4"

Veamos la gréfica de la funcion:

44
35
38
25
28
15

18

3. Distintos tipos de limites

3.1 Limites infinitos cuando x tiende a un niimero real (asintota vertical)

En este apartado vamos a estudiar el caso de funciones que cuanto mas se aproxima x
a un valor xo, bien por la izquierda, por la derecha o por los dos, la funcion se hace
infinitamente grande (tiende a +oo) 0 pequeia (tiende a -o0). Cuando esto ocurre se dice
que la funcion f(x) tiene asintota vertical en x=x, Veamos los siguientes casos:

Definicion: Una funcion f(x) tiene limite +oo cuando x tiende a Xo por la izquierda si
cuando al acercamos a X con x<xg la funcidn crece de forma infinita. Se escribe como:

lim f (x) = +o0

X=Xy

Ejemplo: f)={1—5 ' *<!
2 si x2>1

lim f(x) =+4cc ya que cuanto mas se aproxime x a 1 por la izquierda entonces x-1 mas
x—1"

pequenio y positivo y por tanto f(x) mas grande. Es decir, cuando x—=>1" entonces la
funcion f(x)—>+oo.

En cambio lim f(x) =2
x—1*
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Cuando esto ocurre la funcion se aproxima a la asintota vertical x=1. Es decir cuando la

funcion se aproxima a 1 por la izquierda, ésta se acerca infinitamente a la recta x=1, que
es paralela al eje OY. Veamos la grafica:

Definicion: Una funcion f(x) tiene limite +oo cuando x tiende a x¢ por la derecha si
cuando al cercamos a xg con x>Xg la funcion crece de forma infinita. Se escribe como:

lim f(x) = +oo

X=X

Definicion: Una funcion f(x) tiene limite +oo cuando x tiende a X, si cuando al

cercamos a X con X>Xgy Xx<xo la funcion crece de forma infinita. Esto ocurre cuando
los dos limites laterales valen c. Se escribe como:

lim f(x) = +oo

1
Ejemplo: {(x)=——
(x—2)°

lim f(x) = lim ;—L—oo
. i =2 (x=2)° 0 i 1 ~
/=y o I x—2)?

hmf(x): 111’1’1 —2:—200

x—2" x—2" (x—2) 0"
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Tema 11. Limite de funciones. Continuidad

Veamos la grafica de la funcion y asi podremos interpretar el significado del limite:

De igual forma que hemos estudiado el limite a +oo , el limite a -oo es equivalente., solo
hay que cambiar crecimiento infinito por decrecimiento infinito

lim f(x)=—co
lim f(x)=—o0
lim f(x)=—o0

Muchas veces las funciones f(x) tienden a +eo por un lado de x¢ y a - por el otro lado
de xo; cuando esto ocurre el lim f(x) no existe, ya que para existir debe coincidir los

X%XO

limites laterales. S1 bien aunque el limite no exista la funcion si tiene asintota vertical.

Ejemplo:
1 | | o1 . , )
f(x)=— lim — = —oo, lim — = o =2 lim— = no existe = Asintota Vertical x=0
X x—=07 X x—=0" x x—=0 x

Veamos la grafica:

-1

-2

-3
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Tema 11. Limite de funciones. Continuidad

Definicion: La funcion f(x) tiene asintota vertical en x¢ cuando se cumpla alguno de
estos 6 limites:

lim f(x) =+, lim f(x)=+c0, lim f(x)=+oo

lim f(x)=—c0, lim f(x)=—c, lim f(x)=—c

3.2 Limites finitos cuando x tiende a infinito (asintota horizontal)

En este apartado estudiamos el comportamiento de algunas funciones en las que,
cuando la x toma valores muy grandes o muy pequefios, la funcion se aproxima cada
vez mas a un valor L. Si esto ocurre se dice que f(x) tiende a L cuando x tiende a +o 0 a
-co, Veamos la definicion:

Definicion: Una funcion f tiene por limite un niimero real L cuando x tiende a +oo, si se
cumple que cuanto mayor es el valor de x el valor de la funcion se aproxima mas a y=L.
Se escribe como

lim f(x)=L

Ejemplo:
y=f(x)=2x+1)/x 2 lim f(x) =2

-1

-2

-3

\Definicion: Una funcion f tiene por limite un numero real L cuando x tiende a -0, si se
cumple que cuanto menor es el valor de x el valor de la funcion se aproxima mas a y=L.
Se escribe como

lim f(x)=L

La funcion anterior y=f(x)=(2x+1)/x cumple también que lim f(x)=2

Péagina 8 de 44 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 11. Limite de funciones. Continuidad

Definicion: Una funcion f(x) tiene una asintota horizontal en y=yy si se cumple una de
las siguientes condiciones (o las 2):

a) lim /(x) = ,

b) lim f(x) = y,

Cuando esto ocurre la funcion tiene una asintota horizontal y=L. Es decir, cuando x
se hace infinitamente grande (x> ©°) o infinitamente pequefio (x—2>-o), la funcioén se
acerca a la recta paralela al eje OX y=L

3.3 Limites infinitos cuando x tiende a infinito

En este ultimo apartado estudiaremos 4 casos:
a) lim f/(x) = +oo
b) lim f(x) = —eo
C) xlirgo f(x) =400
d) lim /(x)= o
a) 1{1_)n:1m f(x) =+4e = cuando x se hace muy grande el valor de la funcion también.

Ejemplo: lim x> = +oo

X—>00
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Tema 11. Limite de funciones. Continuidad

b) lim f(x) = —e0 = cuando x se hace muy grande el valor de la funcion muy pequefia
(negativa).

Ejemplo: y=-x* lim— x* = —oo

X—oo

¢) lim f(x)=+eo —> cuando x se hace muy pequefia (negativa) el valor de la funcion se
hace muy grande.

Ejemplo: y=f(x)=x*, lim x* = 4oo
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d) lim f(x)=—e = cuando x se hace muy pequefa (negativa) el valor de la funcién

también.

Ejemplo: y=f(x)=-x>+1 lim—x* +1= —oo

X—y—o0

Ejercicio 3. Calcular las asintotas verticales y horizontales de las siguientes
funciones. Trata de bocetar la grafica de la funcion:

5x+2
a) f(x)=

x+3

x2+2
b x)=
) 8=
Solucion

Sx+2
a) f(x)=

x+3

A.V.: Verticales cuando el limite es infinito (donde se anula el denominador): x=-3:

lim f(x)=— 3 = —o0
lirn3 flx)y="" 0_ 3 el limite no existe pero hay AV en x=-3
T lim f(x) == =°

x—-=3"

A.H.: Cuando el limite en o y/o -c0 es un numero:

lim £(x) = lim~~ = 5

X—>00 x

lim £(x)=lim-~ =5

X0 x

Lugo tiene asintota horizontal y=5, tanto cuando x>0 como cuando x—>-o0.
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Tema 11. Limite de funciones. Continuidad

Veamos la grafica:

28
15

18

—20 -18 -16 -14 -12 -i@e -8 -6 -4

18

15

e
| | | 1 \
¥
%

28

x> 42
b) g(x)=—
x” —9x

AV.: x°-9x=0 > x(x*-4)=0 > x=0, x=9, x=-9. Son asintotas verticales:

1‘ = = —0OQ0
a2 REW=E T
hm g(x)=lim————
=0 x(x — 3)(x+3) lim g(x) = oo
=0 5T 07(-9)
11
2 111’11 g(X) = = 400
hmg(x)— i 3%(23) 13 3?1.6
=3 x(x X+ -
lim g(x) = ——— = —o0
x_>3*g( ) 3076
11
= = +oo
li PR S v
im g(x)=lim —— 1
=3 x(x — 3)(x+3) lim g(x)=— = —oo
x—=3" —3(—6)-0"
2 2
AH. : lim g(x) = lim =5 2 9, lim g(x) = lim =5 2 )
¥ x” —4x v x” —4x

La asintota horizontal es y=0, tanto para cuando x tiene a +o0 como a -

Péagina 12 de 44 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)
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Veamos la grafica:

28
15

ie

I
T S
w

B e e

-28

Ejercicio 4. Representar una funcion que cumpla las siguientes premisas:

a)
Q) lim f(x) =S5 @) lim /(x)=~1

b) lim f(x)=3 D lim /() =0

0 lim f(x)=c h) 1;? f(x)=10

& lim f(x)=— i lim /()= 6

& lim f(x) = §) f10)-0

f) lzrrll S(x) =00 k) f(2)=10
.................................. A 0\

—-18

-15

o

Y I

—28

1

Péagina 13 de 44 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 11. Limite de funciones. Continuidad

b)

a) lim f(x)=1 h) lim /(x) =0
b) lim f(x)=1 i) lim f(x) =10
©) lim f(x)=2 i) f(0)=10

d) -10¢ Dom(f(x)
&) lim f(x)=c0
f) lim f(x)=—

x5

g) gng S(x)=c0

gy e, W S S
"
®
-
@
w
2

—28

4. Calculo de limites

4.1 Operaciones con limites. Indeterminaciones

Al haber limites cuyo valor es o y -oo, tendremos que ver como operan los nimeros
reales con teo. Veamoslo:
Suma y diferencia:
1) VkeR ktoo=tco

2) ocotoo=00

3) -00-00==00

Producto:

1) VkeR" (k>0) k:oo=c0 > ejemplo lim 3x = +oo

X—>+o0

2) V-keR (-k<0) k-co=-00 = ejemplo lim —3x = —co

3) VkeR' (k>0) k:(-c0)=-c0 > ejemplo lim 3x = —eo

4) V-keR (-k<0) -k*(-00)=c0 = ejemplo lim —3x = +oo
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Péagina 15 de 44

Cociente:

1) VkeR %:O - ¢jemplo limE:O

X—too y

+ t oo . . - X
2) VkeR® —— =200 2 ¢jemplo lim — = —oo
k x40 4
too . .X
3) V-keR" —— =Fo > ¢jemplo lim — = —oo

x40 — 4

Exponente:

1) VkeRk>1 k™ =+ > ¢jemplo lim 2" = +co

X—>+o0

2) VkeR 0<k<l k™ =0 - ejemplo lim (lJ =0

x—>+oo\ )

3) VkeRk>1 £~ =0 2ejemplo lim 2" =0

X—>—00

4) VkeR 0<k<l k™ =+ = ¢jemplo lim (lj = 400

x—4o0| D

Indeterminaciones:

1) oo-00,-cotoo > ejemplo limx —x’

X—>0

2) 0-(x«) - ejemplo lim (x* +3x)

X —

3) %9 ejemplo liml

x—0 x
1

too . . x2
4) — - ejemplo lim=—
0 =0 x

+ oo 2
5) ;— - ejemplo lim > *2

X—>o0 X

2
6) % - ¢jemplo lim X +2x

x—0 X

1

7) 17 > ejemplo: 1in01(1+x)x
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Tema 11. Limite de funciones. Continuidad

4.2 Resolucion de limites sin indeterminaciones.

En este apartado vamos a ver como se resuelven los limites en los que no hay
indeterminaciones. Es sencillo s6lo consiste en sustituir el valor de la x por el valor del
limite y operar conforme a lo explicado en el apartado anterior (4.1). Veamos algunos

ejemplos:

1. lim2™' =2""=2" =

X—>o0

2
> im X100 _0 _,
=10 2x+1 21
3 oo —
3 fmA 32T
e —2 -2 =2

—2x+1 —oo+] —oco
ot L] =[Y] =[l] ==
x—e| 3 3 3

5. 1im(1)* =(1)"" =1 nota: la indeterminacion 1° es cuando tiende a 1, no

X—>00

cuando es 1.

2x
6.1m{yr21 j =1 (ind)
X0 x 43

4.3 Resolucion indeterminaciones del tipo oo-00

Las indeterminaciones de este tipo es cuando una o varias funciones tienden a +o y
otra u otras a -oo. Para resolver estas indeterminaciones no tenemos mas que comparar el
crecimiento de las funciones, de tal forma que prevalece aquella cuya tendencia a +oo o

-0 se mayor al resto.

Orden de crecimiento a o (de menor a mayor):

loga1 (x)<loga(x)<x<x’’<x’<...<x"< (b2 )x < (b1 )x

donde a;>a, y b;>b, . Tanto a como b mayores que 1

Todas estas funciones tienden a oo, pero crece mucho mas rapido las funciones

exponenciales que las polindomica, y estas que los logaritmos... Vedmoslo:

v
5% 3% 2 32

logy(X)
log;o(X)
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Tema 11. Limite de funciones. Continuidad

Ejemplos:

a) limx® —2x” —log,(x) =0 —c0—co = limx’ = oo
X—>00 X—>00

b) limx® —2" +log, (x) = co—c0o+ 00 = lim—2" = —oo

X—>o0 X—>0

c) limx® —2% +log,(x) =0 — oo+ 00 = lim—2" = —co

X—>00

d) limx'® —=3* +2" = o0 — oo+ 00 = lim— 3" = —oo

X—o0 X—00

4.4.Resolucion de indeterminaciones del tipo hnd

oo

Las situaciones mas simples en las que aparece es al calcular los limites infinitos de
fracciones polindomica. Estas indeterminaciones se resuelven dividiendo el numerador y
el denominador por la méxima potencia de x del denominador

. P
Ejemplos: lim P
== 0()
5x?=3x+2 5.3.2
2 3 T 2T 3
a) hmsx3 3x+2_ 5 X = lim X% X =9=O
i X 43x=5 oy 43x=5 o, 35
x’ x* X
—x’+3x+2 N
_ 53 a2 —x+t—+—
b lim —E I gy X i I
T oxT A 3x =S o o 43S e 0 0
x2 X x2
—3x> +3x+2 3_'_3_'_ 2
-3x’ 2 —3t o+
o lim X AL X iy X 733
e =2xt43x =5 e =20 43x =5 o 5 3 5 =22
x2 X xZ
Conclusion:
lim a,x"+a, x"".+a,
v h x" +b x"" +..+b,
m m—1
2) n>m-> lim a,x" +a, x"".+a, _0

wi=h x" +b x"" +..+b,

. ax"+a, x""..+a, — oo signo(P(x)) # signo(Q(x))
b) m>n > lim — = .. i
e b x"+b X" 4.4+ b, + oo sisigno(P(x)) = signo(Q(x))
ax"+a, x"".+a, a

c) m=n> lim —— — ==
ot p x"+b X" +..4+b, a

n

Péagina 17 de 44 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 11. Limite de funciones. Continuidad

Ejercicio 5. Calcular los siguientes limites de funciones.

i x3—2x2—3_—oo_1. X’ fim L1
) o 30 3 o o3y w3 3
¥’ =2x"=-3 - }
b) xll)rgc x2 3 = — :)611)1207 :xliIEQx:—oo
3 2 3
e i L HE S A SIS
€) so= —3x*4d4x  —oo xow—3x' ow—3x —oo
o N2xt =3x45xT -1 2x* +5x7 . (\/5+5)x2 (\/5+5)
d) lim > =—=lim —————=1lim 5 =
x—e 5x” —3x 00 ¥—e 5x xoe  Sx 5

(nota el grado dentro de una raiz se divide entre el indice de la raiz, asi \2x" tiene
grado 2.

\/x3—3x+2x—3:c>o \/x_3 X2 1 1

e) lim > — = lim - = lim -=lim——>=—=0
xoe ]5x7 +12x oo x-Sy xoe]S5x7 xoe]5x oo
. . , . . . .y o
Estos no son los unicos tipos de limites en donde aparece la indeterminacion —,
o0

veamos otros casos diferentes

m m—1
amx +am_1x ...+a0

lim =0 (k>1
X—>+o0 k* ( )
lim k - =too (k>1)
e b X" +b x"T 4.4+ b,

m m—1
lim 2o ta,, X" .ta, _ oo (k> 1)
Xboo log, x

1

lim 08 X —0 (k>1)

i p X" +b x"" +..+b,

n n—1
lim bx"+b _x"" +..+b,

X—>+oo log i x

= (k>1yb, >0)
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4.5. Resolucion de indeterminaciones del tipo %

Aparece este tipo de limites principalmente en 2 casos diferentes:

1) Cociente de funciones polinomica: Se resuelven descomponiendo factorial-
mente numerador y denominador (aplicando Ruffini con raiz la del limite, ya
que es el valor donde sea anulan los dos polinomios), simplificando los factores

comunes.
Ejemplos:
2
2) lim— X -|2-x 6 ~ lim (x 22(x+3) —lim 2(x+3) :i
=2 x7 =Tx" +14x—-8 2 (x—-2)(x" —5x+4) 2(x"-5x+4) -2
3 2 2 2
b)limx +3x +3x+1:9:hm(x+l)(x +2x+1):1im(x+—2x+l):9:

=1 x? =3x=2 0 =1 (x+D)x*=-x=2) 1 x*=—x=2 0

i GHDEED (D) 0

ol (x4 )(x—2) mi(x—2) -3

. ox’=3x" . x*(x=3) . x(x=3) 0
¢) lim =lim =lim =—
) =0 Qx? —x =0 x(2x—1) =0 (2x-1) -1

3 _ 2 _ 2 _ _
&) lim > = i X7, I 23 g
=02x° —x =0 x(2x-1) =0 (2x-1) -1

nota: cuando el limite tiende a 0 en vez de Ruffini sacamos factor comun, pues la
raiz es cero, y por tanto el factor es (x-0)=x.

2) Cociente con funciones racionales: Se resuelven multiplicando numerador y
denominado por la expresion conjugada de la que lleva raiz,(cambiando el
signo):

Ejemplos:

. x*—x 0o .. (x* —=x)(Wx+4+2) . (P =x)Wx+4+2)
lim————=—=1im =lim =
=0 x+4-2 0 =0(Jx+4-2)Wx+4+2) 0 x+4-4
2 — —
— lim (" —0)(Wx+4+2) lim (x 1)(\/ic+ 4+2) _
X

x—0

—4

x—0
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4.6. Resolucion de indeterminaciones del tipo %

Este limite puede ser +oo, -c0 0 no existir por ser los limites laterales diferentes. Se
calcula a partir de los limites laterales (son siempre asintotas verticales):

Ejemplo:
. oxt-1 &
o1k hrg 3 =— =+
lim =— 7 X7 0 no existe el limite
-3 x =3 0 .ox -1 k
lim =—=—00
x=3 x — 0
x*-1 _ k _ -
xX*=1 _k = (x=3)° 0° -1
=3 (x=3)> 0 lim -1k _ e (x=3)

4.7. Resolucion de indeterminaciones del tipo 0-co

, . L .0 e
Se resuelven transformandolas en indeterminaciones del tipo — o —.

oo

Ejemplo:

lim ——>(2x — 3) = o0 = Tim 22X =3 = % _ iy &% 6

=lim—=0
X——o0 /x4 ] X——o0 lx4 -2 %) X——o0 lx4 x——eo x
4.8. Resolucion de indeterminaciones del tipo oo -co

Las indeterminaciones de este tipo ya las vimos en el apartado 4.2. En este apartado
vimos que el limite era o o -0, dependiendo qué funcion tendia mas rapido a o. En el
apartado no consideramos cuando eran funciones con crecimiento semejante; esto
ocurre cuando tenemos una raiz con un polinomio de grado n y un polinomio restando
de grado la mitad (n/2). Si esto ocurre lo que se hace es multiplicar numerador y

denominador por la expresion conjugada, eliminando asi la indeterminacion del tipo oo-
oy quedando expresion del tipo oo/oo.

Ejemplo:

[ 2 _ [ 2
lim Vx> + 5x — (x + 3) = o — oo (mismo grado) =lim( AR Sl C L)) B +5x+(x+3))=
o o Vx? +5x + (x+3)

9
_1_7
2 2 o
~im +5x—(x +6x+9):1im x-9 — lim X __1
= Sxtesx e (x43) x4 5x 4 (x+3) *‘*“\/1+5+1+3 2
X X
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4.9. Resolucion de indeterminaciones del tipo 1~

Estas indeterminaciones estan relacionadas con el ntimero e. El valor decimal del
numero e es: e=2,718281... es un numero irracional que debe su nombre al matematico
suizo Euler.

1

Este ntimero es el limite de la siguiente expresion: lim(1+—)~. Demos valores:
X—>00 X

x=122

x=10-> 2,59
x=1000-> 2,7169...
x=10° > 2,718280...

1
En la practica todo limite de la forma lim(1+ f(x))’* =0 cuando lim f(x)=0. La

X=X

forma de resolver esta indeterminacion sera buscar esta expresion:

Ejemplo:

2 X x? X i

x° —3x - x° —3x ) 3x—4 —3x—4\-3x4
| > =1" = 1+— —-1| =lim| 1+ 5 =lim|| |1+ 5
el xT +4 xeo x +4 ¥e X+ ¥eo x +4
e

e i 22334 lim —3x3-4x7

— hme X>+4 — e)HN x2+4 — e)HN x> +4 — e“"’ — 0

x—>o0
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b) lim(1 - x* +2x° o

x—0 x—0 x—0

—x+2x% ) 4
lim(l —x+2x° );14 =17 = lim(l + (—x+ 2x? ))714 =lim {(l + (— x+2x’ ))ﬁ ] =

—1+2x -1
—x+fx2 —1+32x -1 lime P - eo+ =7 =0
=lime * =lime * =lime® =ind{*>" . 4 no existe el limite

x—0 x—0 x—0

. 3 e o
lime ¥ =e% =¢” =
x—0"

¢) lim(-x° )%

X—oo

Ejercicios
Ejercicio 7.Calcula, en las siguientes funciones representadas, las siguientes cuestiones:

Y| Y

y=g(x)

a) f(-3)=2, f(-2)=0, f(0)=2, f(4) 4¢ Dom(f(x))
b) li_glf(x) =3, li_rgyf(x):Z, litg f(x)=2, litg f(x) =noexiste, liir% f(x) = no existe

limf(x)=1, limf(x)=0, linllf(x) =no existe, lim2 f(x)=0
x—l- x—1t X PN
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) 1i1r31 g(x)=—c0, lim g(x)=-2, lim g(x)=0, lim g(x) =400, lim g(x) =400,
x— x—2" X—>+o0 X——o0 =0~

lim g(x)=—c0, lim g(x)=no existe, limg(x)=no existe
x—0" x—l1* x—2

Ejercicio 8: Calcular el limite:

— lim—— e x=2 _ e =0 X L
lime*? =2 =% — lime*~? =no existe
x—2 lim — x—2
—2t-x=2 = eoo o'}

13 ,’

Ejercicio 9: Calcula cuanto debe valer
x+1  si X<1

3-ax? si x>1

para que la siguiente funcidn, f(x), sea

convergente en x=1:f(x) =

lim f(x)=3—a, lim f(x)=2.El limite lirrll f(x) existe siempre que a=1.
x—1* x—1" x—

Ejercicio 10: Siendo f(x)=v2x + 3 calcular el siguiente limite:

0= fG) _ N2xr3-3 J_ S s

x—>4 X — 3 x—4 X — 3

Ejercicio 11: Calcular los siguientes limites

lim — 3 =400
a) lim x™* =0, b) lim 4x* =0, ¢) lim—3: (ind) w0 no existe
X—>+oo X—>—o0 x—0 X 3
lim — =—o0
x—0" x
1
x~ 1 1“51 Pk x 2
d) lim=— = lim_— = (ind) 0" 5x* = ¢) lim=—=0,f) lim <=0
x—=0 x—=0 Sx hm L — oo 3 x—o—e x
x—0" 5x2

)lim{ 2, 32}:0+0:0, h) lim 3™ =3 =01) lim3 ™" =3~ =

X—>+oo x + l x+ X—>+oo X—>—o0
x3
o2y ’ . ¥ x’ oo
J) hm( ) =(—j =0 k) lim =—=lim = lim =— =00
X—>o00 3 3 X—>+o0 lx _ 2 oo X—>+o0 lx2 _ 2 X—>+o0 1_ i 1
X x’
4 2 3
D lim 2 2 my fim o0 ) tim SO -
xme X7 43 x=—ee x7 —1] x> x° 4 3x 42
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2 _ _ 2 _
0) hm 1 —9 - hrnm :g lim —x—6 _9 = lim (x+2)(x 3) _5
Sl -1 0 S (=D +x+]) 3 T2 43 +2x 0 2 x(x+)(x+2) 2

hmx—3 —1 o
q)hm -5x+6 0 llm(x—3)(x—2):—_1 v—2 x—2 0—
=2x2 —dx+d 0 =2 (x=2)(x—2) 0 PO St el S
=2 x—=2 0F
o (=D +1) . (x=DEx+1) _
1 [y =1 x—)l(\/_ 1)(\/;4_1) x>l (x=1)

2- \/ Q-4-0QtVd-x) . 4-dtx 1

no existe

s) im———— =1lim =lim
x50 ¥=0 xX2++4-x) W0 x(24+44-x) 02444-x T4
f hm lim MV 1+x+41 m‘x( I4+x++/1 x)_1 WI+x+v1 x)
I+x—y/1-x H’( I+x—y1-x)( 1+x+ —x) ** l+x—(1-x) = 2
lim x2+6x—9_ 18 _ 4
2 _ +———+_ fo'e]
u) limwzﬁz 3 2x—3 0 no existe
=3 x=3 0 . X +6x-9 18
lIim———=—=—00
x—3" x—3 0_
2x° +6x-3 -3 -3 -3
2 46:-3_ 3 2 s 0 F—or 0 Fs0 0
v) Iim—————=— X X ( ) =0 ( ) +0 no existe

=0 2x2=5x 0]  2¢?+6x=3 =3
Im————=—=-
=0 2x%* —5x 0"

) _ 1 x+2—-(x-2) — lim 4 izo
2 T+ -0 a2+

3x+2 Sx+1 . 6x+4 6
X) 1im(5x“j =1"= eh“’“’“”( ) _ e.&m[SX_J _

e

3

3 (3 )X+ x (x 1) 2
3 . . [7J 4 ! [ J . 3x 3
(x +1]x 1 — lm — exlg} x—1 (x2+l j _ S x-1 xP+1 _ }rlg}xz-%—l _ 2

—e =e =e

1
% lim——(x—2) X

=1" =2 =¢’ aa) lim x+\/_———11 —=1

oo x4l e e 1

Ix

7) hm(x 1)~
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2 g 2 _
ab) linf 4x2—5—(2x—3))=°°—°°=1im4x( Sl B TR . e S

= a —s+@e-3)) W4 -5+@x-3)

818

12—E

=lim X 3 =—=3
\/4—52+(2—)
X X

. N2x—-4 0 ..
ac) lim =—=

=2t x=2 0 xo2° x—=2 =2 x =2 O+

Ejercicios PAU

Septiembre 2004. Prueba B. C-4. Determinese el valor del pardmetro a para que se

verifique lim (y/x*+ax+1—x)=2.( 1 punto)

lim(\/m-x): lim (\/)c2 +ax+ —xX\/xz +ax+1+x) : (x2 +ax+1—x2)

= lim
x—>4oo e (\/xz +ax+1 +x) A (\/ X tax+1 +x)
i (ax+1) a a
= lim ===2 - a=4

S rarelax) 1412
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5. Definicion de continuidad

Veamos la definicion de la continuidad:

Definicion: Una funcion f(x) es continua en un punto x, si en dicho punto se cumplen
las siguientes tres condiciones:

1. Existe lim f(x)y no vale +o ni -o0 (es decir es convergente en X)
X%XO

2. La funcioén definida en x¢, es decir xoe Dom(f(x))

3. Los dos valores anteriores coinciden: lim f'(x)=f(xo).
XX

Ejemplo:

1) Dom(f(x))=(-e2,3)[5,00)
Continua en todos los puntos del dominio menos en

a) x=-3-2> lim3 f(x)=3#£(3)=2
b) x=1-> lirrll f(x) no existe pues los limites laterales son distintos
c) x=5-> lirrsl f(x) no existe pues no existe el limite por la izquierda

2) Dom(g(x))=(-22,0)(0,1](2,3)U(3,%0)
Continua en todos los puntos del dominio menos en

a) x=0-> lirr(} g(x) no existe pues los limites laterales son distintos
X!

b) x=1-> lirrll g(x) no existe pues no existe el limite por la derecha
x—

c) x=2-> 1irr21 g(x) no existe pues no existe el limite por la izquierda

d) x=3-> 1i1r31 g(x) =—c pero 3¢ Dom(g(x))
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Definicion: Una funcién f(x) es continua en un intervalo (a,b) si en todos los puntos del
intervalo es continua. Esto ocurre cuando al dibujar la grafica “no levantamos el boli de
la hoja para dibujarla”

En el ejemplo anterior f(x) continua en (-o0,-3), (-3,1), (1,3) y (5,00). La funcién g(x) en
(_0070)5 (071)5 (273) y (3700)

Ejercicio 12. Calcular la continuidad de la siguiente funcion:
1

_Jx?-1
FO=9% 13 sio<x<i

1x + 1 si x>1

si x<0

Pasos:

1) Estudiar la continuidad de los “trozos” en sus dominios de definicion:

° es continua en R-{-1,1}, ya que el denominador se hace cero y el limite

x2-1
en x=1 y x=-1 vale o (asintota vertical). Pero de los dos valores s6lo x=-1
pertenece al dominio de definicion, x< 0.

e 2x+3 y4x+1 son rectas y por tanto continuas en todos los reales.
Luego por ahora la funcioén no continua en x=-1

2) Estudiar la continuidad en los puntos donde la funciéon cambia de expresion analitica,
en nuestro ejemplo x=0 y x=1.

En x=0
lim f(x) =< x>0 S =0 x% — no existe el limite
0 lim f(x)=1lim2x+3=3

x—0* x—0"

Luego la funcién no continua en x=0 tampoco.

En x=1
lim f(x)=1lim2x+3=5
1 — Jx-ol x—1" —
lm £ = im £ = limdx+1=5" >
x—l1* x—1*

Aunque el limite existe la funcion no continua pues 1¢ Dom(f(x)). Ya que para x=1 la
funcién no definida

Luego la funcién no continua en x=1 tampoco

La funcion tiene tres puntos de discontinuidad en x=-1, x=0, x=1.
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6. Tipos de discontinuidades

Definicion: Una funcion f(x) es discontinua en un punto Xy si no es continua en
dicho punto.
Existen dos tipos de discontinuidades:
a) Discontinuidad evitable
b) Discontinuidad no evitable

Discontinuidad _evitable: Una funcion f(x) presenta una discontinuidad evitable en el
punto x¢ si cumple las siguientes condiciones:

1. La funciéon convergente, es decir el limite de la funcion en x, existe, y es un
numero =2 lim f(x)=L

X%Xo
2. Una de las dos siguientes condiciones:
a. o el limite no coincide con f(x)

b. o bien la funcién no estd definida en x¢ (es decir xo¢ Dom(f(x))
Ejemplos:

1) 5 Y4

—47/-2—1 5(011 28 oy

lin} f(x)=4# f(2)=1. Esta discontinuidad se evita redefiniendo la funciéon en x=2,

haciendo que en este punto la funcién tome el mismo valor que el limite es decir f(2)=4

x’ -4
Asi la funcion f(x)=14 , _» SEX#2 i es continua pues lirr21 f(x)=4=1(2)

4 si x=2
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2)

g(x)=e™

/—ll\)w-bm‘<

e R TO“\ 2 3. A=

lirrol g(x)=0 pero 0¢Don(g(x)). Esta discontinuidad se evitaria si redefinimos la

-1/x* .
funcion tal que en x=0 esta valga lo mismo que el limite: g(x)z{e si x#0

six=0

Discontinuidad no_evitable: Es aquella en la que el limite en el punto o no existe o es
infinito. Pueden ser a su vez de 2 tipos:

1) Salto finito en xy: los limites laterales no coinciden pero son numeros reales
lim f(x)# lim f(x)
x—)onr =Xy

X=Xy

Y
(—151“0
21 f(x) = sg(x) = 1c:sne=c|
1s5ix=>0

*3 /im f(x) 3 lim f(x)

x=0r x=—=0
o lim f(x)= lim f(x)
x—=0 x—=0

2) Salto infinito en xy: cuando los dos limites laterales en xy o al menos uno de
ellos es +oo 0 -co.

o lfm 1 - o lim f(x) =+
x—=0

a x—0
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Ejercicio 13. Decir de las siguientes funciones los tipos de discontinuidades de las
siguientes funciones

f(x): x=-3 evitable, x=1 no evitable de salto finito. Entre [3,5) la funcién no definida

g(x): x=0y x=3 no evitable de salto infinito. Entre (1,2] funcién no definida.

Ejercicio 14. Decir que tipo de discontinuidad hay en la funcidn del ejercicio 12
La funcion tiene tres puntos de discontinuidad en x=-1, x=0, x=1.

- En x=-1 no evitable de salto infinito

- En x=0 no evitable de salto finito

- En x=1 evitable

7. Continuidad de las funciones elementales. Operaciones con
funciones continuas

Las funciones elementales, por lo general, son continuas en todos los puntos del
dominio. Las discontinuidades mds importantes aparecen en funciones definidas a
trozos (discontinuidades evitables o de salto finito), y en funciones con denominador en
el valor donde se anula éste (discontinuidad de salto infinito).

Operaciones de funciones continuas: Sean f(x) y g(x) funciones continuas en X,
1) Las funciones suma y resta (f £ g)(x) son continua en Xy
2) La funcién producto (f*g)(x) es continua en xg
3) La funcidn division (f/g)(x) es continua en X si g(Xo)#0

4) Si g(x) es continua en Xy y f(x) es continua en g(Xo) entonces la funcion
compuesta (f-g)(x) es continua en X.
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8. Teoremas de Continuidad

8.1. Teorema de conservacion del signo

Teorema de conservacion del signo: si una funcion f(x) es continua en el punto xode
manera que f(X)#0, se cumple que en un entorno del punto la funcién conserva el
signo, Esto es si f(x9)>0 se cumple que en un entorno de x¢ la funcion positiva, y si
f(x0)<0 entonces en un entorno de X, la funcién es negativa.

..

X0 |

8.2 Teorema de Bolzano

Teorema de Bolzano: Si una funcion f(x) es continua en un intervalo [a,b] tal que f(a) y

f(b) tienen distinto signo (f(a)-f(b)<0), entonces existe al menos un punto ce (a,b) tal que
f(c)=0.

Veamoslo graficamente:
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vy

0.4

%

nE

8.8

Vemos que el teorema de Bolzano nos asegura al menos una valor c tal que f(c)=0, pero
como vemos puede ocurrir que no sea unica. Para asegurar que solo es unica debemos
ademas de aplicar Bolzano ver que la funcion en el intervalo (a,b) es siempre creciente o
decreciente.

Nota: existen multitud de funciones que en el intervalo donde estin definidas no
cumplen Bolzano y cortan con el eje. El teorema de Bolzano asegura que existe el punto
de corte, pero si no cumple Bolzano no se puede decir si exista o no. Veamos dos
ejemplos:

a) f(x)=x%-5 en el intervalo [-3,3] no cumple Bolzano pues f(3)>0 y f(-3)>0 y en cambio
si corta al eje OX

-4

2 .
-5 <2
b) f(x)= * X en [-4,2]. La funcion no continua en x=2:
x si x22
lim f(x)=-1
lin} f(x)=1"72 no existe el limite, no continua en x = 2 y en cambio corta eje OX

lim f(x)="2
x—2"
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-8
x54x%-1
x-3

Ejercicio 15. Encontrar un intervalo donde la funcion f(x)=
decir (x¢)=0.

Tenemos que la funcion es continua en R-{3}. Busquemos un intervalo, que no
contenga x=3, tal que el signo de sus extremos sea diferente.

f(0)= 1/3>0 f(1)=-1/2<0

Asi la funcion f(x) cumple Bolzano en [0,1]:

corte al eje x, es

- es continua en este intervalo
- f(0)1f(1)<0

Luego 3 ce(0,1) : f(c)=0.

Veamos la funcidn:

3

Ejercicio 16: Decir un intervalo de x donde la funcion f(x)=x*-x+3 valga 8.

Tenemos que buscar una funcion igualada a cero: x*-x+3=8 >x*-x-5=0. Si llamamos a
x*-x-5=g(x), tenemos que buscar un intervalo donde g(x)=0, es decir buscar el intervalo
donde cumpla Bolzano:

1) Primera condicidn, continuidad: g(x) es continua en R,

2) Tenemos que buscar un intervalo [a,b] tal que g(a) y g(b) distinto signo. Sea [1,2] se
cumple g(1)=-5y g(2)=9 luego cumple Bolzano.

Existe ce (1,2) tal que g(c)=0, y por tanto g(c)=5.
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Ejercicios
Ejercicio 17: Estudia la continuidad de las siguientes funciones

| x|
5121

a) f(x)= x
5 si x=0

si x20

El valor absoluto puede dividirse en dos partes: cuando lo que estd dentro del valor es
negativo este cambia de signo, y si es positivo no se cambia.

5~ six<0 6 si x<0
X
f(x)==45 si x=0=15 si x=0

5% ¢ x>0 |4 si x>0

RS
. lim f(x)=4 A .
£1_r)101 f(x)= lim f(x) =6 no existe , discontinuidad de salto finito

f(x) es por tanto continua en R-{0}

x* =1 si x<2
b) g(x)= .
x+1 Si x>2

Es una funcién definida a trozos, donde cada uno de ellos es un polinomio, que son
continuos en R; De esta forma en el Unico punto que tenemos que estudiar la
continuidad es en x=2, donde f(x) cambia de expresion analitica:

lim x+1=3
: _ x—2" _ —
g =1 fim x2—1=3 = 1)
x—2"

Luego g(x) continua en R.

ﬁ si x#3
o h(x)=7 (_3
6 si x=3

Es una funcion definida a trozos, uno de ellos es una fraccion algebraica, asi que en los
puntos donde se anule el denominador puede no ser continua. Como coincide el punto
donde se anula el denominador con el cambio de expresion analitica (x=3) s6lo hay que
estudiar la continuidad en este punto.
2
x=9 0 .. (x=3)(x+3
0 (x=3)x+3)

limA(x) = lim>—— =
x—3 =3 x—13 0 x—3 (x — 3)

= lim(x +3) = 6=((3)=6

La funcion h(x) es continua en R
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2x—1 si x>-—1

3 si x<-1

d) 1(x)= {

Es una funcion definida a trozos, en cada uno de ello la funcidn es un polinomio, asi que
el unico punto donde hay que estudiar la continuidad es en x=-1, alli donde cambia de
expresion analitica:

lim /(x)=3
. _ x—=-1" ; 1 .
}1_{{11 [(x)= lim /(x) = lim 2x—1=—3 — Noexiste , luego no es continua en x=-1, de
x—-1" x—-1"

salto finito.

De esta forma I(x) continua en R-{-1}.

Ejercicio 18: Calcula el valor de k para que las siguientes funciones sean continuas en
todo R

sen(3x) si x<7m/2
2k + cos(2x) si x>mw/2

a) f(x)= {

Es una funcion definida a trozos; en cada uno de ellos las funciones son expresiones
trigonométricas, continuas en R. Luego el unico punto donde puede presentar
discontinuidad es en x=m/2, alli donde la funcion cambia de expresion analitica.
Veamos si f(x) es continua en 7/2

lim f(x)= lim 2k +cos(2x) = 2k —1

. _ 2 x>
I FO =1 fim £(x) = lim sen(3x) = -1
2 4 V.4

x> x>
2 2

El limite existe si los limites laterales son iguales, esto ocurre si k=0. Ademas cuando
k=0 se cumple f(n/2)=-1,y por tanto la funcion es continua en x=7/2

De esta forma la funcion es continua en R si k=0

x_+2 si x#2
b) gx)= 4 x-2
k si x=2

Es una funcion definida a trozos, en uno de ellos la funcion es una fraccion algebraica
que puede no ser continua en los puntos donde se anual el denominador (x=2). Como
este punto coincide con el punto donde la funciéon cambia de expresion analitica, es el
unico punto donde tenemos que estudiar la continuidad de g(x).

. x+2 4
x+2  4|mo = m =
limg(x) =lim =7 X el limite no existe, asi que
x—2 x—)2x—2 O hmx+2_ 4 .

=2t x =2 B 0"

indiferentemente del valor de k la funcidon g(x) no es continua en x=2
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I+|x| six<O0
) kx)=1k si x=0

Ex+1 si x>0
2

Como [x| estd definido para valores negativos (x<0), es equivalente a sustituir |x| por —x:

I-x six<0
k(x)= < k si x=0
%x +1 si x>0

Es una funcién definida a trozos; en cada uno de ellos las funciones son polinomios, y

estos son continuos en R. Luego el tnico punto donde puede presentar discontinuidad
es en x=0, alli donde la funcion cambia de expresion analitica.

liml+|x =1
x—0"
limk(x) = =1
=0 () lim§x+l=l
x—0*

Para que sea continua ha de cumplir que k(0)= ling k(x). Por tanto k(x) serd continua si
k(0)=k=1 = k=1
x*+2

) m(x)= ;—2

six>3

+ksix<3

x—4

Es una funcién definida a trozos, en cada uno de ellos las funciones son fracciones
algebraicas, que no son continuas en los puntos donde se anulan el denominador. En la
primera de ellas ocurre en x=2, pero como esa expresion analitica solo existe para x>3,
nuca tomara ese valor. La segunda se anula para x=4, pero como la expresion definida
para X<3 nunca tomara ese valor. Asi que s6lo hay que estudiar la continuidad en x=3, donde la
funcion cambia de expresion analitica:

lim X2 k= —6+k
limm(x)={""" *7 4 El limite existe si k=17. Ademas si k=17 m(3)=11
o lim =2 =y

x-3t x—=2 1
y por tanto continua en 3 y en todo R.
Ejercicio 19: Hallar el dominio y la continuidad de las siguientes funciones:
a) f(x)=[x*-6x+5|

El dominio de la funcién f(x)=|x2-6x+5\ y su continuidad es todo R, ya que el valor
absoluto de f(x) es continuo en los mismos puntos en los que sea continua la funcion
x>-6x+5, que es un polinomio.
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b) g(x) =4+ x+/4—x—22.

El dominio de una raiz cuadrada son todos los puntos donde el radicando es positivo o
cero. Como g(x) esta definida a partir de suma la de tres funciones, el dominio serd la
interseccion de los tres dominios. Veamos uno a uno por separado:

Ja+x Dom=[-4,0)

Ja—x Dom=(-c0,4]

2J2  Dom=R

Dom(g(x))= [-4,00)N(-00,4]NR=[-4,4]

En los puntos del dominio la funcion es continua, pues el limite de la funcion coincide

con el valor en el punto.

Ejercicio 20: Determinar los parametros a y b para que la siguiente funcidon sea
continua en todo R

2

xe" six<0
f(x)=qax+b si0<x<1
1+ xIn(x) si x>1

Es una funcion definida a trozos, y en cada trozo la funcion es continua en su dominio
de definicion, ya que el Gnico que no es continua en todo R es 1+ xIn(x), pero como

esta definida para x>1 en este intervalo es continua.

Tendremos que ver la continuidad en x=0 y x=1 para asegurar que la funcion f(x)
continua en todo R.

- Continuidad en x=0

‘ hmf(x)—llmxe =01=0 ' ‘ ‘
lim f(x) =<+20 El limite existe si b=0, ademas para este
x—0 hm f(x)= hm ax+b=>b

valor de b f(O)—O y por tanto la funcidn sera continua
- Continuidad en x=1
lim f(x) = hm(l +xIn(x))=1+10=1
lxlirll f(x)= lfr;;lf (x) = hm i a El limite existe si a=1, ademas
para este Valé:1 f(a)=1 yx;(ir tanto la funcion sera continua

Si a=1 y b=0 la funcién sera continua en R
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1 si 0,1 1 si 0,2
Ejercicio 21: Sean las funciones f(x) = si x<[0,1) (x) { x +1 sixel0,2)

x sixe[l, ) x si xel2, )
estudiar la continuidad de f+g, f'g, f/g

Estudiemos la continuidad de las funciones f(x) y g(x)

Facilmente se puede comprobar que f(x) es continua en todo el dominio de definicién
[0,0), y g(x) continua en todos los puntos de definicion menos en x=2, donde los limites
laterales no coinciden, es decir en [0,2)U(2,00).

a) (f+g)(x) por las propiedades de continuidad sera continua en [0,00)M( [0,2)U(2,00))=
=[0,2)L(2,20)

b) (f-g)(x) por las propiedades de continuidad sera continua en [0,00)M( [0,2)U(2,00))=
=[0,2)U(2,e)

¢) (f/g)(x) por las propiedades de continuidad sera continua en [0,00)N( [0,2)U(2,00))=

=[0,2)U(2,0), ya que g(x) no se anula para ningun valor de x

Ejercicio 22: Hallar y clasificar las discontinuidades de las siguientes funciones

x’ -4

2
x~—=2x

a) f(x) =

Sera continua en R menos en los puntos donde se anula el denominador es decir x=0 y
x=2, por tanto 0,2¢ Dom(f(x)). Veamos el limite en estos puntos para discernir el tipo
de discontinuidad.

-En x=0
lim x4 —4
2 = A = (oo}
lim 24 e x22—2x - 20 — salto inf inito en x =0
=0x?—2x 0 . x'—4 -4
lim 5 = — = —oo
=07 x° =2x =20
- En x=2
2_ —_—
lim s 2Oy DO Ay able
=2 x"=2x 0 2 x(x-2) 2

2—x six<0

b) g(X)={ .

e si x>0

Tanto 2-x como €™ son continuas para todo R, luego la unica posible discontinuidad
puede ocurrir en x=0.

}Ci_r)ng (x)= {)lci—;gg(x) _ )lfl—;lol 5y Discontinuidad de salto finito.
x—0" x—0"
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2s5ix=0

e’ six#0

©) f(X)={

lim f(x) = lime ™ =1# f(0)=2 > Evitable

Ejercicio 23: Estudiar la continuidad de f(x)
In(—x) si x<-2
sen(x) si —2<x<2

fx)=

0 si 2<x<4

x2=12 si x>4

Funcién definida a trozos y en cada uno de ellos la funcion es continua en su dominio
de definicion, (In(-x) es continua si x<0). Veamos la continuidad en los puntos donde
cambia la expresion analitica:

lim f(x)=sen(—27)=0

=_ 1 — x—-2"% . . .
En x=-2 > }Ln_lz f(x) { lim £(x) = In(2) Discontinua de salto finito
x—-2"

lim f(x)=0
En x=2-> lim f(x) =4 2% " Continua en x=2
x—2 lim f(x)=sen(27)=0
x—2"

lim f(x)=16-12=4
— . — Xﬁ4+ . . .
En x=4-> £1_I>141 f(x) lim £(x)=0 Discontinua de salto finito
x—4"

Ejercicio 24: Demuestra:
a) x=xsen(x)+cos(x) tiene solucién en [-7,7]:
Definimos f(x)= xsen(x)+cos(x)-x tal que

1. Es continua en R y por tanto en [-7t,7].
2. f(-m)=-1+1>0, f(7)=0+1-1<0.

De esta forma cumple Bolzano = Jce (-w,7): f(¢)=0, es decir, la ecuacidn tiene solucion
en este entorno.

b) 3sen(x)=e™cos(x) en algun valor de x.
Definimos f(x)=e™cos(x)-3sen(x) tal que

1. escontinua en R.
2. Tomamos el intervalo [0,7/2] = f(0)=1>0 f(m/2)=0-3<0.

Cumple Bolzano—> Jce (0,/2): f(c)=0, es decir la ecuacion solucion en este entorno.
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Ejercicio 25: La funcién cotg(x) tiene distintos signos en los extremos del intervalo
[3m/4, 5/4] y sin embargo no corta el eje x. Entonces contradice esto Bolzano?

No contradice Bolzano pues cotag(x) no es continua en e [37/4, 5m/4]

Ejercicio 26: Demostrar f(x)=x’-8x+2 corta al eje OX en (0,2). ;se puede decir lo
mismo de 22—29
x—1
f(x) cumple:
1. Continua en (0,2)
2. 1(0)=2>0, f(2)=-6<0
Luego cumple Bolzano = Jce (0,2): f(c)=0

No podemos decir lo mismo de , pues en x=1€(0,2) no es continua.

D

Ejercicio 27: Sea f(x) una funcion que cumple f(-2)<0 y f(0)>0 ;Es siempre cierto que
existe un valor ¢ en (-2,0) tal que f(c)=0

Si f(x) es continua en el intervalo [-2,0] podemos asegurar que se cumple dicha
afirmacion (por el teorema de Bolzano). Sino no es asi no podemos asegurar tal
afirmacion. Lo cual no contradice que alguna funcién discontinua en donde f(a)-f(b)<0
esta corte al eje x en (a,b)

Ejercicio 28: Estudiar el dominio y discontinuidad de f(x)=In((x+2)/x?)
Pasos:
1) Dominio de (x+2)/x* 2> R-{0}

2) Al ser un logaritmo~> (x+2)/x*>0: Como x” siempre positivo tenemos que ver cuando
(x+2)>0, esto ocurre en el intervalo (-2,00)

) (x+2)

De esta forma el dominio sera (-2,00) menos el punto x=0->Dom(f(x))=(-2,0)U(0,c0).

En todos los puntos del dominio la funcidn es continua pues, el limite existe y coincide
con el valor de la funcion en el punto.
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Ejercicio 29: Hallar a y b para que f(x) cumpla Bolzano en [-xt,xt]. Hallar ¢ que cumple
Bolzano

cos(x) si —w<x<0

f(x)=3a+x> si 0<x<l1

b

— sil<x<rxw

X
Para que cumpla Bolzano tenemos que obligar a la funcion a que sea continua en [-7t,7t],
y por tanto en x=0 y x=1

' lirg; f(x)=cos(0)=1
Enx=0:£1£r(}f(x): 1ir(I)1f(x):a+O:a > a=l
lim f(x)=1+1=2
Enx=1: limf(x)={" b > b=2
=l lirnf(x)zT:b
x—l1*

Si a=1 y b=2 la funcién es continua en [-T,7], veamos ahora que cumple la segunda
condicion:

f(-m)=-1<0
f(m)=1/7>0

Luego cumple Bolzano Jce (-wt,m): f(c)=0

Busquemos el valor c:
a) Veamos si ce [-1,0]2> cos(c)=0 = c=-/2
b) Veamos si ce[0,1]2> 1+x°=0 no solucién

¢) Veamos si ce [1,1]22/x=0 no solucién

Ejercicio 30: Demuestra que la ecuacion ©* =e tiene solucion en (0,1), ;lo cumple
también ¢*=e?

a) '=e solucion en (0,1)> definimos f(x)=n"-¢, se cumple:

a) Continua en [0,1]

b) Ademas f(0)=1-e<0 y f(1)=mn-e>0
Al cumplir Bolzano Jc: (0,1): f(c)=0, y por tanto la ecuacion tiene solucién en (0,1)
b) ¢*=e solucion en (0,1) = definimos f(x)= ¢*-¢, se cumple:

a) continua en [0,1]

b) pero f(0)=1-e<0 y f(1)= ¢-e<0

Luego no cumple Bolzano y no podemos asegurar que la ecuacion tenga solucion.
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Ejercicios de 1a P.A.U.

Junio de 2004.Prueba A

C-2: Demuéstrese que las graficas de las funciones f(x)=¢" y g(x)=§ se cortan en un punto si
x>0

Si se cortan f(x)=g(x).

Definimos h(x)=f(x)-g(x)=e"-1/x. Si h(x)=0 entonces f(x)=g(x) y las funciones se cortaran.
Veamos que h(x) cumple Bolzano, y por tanto h(x)=0:

a) Es continua para x>0 (no se anula el denominador).
b) Busquemos un intervalo donde cumpla Bolzano, por ejemplo [0.1,1]: h(0.1)=e"'-1<0 ;
h(1)=e-1>0

Luego cumple Bolzano Jce(0.1,1): h(c)=0, y por tanto f(c)=g(c), cortandose en c estas
dos funciones

Junio de 2005. Prueba B

C-3.- Estudiese, segun los valores de los nimeros reales oo y P, la continuidad de la
funcion f definida por

X+a .
s ={1ger S *F0
B si x=0

es continua en R-{0}, pues 1+e"™ nunca se anula. El unico problema

., X+
La funcién T
+e

esta en x=0, al anularse el denominador del exponente. Por otro lado en x=0 la funcién
cambia de expresion analitica, luego es el unico punto donde tenemos que estudiar la
continuidad:

Continua en x=0 si lirré f(x)=f(0)=p4

. X+ a a
P o hm1 = 1/()+:_:0
. X , 0*
lim f(x) =lim = — = (ind) = =rlte l+e *°
x—0 x—)01+e x 1+e llm x+a _ a _g
=0 Le gt

Para que exista el limite o=0. Si o=0 lirrol f(x)=0.
Por otro lado para ser continua f(0)= lin(} f(x) 2 p=0

Luego si =0 y o=0 la funcion sera continua en x=0, y por lio tanto en todo R.
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Septiembre de 2006. Prueba A
PR2. b) Pruébese que la ecuacion 3x = ¢” tiene alguna solucion en (—oo,1]

Definamos la funcion f(x)=3x-¢"; si demostramos que f(x)=0 en (-©°,1], entonces se
cumplird la ecuacion. Para esto apliquemos Bolzano:

a) f(x) es continua en R y por tanto continua en todo el intervalo
b) busquemos el intervalo [a,b] comprendido en (—oo,1] y tal que f(a)-f(b)<0. Por
ejemplo [0.5, 17: f(1)=3-e<0, £(0.5)=1.5-¢"">0.

Asi f(x) cumplird Bolzano en [0.5, 1], y por lo tanto, existe al menos un valor
ce(0.5,1), luego ce (-22,1] tal que f(c)=0, es deci se cumple la ecuacion.

Junio de 2007.Prueba A

C-4. Demostrar que las curva f(x)=sen(x) y g(x)=1/x se cortan en algin punto del
intervalo (2w, 57/2)

Si f(x) y g(x) se cortan en algiin punto = f(x)=g(x) = sen(x)=1/x . Para poder aplicar

. 1
Bolzano pasamos 1/x al otro miembro = sen(x)——=0. De esta forma resolver la
X

h(x)
ecuacion es lo mismo que ver que h(x)=0.

Apliquemos Bolzano a h(x) en el intervalo marcado (27,57/2):

a) Continua en [27,57/2], ya que h(x) es continua en todos los reales menos en el
0,y 0¢ [2m,57/2].
b) h(2n)=sen(2m)-1/(21)=-1/(21)<0, h(57/2)=sen(5n/2)-1/(57/2)=1-2/(57)>0

Luego cumple Bolzano, y por lo tanto, existe un punto ce (2x,57/2) tal que h(c)=0, y
por ello en este punto se cumple la igualdad f(c)=g(c), cortandose las dos graficas

Junio de 2007.Prueba B

PR-2 (b) Demostrar que existe algin niimero real ¢ tal que ct+e“ =4 .

X

Si modificamos la igualdad 2 x+e”
160
existe un punto c tal que f(x)=0,es decir si podemos aplica Bolzano:

—4 =0 tendremos que la ecuacion solucion si

a) Continua en R, luego podemos tomar cualquier intervalo para aplicar Bolzano

b) Busquemos el intervalo f(0)=1-4<0. Si tomamos x=4, como €™ siempre es
positivo entonces f(4)=4+e*-4>0.

Luego cumple Bolzano en [0.4], y por lo tanto, existe ce (0,4) tal que f(c)=0, y entonces
ct+e™=4 solucion en (0,4).
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C1. Hallar a y b para que f(x) continua en todo R

a+xln(x) si x>0

f(x)=3b six=0

sen(7mx .
#) si x<0
b

es continua en x<0, pues no toma el

. . . sen(7x
La funcion xIn(x) es continua si x>0 y sen(7)
X

valor x=0. De esta forma, en cada trozo las funciones son continuas en los dominios de
definicion. Por esta razon so6lo hay que estudiar la continuidad en x=0

Continuidad en x=0. Sera continua si lin(} f(x)=£(0)

| lm f()=(*)=7 o
1123 f(x)= lim £(x) = (*) = a - el limite existe si a=n y valdra lgrg f(x)=n

(*) Calcularemos estos limites en el tema 12 (Teorema de L’Hopital)

f(0)=b, como ling f(x)= f(0)>b=n

De esta forma si a=n y b= la funcion es continua en x=0, y por lo tanto en todo R.

Péagina 44 de 44 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 12. Derivabilidad de funciones.

1. Tasa de Variacién media. Derivada en un punto. Interpretacion ............c.cccceeecerenneenee.
1.1 Tasa de variaCion Media...........cocueeriieriieiiienie ettt
1.2 Definicion de derivada de una funcidon en un punto...........cecceeeevveeecveeecneeeseneeennne
1.3 Interpretacion geométrica de la derivada..........ccceevveeiiieniieiiiniiiceeeee e

2. Continuidad y derivabilidad ...........cccoooiiiiiiiiiiicceeee e

3. Funcion derivada. Derivadas SUCESIVAS ........eecvierieeiiienieeiieniieeieeeiteeiee e eieeseae e
3.1 Funcion derivada ........coc.eoiiiiiiiiieeiee e
3.2 Derivadas de Orden SUPETIOT .........eevierieeiiieniieetiesiie et eiteereeiee e eteeeeaeebeeseaeeneeas

4. Derivada de funciones elementales. Operaciones con derivadas ...........cccecveeeeveeennenn.
4.1 Derivadas de las funciones elementales ............ccccoevierieeiieniiinienie e

4.2 Operaciones CON deTIVAAS ......c..eeevuiieeiiieeeiieeeieeeeieeerteeesreeesaeeeraeeeaeeessaeesseeens



Tema 12. Derivabilidad de funciones

1. Tasa de Variacion media. Derivada en un punto. Interpretacion

1.1 Tasa de variacion Media

Definicion: se llama tasa de variacion media de una funcién f(x) entre los valores x; y
X, al cociente entre el incremento que experimenta la variable dependiente “y”, y la
variable independiente “x’:

Af

TGty L] - L)=/x)

X, =X

Interpretemos graficamente su significado:

Ejemplo: f(x)=x*-3x+1

f(x2))

f(x1)

Af} _S@-f@) _5-CD _,

Veamos la tasa de variacion media entre 2y 4:| —
4-2 4-2

Af

Para interpretar [—} fijémonos en el triangulo rectangulo rojo de la imagen, donde
X%

Af

los catetos son (f(x2)-f(x1)) y (X2-x1). De esta forma [—} es el cociente de los dos

Af

catetos, y asi [—} es la tangente del angulo que forma la recta que une los puntos
Xp,X

Af

(x1,f(x1)) ¥ (x2,f(x2)) con el eje x, y por tanto [E} es la pendiente de dicha recta
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1.2 Definicion de derivada de una funcion en un punto

Definicion: la derivada de una funcion f(x) en el punto xo, se denota como f’(xo), es la
tasa de variacion instantanea, es decir:

P = tim LTS G o G+ 1) = [ (x)

X=X, X —Xx, h—0 h

Generalmente suele ser mas facil calcular esta derivada a partir de la segunda igualdad
de la definicion.

Una funcion es derivable en un punto cuando el limite existe, aunque este sea « 0 -«.
Ejemplos:
a) f(x)=x*+1 en x=2

f2+m)-fQ2) _ (@+n)>+1)-5 . K +4h . h+4
h

lim = lim =lim——=4
h—0 h h—0 h =0 ]

/'@ =lim
La funcioén f(x) es derivable en x=2 y f’(2)=4

x—1 si x>1
b) f(x)=x-1]= en x=1
—x+1 si x<1

£(09)= lim ZAFW /Dy AFh=D=0_ 2
h—0* h h—0* h h—0" f

£(0)= lim LAFM=SD _pp ZAEM*FI=0 =0
h—0" h h—0" h =0 h

No existe el limite por tanto la funcion f(x) no es derivable en x=1.

Nota: las funciones valor absoluto no son derivables en los puntos de x donde se anulan.
En estos puntos las derivadas laterales son de distinto signo.

1.3 Interpretacion geométrica de la derivada

En el apartado 1.1 vimos que la tasa de variacion media se interpretaba como la
pendiente de la recta que unia los dos puntos. La derivada es el limite de la variacion
media cuando los puntos se acercan infinitamente, veamos esto de forma gréafica en x=2

derivada

4
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Como vemos en la grafica anterior si nos acercamos infinitamente al punto la recta que
une los dos puntos tiende a ser la recta tangente a la funcion.

Por tanto la derivada en xyde f(x), es decir f'(xy) es la pendiente de la recta tangente a
la funcion en el punto (xy, f(xy)).

o> m=tg{o)=f"(x¢)

Conclusion: f,(xO) :tg(a) =Myecta tangente en xo

Conociendo la pendiente de la recta y el punto por el que pasa (xo,f(x0)) es facil calcular
la ecuacion de la recta tangente y normal (la pendiente es -1/m=-1/f"(x):

- Ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) en xy:
y-f(x0)=f"(X0)(x-X0)

- Ecuacion de la recta normal a la funcion f(x) en xy:

y-f(x0)=— (X-Xo)

1
S (x0)
Ejemplo: calcular la recta tangente y normal a la curva y=f(x)=x"+3x en el punto de
abscisa xp=1

=lim =lim 5

h—0 h h—0 h =0 ]

(1) =lim

h—0
Myecta ang=F (1)=5y el punto es P (1,f(1) = P(1,4)
recta tangente 2 y-f(1)=(1)(x-1) y-4=5(x-1) y=5x-1
1
/'@

f(1+h)—f(1):lim(1+h)2+3(1+h)—4 h* +5h h+5 _
h

1 121
x-1) y-d=——(x-1) y=——x+—
x-1) y 5( ) y= 5 XS

recta normal =2 y-f(1)=—
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2. Continuidad y derivabilidad

Teorema: toda funcion f(x) derivable en un punto, es continua en este punto. El
contrario no siempre es cierto para toda funcion.

Ejemplo: como vimos la funcion f(x)=x’+1 era derivable en x=2 (existe el limite

i SCED = /)

h—0 h

) luego es continua en x=2

Nota: Todas las funciones polindmicas, son continuas y derivables en todos los puntos.

Veamos otros dos ejemplos donde el reciproco al teorema no es cierto, son continuas y
no derivables:

x—1six>1

a) f(x)=[x-1 |={ en x=1 es continua = lirrll f(x)=f1=0

—x+1 si x<1

en x=1 no es derivable (ver pagina 3)

b) g(x)=3x> en x=0 es continua pero no es derivable :

Vn? 173 1
lim =limAh"” = lim — = 4o
— 3 2 — 0" 0" 0"
limf(h) f(O):hm\/h 0_Jm0" h o0 -0 3/}
h—0 h h—0 h 3 2 1
lim = lim 27" = lim — = —oo
=0 h h—0"" h—0" 3/}

Veamos la representacion grafica de estas dos funciones no derivables, y veremos su
interpretacion grafica:

a) f(x)=[x-1|
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b) g()= Vx*

Graficamente vemos que en los puntos donde la funcion no es derivable existe un “pico”
o punto anguloso que nos indica el cambio de pendiente de la recta tangente en dichos
puntos (limites laterales son diferentes).

sin x six<0

Ejercicio 1: Sea la funcion f(x)gix2 Yax+b six>0

sea continua y derivable.

calcular a y b para que f(x)

La funcién esta definida a trozos pero tanto sen(x) como —x’+ax+b son continuas y
derivables en todos los puntos, luego punto donde hay que estudiar la continuidad y
derivabilidad es x=0 donde la funcion cambia de expresion algebraica

a) Continuidad:
lim f(x)=b }
x—0*"

lim £ (x) = sen(0) = 0 —b=0

Luego si b=0 independientemente del valor de a la funcion es continua
b) Derivabilidad

S)=f(©O) _ . —h +ah=0_

lim

h—0* h h—0" h derivable si_y o |
lim S - 1) _ lim sen(h)—0 _ (L' Hopital) =1
h—=0~ h h—0" h
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Otro método mas sencillo: cuando la funcidn es continua podemos derivarla (veremos
como se deriva en el apartado 4) :

cos(x) si x<0

f'(X)={

—2x+a si x>0

La funcién seréd derivable en el punto x=0 si existe el limite ling f'(x), aunque este sea
X!
infinito.
lim f'(x)=a
x.—>0+
lim f'(x) =cos(0) =1
x—0"

derivable si

——a=1

3. Funcion derivada. Derivadas sucesivas

3.1 Funcion derivada

Cuando la funcién f(x) es continua podemos obtener su funcién derivada f'(x). La
funcion derivada, f'(x), para cada valor de x nos da el valor de la derivada en ese punto,
es decir la pendiente de la recta tangente en dicho punto.
f:R——R f""R——R
x— f(x) x—> f'(x)
A la funcién £(x) se le llama funcion derivada de f(x), tal que si somos capaces de

calcular esta funcién la derivada de f(x) en un punto x¢ es f'(xp), es decir la imagen de
f’(x) en el punto x=x,.

A partir de definicion de derivada la funcion f(x) se obtiene aplicando la definicion de
derivada para una x genérica:

f!(x) — iln,(} f(x+h2—f(x)

—>

Calculo de alguna funcién derivada:
1) f(x)=x*-3x >

_ 2 _ . 2 —
SN =f() . G+’ =3a+h)—x"+3x B +2hx=3xh_,
h 0 h h—0 h

() =lim
2) f(x)=K (cte)

=lim = lim9 =0
=0 h h—=0 Jy

v S = f(x) k—k
J'(x)=lim .

Si bien para el calculo de la funcion derivada veremos en el siguiente apartado la tabla
de derivadas y las reglas necesarias para realizar cualquier tipo de derivada.
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3.2 Derivadas de orden superior

En todos los puntos del dominio de f’(x) (donde f(x) es derivable) podemos considerar
otra funcion f ’(x), que asigna a cada punto de x el valor de la derivada de f’(x) en este
punto.

f":R—)R f”( ) T
X)=1lm
¥ > £1'(x) "0

S+ - f'(x)
h

La funcion asi definida recibe el nombre de segunda derivada de f(x), f''(x). De forma
analoga podemos definir la tercera derivada f""'(x), cuarta f (IV(X), etc.

4. Derivada de funciones elementales. Operaciones con derivadas

4.1 Derivadas de las funciones elementales

Se puede calcular a partir de la definicion vista en el apartado anterior la funcion
derivada de las funciones elementales. Veamos en la siguiente tabla la derivada de
algunas funciones elementales.

Derivada elementales

Funcion Funcion derivada Ejemplo
f(x)=K f'(x)=0 f(x)=-¢ 2 f'(x)=0
=X’ £(0=nx" f0=Ax? = ¥ 7 > = 3v 0 =
f(x)=¢" f'(x)=¢"
f(x)=a" f'(x)=a"In(a) f(x)=5"> ' (x)=5"In(5)
f(x)=In(x) f'(x)=1/x
N 1 , —1
fx)=log,(x) f (X)*T(a) f(x)=logs(x) = f'(x)= x1In(3)

f(x)=sen(x)

f'(x)=cos(x)

f(x)=cos(x)

f'(x)=-sen(x)

f'(x)=1+tg(x)=

f(x)=tg(x) cos 7 (x)
f(x)=arc sen(x) Fe= N
flx)=arc cos(x) o= 1__71)62
f(x)=arc tg(x) F0=
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4.2 Operaciones con derivadas

Aplicamos la definicion de la derivada y las propiedades de los limites se obtienen las
reglas que permiten derivar funciones que son resultado de operar con otras funciones
derivables.

Para ver las propiedades de las derivadas veamos otra tabla:

Propiedades de las derivadas

Propiedad Ejemplo

Suma: (f+g)’ (x)=f"(x)+g’'(x) (x*-x+cos(x)+e*) ' =2x-1-sen(x)+e"

Constante por una funcion: (5arc sen(x)) =
(k) (x)=kf"(x) 1— 2

Producto: (f'g)’(x)=f"(x)-g(x)+{(x)'g"(x) (5x-sen(x)) =5sen(x)+5x-cos(x)

Cociente: ' l

1Y oy L e~ (g’ @) ( Tx ] T, -7

g g’ (x) In(x) In® (x) In* (x)
Funcion (e°°sz(x3’ ) = o () 2-cos(x*)-(—=sen(x?))3x>

compuesta(g:f) " (x)=(g(f(x)) =g"(f(x)-f'(x)

A partir de las derivadas elementales y de las propiedades de las derivadas es sencillo
calcular la derivada de toda funcion, s6lo hay que aplicar las propiedades con orden.

Ejercicio 2: calcular las derivadas siguientes
a) D[(x*-3)’]=5(x*-3)*2x=10x-(x*-3)"

1
Gy

b) D[(3X)1/3]=§(3x)_2/3 3=

¢) D[x-4"]=4"+x-4"In(4)
d) D[(e43)"J=4-(e™+3)"(2-¢™)=8:(e™+3)(¢™)

2447 1 A 2v2\3 (L _ —24x
e) D[In(2-3x7)"] —(2—3x2)4 4(2-3x7)"(—6x) Y
f)D 2 _ —-2:6:(x” —=3x°)’(3x* — 6x) _ —-12-(3x* — 6x)
(x3 —3x’ )6 (x3 —3x° )12 (x3 —3x? )7
{ ) } —;(4—5x2)_1/2-(—10x) 5y 5y
gD = 2 = =
V4 -5x° 4-5x (4—5)62)‘\/4—5)62 \/(4—5x2)3
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—4\/4x 2 +(4x+2) e

h) D|(dx + D\dx—2|=d/ax—2 + (4x +2) J4 ==
X — -X —

24 4x —
i) D[sen“(x)]=4-sen3 (x)-cos(x)
i) D[sen(x*)]=cos(x*)-4x’

k)D[(x—M)T:}(X_m)Z{l_ —2x

1-x

2 ]:3-(x—M)2{1+ X j

1-x°
1) D[sen’(x?)]=2sen(x’)-cos(x”)-2x= 4x-sen(x>)-cos(x>)
1 1 1 1 1
D —1 = = =
m) arcsen( X ) \/1—(5)2 2-\/x—1 \/2—x 2'\/x—1 2\/—x2+3x—2

n)D_/1+7x}: 1 H-T)-(D0+70) 14 [1-7x 7
| V1=-7x ) /i+;x (1-7x)? 2(1-7x)> V14 7x \/(l+7x)(l—7x)3
— /X

' I T B
oP grcrg(\/;)]_ 1+(\/;)2 2x  2(l+x0)x
1
p)D{ ] PR e e IO 1
S| x-1 Wx+1)? T T
1 1

- xx —x+x—+x B \/;(x—l)
q) D [sen3 (2x)-cos’ (3x)] = 3-sen’ (2x)-cos(2x)-2-cos’ (3x) — sen’ (2x)-2 cos(3x)-sen(3x)3 =
=6-sen’(2x)-cos(2x)-cos’ (3x) — 6-sen’ (2x)-cos(3x)-sen(3x)

1+tg2(x)

J1-1g*(x)

r)D [arc sen(tg(x))] =
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Ejercicios del tema

Ejercicio 3: Estudiar la derivabilidad de y = f(x) = /3x2 — x3.

La funcidn es continua en R, pues es una raiz cubica que existe para nimeros negativos.
Veamos la derivabilidad:

2x—x’ __ 2-x _
%/9)64 +x° —6x° 3\/x(x—?))2

f’(x)=%(3x2 —x° )_2/3 (6x — 3x2) =

Se anula el denominador en x=0 y x=3, estudiemos la derivabilidad en estos puntos

x=0

71(0%) = 1im2;X_i:°°

_ x—0" 3 2 0"
£(0)= linol3 2 3x == xz()ix?’) ) No derivable
TP9x+x7 —6x £107)=lim ———— =" =
x—0 3/x(x_3)2 0

x=3
2—x -1
f'(3+) = llm— =—+:—<>c
£(3)= lim 2% (-3t 0 derivable m=-co,

339x + x° - 6x7 ) f'(37) = lim _2-x __1__
x4>073/x(x_3)2 0"

es decir la tangente es una recta paralela al eje OY.

Nota: una funcion derivable en un punto si existe la derivada, aunque esta sea infinito.

Veamos la grafica para interpretar los resultados en x=0 y x=3

-3 -2 -1 1 2

-1

Péagina 11 de 19 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 12. Derivabilidad de funciones

X

Ejercicio 4: estudiar la derivabilidad de y = g(x) = Toux on x=0.
Veamos primero la continuidad:
1 1 xl/ = IL = 0
. BT _Jx0t 1 4e’” + o0 .
1}33 g(x)= £1£101 o™ .. T 0 Continua
lim —=—=
=0]+e 1+0
Veamos ahora la derivabilidad por la definicion:
h lim— =1 0
g(0+h)—g(0) 1+e"" L _J=r+e™) T+e

g'(0)= lim h =|im h :£%(1+e1/h) .. 1 1
lim = =
-0 (1+e) 140

No es derivable en x=0

Veamos la grafica:

X

Ejercicio 5: Deriva la funcion f(x)= 1n(cos(x))+x-e2

_ sen(x)

£ (x)= +e™ +2xe” =—tg(x)+e” (1+2x)

cos(x)

Ejercicio 6: Calcula un punto de la funcion f(x)=x>+x+5 en la que la recta tangente sea
paralela a la recta y=3x-2

Si la rectas son paralelas misma pendiente, luego la recta tangente tiene pendiente m=3,
por tanto buscamos ¢l punto donde f’(x)=3 = f’(x)=2x+1=3 > x=1-> P(1,f(1))=(1,7)
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Ejercicio 7: Hallar b y ¢ para que f(x) sea continua y derivable en (0,2)

1) x> =12x+1 si0<x<l1
xX)=
20x* +bx+c sil<x<2

1. Continuidad: las funciones definidas en los dos trozos son polinomios y por tanto el
unico punto hay que estudiar la continuidad es en x=1.

lim £(x)=—10

3 — x—1" —

bm f() =\ fim () =204+ p+c 10=20+bFe
x—1*

2. Derivabilidad: si b y ¢ cumplen la anterior ecuacion f(x) continua y podemos calcular
la derivada en todos los puntos del dominio

3x7—12 si0<x<l1
f'(x)= .
40x+b sil<x<2

Volvemos a tener dos polinomios, asi que el tinico punto donde tenemos que estudiar la

continuidad es en x=1:

lim f"(x) = -9
: ' — Jx-ol —0 =
lim f"(x) = lim (x) = 40+ b 9=40+b

Resolviendo el sistema b=-49 y c=19

Ejercicio 8: Dada la funcion f(x) a) hallar a, b para que f(x) sea continua. b) Calcular
los puntos donde es derivable)

x2+2 si x<0
f(x)= \/ax+b si 0<x<2

+i si x> 2

2\/_\/_

a) Las funciones x*+2 y —x+i son continuas en R. La funcién vax+5b sera
242 V2

continua en (0,2] dependiendo de a y b. Veamos los valores de a y b para que sea
continuaen 0y 2

lim f(x)=b
= x—0" =
x=0 > m f(x) =2 —>b=4
x—0"

11mf(x)=—=ﬁ
x=2 > 7 \/_ — a=-1

lim f(x)=+/2a

x—27
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Para estos valores de a y b v—x+4 es continua en (0,2] ya que —x+4 en este intervalo es
mayor de cero.

Luego si a=-1 b=4 la funcion f(x) continua en R, y podemos calcular f’(x)

2x si x<0
-1
b) f(X)=<{——— i 0<x<2
2V—x+4
_—1 Six>2
22

S'(07) = lim f'(x)=0
Derivabilidad en x=0 - f'(0) = . THO 1 = No derivable
107 = lim f°(x) = ~

£1@7) = lim f1(x) ==
Derivabilidad en x=2 2> f'(2) = 2 —> derivable en x=2
2

:
5

-1
f1@)=lim f'(x0)=—

Luego f(x) derivable en R-{0}

Ejercicio 9: Calcular los puntos donde la recta tangente a y:2x3 +3x7-30x-6 paralela a la
recta y=6x-5

Si es paralela tienen misma pendiente, es decir m=6. Como la pendiente de la recta
tangente es f(X) se tiene que cumplir que f(x)=6

£(x)=6x+6x-30=6 > x,=2, Xo=-3.

P1(2,1(2))=(2,-38)

Py(-3,f(-3))=(-3,57)

Ejercicio 10: Dada la funcion f(x):x2-4x+3 encontrar los puntos donde la recta
tangente a esta funcion sea paralela a la recta que corta la curva en x=1, x=4

Si son paralelas tienen la misma pendiente, calculemos las dos pendientes

sy o S _3-0
4-1 3

Pendiente recta secante en x01, x

Pendiente rectas tangentes f’(x)=2x-4

Luego 2x-4=1 = x=5/2 P(5/2,-3/4)
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Ejercicio 11: Hallar los valores de a y b para que la recta tangente a la curva con
funcién y=x*+bx-+c en el punto P(3,0) sea perpendicular a y=-0.5x+3
Primera condicion la curva pasa por P, es decir f(3)=0 = 9+3b+c=0

Segunda condicion al ser perpendicular la pendiente de la recta tangente sera la inversa
con signo menos m=-1/(-0.5)=2 para la recta tangente en x=3-> ’(3)=2 > 6+b=2

b=4,c=-21

Ejercicio 12: Estudiar la derivabilidad de f(x)=x/(1+[x]), y calcular £’(x)

a) f(x) es continua en todo R pues el denominador no se anula y la funciéon valor
absoluta es continua en R. Calculemos la derivada, para esto primero ponemos la
funcion definida a trozos conforme a los valores del x que cambian el signo de [x|:

1
isz’xSO - si x<0
fx)=417% > Px)=1" "
x 1 .
— s5i x>0 si x>0
1+ x (1+x)*

El tnico punto donde hay que estudiar la derivabilidad es en x=0, donde cambia de
expresion analitica, ya que los denominadores no se anulan en ningun punto donde

estén definidas.
' lim f'(x)=1 ‘
EV@Flmfm:EEfmﬂ'

Funcion derivable en R, pues > continua si x<0,

continua si x>0 y
1-x) (I+x)

2
£(0)=1.
Como es derivable en R podemos definir la segunda derivada:

(1-x)’

si x<0

b) f ’(x)= en x=0 la funcion f(x) no es dos veces derivable pues

(l+x)3 si x>0

lim f"'(x)=2# lim /"' (x) = -2
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Ejercicio 13 Sea f(x) a) estudiar los valores de a que hacen continua f(x), b) ver para
estos valores si la funcidn es derivable:

fx)= x*+1 si x<a
2ax—2a+1 six>a

a) Los dos trozos de definicion de f(x) son polinomios luego continuos en todo R y en
por tanto en su dominio de definicion. Solo nos falta por estudiar la continuidad en a:

lim f(x)=a’+1
lim f(x) =4 7% ) > a’+1=2a’-2a+1 Da’-2a=0 > a=0,a=2
x—a lim f(x)=2a" —2a+1

+1  si x<0 2 x<0
b)a=0 > f(x)={" RS p= T
1 six>0 0 six>0
£(0)=(0)=0
Luego es derivable en x=0. Veamos la grafica
16
14
12
—2 2
{—=z
41 si x<2 2 | x<2
a=2 > fx)= 4" VAL S T
4x-3  six>?2 4 six>2

£(2)="(2")=4, luego es derivable en x=2. Veamos la grafica:
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Ejercicios de 1a P.A.U.

Septiembre 2004. Prueba A.
PR-2

a) Sea f la funcion dada por f{x) =x’-3 |x|+2, estiidiese la derivabilidad de f'en x = 0 mediante
la definicion de derivada

2_3x+2 six>0
a) f(x)=x"-3x[+2= x2 TENA=T L eR
x“+3x+2six<0

SW=fO) _ . > =3h+2-2 _ 3

lim

%irrolwz e hh 0 e 2 32 _ No derivable x=0.
limleim tontiTs g
h—=0" h h=0"

Septiembre 2005. Prueba A

2
PR-2. a) Esttdicse la derivabilidad de f(x) {“‘2(1 +x%) x>0
X

x<0

Primero tenemos que estudiar la continuidad de f(x): los dos trozos de la funcion son
continuos, pues el argumento del logaritmo es siempre positivo. De esta forma sélo
tenemos que ver la continuidad en x=0

' lim f(x) =1In(1)=0
im £09 ="l £(x) =0 f(0)=0,

x—0"

luego es continua en R y podemos calcular la funcion derivada en todos los puntos:

S X)=91+x2°

2x, x<0
Los dos trozos son continuos pues uno es un polinomio y el otro es un denominador que
nunca se anula. Solo tenemos que calcular la derivabilidad en x=0:

£(0")=f(0")=0 luego es derivable en x=0 y por tanto en R

Junio 2006. Prueba B.

C-3. Sea f(x)=ax’+bx*+cx+d. Determinense a, b, ¢ y d para que la recta y+1=0 sea tangente a
la grafica de f en el punto (0,-1), y la recta x-y-2=0 sea tangente a la grafica de /" en el punto

(1,-1).

a) Recta y=-1 > m=0 y Pasa por (0,-1)
f(0)=d=-1

£(0)=c=0
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b) Recta y=x-2 > m=1 y Pasa por (1,-1)

f(1)=at+b-1=-1
f(1)=3a+2b=1
a=1, b=-1

Septiembre 2006. Prueba B.
C-3 Calctlense las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de la funcion
x2
(0=
. 2 —_— . 2
P(x)= 2x+(x —zl-l) 22x X" _ 22x
(x*+1 (x”+1

decir paralela al eje x, y la de la recta normal es m=o0, paralela al eje y. Las dos pasan
por el punto P(0,f(0)) =P(0,0)

a) Tangente en x=0 (y-0)= 0x+0 = y=0 (eje X)
b) Normal x=0 (eje Y)
Veamos la grafica de f(x):

en el punto x=0 .
+1

5 la pendiente de la recta paralela es m=£"(0)=0, es

Septiembre 2007. Prueba A

C-3.- Determinar en qué puntos de la grafica de la funcién y=x’-3x’+x+1, la recta
tangente a la misma es paralela a la recta y=x+7.

Si las rectas son tangentes misma pendiente. La pendiente de la recta y=x+7 es m=1. La
pendiente de la recta tangente es igual a £(x)=3x>-6x+1. Obliguemos a que la pendiente
sea 1 y calculemos el valor de la coordenada x de los puntos buscados:

3x%-6x+1=1 Dx(3%x-6)=0 >x,=0, x,=2
Py(2,f(2))2> P1(2,-1)

Junio 2008. Prueba A

C-2.- Determinar el valor de a para que la recta tangente a la funcion f(x)=x"+ax en el
punto x = 0 sea perpendicular a la recta y + x = —3.

Si la recta tangente es perpendicular a y=-x-3, entonces la pendiente es m=-1/-1=1. La
pendiente de las rectas tangente en x=0 es £(0)=3-0+a=a. Igualando la derivada al
valor de m obtenemos que a=1.
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Prueba B

sen(x?) si x>0
PR-2 Dada la funcion f(x)= x , se pide a) Estudiar la continuidad y

2_2xsi x<0
derivabilidad de la funcion f(x)

Continuidad: s6lo hay que estudiar la continuidad en x=0 que es donde la funcién
cambia de expresion analitica y donde se anula en denominador de la primera.

) . sen(x?) , ) -
1 = lim ————==0 (L H
lim £ (x) = lim f(x) lim 0 (L’ Hopital tema siguiente)

=0 lim /(x) =0

f(x) es por tanto continua en R

Derivabilidad: como es continua en R podemos definir la funcion derivada en todos los
puntos:

. sen(x?) ,
P(x)= 2cos(x”)— 2 si x>0

2x-2 si x<0

So6lo hay que estudiar la derivabilidad en x=0

2
2 — lim m: 2—1=1 (L Hopital tema4)

x—0" x2

sen(x?) _
x2

£(0")=lim 2 cos(x*) —
x—0"

£(07)=-2
Luego no es derivable en x=0
La funcion f(x) es derivable en R-{0}
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Tema 13. Aplicaciones de la derivada

1. Monotonia. Crecimiento y decrecimiento de una funcion

En el tema anterior relacionamos las derivadas con la pendiente de las rectas tangentes a
la grafica descrita por la funcion, es decir, f ’(X¢) es la pendiente de la recta tangente a la
grafica f(x) en x=x.

Vamos a relacionar el signo de m=f’(x¢) con el crecimiento o decrecimiento de la
funcién; para esto nos valemos del siguiente ejemplo:

y=f(x)=x-12x+5
£ (x)=3x%-12=3-(x-2)-(x+2)

(_009_2) '2 ('2,2) 2 (2900)
Signo ’(x) + 0 - 0 +

Crecimiento /V \ /V
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Claramente vemos que cuando f ’(x¢)>0 la recta tangente es creciente, pues la pendiente
es positiva, y por lo tanto f(x) es creciente en xo De igual forma si f ’(x¢)<0 la recta
tangente es decreciente, pues su pendiente es negativa, y por lo tanto f(x) es decreciente
€n Xo

Conclusion:

a) Si °(x9)>0 la funcion f(x) es estrictamente creciente en x,

b) Si £°(x¢)<0 la funcion f(x) es estrictamente decreciente en x,

2. Extremos relativos

Antes de relacionar los extremos relativos con la derivada definamoslos.

Definicion: Extremo relativo de una funcion f(x) es todo punto x, tal que, para todo
entorno del punto E(xy,r), se cumple que la funcién en este intervalo crece y decrece.
Segun crezca antes o después de x, distinguimos dos tipos de extremos relativos:

a) Mdximo relativo en xy: 1a funcion crece hasta X, y decrece a partir de xy.

b) Minimo relativo en x,: la funcion decrece hasta x( y crece a partir de Xo.

Esté claro que si x¢ es un extremo relativo de f(x), en este punto la grafica ni crece ni
decrece, luego una condicion necesaria es que f'(Xg)=0, asi la pendiente de la recta
tangente es m=0, siendo por tanto paralelo al eje x. Pero estd no es la Gnica condicion.
Es necesario, que ademads, se cumpla una segunda condicién que ademés nos permite
discernir si es maximo o minimo relativo:

e Sea X un punto de una funcion en el que se cumple
a) f’(x0)=0
b) f’(x0)<0
entonces (Xo,f(Xo)) es mdximo relativo
e Sea X un punto de una funcién en el que se cumple
a) f’(x0)=0
b) f’(x0)>0

entonces (Xo,f(Xo)) es minimo relativo

En la practica, si se cumple que f ’(xo)=0 y viendo el crecimiento de la funcion antes y
después del punto podemos ver si es punto relativo y si es maximo o minimo.

En el caso de que f ’(x)=0 pero también f *’(x0)=0, no podemos asegurar que este punto
sea extremo relativo y hay que estudiar las derivadas de orden superior.
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Ejercicio 1: Estudiar la monotonia, y los extremos relativos de las siguientes funciones:
a) y=f(x)=2x"-15x"+36x-12

Veamos el signo de la derivada: f(x)=6x>-30x+36

£(x)=0 > x*-5x+6=(x-2)"(x-3)=0 > x=2, x=3

£°(x)=12x-30
(-00,2) 2 (2,3) 3 (3,00)
Signo f(x) + 0 - 0 +
Crecimiento 7 (2,f(2))=(2,16) Ny | G619 7
£°(2)<0 Maximo £(3)>0
Minimo

Méximo M(2,f(2))=(2,16)  Minimo m(3,f(3))=(3,15)

y ™
38

28

18

18

-28

-38

—4n

b) y=x/In(x)

Primero estudiemos el dominio. Veamos los puntos que no pertenecen al dominio
a) x>0 (por el logaritmo neperiano)
b) Denominador es cero: In(x)=0 >x=c¢’=1, asintota vertical
Dom(f(x))=(0,00)- {1}

1
. In(x) — x; In@)-1

In’(x)  In*(x)

=0 2 In(x)-1=0 > x=¢'
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Ademas de los puntos donde se anula la primera derivada hay que afiadir los puntos que
no pertenecen al dominio, ya que en ellos puede cambiar el crecimiento. En este caso
afiadimos x=1.

(0,1) 1 (Le) e (e,0)
Signo (x) - - 0 +
Crecimiento \ e Dom(f(x)) | (e.f(e))=(e.e) /'
£2(e)=1/e>0
Minimo

Minimo m(e,f(e))=(e,e)

y o
16
14
{2
2 E
—2
x> —8x+12
0 y=f(x)=————
x—4
Dominio=R-{4}
x2—8x+20
X,
(x—4)
£ (x) 8x—324
(x—4)

Signo de f’(x): x* —8x+20=0 No solucién=> no extremos relativos (f'(x)>0 )

So6lo tenemos que ver el crecimiento antes y después de x=4, que no pertenece al
dominio:
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(-00,4) 4 (4,00)

Signo 1°(x) + £ Dominio +

Crecimiento /V /V

20

10

3. Optimizacion
En muchas situaciones se plantean problemas de optimizacion, es decir hacer que una
funcion sea maxima o minima para unas premisas impuestas.

Los casos de optimizacion que trabajaremos es cuando la funcion depende de una sola
variable. Pasos a seguir para optimizar:

1. Expresar la funcion que deseamos optimizar en funcion todas variables.

2. Si la funcidn tiene mas de una variable relacionar las variables con los datos
del problema y obtener una funcion de una sola variable.

3. Derivar la funcion, igualarla a cero y asi obtener los puntos relativos

4. Comprobar, mediante la segunda derivada, si estos puntos son maximos o
minimos.

Ejemplo: Se quiere construir botes de enlatar de forma cilindrica de 10 litros de
capacidad. Calcular las dimensiones para que el gasto sea minimo

<
w
V=10=nx’y > y=10/(nx?)
y
El gasto es proporcional a la superficie:
/\
v

Gasto(x,y)=K-Superficie=K (2-mx*+21x"y) > G(x)=K-[27tx*+27x-(10/7x?)|=K [27tx*+20/x]

G’ (x)=K[4mx-20/x*]=0
10

——F— dm
257

4mx-20/x*=0 > 4nx>-20=0 > r=x=3/¥,dm > h=y=
G (x)=4m+40/x> > G**(3/5, )>0 Minimo
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Ejercicio 2: Descomponer el nimero 48 en dos sumandos tal que el quintuplo del
cuadrado del primero mas el séxtuplo del cuadrado del segundo sea minimo.

48=x+y > y=48-x

f(x,y)=5y’+6x>

f(x)=5"(48-x)*+6-x°=11520-480x+11x*

(x)=-480+22x=0

x=240/11, y=288/11

f’(x)=22 £°°(240/11)>0 Minimo

Ejercicio 3: Una hoja de papel debe contener 18 cm” de texto impreso, mérgenes

superior e inferior de 2 cm y laterales de 1 cm. Obtener las dimensiones que minimizan
la superficie del papel

x'y=18 2 y=18/x
Area(x,y)=(x+2) (y+4) 2 A(x)=(x+2):(18/x+4)=18+4x+36/x+8=26+4x+36/x
A’(x)=4-36/x* =0 > x=3cm y=6cm

A”(x)=72/x> A”’(3)>0 minimo -> Dimensiones: 5cm x 10cm

4. Curvatura

Veamos las definiciones de los dos tipos de curvaturas posibles en una funcion:

Definicion 1: Una funcion es concava hacia las y positivas o concava hacia arriba en
un punto P(x¢,yo), si la recta tangente en este punto esta por debajo de los puntos
proximos a P. Graficamente tiene forma de U

Definicion 2: Una funcion es concava hacia las y negativas o concava hacia abajo en
un punto P(Xo,yp), si la recta tangente en este punto estd por encima de los puntos
proximos a P. Graficamente tiene forma de M.
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Podemos saber si una funcidon es concava hacia arriba o hacia abajo a partir de la
segunda derivada:

e Sif’(x9)>0, entonces f(x) es concava hacia arriba en el punto (x¢,f(X¢)). (Recordar
la curvatura de y=f(x)=x" y como f’(x)=2>0)

e Si 7(x9)<0, entonces f(x) es concava hacia abajo en el punto (x,f(x¢)). (Recordar
la curvatura de y=f(x)=-x2 y como f’(x)=-2<0)

Ejemplo: y=f(x)=x" ’(x)=6x, si x>0 concava hacia arriba y si x<0 hacia abajo

+15
+18
d
- , . R
Concava hacia abajo
is
2
-5
»
IT—im N >
Coéncava hacia arriba
}-15

5. Puntos de Inflexion

Uno de los puntos mas importantes a la hora de representar una funcion son los puntos
de inflexion; veamos que es un punto de inflexion:

Definicion: Se dice que f(x) tiene punto de inflexion en (Xo,f(X¢)) si en ese punto
cambia la curvatura de la funcion, es decir pasa de ser concava hacia arriba a concava
hacia abajo o al revés. En este punto la recta tangente a la funcion corta a la funcion.

Vamos a ver la relacion entre los puntos de inflexion y las derivadas de la funcion, en el
siguiente teorema:

Si f(x) cumple en x( que la segunda derivada es nula (f”’(x9)=0) y ademas la tercera
derivada es distinta de cero (f°’(x¢)#0), entonces la funciéon f(x) tiene un punto de
inflexion en (x¢,f(xo)).

En el caso de que tanto 7’(x9)=0 como f*”’(x¢)=0, tendremos que recurrir a las derivadas
de orden superior, y ver el orden de la primera no nula en X,.
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Ejemplo: Estudia el crecimiento, puntos relativos, la curvatura y los puntos de inflexion

de la funcién f(x)=~—+
x+1

Primero estudiemos el dominio Dom(f)=R-{-1}
_x+l-(x-D)_ 2

P D

Vemos que siempre es positiva para todo valor de x que pertenezca al dominio:

(—oo,—l) -1 ('1900)

Signo ’(x) + No existe -1¢ Dom(f) +

Crecimiento | 7 el

No Punto relativo

Calculemos ahora la curvatura y los puntos de inflexion
_—4(x+1)

e

Como (x+1)* es positivo, s6lo tenemos que estudiar el signo de (x+1), por eso no
simplificamos la fraccion. El signo de la segunda derivada es:

(-o0,-1) -1 (-1,0)
Signo £°(x) + No existe -1¢ Dom(f) -
Cocavidad U N
No P.I.

—4 —2
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2

Ejercicio 4: Estudiar monotonia y curvatura de f(x)=xz_2x+1

Primero vemos el dominio de f(x), como x*-2x+1=(x-1), entonces > Dom(f)=R-{1}

2x(x* =2x+1)—(2x —2)x° B 2x—2x° = 2x(x-1)
(x* =2x+1)° (x> =2x+1)° (x> =2x+1)

%)=

No simplificamos la fraccion para que el signo del denominador sea siempre positivo
(elevado a potencia par). El numerador se anula en x=0 y x=1¢ Dom(f)

(-00,0) 0 (0,1) 1 (1,00)

Signo ’(x) - 0 + No existe -

Crecimiento \ m(0,£(0))=(0,0) /v 1¢ Dom(f) \

f’(0)<0 Minimo

(2= 4x)(x* =2x+1)" = 2:(x” = 2x + 1) (2x = 2)(2x = 2x") _

" x) =
/@) ()c2—2)c+1)4
(=20 D240 — 20+ 1)+ 82 —16x7 +8x] (37 —2x+1)(—4x +6x2—2)
(x* =2x+1)* (x* =2x+1)*
=2 =2x+ D) (2x+1) | —4(x+1/2)
(x> —2x+1)* (x> —2x+1)°
Se anula en x=-1/2
(-00,-1/2) -1/2 (-1/2,1) 1 (1,00)
Signo 7°(x) - 0 + No existe +
Concavidad N PI(-01/2,1(-1/2))= U 1¢ Dom(f) U
=(-0.5,1/9)
£27°(-1/2)20
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]
4
2
:/

-6 -4 2 4 6
. \
: a.5
\111\
-1 -8.5 m .5
-8.5
-1

6. Propiedades de las funciones derivables, L’Hopital

Ya hemos visto en el tema anterior que hay limites que, para calcularlos, es necesario
utilizar el teorema de L’Hopital, veamos en que consiste:

Teorema: Sean f(x) y g(x) continuas y derivables en x( que verifican:
a)lim f(x)=1lim g(x)=0
b) lim f(x) = lim g(x) = teo entonces se cumple:

lim £ _ fi £

Sug(x) e g'(x)

Esta regla es valida para xpe R , +oo 0 -co.

Esta regla se puede aplicar sucesivas veces si el limite sigue siendo oo/c0 0 0/0
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Ejemplos:
@) lim 2" 20y, €05

x—0 X 0 L'H x—0 1

3 2

b lim—2 =9 i O 1Y 12

=0 x — sen(x) 0 LH 50 [ — cos(x) QLH x>0 sen(x) L'H -0 cos(x)

1

¢) lim 1?(") = lim-* = =0

x>0 7 4 D L'H x> Dy x—)oozx

1
d) lim xIn(x) = 0o = lim —=> () _* _ Jim X = Jim—x =0
=0t 1/ x oo L'H x—0* -1 x—0"
x2
e)
1 Y\
P tg(x) oo cos (x) T2 o

lim(x ——jtg(x) =00 = lim—& 7 =% — {im = lim——=4 == -
PN 2 PN 1 oo L'H T -1 =% COS (X) 0zH

2 2 2 72

7 4
X—— x—=
( 2) [ 2)
ol T

. 2 (R -2

=1lim =— =1lim

% —2sen(x)cos(x) 0 v 7 = 2(=sen” (x) + cos” (x)) )

Ejercicios PAU: So6lo veremos los que estan relacionados con la optimizacion y con
L’Hopital.

A) Optimizacion

Septiembre 2004. Prueba B.

PR2.- a) Dada la funcion f(x)=1/x+In(x) definida en [1,e], calcular la recta tangente con
mayor pendiente. Escribir ecuacion de dicha recta

La pendiente de las rectas tangentes viene dada por la derivada de f(x)—>

f°(x)=-1/x*+1/x. Como tenemos que buscar el valor con mayor pendiente, la funcion a
optimizar es f(x), que llamaremos g(x), g(x)=f"(x). Optimicémosla
g2 - =270 3 250 Sx=2e [l ¢]

X

X X

Veamos si es maxima o minima: g”(x)=2/x3-6/x4 ”’(2)=1/4-3/8<0 maximo

La pendiente maxima es mma—=g(2)=f ’(2)=-1/4+1/2=1/4; esta es la pendiente de la recta
tangente en el punto P(2,f(2))=(2,1/2+In(2))

La recta tangente es por tanto: y-(1/2+In(2))=1/4(x-2) = y=0.25-x+In(2)

Péagina 12 de 16 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 13. Aplicaciones de la derivada

Junio 2006. Prueba A.

PR-2 Considérense las funciones f(x)=¢", g(x)=-e™. Para cada recta » perpendicular al
eje OX, sean A y B los puntos de corte de dicha recta con las graficas de /' y g,
respectivamente. Determinese la recta » para la cual el segmento 4B es de longitud
minima.
Las rectas perpendiculares al eje OX son del tipo x=x¢. Corte con las graficas

a) f(x)=e* > A(x0,e*°

b) g(x)=-¢"> B(x0,-¢™"

Longitud segmento AB - d(A,B)Z‘E‘ = ‘(O,e"" +e ) = (e"" +e )2 =e" +e ™

d(xo)= ™ +e ™ Como tiene que ser distancia minima, calculemos la derivada de d(xo)

e igualemos a cero

d’xg)= e —e™™=0 2> e =e™™ > x=X 2 Xo=0.

Veamos si es minima o maxima d’’(x)= ¢” +e ™ d’’(0)=2>0 Minimo

Por tanto la recta es x=0. Corta con f(x) en (0,e°)=(0,1) y con g(x) en (0,-¢*)=(0,-1)

Asi larecta que minimiza la distancia entre las dos funciones es x=0

Septiembre 2008. Prueba B

PR-2. Hallar, de entre los puntos de la pardbola de ecuacion yzxz-l, los que se
encuentran a distancia minima del punto A(-2,-1/2)

Los puntos de la parabola son P(x, x*-1). La distancia entre P y A es:

d(A,P):‘EJ" :(x+2,x2 —%jz\/(x+2)2 +(x? —%)2 =\/x2 FAx A+ xt—x? +%
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/ 17 ) . . .
d(x)= x4+4x+? —>Nota si buscamos el valor que minimice la distancia se

cumplira también que para ese valor d* también serd minima: f(x)=(d(x))’=x* + 4x + 1?7

f(x)=4x>+4 > x=-1 > P(-1,0)

Veamos que es minimo f'(x)=12x%, f’(-1)=12>0, es minimo

Ejercicio 5: calcular el rectdngulo de drea maxima inscrita en una circunferencia de
radio 2cm:

Area(x,y)=4'x'y 2> A(y)=4y /4’

x=+/4—y’

2 P I R S PO b b Y
X /4 _ yz /4 _ yz
5 y=\/§ cm > x= V2 em (cuadrado)
Veamos que es maxima: A"(\/E )<0. Maximo
B) L.’Hopital
PAU Septiembre 2006. Prueba A C-3.
1 1 . sen(x) sen(x) ;
lim n(cos(x)) —2 + cos(x) _0 cos(x lim= tg(x)—sen(x) _0_
x—0 X (O L'H x—0 2x x—0 2x 0
— 2 — —
~ lim (1+1tg”(x))—cos(x) :_2 -
L'H x—0 2 2
PAU Junio 2006 (Prueba A) C-3.
_ 2:sen(2x)
2
lim ln(cosz(Zx)) _ 0 ~ lim cos(2x) _ lim tg(2x) _ 0 _ lim 2(14+1g° (2x)) _ 5
x—0 X O L'H x—0 2x x—0 X O L'H x—0

Pagina 14 de 16 Tema elaborado por José Luis Lorente (lorentejl@gmail.com)



Tema 13. Aplicaciones de la derivada

PAU Junio 2006 (Prueba B)C-4. Calcular a y b para que el limite sea 1:
ax’ +bx +1—cos(x) _0_ lim 2ax+b+sen(x) b

lim =—= =—(b =0 para limite # «) =
x50 sen(x?) 0LH x>0 2x-cos(x?) 0 ( P )
:lim2ax+sengx):9:1im 2?+cosgx) : :2a+1:1 a=1/2

=0 2x-cos(x”)  OLHx=02cos(x")—4x sen(x”) 2

PAU Septiembre 2004 (Prueba A) C-3

. 2 2
m tg(2x) _ 0  lim 2:(1 +tg2(2x)) — lim (1+1g 2(2x)) _ 1
=7 tg(6x) 0LH=%6:(1+1g7(6x)) ~%3(1+1g”(6x)) 3

PAU Junio 2004 (Prueba B) C-1
1im[l— ! ] - 1im[mj 0 o=t 0

=0 x  sen(x) =0l x-sen (x) 0 L'H x>0 sen (x) + x cos( x) 0
= lim = sen (x) U
L'H x=0 cos( x) + cos( x) — xsen (x) 2

PAU Septiembre 2005 (Prueba A) C-4. Calcular A para que el limite valga -1:

sen(x?)
im—————=-
¥=0 cos” (Ax) —1
sen(x?) _0_ 2-x-cos(x?) _0
0 cos’ (Ax)—1 0 LH x>0 —2-A-sen(Ax)-cos(Ax) 0 021 A=t1
. 2-cos(x?)—4x’sen(x?) 2

= lim = =-
LHx0 222 — 42 cos (Ax)  —24°

PAU Septiembre 2005 (Prueba B) C-3

1
o 2
limIn(x)-sen(x) = =0 = lim In(X) _ % _jip X oS0 0
x—0 x—0 1 oo L'H x—0 — COS(X) x=0  x COS(X) 0
sen(x) sen” (x)
— lim— 2sen(x)-cos(x) __ 0 _
L'H =0 cos(x) — xsen(x) 1
PAU Junio 2005 (Prueba A) C-3
X—>o00 ex oo L'H x—+e ex oo L'H x—+oo ex oo
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PAU Junio 2007 (Prueba A). C-2

1

1—
lim( 1 _l]:w_wzlimwzg?lim 1+x
=0 In(1+x) x =0 xIn(l+x)  QLHx>0 In(1+ x) + X
I+x

_ X 0 1

lim =— = lim
=0 (I+x)In(1+x)+x  0QLHx>0

1
1n(1+x)+1+—x+1 2
1+

PAU Septiembre 2007 (Prueba B) C-4

X _ o2 (X _ X x —x 26 Ox
ime —e ) 0 _ . 2 —e)ete) . 2eT—e”) 0

x—0 x2 0 L'H x—0 2x x—0 2x B 6L'_H
o 2x —2x
= 1imw =4
x—0 2

PAU Junio 2008 (Prueba A). C-1:

2 . . .
lim sez: (2)2c) _ 0 ~ lim 2 sen(2x2) cos(2x)2 _ 0
=0 x4+ x 0 x0 3x° +2x

. . 2 — . 2
~ lim 4 (2 cos”(2x)—2-sen (2x)) _ 8 _ 4

0 L'H x50 6x +2 2

PAU Septiembre 2008 (Prueba B). C-3: Calcular a para que el limite sea 8

ax o ax 2, ax 2
limﬁzgzhmae @ e =D _0_pnatet @ g
x—0 X O L'H x—0 2x x—0 2x O L'H x—0 2 2
a=t4
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