EJERCICIOS RESUELTOS COMPLEJOS

Cuestion 1.-

Efectua, en forma binomica, y representa graficamente la solucion:

13i%(2-1i)
3-2j

Solucion:

13i%(2-i) _13-1(2-i) _132-i) _ 13(2-)(3+2i) 13(6+4i-3i -27%)

32 3-2i 3-2i  (3-2i)(3+2i) g — 4;°
=13(E+4f—3:+2]|=13{:3+r]|=8+r
9+4 13
Representacion grafica:
¥

Cuestion 2.-
Calcula y representa graficamente la solucion que obtengas:

(3-i)i*
1-2i

Solucion:

(3-1)i* _(3-i)i) _-3i+i* -3i-1_-1-3i _(-1-3i)(1+2i) -1-2-3i-6i* _—1-2i-3i+6 _

1-2i 1-2i 1-2i 1-2i  1=-2i  (1-2i)(1+2) 1-4i* 1+4
_5-5i 5 5i

TR

5 § §

Representacion grafica:




Cuestion 3.-
Halla en forma bindmica y representa la solucion obtenida:

5i%(-2+i)
—1+2i

Solucion:

5i°(-2+1) 5(-1)(-2+i) -5(-2+i) -5(-2+i)(-1-2i) -5(2+4i-i-27)

~1+2i -1+ 2 —1+2i (—1+2i)(-1-2i) 1- 4/
=—5(2+4:—:+2}=—5(4+3r}=_4_3f.
1+4 5
Representacion grafica:
Y
i i X
rjf
_,.-"’d -
vl
413

Cuestion 4.-
Calcula y representa graficamente la solucién:

—10i"(2-3i)
4+2i

Solucion:

-10"(2-3i) —-10(-i)(2-3i) _10i(2-3f) 20/-30* 30+20i (30+20i)(4-2)

442 442 4+ 2i 4:21 4+2i  (4+21)(4-20)

_120-60i+80i-40i° _120-60i+80i+40 _160+20i _160_20i _

8+
16— 442 16+4 20 20 20 N

Representacion grafica:




Cuestion 5.-

Calcula en forma binémica y representa graficamente la solucién:
(4-2i)i®
1+i

Solucion:

(4—2i)° (4-2i)i 4i-21 4i+2 2+4; (2+4i)(1-i) 2-2i+4i-4i° 2-2i+4i+4

1+i 1+i 1+i  1+i 1+i  (1+i)(1=i) 1— i 1+
6+2i 6 2i _
= =—+—==3+]
2 2

Representacion grafica:

Cuestion 6.-

Hallar "a" para que el complejo S 21 :
a+0
a) sea real puro

b) sea imaginario puro

Solucion.

Lo primero de todo es hacer la division en forma bindmica, multiplicando numerador v
denominador por el conjugado del denomunador, de esta forma se elimina la unidad imaginana del
denominador.

3421 (3+2i)(a-61) (3-a+2-|[—6}i2J+(3-(—ﬁ}+2-a]i (3a+12)+(22-18)i 3a+12 2a-18

3+ﬁi_(3+ﬁi}'(3_ﬁi}_ a? -6t a’+36 a’+36 a”+36

a) Numero complejo real puro < la parte imaginaria nula.

2a-18 18
j -0 - 2a-18=0 - a=-—=9
a“+36 2

b) Numero complejo imaginario puro < la parte real nula.
3a+12 -12
ST =0 : 3a+12=0 : a=——=-4
a~+36 3

Cuestion 7.-

Hallar el valor de k para que el complejo % sea un n° real. Hallar su cociente.



Solucion.
Se multiplica numerador v denominador por el conjugado del denominador.

2-(+k)i _ (2-(+k)i)-(+ki) [2-1+(-(+k) ki’ }r @k+(-0+k)-Di _L+k+k?)e(k-1)i _

1-ki (1-ki)(1+k1) 12 -k 1+k*

2+k+k? k-1 .
= —+ 71
1+k~ 1+k

Para que un nimero complejo sea real puro, la parte imaginara debe ser nula.

k_l,_,=!] - k-1=0 : k=1
1+k~
Parak=1:
2+1+17 1-1. 3
= 5+ 21=—+IEI1
1+1 1+1 2
Cuestion 8.-
. a+2 :
Hallar a y b para que el complejo 32hi sea 1gual «Eglj
+
Solucion.
a+21
=£315

I+
Lo primero es expresar el segundo miembro de la 1igualdad en forma binémica.

J2
c05315=cns[—45:I=c0545=— i > >
\1'5315 =\E-{c05315+i5eﬂ315]= zﬁ =.\,E[£ "C-J=1_1-

sen 315 = sen (- 45)= —sen 45 = ——~

i

—_———1

2 2

a+
3+bi
Los parametros a ¥ b se calculan por identificacién igualando las partes reales y las imaginarias,
para lo cual lo mas sencillo es pasar el denomnador al segundo muembro v operar el producto.
a+2i=(1-1)-(3+bi)

1-1

a+2i={1-3+[—1}-bi2}+{1-h+[—1}-3]1
Re:a=3+b:> a==8
Im:2=b-3  |b=5

a+21 ={3+b}+{b—3]i:{

Cuestion 9.-

Hallar dos nimeros complejos cuya diferencia es imaginara, su suma fiene como parte
imaginaria 5 v su producto vale —5+ 51 .

Solucion.

Se pade hallar dos nimeros complejos z; =a + b1 v 2z = ¢ + di que cumplan las siguientes
condiciones:

1. Re(z;—z,)=0
zi—zm=a+bhi—(c+di)=(a—c)+(b—dh
Re(z;—z;)=a—-c =0
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2. Im(21+21}=5
i+t =atbhi+(c+di)=(@+c)+(b+dh
IIII{Z]"‘ZQ:]:IJ"'d =35

3. 7z =545
z;z=(a+bi)- (c+di) =(ac—-bd)+(ad+bch=-5+5
Re:a-c—b-d=-5
{Im:a-d+h-c=5
Las condiciones propuestas permiten plantear un sistema de cuatro ecuaciones y cuatro
imncognitas.

—c=0
; ; : b+d=5 b+d=5
+bd_ s a=c al—bd=-5 a’—bd=-5
e B ad+ba=35 alb+d)=5
ad+bc=5
Sustituyendo la 1% en la 3%
a-5=5 a=e¢=1
b+d=5 b+d=5
17 —bd =-5 bd=6

Por sustitucion
d=5-b b(5-b)=6
Ordenando se obtiene una ecuacién de 2° grado.

b2—sbsgo-) 0 L1 7d=571=4
b=5->d=5-5=0

Posibles soluciones:
z1i=1+1y zz=1+4
[\
z1=1+5 v zz=1+0

Cuestion 10.-
Expresar en forma polar los siguientes n® complejos:

a) 2
b) -5
c) 1
d) —-2+2431
€) -JE -1
Solucion.
a) z = 2. Numero complejo real puro positivo, con Im
dibujarlo basta para obtener su forma polar. g =2+0i
Z=2=2+01=2¢
a=0 T ) )
—2—+  Re
b) z =—5. Numero complejo real puro negativo. Em
Z = _5' + Di = 518(}“ IEEI;L Re
z=-5+0i |



c) z =1. Numero complejo imaginario puro.

Z=0+1=1gp z=0+1

d) Z=—2+2/31

Modulo: 1 =J{—2]2 +(2£]2 —J16=-4
Z € 2° Cuadrante ﬁ‘
-2

L= 4120-:-
Argumento : o =180 —arctg

—180—arctgy/3 =120

&) Z=+3-1

Modulo:r = \f[ﬁ)z +{—1}2 =-Jq=2

Z = 4° Cuadrante - -1 1 “Z=23p
Argumento ;o = 360 —arctg =360 —arctg — =330

B,

Cuestion 11.-

Expresar en forma bindmica los siguientes complejos:

a) 3
b) 6
c) 2o
d) V2,
Solucion.
a) Z= 3150 = 3-(cos 180° + i sen 180°) = 3-(—1 + 0i) = —3

_ 3 1) 33 3.
b) Z=63g-=ﬁ'{m53[3°+1sen30“]=3-[§+51]=£+—1

) Z= 2y = 2+(cos 270° + 1 sen 270°) = 2-(0 + (-1) ) = 21

d) Z=ﬁ45'=£{cns45“+isen45“}= 2 £+%i}=l+i

2
Cuestion 12.-
Sean los complejos:
Z=33 W=26:P=2+2i: Q=2-2-/31
realizar las siguientes operaciones:
a) ZW
by ZW
c) P
4 Q
z.

¢)

f)




Solucidn.

Excepto la suma o resta, las demas operaciones es mis ficil hacerlas en forma polar.

I'ui{']m:iulr::r:1'=ﬂ.|'2E £27 =\1"E

P =2 + 21 €1° Cuadrante : 2
Argumento: o =:a.rctg5 =arctgl =45°

3P=1u'l§45“

Modulo :r=\||22 +(—2£}2 =J1_ﬁ=4
Q=2—2ﬁie4“{:uadmnte: —2.3 Q=44
2

Argumento - o = 360 —arctg =360—:arctg£=3l][i

a. ZW= 33u.=' 2,5{)0: (3 " 2]3{]!4.600:6;"3»:6 - (Eﬂsg'ﬂ""'i S5EN gﬂnj =61

=|

b. Z-

2 _{ Z=33p =3 35 =333~

2 2
— }=3330"'(33w] =33300 - 27300%2 = 333p- -4 gpp- =
W=2g =2_g =2ap

=(3-4)330-2600 =12530- =12 336074210° = 12270 =12-(cos 210 +1sen 210°)=12-(~cos 30 —isen30°) =

- 12-[?—% —%1] = —6+/3 — 6

c. PI= (*4@45-:]2 = (Jgfﬂfhz =850 =8-(cos 90°+i sen 90°) = 8

d. Q% =(4300 ) = 43005 = 1024 ;550> =1024 4360160 = 1024 = =

. 1 43 :
=1024 - (cos 60°+1 sen 60°) = 1:]24-[E +§1]= 512+512431

e z’ P _ (330**]2 /8450 _ 323050 -u@—w _ 9 gpe 8555 _ 960° 8315 =
Q" (4300 }_1 47 300°(1) 47 3000 47 g

g

- —364/8375 = 364/8 -(cos315+isen 315) = 364/8 - (cos 45 —isen 45) =
4 7 gor4315°—60°

=36ﬁ-[%—%i}= 7272

Q’+Z’ 3 (4300- F +(330-)° B 4330003 + 373053 _ Gdggpr +279pr
T o3 = - - _
WP Qe _(‘Eﬂrﬁf 23603 — /8 4553 B1s0® ~1642135




_ 643500050 +2T90r  Odigp + 27 ope 64 -(cos180°+isen 180°)+ 27 - (cos 90°+i sen 90°)

Bigr 1632135 Biggr 1682135 8-(cos180°+isen 180°)—16v2 -(cos135°+isen135°)

64-(-1+01)+27-(0+11) —64+27 —64+271 _ (-64+271)-(8+16i) _

8-(—1+0i)-1642 - [_£+£i] -s-Cievia) 8-t (6-16)6+16)

2

(—ﬁ4-8+2?-16i2J+{2T-3—64-16Ji _-944-808i 59 101,
g2 _162;1 320 20 40

Cuestion 13.-

oy . . Z
Escnbir Z; =2 +21 v Z; =6 —61 en forma polar v calcular 2—1 en forma polar v en forma
2
binémica.
Solucion.
El primer paso es pasar los nimeros complejos a forma polar.

I'n#[:.":utflulcr:r=1.‘22+22 =-Jr§
2 . :Zl='\'@45=
- =arcigl=45

Z; =2+ 21 e1° Cuadrante :
Argumento : o = arctg

Médulﬂ:f=1||62 +1:—IIS,'I2 =JE

-6 :
?‘ =360°—arctg1 =315

£ 8 3 1 . 1. 1.
1 V845 - 1' J_ ——(cos90°+i5en90°) = 0+—i=—1
Zy 23y V72 )5gs V2200 0 3ot 3 ]

Nota “El argumento de los niimeros complejos en forma polar es conveniente dejarlo en positivo. Para

EXpresar en positivo un argumento negativo se le suma 360°, s1 el argumento es menor de —360°, primero
se divide por 360° v al resto, en negativo, se le suma 360°

Cuestion 14.-

Z, 7235

Z, =6—061 4° Cuadrante -
Arpumento : o = 360°—arctg

Calcular (1+1)*. Expresar la solucion en forma binémica.

Solucion.
La forma mas sencilla de hacer la potenciacién de nimeros complejos es en polar.

Mﬁdulﬂil’=‘\||12 +1° ='\JE

1 :
I{ =arctgl = 45°

Z) =245

1+11° Cuadrante -
Argumento : o = arctg

_ 20 20
(1+1)% =( 245.} =(-EJ 20xas = 29007 = 1024 55036000 =1024g- =

= 1024-(cos 180° + i sen 180°) =—1024 + 0 1 =-1024



Cuestion 15.-

Calcular las siguientes raices
a) m
b) A-1+4f3
) Sfea
a -9
o %
n -161
g 3-3-i _
Solucidén.

Las raices de nimeros complejos se hacen en forma polar, por lo que el primer paso seri pasar el

namero complejo a forma polar.
Modulo:r= «JI{—E}E +32 =18

3 =3 \Ilfﬁllﬁ'
;=133

[_ 318 e — §f18 4 Im 6

: Hf-..ﬁ 45°
Y1835 = =3|I",|’E135°+33m'.1 —§18 45 ﬁms:\_,,- +
— 318 135°360°2 — §f18 5g5- |/ Re
L 3 f

J
?h‘rﬁﬂﬂﬁ‘
Los afijos de las soluciones de una raiz de un nimero
complejo son los vértices de un poligono regular de tantos lados como indique el indice de 1a raiz

Médulo:s =12 + (-3 —va -2

L_32
4|_‘;E — 300° o

'u'"_ 300" +3m|:n ( 2 60 {5132* Im E.'Eﬁl:l‘
_3h 300*;3501 _32 e 1 N

!
|' " Re
2300 =4= Zw = "U'Eim“ 5g -{ﬂ ; ‘12.5343'
— 2300783603 _ 2[5 1 RN 2
5 s
_32 3003604 _3f7 ... Ve
| 5

a) 3—3+3i ={—3+3i e 2°Cuadrante -
Argumento: o =180 —arctg

b) 31—+/31 = {1—4/31 = 4° Cuadrante -
Argumento : a = 360 —arctg




l‘.} %Ira = 6'-|"|| 641]“

(_& 64 03600 _ 3 .
6

T Y P
=W@=3120“
ﬁﬂ%@ﬂ“ﬁiﬁﬂm-
=W£§0“-4=2W

(_ 4o 18043600 _ 3 a5
4

_ o 18043600 _ f3

o - 135

V7180 _4fo 18043600 _ [ 05
F]

_ ;i@ 180°43600 _ ﬁ 315
L 4

&) ¥i =315

_ 3150436070 _1q
R

317 a0°2360°.
Lgg= = =~EW+;W1=1150°

—3f1 90436072 _q
=Vl— =l
3

Laa

—#16 21074360°0 _ 2 p—
4

14 ||'1,|5 270°4360°.0 _ pJp—
4

— Y16 270°4360°0 _ 2 -
4

4 = !
=316 270 +43E-0“IIJ - 233,?5,

Modulo = (-3 ) +(

-1
Arpumento : o =180 + arctg J_ =210°
—/3

-\J'\.'r_ 1——'..."'_ 1 = 3® Cuadrante -

J_ 11n°+350 0 J_ 2 42

ﬁzm"ﬁﬁtﬁl — 320

2o = {."'5—21["““}@"'2 =236

32 210436073 _3fo 5sge
5

;,E 210“+5360"-4 _ %5330"

Im
4 120 2 £0°
H.r' kY
21800/ N\ 2g¢
,\\ a"r Re
* 7
234001 2309
Im

‘JEBS“

w@e’.*

VGZHS"

"J@ 315°

Im

Zisis, |

2947150%"

10

-1)* =

el

Re

T 2gayee

=320

I
{-5114;_ " 5
P 2

F
F

/
E.'E'laﬁ*‘g

\_\'-___,-
:"UIEJSS“




Cuestion 16.-

Hallar las raices cuadradas de:
a) 4

by —4

c) 4

d) -4

Solucion.

) ﬁ=12={=2+ﬂi

=—2+01

b) F=m=ﬁ-ﬁ=ﬂ={=“+2i

=0-21

—J4 90"‘*3‘50“':' = 245- =2-(cos 45°+isen 45°) = V2 +421

4i= 4oy =
Q) Vi = A =1 JH201 _ 2,5 — 2. (cos 225+ sen 225°) - 2 —2i

=2 20H56000 _ 3 o =2 (cos135°+isen135°) = —/2 +4/2i
7

d) V=i = Ja3- = :
Y NTH = = _ s — 25,5 = 2-(cos315°+i sen 315°) = 4/2 —/2i
7

Cuestion 17.-

Para escribir un nimero complejo jqué argumento debes poner en los siguientes casos?
a) n°real positivo
b) n°real negativo
c) n°imaginaro positivo
d) n°imaginario negativo

Solucion.
a) z=r1 ¢ Elafyjo esta sitnado sobre el semeje real positivo.
b) z=r 15 Elafijo esti situado sobre el semieje real negativo.
€) z=rgp. El afijo esti situado sobre el semieje imaginario positivo.
d) z=r1.7 El afyjo esta situado sobre el semieje imaginario negativo.
Cuestion 18.-
Dado un complejo en forma polar ;Qué transformacion sufre s1 se multiplica por 17

Solucion.

Teniendo en cuenta que la forma polar de nimero 1 es 1og, al multiplicar un niimero complejo de

la forma ry por I, el argumento se desplaza 90°.
I -logr = (1-U)gi000 = Tgs00r

Cuestion 19.-

Calcular en forma polar: (1+\E i)ﬁ-(—1+i)?

11



Solucion.
Lo primero es expresar los nimeros complejos en polar, ya que las operaciones (producto y
potencia) en esta forma son mas sencillas.

Modulo:-r= 12+(q.|'r§JE =~.Jq=2
Argumentn:u=:1rctg|%=arctgur=ﬁﬂ°

1++/31 £1° Cuadrante : =2 epe

Modulo:r = {—1}2 +12 =42
—1+1 e 2° Cuadrante :

1 = "I'IEISS“
Arpumento: o =180 —arctg = =135°

El orden de operacion es primero las potencias y segundo el producto.
(1+‘*E ijﬁ (-1+1)" = (260:)° '(‘“5135"]? =266*60"'(\‘E)?7‘*135" = 64349 27 gy -
6400 -2° V2 puagerszse = 64ge -8V2 50 = (64 'S‘ﬁ]wus-’ = 51242 56+
Cuestion 20.-

1 -1

Calcular:

vy

Solucion.
Lo primero serd operar las potencias de 1 teniendo en cuenta su periodicidad.
=i ot P o) =

=7 M) 4 Y gt oot Lo 1
i7 =i (2 =) =) mrtaters Sty e B
= 1 = 1_1= 2_1=—1=—1+[Ii
21 2 21
Cuestion 21.-
7

Dado el mimero complejo z = calcular la expresién tnigonométrica del n® z.

Solucion.
Lo primero sera operar las potencias de 1 teniendo en cuenta su periodicidad.

i1 =" =it =1 (i) =

1+i’ 1-i

I+1  1+1
Lo mas sencillo es trabajar en forma polar.

I'«-i:_":h'.fh.;lln:r=\|'12 +1° =1IIE

1
II =arctgl =45°

—245

1+11° Cuadrante :
Argumento : o = arctg

12



Modulo -1 = -n.|||12 + [— 1}2 = 1"5
1—1=4° Cuadrante : -1 =\E315=
Argumento : o = 360"—arctg N =360°—arctg1 =315

Z=l__i=ﬁ_[£] =1y =1lgge
1+1 "-'Eﬂi" V2 45°-315°

Siz=lgy => Z=1_gp =lyye =1-(cos270%+isen 270°)

Cuestion 22.-
Sea z=1043 —101. Calcular z° . ¥z
Solucion.

Lo primero es expresar el niimero complejo en polar, ya que las operaciones (potencia y
radicacion) en esta forma son mas sencillas.

Modulo - = 1/{1 nﬁ}z +(-10)* =+/400 =20
104/3 —10i & 4° Cuadrante -

-10 1
Argumento : o = 360°—arctg = 360°—arctg — = 330°
1043

V3

= 20330

z° =(20330-)° = 20° 330" =32%10°1650° = 32x10° sszsee210° = 32x10° 2100

[~ 420 330°1360°0 _ 420 5=
4

_ @ 330°4360°1 _ ﬂﬁ —
4

4f 4 =
Yz =42055- - = Y20 308362 _ 430 y5p5-
4

— 47 3307136073 _ 4op J—
L 4

Cuestion 23.-

Calcular los valores de z que verifican® (1 +i}rz3 -21=0

Solucidn.

De la ecuacidén propuesta despejamos z.

1+1 3—2:i=[! 1+1 3=2i 23 i z 2z
(1+1) (1+1)z

1+ 1+1

Para calcular z la mejor forma es operar en forma polar.
21 =2pge Imaginario puro positivo

Modulo: 1 =-\.||'12 +12 =~.E

Argumento: o = arctg

1+1 =1° Cuadrante :

1 245
= arctg1 = 45° ®

13



Sustituimos v operamos, primero el cociente v luego la raiz.

N EY 34=+3+50.0 ~§24s0

Z=\{121 _J}mn _#[%] =245 =1= J_34u+3m1 V2135
+1 4511 2 o °
e — 32 3943602 —§2 5550
| 3

Cuestidén 24.-
Encontrar las ecuaciones de 2° grado cuyas raices son: w.E 45 . \E 315°

Solucion.
Expresamos los mimeros en forma binomico.

V2 450 =2 (cos 45°+i sen 45°]=JE[£ 32 )=
R

\‘5315" =-u"'§{cos315”+isen315° =-JE > - —1—
La ecuacion de 2° grado sera:
(x—(1+1))-(x—(1-1))=0

Operando, sumplificando y ordenando se obtiene la ecuacién.

I:Jh:—(1+i})-l:::—(l—i]}=zl.:2 —x(1-i)-x(1+1)+{1+i)t —i}=1!12 —x+xi—x-xi+12 - =x? —2x+2-0

X -2x+2=0
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