TRIGONOMETRIA

La palabra “trigonometria” deriva del griego y significa “medida del triangulo”. De hecho
esta rama de la Matematica se desarrollo inicialmente, estudiando las relaciones entre los
angulos y lados de un tridngulo, por ejemplo, las llamadas funciones trigonométricas, las
que pueden ser consideradas como funciones cuyos dominios son angulos o cuyo dominio
son los niimeros reales, en este ltimo caso se les conoce como funciones circulares.

1. ANGULOS
Angulo (lo abreviaremos con el signo p) es el conjunto de puntos generado por la rotacién

de una semirrecta alrededor de su extremo, desde una posicion inicial (“lado inicial”) hasta
una final (“lado final”). El extremo de la semirrecta se llama vértice del d&ngulo.

lado final

vértice O .. >
lado inicial

Un angulo es positivo si la rotacion es en el sentido contrario a los punteros del reloj; en
caso contrario es negativo.

Las unidades de medida més frecuentes de un angulo son : grado sexagesimal y radidn. En
el sistema sexagesimal el angulo (completo) obtenido por una rotaciéon completa de la
semirrecta en el sentido positivo, tiene una medida de 360°. Asi, un grado (1°) es 1/360 por
la medida de un angulo completo. Un grado se divide en 60 partes iguales, llamadas
minutos ('), y cada minuto se divide en 60 partes iguales, llamadas segundos (").

Para definir los radianes se considera el arco s intersectado por el P o sobre una

circunferencia unitaria de centro O (O = vértice del pa) y radio . Se sabe que — es una
r

constante que s6lo depende de o.

Definicion 1.1: Si » = 1, la medida en radianes de a es a™ =s. Es decir, la medida en

radianes de un p a es la medida del arco que a intercepta sobre la circunferencia unitaria.



Si a° es la medida en grados sexagesimales de a., se tiene la siguiente relacion:
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Por ejemplo: 1 radian = 57,3°y 1° = 0,0175 radianes.

Las equivalencias mas usuales son:
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La medida de un 4ngulo no se limita a valores comprendidos entre 0° y 360° (0 y 2 en
radianes), si la semirrecta que genera el angulo rota alrededor de su extremo en més de una
vuelta en el sentido positivo, la medida del angulo serda mayor que 360° (mayor que 2w
radianes). Si la rotacion es en el sentido de los punteros del reloj, la medida sera negativa.

Conclusion: cada numero real es la medida en radianes de un dngulo.

Nota: Si ¢ es la medida del arco que subtiende un dngulo del centro o en una circunferencia

. . . . t
de radio r, se tiene que la medida en radianes de o es —.

Ejercicios resueltos:

1.- Convertir a radianes: a) 75°, b) —450°, ¢) 45,22°

Solucion: a) 75° = 7on = on radianes
180 12
b) —450°= - 450 = _x radianes
180

c) 45,22° = 0,251 m radianes

2.- Convertir a grados sexagesimales: a) — Z—; radianes, b) 1,72 radianes.

Solucion: a) —Z—; radianes =

b) 1,72 radianes ~ 98,55° = 98° 33’




3.- Calcular la medida del arco s que subtiende un angulo del centro o de 135° en una
circunferencia de radio » =12 cm.

RI

- 135°=%. Luegos=ra™=12 i 28,3 cm.

Solucion: o =
180°

4.- Si el angulo del centro a subtiende un arco de 4 cm en una circunferencia de didmetro
14 cm, encontrar la medida aproximada de a en radianes y grados.
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Solucion: 0" = — = °
r

radianes o ~32,74° =32° 44’
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5.- Expresar el area de un sector circular en términos del radio y el &ngulo comprendido.

Solucion: Sir es el radio de la circunferencia
y A, y s denotan el area, el anguloy la
longitud del arco del sector circular, de la
geometria sabemos que “las areas de los
sectores son entre si como los arcos com-
prendidos, es decir,

w

6.- El minutero de un reloj mide 12 cm. ;Qué distancia ha recorrido su extremo al cabo de
20 minutos?

Solucion: En 22 minutos, el minutero describe un angulo a = 120° = 2x/3 radianes,

. . . 2n
luego la distancia recorrida por su extremo es s =r ! = 12 3" 25,1 cm.

7.- Una via férrea ha de describir un arco de circunferencia. ;Qué radio hay que utilizar si
la via tiene que cambiar su direccion en 25° en un recorrido de 120 m?

Solucion: Hay que determinar el radio de una circunferencia sabiendo que el arco
subtendido el dngulo del centro o = 25°, mide 120 m.

120 864

© - -2 275m,
a™  (5m/36) =

a=25= g—z radianes, por lo tanto, r =

8.- Una rueda de 4 pies de didmetro gira a razon de 80 r.p.m. Encontrar la distancia que
recorre en un segundo un punto del borde de la rueda.



Solucion: 80 r.p.m. <

802w

rad/seg = gn rad/seg.

Luego, un punto del borde recorre la distancia s = 28?31 ~ 16,76 pies en un segundo.

Ejercicios propuestos:

1909, 86 rev/seg.

1. Una autopista describe un arco de circunferencia de 200 metros de longitud. ;Cual
es el radio de la circunferencia en cuestion, si el angulo del centro mide 2 rad?.

2. Una rueda cuyo radio es 2 pies se desplaza rodando 3 pies. (En cuédntos radianes
gira?.

3. Calcule la longitud del arco de un sector circular cuya area de 6 (cm®) y cuyo angulo
del centro es 171°53°.

4. Encontrar el didmetro de una polea que gira a razén de 360 rpm, movida por una
correa de 40 m/sg.

5. Un punto del borde de una rueda hidraulica de 10 (m) de didmetro se mueve con
una velocidad lineal de 45 (m/seg). Encontrar la velocidad angular de la rueda en
(rad/seg) y en rpm.

6. Un tren se mueve a razén de 12 millas/hr. Por una via curvilinea de 3000 pies de
radio (1 milla = 5280 pies). ;Qué angulo recorre en un minuto?.

7. Al amolar ciertas herramientas, la velocidad lineal de la muela no debe exceder de
6000 pies/seg. Encontrar el maximo nimero de rev/seg. de una muela de 12 pulg. de
didmetro.

8. Para angulos pequefios, el arca y la cuerda interceptados son, aproximadamente, de
la misma longitud. Suponiendo que la tierra gira alrededor del Sol sobre una
circunferencia de radio 93.000.000 de millas, determinese el diametro del Sol, si
desde la Tierra se le ve bajo un angulo de 32°.

SOLUCIONES:

1. 100 m.

2. 1,5rad

3. 6cm.

4. 2,12 m.

5. 9rad/seg; 85, 94 rpm

6. 0,352 rad.

7.

8.

865,683 millas



2. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Consideremos en el plano coordenado xy, la circunferencia unitaria S° (es, decir de radio 1)
con centro en el origen. Un punto P(x, y) pertenece a la circunferencia unitaria si y so6lo si la

distancia OP = 1, es decir, w/xz +y> = 1. Elevando al cuadrado, tenemos x>+ y2 =1.

Estableceremos una correspondencia entre los nimeros reales y puntos de la circunferencia
unitaria S'. Dado cualquier nimero real 6, sea W(0) el punto de S', que partiendo del punto

A(1, 0), se desplaza sobre la circunferencia en |8| unidades (si 0 > 0, en el sentido contrario

a los punteros del reloj y si 0 < 0 en el sentido de los punteros del reloj).

. ., 1 ,

De esta manera se ha definido una funcion W : P — S' | tal que a cada numero real 8 se le
. . . . . 1 .,

asocia el punto W(0) sobre la circunferencia unitaria S°, esta funcion se conoce como la

funcioén enrollado.



En particular W(0) = (1, 0), W(/2) = (0, 1), W(x) = (-1, 0), W(<w/2) = (0, -1).

., . . . . . 1
La funcion enrollado W no es inyectiva, ya que como el radio de la circunferencia S* es 1,
su longitud es 2m, se tiene:

WO +2nm)=W(@0) VneEZ (1)
Definicion 2.1.: Si W(6) = (x, y) se definen las funciones seno, coseno y tangente como:

1) senO=y
2) cosOB=x

3) tan® =2 si x=0
X

De inmediato se puede ver que el dominio de las funciones seno y coseno es P y su
recorrido es [-1, 1]. La funcion tangente, sin embargo, no estd definida cuando x = 0. Por lo

tanto, el dominio de la funcidn tangente es {6 EP | 6 = 5 +nm, n € Z} y su recorrido es

P. Ademas tan 0= sen 0

si6¢£+nn,n€2
cos 0 2

Teorema2.1.:VOEP y V nE Z se tiene que:
a) sen (0 +2nmx)=sen 0
b) cos (0 + 2nmw) = cos O

Es decir, las funciones seno y coseno son perioddicas de periodo 2m, luego basta conocer los
valores de seno y coseno en el intervalo [O, 2n[, para conocer sus valores en P.

Evidentemente el teorema anterior es valido para la funcidon tangente, con las debidas
restricciones en 0, pero en este caso se puede enunciar

Teorema2.2.:VOEP - {% +mn,mEZ} y Vn€EZ, setiene tan (0 + nw) = tan 6.
Demostracion: W(0 + nx) = W(0) sin es par.

Ahora si W(0) = (x, y) y n es impar, se tiene que W(0 + nr) = (-x, -y). Luego tan (0 + nx) =
—— === tan 0.

- X X

Es decir, la funcion tangente es periodica, de periodo .

Algunos valores de seno, coseno y tangente:



0 0 /6 /4 /3 /2 4 3mw/2
WO | 10 | (L.H [ EE[ @ | 0 | Lo [ 0D
seno 0 1 V2 3 1 0 -1

2 2
coseno 1 g % 1 0 -1 0
tangente 0 g 1 V3 N.D. 0 N.D.

(N.D. = no definida)

Tomando en cuenta los signos que tienen las coordenadas de un punto, seglin el cuadrante
en que esté, se puede determinar los signos que tendran las funciones trigonométricas seno,
coseno y tangente, en los diferentes cuadrantes:

Cuadrante en el que esta I 11 I v
W(0)
sen 0 + + - -
cos 0 + - - +
tan 0 + - + -

La variacion de estas funciones, cuando 0 varia de 0 a 27, es la que se indica en el siguiente
cuadro:

Cuadrante Variacion de
seno coseno tangente
I (0<B<m/2) de 0 al de 1 a0 de 0 a x
II (/2 <0 <) de 1 a0 de Oa -1 de -0 a 0
I (<6< 3m/2) de 0 a -1 de -1 a 0 de 0 a x
IV (3m/2 <0 <2m) de -1 a 0 de 0 al de -0 a 0

Ahora, para cualquier 8 € P, los puntos W(0) y W(-0) estan en la misma vertical y son
simétricos con respecto al eje x, es decir, si W(0) = (x, y), entonces W(-0) = (x, -y). Luego
tenemos

Teorema 2.3.:
sen (-0) = -sen 6 veeP
cos (-0) = cos 0 veeP

tan (-0) = -tan 0 V6¢§+nn,n€Z

Es decir, las funciones de seno y tangente son impares, mientras que la de coseno es una
funcién par.



También se definen otras funciones trigonométricas: cotangente, secante y cosecante.

Definicion 2.2.: Si W(0) = (x, y), se definen:

y
1
secO=— , x=0
X
1
cscO=— , y=0
y
./ cosO .
Observacion: cot 6 = st senB=0
sen 0
sec 0= si cosO=0
cos 0
csc 0= si sen9 =0

sen O

Por diferentes razones es conveniente definir las funciones trigonométricas para angulos:
r . . d .
Sea o un angulo, cuyas medidas en grados y radianes son a® y o™, respectivamente.

Definicion 2.3: Si f es una funcion trigonométrica y o es un angulo se define:
1) fla)=flo™)
2) f(a®) =f(o)

Ejercicios resueltos:

1.- Demostrar que V 6 € P se tiene que: cos’ 0 +sen” 0= 1.

Demostracion: Sea P = W(0) = (x, y) el punto correspondiente en la circunferencia
unitaria S', entonces la distancia de P al origen es OP = /x’+ y® =1. Como por
definicion x=cos 0 e y=sen 0, elevando al cuadrado se tiene que

x* + y? =(cosO )™+ (sen H)* =cos’ 0 + sen’ 0 =1.

2.- Si W(0) =(1/3, V8 /3), calcular las seis funciones trigonométricas en 6.

V8

Solucion: sen 6 = — — cos 0=

% tan6=—\/§

V8 348
8

cotBZ—? sec =3 csch= ———



3.-Sisen 6 =12/13 y tan 0 <0, determinar los valores de las funciones trigonométricas
restantes.

Solucién: © € 11 cuadrante, entonces cos 6 < 0y como cos” 6 + sen” 0 = 1, se tiene que

cos 0= —4/1-sen’ 0. Luego
5 12

4.- Para un determinado 6 € P ocurre que el punto P = W(6) se encuentra en el recta que
une el origen O con el punto Q(a, b). Calcular las funciones trigonométrica en 0.

Solucion:

Por semejanza de los tridngulos
0Q’Q y OPP’ se tienen las
proporciones siguientes:

X:a=1:® , y:b=1:®

Denotando @ por r, se tiene:

a senO=y=b/r , cosB=x=ar ,
tanO=y/x=b/a (sia=0) ,
cot@=ab (sib=0) , secO =r/a
(sita=0) , cscO=r1/b (sib=0).

Ademas del tridngulo rectdngulo OQQ’ se tiene que @2 = O_Q' 24 @2 =a’+b? es

decirr= +a’ +b?.
5.- Calcular seno, coseno y tangente en: 77; -8m; — 27t

Solucion:
a)Tm=n+ 2-2n, .. sen(7m)=sennw=0,cos (7x)=cosm=-1,tan (7m)=tanx=0

b)-8t=0-2-4m, .. sen(-8mw)=sen 0 =0, cos(-8m)=cos 0= 1, tan(-8m) =tan 0 =0

c) _731: = —%—2'575, sen(_%n)Zsen(_%)Z—sen(%)Z—l



COS(_%TE):COS(_%):COS(%):O

21 .
tan( — 5 U ) no esta definida.
Ejercicios propuestos:

1.- Si cos a = -1/3, calcular las otras funciones trigonométricas y el angulo a esta en el
cuarto cuadrante.

2.- Un punto P del lado final de un 4ngulo en posicion estandar se encuentra en el segmento

que une (0, 0) y (8, 15). Construya un grafico y determine la funciones trigonométrica
de:

a) 0+ m/2 b)0+m c) 6+ 3m/2 d)6-mn e) 0 -m/2,
siendo 0 la medida del angulo en cuestion.

3.- Construya un angulo a en posicion estandar, tal que tan o sea igual a :
a)—1 b) 1,5 c)-8,5
De lo anterior, deduzca un método geométrico que le permita probar que para todo
namero real m existe un angulo a tal que tan a = m.

4.- Determinar el dominio y recorrido de las funciones cotangente, secante y cosecante,
Graficar dichas funciones.

5.- Demostrar que V k € Z se tiene que: a) cos (k) = (-D* b) sen ( km) =0



3. TRIGONOMETRIA EN EL TRIANGULO RECTANGULO

Muchas aplicaciones de la trigonometria estan relacionadas con angulos agudos. Como
todo dngulo agudo puede considerarse como angulo interior de un tridngulo rectangulo, es
conveniente tener definiciones de las funciones trigonométricas de éstos en términos de los
lados del tridngulo, independientes de cualquier sistema de coordenadas.

Sean o un angulo agudo y ABC un triangulo rectangulo en C tal que pPBAC= o.
Supongamos que colocamos este tridngulo en un sistema de coordenadas con o en la
posicion estandar
Y Sean a, b, ¢ las longitudes de los lados del

B tridngulo, por lo tanto, en el sistema de
¢ coordenadas, B es el punto (b, a).

_ cateto opuesto a o

hipotenusa
_ cateto adyacente a o

hipotenusa

b

¢

a cateto opuesto a o
b cateto adyacente a o

Consideremos un triangulo ABC rectangulo en C. Sean oo = pBAC y f=p ACB,

entonces se tiene:
B

a b
sen oL = — = CoS COs 0L = — =sen tan o0 =

a
¢ a c c b

(@)

A b

Como f = % — O, podemos establecer que para todo angulo agudo ., se cumple:

sen(7 —O)=coso cos(X—0O)=sena tan(5 — 0L ) = cot o



De lo anterior se puede concluir que si se conocen las funciones trigonométrica V a con
0 =< a =< /4, también se conocen V o con 0 < a < /2.

Mas adelante se demostrara que V o € P, las funciones trigonométricas en o pueden
expresarse en términos de angulos comprendidos entre 0 y m/4.

Para resolver algunos de los ejercicios que se presentan a continuacion se necesita definir lo
siguiente:
B

Sean A; y A» son dos rectas paralelas. Si A € A, B €
A, o y B son los angulos indicados en la figura,
entonces

a es el angulo de elevacion de B con respecto a A

P es el angulo de depresion de A con respecto a B




4. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Las identidades trigonométricas son igualdades que se satisfacen para todos los valores de
la(s) variable(s), excepto aquellos para los cuales carezcan de sentido

Teorema 4.1.: Se tiene las siguientes identidades basicas:

1) cos’o+sen’a=1 VaeP

2) 1+ tan® a=sec’ o Voc¢g+kn, keZ

3) 1+cot’ a=csc’a Va=kn kE€Z

4) tan o = S0 ¢ Voc#Evan, keZz
cos a 2

5) cot o= B¢ Va=kn kE€Z
sen o

6) seca= ! Voc#Evan, keZ
COS O 2

7) csca= Va=kn kE€Z
sen o

Observacion: En general, se tiene que cos(a - 3) = cos a - cos 3. Por ejemplo,
sita=pP=m/4, cos(m/4-m/4)=cos0=1 y cosm/4—cosm/4=0.

En realidad se tiene:
Teorema 4.2.: V o, BE P se cumple que:

8) cos(a-f)=cos acosf+senasenf
9) cos(a+ B)=cos a cos f-senasenf

Demostracion:

8) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que a, 3, (o -f)>0 y que
a, B, (o - B) < 2w. Sean P = W(a), Q = W(B), R = W(a - ) los puntos sobre la

circunferencia unitaria determinados por la funciéon W.
y

Por definicion de las funciones seno y coseno se

R
Q ( \ obtiene que las coordenadas de los puntos son:
X
\ 2/
P

A P(cos a, sen a), Q(cos f3, sen ),

R(cos(a - B), sen (a - B)).




Ya que los arcos QP y AR son ambos de longitud a - 3, las cuerdas @ y AR también
son iguales. Por la férmula de la distancia se tiene:

AR= QP
\/[cos(a -B) - 1]Z + [sen(oc - B):f = \/(coscx - cosfi)2 + (senoc - senB)2

Elevando al cuadrado y reordenando

cos(a - B) + sen’(a - B) — 2cos(a - B) + 1
= cos’o. + sen’a + cos’B + sen’P - 2coso cosP - 2sena. senf

Ya que cos’(a - B) + sen’(a - B) = cos’o. + sen’a = cos’p + sen’P = 1, se tiene

2 - 2cos(a - B) =2 - 2cosa cosp - 2sena senf
cos(a - B) =cos a cos  +sen a sen B

9) cos(a + B) = cos[a - (-B)] = cos a cos(-f3) + sen a sen(-P)

Pero cos(-f) =cos B y sen(-f)=-sen f3,
cos(a. + ) =cos a. cos f - sen a sen B

Corolario:
10) cos(m/2 - ) = sen VaeP
11) sen(m/2 - ) = cos o VaeP
12) tan(m/2 - o) = cot o Yoa=z=kn2, keEZ
Demostracion:
10) Usando la identidad 8) se tiene que
cos(1/2 - a) = cos /2 cos o. + sen /2 sen o
=0-cosa+1-sena
=sen a
11) sen(m/2 - a) = cos[/2 - (7/2 - a)] = cos a

12) tan o = sen(rt/2-a) coso ~ cot

cos(m/2 - a) ~ sena




Teorema 4.3.:

13) sen(o + B) =sen o cos B + cos o sen B
14)  sen(a - B) =sen a cos B - cos o sen B

15)  tan(o + B) = tano + tanf3
I-tano tanf

16)  tan(o- ) = tano — tanf3
1+ tana tanf

Demostracion:

13) sen(o + B) = cos[m/2 - (o + B)] = cos[(7/2 - ) - B)]
= cos(m/2 - ) cos P + sen(st/2 - o) sen B
=sen o cos 3 + cos a sen B

14) sen(a - B) = sen[a+ (-f)]

=sen a cos(-f) + cos a sen (-p)
=sen a cos f3 - cos a sen

sen(a+fB) seno cosf +cosa senf
cos(a+P) cosa cosP—sena senf

15) tan(o + B) =

Simplificando por cos o cos 3 se tiene

sena cosf , cosa senf}

COS . COS COS L COS tan o + tan
tan(o. + B) = b b _ p
cosa cosfp  senasenf  1-tana tanf
cosa cosff cosa cosf
tan o + tan(— tan o — tan
16) tan(a - B) = tan[a + (-B)] = (=h) = p
I-tana tan(—f) 1+tana tanf

Teorema 4.4.: (Formulas del angulo doble)

17) sen (2a) = 2 sen . cos o

18) cos (2a) = cos’a. - sen’a

19) tan 2a) = 2ta—n;x
l-tan” a

Demostracion:



17) sen (2a) = sen(a + o) = sen o cos o + cos o sen oL = 2 sen oL cos o
18) cos (2¢t) = = cos(0. + 0) = COS O COS O, - Sen ¢, Sen O, = Cos a. - sen’o.

tan o + tan o 2tan o
19)tan (2a) = tan(a. + o) = = 5
l-tanatana 1-tan” o

Observacién: Como cos’c + sen’o, = 1, también se tiene:

cos (2a) = 2 cos’a - 1
cos (2a) = 1 — 2 sen’a

Teorema 4.5.: (Formulas del angulo medio)

20) sen’*(at/2) = H%
21) cos*(a/2) = l+c$
22) tan’(a/2) = LSO *

I+ cos a
Demostracion:
20) Por la observacion anterior cos o= 1 — 2 sen’(at/2).

Luego, sen’(0/2) = 1-cosa

21) Anélogamente, cos o = 2 cos*(a/2) — 1. Luego, cos*(at/2) = L+ cosa

2
22) tan’(/2) = sen”(a/2) l-cosa

cos’(a/2) l+cosol

Teorema 4.6.: (Formulas de producto a suma)

23)sen o cos B = 5 [sen (o + ) + sen (a - B)]
24) cos a sen B = 3 [sen(a + B) - sen(a - )]
25)cos a.cos B = 5 [cos(a + B) + cos(a - B)]
26)sen a sen B = 4 [cos(a - B) - cos(a + P)]



Demostracion:
Para demostrar 23) comenzamos con el lado derecho de la igualdad.

1 [sen (o + ) +sen (a - B)] = 1 [(sen a cos B - cos a. sen ) + (sen a cos P - cos a sen B)]
= 1[2 sen a cos f]
=sen a cos

Andlogamente se demuestran las identidades 24), 25) y 26).

Teorema 4.7: (Formulas de suma a producto)

o+f

27)senoc+sen[3=2sen(T)cos(aT_B)
28)senoc—senﬁ=2cos(a+ﬁ)sen(aT_B)
29)cosa+cosﬁzzcos(o‘*B)cos(o‘T_B)
30)Cosoc+cos[3=—2sen(a;B)sen(aT_B)

Demostracion:

Para demostrar 27), basta sustituir (o + )/2 por a, y (a - $)/2 por  en la identidad 23).
Entonces

0(;B)COS ((X—_B)Zl en(a+ﬁ+a;[3)+sen(a+ﬁ_a__ﬁ)]

sen (
2 2 2 2 2

= 1 (sen a + sen P)

Andlogamente, se demuestran las identidades 28), 29) y 30).

Ejercicios resueltos:

1.- Calcular las funciones seno, coseno y tangente en: (7 + @), (t+a) y (7 - o).
Solucion: 1dentidad 13) =

. T T
sen(5+0)=sen [ —| cosa+cos|—|sena=cosa
? 2 2

sen(7 + o) = sen Jr Cos O + COS T sen oL = -sen o
sen(7r - o) = sen It CoS Ol - COS T Sen oL = sen o



Identidad 9) =
cos(% + Ol) =cos (Z) Cos O - sen (Z) seno. = -seno.

cos(7r + o) = COS T COS O - Sen JT Sen oL = -CoSO.
cos(TT - ) = €OS T cos oL + sen JT sen oL = -cosa.

sen(7+a)  cosa

T
Ademas, tan( 2 + A )= =-cot o

cos(5+a) -—sena
tan(;r + o) = tan o
tan(m - o) = tan(-a) = - tan a

Observacion: A las funciones seno y coseno se les llama cofunciones. También, la
tangente y cotangente son cofunciones, asi como también la secante y cosecante.

JU
El ejercicio anterior establece que : “Las funciones trigonométrica en (7 =+ Q) difieren de

sus cofunciones en o a lo mas en un signo. Las funciones trigonométricas en (J‘L’ + OC)
difieren de sus funciones en o a lo mds en un signo”’.

2.- Demostrar las identidades:

a) ! - sen oL = cot oL Cos O Va=kn kE€Z

sen o
b) tan o sen o =sec o - cos o YVoa=Q2k+1)n/2, kEZ
Solucion:

Utilizando las identidades del Teorema 4.4.1. se transformara uno de los miembros de
las igualdades a) y b) en el otro.

2 2
l-sen“oc  cos“ o cosa
-senqa = = = COS 0. = cot O cos O
sen o sen o seno.  seno

a)

sen o sen‘ot 1-cos’ a 1
b) tan o sen o = sen oL = = =
cosa cosa cosa cosa

-COS A =S8€C A -COoS a



2
3.-Parax. # (2k + 1) n/2, k € Z, demostrar que : I-tan'x _ cos (2x)

1+tan’ x

Solucion: Teoremas 4.5.1. y 4.5.4 implican:

sen’x
1-tan’x " cos? cos’ X —sen’x 5 5
— = COSQX = 5 —— = COS"X —sen’x = cos (2x)
I+tan” x 14 Sen'x COS” X +sen’x
+
Cos X

4.- Demostrar que: 1 +2 sec’x tan’x —sec’x —tan'x =0 Vx=(Qk+1)n/2, KEZ
Solucion: El primer miembro se puede factorizar como sigue:
(1 + tan’x)(1 — tan’x) + (2 tan’x — sec’x) sec’x =
sec’x (1 — tan’x) + (2 tan’x — sec’x) sec’x =
sec’x (1 + tan’x — sec’x) = sec’x (sec’x - sec’x) = 0

5.- Calcular: a) sen(5nt/12) , b)cos(3mw/4) , c)sen 15° , d)cos 15° , e)tan 15°

Solucion:

St om Sn T
a) —=—+—,luegosen (—)=sen|—+—
12 4 6 12 4 6

() e)on (5o )

:£(£+l]_ \/5(\/5 +1)

212 2] 4

c) sen 15°=sen(45° - 30°) =sen 45° cos 30° - cos 15° sen 30° = g(ﬁ -1)

5

d) cos 15°=cos(45° - 30°) = cos 45° cos 30° + sen45° sen 45° = Tz(\/g +1)

sen15° B \/5—1
cosl5® /3 +1

e) tan 15°=



6.- Calcular seno, coseno y tangente de 22,5° y cos 112° 30’

Solucion: 22,5° = 45°/2, luego

sen 22,5 = /l—cos45 _ 1-~2/2 =l\/_7\/§
2 2 2
cos 22,59 = /1+cc;s45 _ 1+\2/2/2 _1

N2-42 2 22-2
tan 22,5° = = =
J2ed2 2442 2

112°30° =90° +22° 30° = 90° + 22,5°, luego

=2 -1

cos 112°30° = -sen 22,5° = _2%‘/5

7.- Expresar sen (3a) y cos (3a) en términos de sen o y cos a.

Solucion:

sen (3a) = sen(2a. + a) = sen 2a. cos o + cos 2oL sen o
2 2 3
=2 sen o cos o + cos“a sen o - sen” A
2 3
=3sena (1l —sen‘a) - sen’a

3
=3sena-4sen’a

cos (3a) = cos(2a. + a) = cos 20 cos . - sen 2a. sen o

= cos oL - sen’oL cos O - 2 senoL cos o
= cos’a. - 3 sen’a. cos o

3
=4 cos’a -3 cosa

8.- Calcular sen 18°.

Solucion: Si a.= 18° se tiene que 5o =90° y luego, 2o =90° - 3a

sen (2a) = cos (3a)

2senacosa=4cos’a-3coso  /:coso

2sena=4cos’a-3 = 2seno=1-4sen’a = 4sena+2senc-1=0 =

~2:4+16  -145
8 4

s€n A =

. 5-1
Como a € I cuadrante, se tiene que sen a > 0, luego sen 18° = V5



1 b
+cosf + COZ 2 — cot (lj) para los § donde tiene sentido.

sen 3 +sen-;

9.- Demostrar la identidad

Solucion:
1+cosPp+cost  1+2cos>F—1+cos? cos? (2cost +1) B
senf} +sen’ 2sen’ cos® +sen?  senf(2cos® +1) 2
10.- Calcular los valores de:
a) cos 15° - cos 75° b) sen 15° - sen 75° c) cos 15° - sen 75°
Solucion:
a) cos 15°- cos 75° = %[(:05(75O + 15°) + cos(75° - 15°)] =
1 1 1
=—[cos 90° + cos 60°]= —cos 60° = —
2 4
b) sen 15°-sen 75° = %[(:05(75O - 15%) - cos(75°+ 15°)] =
_1 cos 60° = 1
2 4
C) cos 15°-sen 75° = %[sen(75° +15°%) +sen(75° - 15°)] =
2 2 4
11.- Demostrar que: cos (Sx)— €OSY _ _tan (3x)

sen (Sx)— sen x

Solucion: 8 (Sx)— cosx _ —2sen (3x)sen (2x) ~ _ tan (3x)
sen (Sx)— senx 2cos (3x)sen (Zx)

La identidad no es vélida si sen (5x) —senx =0 = 2 cos (3x) sen 2x)=0 =

cos (3x) =0 v sen (2x) =0, por lo tanto, con cos (3x) =0 = [3x=(2k + 1)% =

X=(2k+l)%],kEZ v consen (2x)=0=[2x =kt = XZkg],kEZ



12.- Calcular el valor de: cos 20° + cos 100° + cos 140°
Solucion: cos 20° + cos 100° + cos 140° = cos 20° + 2 cos 120° - cos 20°
=c0s 20° (1 +2 cos 120°)
=co0s 20° (1 — 2 sen 30°)
=c0s20°(1-2-4)=0
13.- Probar que:
sen(f+y-a)+tsen(y +o-f)+sen(a+pP-y)-sen(a++y)=4senasenf}seny
Solucion: Por teorema 4.4.7., | primer miembro la igualdad se transforma como sigue:
2seny cos(f - a)+ 2 cos(P+a)sen (-y) =2 seny [cos(P - a) - cos(P + a)]
=2seny [-2 sen [} sen(-at)]
=4 sen a sen 3 sen y
14.- Demostrar que si x +y + z = &, entonces
sen (2x) + sen (2y) +sen (2z) =4 sen X sen y sen z

Solucion: x +y+z=n < Xx+y=umn-z, luego sen(x +y) = sen z. Entonces

sen (2x) + sen (2y) +sen (2z) =2 sen z cos(x —y) + 2 sen z cos z
=2 sen z [cos(x —y) + cos Z]

=2senz-2cos X-y+z -COS XZy-2
2 2

=4cos(%—Y)-COS(%_X)'SenZ

=4 senxseny senz




Ejercicios propuestos:

1. Demuestre las siguientes identidades:

1g0 + cot0 = secO + csO b) sen0cosOsecOcscO=1
1 d 20—
+ =2sec’ 0 ) cot’0-1 1=2c0520—1
1+sen0 1-sen0 1+cot?0
sen() 1+ cos0
+ =2cosc0 f) 5
1+ cos0 sen( cot"0-1 )
5 =2cos"0-1
I+cot”0
2sen’0-—1 h) cosO—-sen0 cotO-1
——=1g0-cot0 =
sen0cos( cos0+sen0 cotO+1
sec’ 0 sec’ OsecO tg0 i) secO+ig 0 _ 0
1+ sen0 cos’ 0 cos0 - tg0 - secO
@—cos xX1+tan2 x)= tan® x 1) tan’x 1+cot’x ) 2
S S =sen xsec” x
I+tan”"x cot” x
sen’x cot’x + sen’x =1 m) secx — cot gx = £gx - csc’x - COSX
sec* x—1=2tan’ x + tan* x i) . 1+ senx
(tan X +sec x) =
1 - senx
tan® x —cot’ x =sec’ x —csc’ x D) 2senx cosx-cosx
1-sen x +sen’x —cos” x
tana + cota =tan r) (sen +cos B + cosa senf )+ (cosa cosf -sena senf )= 1

cot’a +cot’ a =csc'a —csc’ a

5. FUNCION SINUSOIDAL

Definicién 5.1.: Una funcion real con dominio P de la forma f(x) = A sen(Bx + C), donde
A, By C son constantes, se llama funcion sinusoidal.

Consideremos primero la funcién f(x) = A sen x.
Como —1=<senx=1 , setiene que —|A| <=Asenx =< |A| .

Definicion 5.2.: Se define la amplitud de una funcidén periddica como la mitad de la
diferencia entre sus valores maximo y minimo.

Por lo tanto, la amplitud de f(x) = A sen x es |A| . El factor A actlla como un expansion

vertical si |A| > 1 y como contraccion vertical si |A| <1



A continuacion consideremos la funcién f(x) = sen (Bx), con B > 0. Yaque y=senx
tiene periodo 2m, la funciéon seno completa un ciclo u onda cuando x varia de 0 a 2m.
Entonces (Bx) completard un ciclo cuando (Bx) varia de (Bx) =0 a (Bx) = 2m, es decir,

, 2
cuando x variade 0 a E

Por lo tanto, el periodo de f(x) =sen (Bx), es 2%

B

Observacion: Siempre se puede suponer B >0, pues si B <0 se tiene que
sen (Bx) = - sen((-B)x). EI factor B actia como expansion horizontal si 0 < B < 1 y como
contraccion horizontal si B > 1.

Finalmente consideremos la funciéon f(x) = A sen(Bx + C), f(x) completa un ciclo cuando

, . , C 2n C
Bx + C varia de 0 a 2m, es decir, cuando x varia de x = B ax=—-—.

B B

El ntimero real —% se llama dngulo de fase e indica que el grafico de la funcion esta

corrido hacia la derecha en

unidades si - % >0 o hacia la izquierda si - % <0, con

respecto al grafico de f(x) = A sen (Bx).

Ejemplo: f(x) = 3 sen(4x + m)

En este caso se tiene que: Amplitud =3
Periodo _ T
4 2
. 1
Angulo de fase = - 2

Consideremos ahora la funcién definida por y = a sen x + b cos x, donde a, b = 0. Esta

funcion puede ser escrita en la forma y = A sen(x + C), donde A = ya’ +b”> ,B=1y Ces

tal que tan C = E
a



a b
En efecto, y = va’ + b’ |—————senXx + ————co0sX

a’ +b? vJa’ +b?

Como -1 = a , b <1 A _r + L =1,seaC
VaZ+b® Yal+b? va’ +b’ va’ +b’
tal que cos C= S y senC= b

a’ +b? vJa? +b?

Ejercicios resueltos:

1.- Escribir en la forma y = A sen(x + C) la funcion:

a) y=senx+ +/3 cosx

b) y=-senx+ +/3 cosx

Solucion:

a) A=41+43 =2, cosC= y senC=73, luego CZg

1
2
y =2 sen(x + m/3)

2

b) A=2 , cosC=- y senc=§, luego CZ?

1
2
y =2 sen(x + 21/3)
2.- Calcular las amplitudes, periodos y angulos de fase de las funciones:
a) y=3sen(4x+ 1) b) y =5 sen(2x —x/3)
Solucion:

a) Amplitud=3 , periodo=m/2 , &ngulo de fase = _

b) Amplitud=5 , periodo=6m , angulo de fase =- 6.

Ejercicios propuestos:

T T
1.- Expresar en la forma A sen(x + C), con C € ]‘ PR E[, las expresiones siguientes:



a) Ssenx+ 12 cos x b) 4 sen x — 3 cos x C) sen x + cos X

2.- Dada y = cos(m - 2x) - V3 cos(2x + m/2), encontrar su amplitud, periodo, angulo de
fase y representar un periodo de la funcion.

3.- Determinar todos los puntos donde la funcion f(x) = sen (2x) + cos (2x) alcanza su
maximo valor, su minimo valor y cuando se anula.

6. ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

El apelativo ecuacion trigonométrica se aplica a toda ecuacidon en que la(s) variable(s)

figura(n) s6lo como argumento(s) de funciones trigonométricas. Asi, 2 sen (4x) + 5 = sec x
. . 2

es una de tales ecuaciones, mientras que tan X —x~ = 1 no lo es.

Una ecuacion trigonométrica puede no tener soluciones, como sucede con 2 sen x +3 =0,
(pues de aqui se sigue que sen x = - 3/2, pero -1 <senx < 1, V x € P). En cambio si la

ecuacion tiene una solucion, tiene infinitas soluciones (debido a la periodicidad de las
funciones trigonométricas).

Definicion 6.1.: Una solucién xo de una ecuacion trigonométrica se dice bdsica si
x0 € [0, 2.

Es claro, entonces que, el conjunto de soluciones de una ecuacion trigonométrica se obtiene
sumando a las soluciones basicas multiplos enteros del periodo.

Ejercicios resueltos:

1.- Resolver la ecuacion tan x = 1.

Solucion: Ya que tan(rt/4) = tan(n/4 + x) = 1, las soluciones bésicas son w/4 y 5m/4.
Luego el conjunto de soluciones es {x =n/4 + kn, k € Z}.

2.- Resolver la ecuacion 2senx+1=0
Solucion: La ecuacion se puede escribir senx=- . Como sen w/6 =
sen(mr+x)=-senx y sen(2m-Xx)=-senx ,setiene que m+ /6 y 2m- /6 son las

soluciones basicas. Luego sus soluciones estan definidas por:

x=Tn/6+2kn v x=1ln/6+2kn, kE&EZ



3.- Resolver la ecuacion tanx —2 senx =0

Solucion:
Restricciones: cosx=0=x=QRk+1)t/2, kEZ

tanx—2senx=0 < senx -2senx=0 = senx( ! —2) =0.
coSX coSX
Luego,senx=0 v ! -2=0.
COSX
senx=0 = x=kmn, kE€Z
! -2=0 = x=nw/3+2kn v x=5n/3+2kn, ke Z
COSX

Finalmente las soluciones de la ecuacion son:
x=krt v x=a/3+2kn v x=5a/3+2kn, kEZ
4.- Encontrar todas las soluciones basicas de la ecuacion 2 cos’x —cos x — 1 = 0.
Solucion: Factorizando el primer miembro se tiene:
(2cosx+1)(cosx—1)=0
Luego, setiene: 2cosx+1=0 v cosx—1=0.
Es decir, cosx=-1/2 v cosx=1.

Las soluciones de cos x = - 1/2 en el intervalo [O, 2n[ son x=2m/3 v x=4mn/3;la

unica solucion de cos x =1 en el intervalo [O, 2n[ es x = 0. Por lo tanto las soluciones
basicas de la ecuacion original son

x=2mw/3 , x=4n/3 , x=0
5.- Resolver 3 sec’x +2 —8tanx = 0.

Solucién: Introduciendo la identidad 1 + tan’x = sec’x , Se obtiene:

3tan’x —8tanx + 5=0. Luego
8x+/64-60 1
tanx = —— =
6 5/3

Las soluciones expresadas en grados son:

x=45°+k180° v x=59°2"+k180° , keZ



6.- Resolver la ecuacién /2 sen 2x)+1=0.

Solucion: Si y = 2x , se obtiene seny=-1/ /2 . Las soluciones de esta ecuacion son

y=%+2kn , %+2kn , k€eZ

Luego, las soluciones de la ecuacion original son:

X=%+2kn , 7?ﬁvLﬂm , k€eZ

7.- Resolver la ecuacion sen (7x) + sen (5x) = 0.

Solucion:
La ecuacion se escribe 2 sen (6x) cos x =0, esto es, sen (6x) =0 v cosx=0.

Las soluciones son: x=kmn/6 , 2k+ 1)mn/2 , kEZ.
8.- Encontrar las soluciones de sen x =1 + cos x.
Solucion: La ecuacion se puede escribir como sen x —cos X = 1 y el primer miembro

de ésta como A sen(x + C), donde, en este caso, A = V2 y C =- m/4. Asi la ecuacion
se reduce a

V2 sen (x -m/4)=1, obien, sen (X - w/4)= /42

De aqui se tiene x - % = % + 2kw % +2kn , k€ Z, lo que es equivalente a

x=—+2kn , 2k+1)m , kEZ

|

9.- Resolver tan(x - m/4) = cot (3x).
Solucion: La ecuacion se puede escribir como tan(x - 7t/4) = tan(m/2 — 3x).

Como la funcion tangente es inyectiva en su periodo y éste es 7, se tiene que:

X - /4 =n/2 — 3x + kmt , los que es equivalente a x = 3—Jt+kE, ke Z.



10.- Resolver la ecuacion csc (2x) — cot (2x) = 2 sen X cos X.
Solucion: Restriccion sen (2x) = 0 , es decir, x = kt/2 , k€ Z.

b _cos (2x) =sen (2x) = 1—cos2x =sen’2x =>
sen (Zx) sen (2x)
1 —cos (2x) = 1- cos’(2x) = cos (2x) (cos (2x)—1)=0 =
cos(2x)=0 v cos(2x) =1
cos(2x) =0 = 2x=Q2k+1)n/2 = x=2k+1)m/4 , kKEZ.
cos(2x) =1 = 2x=2kn = x=kn , kEZ

La ecuacidn se escribe

Pero x =k , k € Z, no es soluciéon de la ecuacion (restriccion). Por lo tanto, las

soluciones son
x=02k+)m/4 , kEZ.

7. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS
Definicion 7.1.: Sean f una funciéon y A un conjunto contenido en el dominio de f.
Entonces la restriccion de f en A es la funcion g con dominio en A tal que g(x) = f(x),

V x € A. La funcion g se denota por f| a.

Consideremos la funcion sen : P — [-1, 1], como es periddica no es biyectiva y, por lo
tanto, no tiene inversa. Sin embargo se puede resolver este problema observando que su

restriccion a [% + ko, 3+ (k + 1)3'5] es biyectiva, V k € Z.

Las funciones inversas que se obtienen se llaman ramas del arco seno. Si Sen denota la

., : _nx 1 o
restriccion de sen al intervalo 2 25 |, entonces Sen” s llama la rama principal del arco

seno 'y se denota por Arcsen. Es decir:

Definicion 7.2.: La rama principal del arco seno es la funcién

Arcsen : [-1, 1] —= If %9%J
Arcsenx=y < x=seny si -m/2=<y=smn/2

Observacion:

1) sen(Arcsenx)=x Vx€&|[-1,1]

2) Arcsen(senx)=x VXxE [_%9%]



3) Arcsen es no perioddica,
4) Arcsen es impar y
5) Arcsen es creciente.

También se define
Definicion 7.3.: La rama principal del Arco coseno es la funcion
Arccos : [-1, 1] = [0, «]
Arccosx=y < x=cosy si Osy=sm
Observacion:
1) Arccos(cosx)=x Vxe&l[-1,1]
2) cos (Arccosx)=x V x &[0, n]

3) Arccos es no periddica y
4) Arccos es decreciente.



Definicion 7.4.: La rama principal del Arco tangente es la funcion

]_ LT

Arctan : IR — )
Arctanx =y < x=tany si-w/2<y<mn/2

Observacion:

1) tan (Arctanx)=x Vx€IR

T T
2) Arctan (tanx)=x Vx€E ]_79?[

3) Arctan es no periddica,
4) Arctan es impar y
5) Arctan es creciente.

Ejercicios resueltos:
1.- (Cuél es el valor de Arcsen(- )?

Solucion: Arcsen(- )=x < senx=-_ conx€E|[-n/2, /2] <& x=-m/6
Arcsen(- ) =-m/6

2.- Calcular el valor de Arcsen (sen ).
Solucion: Arcsen (sen ) = Arcsen 0.
y=Arcsen0) < seny=0 con yE[-1/2, /2] <& y=0
Arcsen (sen ) =0
Observacion: Arcsen (sen i) # T pues = & [- /2, w/2].
3.- Expresar en términos de x el valor de Arcsen (sen x) si x € [7/2, 3m/2].
Solucion: Sea'y = m - X, entonces y € [- n/2, /2] y se tiene:
Arcsen (sen x) = Arcsen (sen(r - y)) = Arcsen(- sen y) = Arcsen (sen(- y))
Como -y € [-n/2, w/2], Arcsen (sen(-y))=-y=m-X

Arcsen (senX)=m-Xx si X € [w/2, 3n/2]

4.- Demostrar que Arccosx +Arcsenx=m/2 Vx€&]J[-1,1].



Solucion: Sea x € [-1, 1] y w =mn/2 — Arcsen x, entonces Arcsen X = 1/2 - .
Aplicando la funcion seno a ambos miembros de esta Ultima igualdad, se tiene
sen (Arcsen x) =sen(w/2 - w) < X=cC0S W
Ahora, -m/2 <Arcsenx=mw/2 = O=m/2-Arcsenx=snt = o= ArccosXx,
Arccosx tArcsenx=m/2 Vx€&|[-1,1]
5.- Encontrar el valor exacto de Arcsen (tan (7t/4)).
Solucion: Arcsen (tan (w/4)) = Arcsen l =y < seny=1 con y€E [-n/2, n/2].

Arcsen (tan (rt/4)) = /2

6.- Calcular el valor de A = sen (Arcsen (2/3) + Arcos (1/3)).

Solucion: A = sen (Arcsen 2/3) cos (Arccos 1/3) + cos (Arcsen 2/3) sen (Arccos 1/3)

3 % + cos (Arcsen 2/3) sen (Arccos 1/3)

Si y = Arcsen 2/3, entonces seny =2/3 con y € [-n/2, /2], entonces como

V5

cos y > 0, se tiene que cos y = y/1 — (%)Z = 3 . Analogamente si z= Arccos 1/3,

se tiene que cos z=1/3 con z € [0, ®], y como sen z > 0 en dicho intervalo,

enz=1-C) -2
2
A=§(l+\/10)

7.- Encontrar el valor exacto de A =sen [2 Arccos (-3/5)].

Solucion: Si 'y = Arccos (-3/5), entonces cosy=-3/5 A m2<y<m, porlotanto

seny = /1-9/25 =4/5.

4 (3 24
A=2senycosy=2—-=|=-—
YRy 5( 5) 25



. . 2
8.- Encontrar las soluciones exactas de la ecuacion: 12 cos“x —cosx-1=0.

Solucion: Considerando la ecuacion como una ecuacion de 2° grado en cos x se tiene:

COS X =

1++/1+48 ={ A

24 -
. 1 1
Luego, las soluciones son: x = Arccos 3 +2km , Arcos | - 2 +2km ,conk € Z.

9.- Resolver la ecuacion: Arccos (x — 1) + Arccos X = .
Solucion: La ecuacion es equivalente a Arccos (x — 1) = i - Arccos x. Entonces
cos [Arccos (x — 1)] = cos (5 - Arccos X)
x — 1 =- cos (Arcos X)
x—1=-x
X=_

Ejercicios propuestos

1.- Definir y graficar la rama principal de las funciones trigonométricas inversas de :
a) Arccot b) Arcsec c) Arccsc

2.- Calcular el valor exacto de cos [2 Arcsen (-5/13)].
n 2
3.- Calcular el valor de cos (4 + Arctan 75 ).

4.- Encontrar el valor de sec [Arcsen (- %Tn )].

5.- Demostrar que tan (Arctan 2 + Arctan 3) = -1.
6.- Calcular Arctan (tan 6).

3 2
7.- Demostrar que Arccos —— + Arccos —= =

Jio N

8.- Resolver la ecuacion 2 Arctan (1_)6) = Arctan X
+Xx



8. TEOREMAS DEL SENO Y DEL COSENO

Historicamente, el principal objetivo de la trigonometria fue la resolucion de triangulos,
entendiéndose por ello el calculo de sus elementos desconocidos (lados y/o angulos), a
partir de los datos. De la geometria se sabe que para resolver un triangulo es necesario y
suficiente conocer tres de sus elementos, uno de los cuales, al menos, debe ser lineal.

Los angulos de un triangulo ABC se denotan por a, 8, y v que son los angulos que se
oponen a los lados a, b, y, respectivamente.
Teorema 8.1: (Teorema del seno) En todo triangulo ABC se tiene que:

a b C

sena.  senf} seny

Demostracion: Sin pérdida de generalidad se pueden considerar los dos casos siguientes:

C
Y
b a
h
o
A D c B

Caso 1: Los angulos del tridangulo ABC son todos agudos. Se construye la perpendicular
CD al lado AB. Entonces los tridngulos ADC y CDB son ambos tridngulos rectos y
aplicando la trigonometria de un tridngulo rectangulo, se tiene:

sen o = o h=bsena

sen = o h=asenf

|z o=

De donde, b sen o= a sen 3, que se puede escribir:

a b

sena.  senf




Caso 2: El triangulo ABC tiene un angulo obtuso 3. Se construye la perpendicular CD al

lado AB. Aplicando la trigonometria de un triangulo recto a los triangulos ADC y CDB, se
tiene:

o |z

sen o o h=bsena

sen (7w - )= o h=asen(w-p)

Pero, sen (it - ) = sen . Luego, también se obtiene:

a b

sena.  senf

Para completar la demostracion del teorema se debe trazar una perpendicular del vértice A
al lado BC y usando un argumento similar se demuestra que

b C

senfl seny

Observacion: Aplicando el Teorema del seno se puede resolver un triangulo cuando se
conocen:

a) un ladoy dos angulos (LAA), o
b) dos lados y un angulo opuesto a uno de los lados (LLA).

Supongamos que los lados a y b y el dngulo a de un tridangulo ABC son conocidos y que se
aplica el Teorema del seno para calcular el &ngulo 3. Existen las posibilidades siguientes:

b sen a > a, entonces sen 3 > 1, lo que es imposible. Luego no existe solucion.

b sen a = a, entonces sen § = 1, es decir, p = /2 y la solucién es Unica.

b sen a < a, entonces 0 < sen B < 1, entonces 3 puede ser agudo u obtuso. Luego existen
dos soluciones.



Teorema 8.2.: (Teorema del coseno) En todo triangulo ABC se tiene que:

a’ =b”+ c? — 2bc cos o
b® =a’ + ¢* — 2ac cos
c*=a’ + b’ — 2bc cos y

Demostracion: Sin pérdida de generalidad se pueden considerar los dos casos siguientes:

C

(1) )

Caso 1: Los angulos del tridangulo ABC son todos agudos. Se construye la perpendicular
CD al lado AB. Aplicando el Teorema de Pitagoras al tridngulo recto BDC se tiene

a’ =h?+ (c — x)?
=h’+ ¢’ - 2cx + x°
= (h*+ x%) + ¢* — 2¢cx
=b*+c? - 2cx (*)

Pero como el tridngulo ADC es recto, se obtiene que

cos O = v X =b cos a

X
b
Luego, remplazando x en la ecuacion (*), se demuestra que
2_42., 2
a“=b"+c"—2bccosa

Caso 2: El triangulo ABC tiene un angulo obtuso 3. Se construye la perpendicular CD al
lado AB. Aplicando el Teorema de Pitagoras al tridngulo recto BDC se tiene:

a’=h’+x’ (**)



Usando la trigonometria en el tridngulo recto ADC se obtiene:

SenOLZ% v h=bsen a

C+X

cos oL = v Xx=bcosa-c

Sustituyendo en la ecuacion (**) se tiene:

a’ = b’ sen’a + (b cos a - ¢)°

= b sen’a + b” cos’a. - 2bc cos a + ¢
= b%(sen’o. + cos’a) - 2bc cos o + ¢
=b* + ¢’ — 2bc cos a Ya que sen’o + cos’a = 1.

Se ha demostrado la primera parte del Teorema para ambos casos. Un argumento similar se
usa para demostrar las otras dos partes.

Observacion: Aplicando el Teorema del seno se puede resolver un triangulo cuando se
conocen:

a) los tres lados (LLL), o
b) dos lados y la medida del &ngulo comprendido por ellos (LAL).



