SOLUCIONARIO

10 Funciones elementales

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.  Ejercicio resuelto.

2. Encuentra los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones y estudia su signo.

(x=3)(x+2) c) f(x)=x2+3x—4 d) f(x)zw

a) f(x)=6x-5 b) f(x)= e —

a) Cortes con el eje X: f(x)=0:6x—5=0:>x=g:>P1(%, Oj; Corte con el eje Y: f(0)=-5= P, (0, -5)

Signo de f(x):

—00 +00

[ 70|

b) Cortes con el eje X: f(x)=0= (x-3)(x+2)=0=x=-2 x=3=P,(-20), A,(3,0)

S
© f es positiva en (ﬁ +ooj y negativa en (—oo Ej
_ | . | 5’ ryh

Corte con el eje Y: f(0)=-6= P, (0, —6)

Signo de f(x):

x+2 - + + + fes positiva en (-2, —1)U(3, + =) y negativa en (-0, —2) (-1 3).
x+1 - - + +
X3 _ - -1+
f(x) - + - +

c) Cortesconeleje X: f(x)=0=x*+3x-4=0=x=-4,x=1=PF,(-4,0), P,(10)
Corte con el eje Y: f(0)=-4= P, (0, -4)
Signo de f(x): f(x)=(x+4)(x-1)

-0 -4 1 4+

x+4 - + + fes positiva en (-, —4)U(1 +=) y negativaen (-4, 1).
X1 D
f(x) + - +

d) Cortes coneleje X: f(x)=0= x*-2x*-5x+6=0=x=-2 x=1x=3=PF,(-20), £,(10), ~,(3,0)
Corte con el eje Y: f(0)=-3= P, (0, -3)

Signo de f(x): f(x) = XX =DXx=3)

x-2
-0 2 1 2 3 4o
X+ 2 - + + + +
x-1 - - + + +
xX-2 i e B e s fes positiva en (-0, —2)U(1 2)U(3, +) y negativa en
x-3 il e B i - (-2 1)u(23).
f(x) I I I R B
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3. Escribe la expresion analitica de una funcién que cumpla lo sefialado en la siguiente grafica.

Y i
hay
41 funcien
Si 0 1 3 si| X
hay hay
funcion funcién

Una posible solucion es f(x)=~(x-1)(x-3)=-x*>+4x-3.

4. Estudia si las siguientes funciones son pares o impares, o si no presentan ninguna de estas simetrias.

2

a) f(x)= 4 c) f(x)=x°-2x*+x
b) 7(x)=|x] d) f(x)=—

x> +1
a) f(-x)= (—(x_)—)z()iﬂ. = szj4 = f(x) = Funcio6n par

b) f(-x)=|-x| =|x| = f(x) = Funcion par
c) f(—x)=(-x)° =2(-x)* +(-x) = -x* + 2x* — x = —f(x) = Funcion impar

1

4 1x)= (=x)® +1 T

no coincide con f(x) ni con —f(x), la funcién no es ni par ni impar.

5. a) Escribe una funcion polindmica en la que todos los exponentes que aparezcan sean pares y estudia su
simetria.

b) Haz lo mismo para una funcién polinémica con todos sus exponentes impares.

c) ¢Por qué crees que se usan los términos funciones par e impar?

a) f(x)=x*-3x2+2,lafuncion es par.
b) f(x)=x°+x%+2x, la funcion es impar.

c) Cualquier funcién polinémica con todos los exponentes pares sera par, y si los exponentes son todos impares
sera impar.

6. Ejercicio interactivo.

7. Ejercicio resuelto.
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8. Esboza las grafica de las siguientes funciones.

a) f(x)=-2x(x*-3x+2) c) f(x)=x®-25x

b) f(x)=x>-7x+6 d) f(x)=(x*-4)(x+1)

a) Es una funcién polindmica, por tanto, su dominio es R, es continua y no tiene

asintotas.

Puntos de corte con los ejes y signo

Corte con el eje Y: f(0)=0= (0, 0) es el punto de corte con el eje Y.

Cortes con el eje X: f(x)=0 = -2x(x* -3x+2)=-2x(x -N)(x-2)=0 =

=x=0,x=1x=2=(0,0),(1,0)y (2, 0) son los puntos de corte con el eje X.

Signo: La siguiente tabla de signos determina los intervalos en los
que f es positiva o negativa.

e) f(x)=x*-2x?

f) f(x)=x*-16

—,

-

Simetria

f(—x) = 2x(x? + 3x +2) no coincide con f(x) ni con —f(x), la funcién
no es ni par ni impar.

Limites en el infinito

lim f(x) =+o0 y lim f(x)=—c0

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

fi(x)=-6x2+12x -4 :—6(x—1+§][x—1—§] se anula si

V3 V3

X:1_?:X1 [e] X=1+?=X2.

En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y decrecimiento

[N X
|
|
\
|
-0 0 1 2 4o
—2X + — — —
x=1 - - + +
X—2 — — — +
f(x) + - + -
-0 X, X, 4o
X=X, — + +
X=X, — — +
f'(x) - + -
f(x) NN

de f, ademas, en (X, f(x,))=(0,42;-0,77) hay un minimo relativo y en (x,, f(x,))=(158;0,77) hay un

maximo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

f'(x)=-12x+12=-12(x-1) seanulasi x=1.

En la tabla se determinan los intervalos en los que f es concava hacia arriba

(V) o hacia abajo (n), ademas, en (1, 0) hay un punto de inflexion.

b) Es una funcién polinémica, por tanto, su dominio es R, es continua y no tiene

asintotas.

Puntos de corte con los ejes y signo

Corte con el eje Y: f(0)=6 = (0, 6) es el punto de corte con el eje Y.
Cortes con el eje X:f(x)=0= x*-7x+6 = (x-1)(x-2)(x+3)=0=
=>x=1x=2x=-3= (-3,0),(1,0)y (2,0).

Signo: La tabla de signos determina los intervalos en los que f es

positiva o negativa.

Simetria

f(-x)=-x3+7x+6 no coincide con f(x) ni con —f(x), la funcién
no es ni par ni impar.

-0 1 4o
f"(x) + -
f(x) N
Y|
/ /
[N
0| 1 X
/
[
|
I
-0 -3 1 2 +w
X+ 3 - + + +
x=1 - - + +
X—2 — — — +
f(x) - + - +
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c)

Limites en el infinito

lim £(x) =

X—>—00

-0y lim f(x) = +oo

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

)3 73 \/z \/z | . B \/z_ -0 X, X,  +oo
(x)=3x*-7= X+T X—T se anula si x=—-———=X;, © XX, B . .
X—X - -
V21 2 *
X = 3 - X, f'(x) + - +
. . - - f(x) oINS
En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de f, ademas, obtenemos que en (x,f(x,))=(-153;1313) hay un maximo relatvo y en
(X, f(x,)) =(153; —1,13) hay un minimo relativo.
Curvatura y puntos de inflexion
f'(x)=6x seanulasi x=0. O
En la tabla se determinan los intervalos en los que f es concava hacia arriba f"(x) - | +
(U) o hacia abajo ("), ademas, en (0, 6) hay un punto de inflexion. f(x) A
NY |
Es una funcién polinébmica, por tanto, su dominio es R, es continua y no tiene ’
asintotas. [ 1\ |
Puntos de corte con los ejes y signo / 10 I’
Corte con el eje Y: f(0)=0= (0, 0) es el punto de corte con el eje Y. l’ 0 \ 2 / X
Cortes con el eje X: f(x)=0= x*-25x = x(x+5)(x-5)=0= ” \L
x=0,x=-5 x=5= (-5,0), (0, 0) y (5, 0) son los puntos de corte con el eje X. | \/|
Signo: La siguiente tabla de signos determina los intervalos en los
que fes positiva o negativa. —© 5 0 5 4
X+ 5 - + + +
Simetria X _ _ T +
f(—x) = —x* + 25x = —f(x), la funcion es impar. X=5 — — — +
f(x) - + - +
Limites en el infinito
lim f(x)=—c0 y lim f(x)=+o0
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
f'(x)=3x2—25=3(x+ﬂJ[x—ﬂj se anula si Xz—ﬂzﬁ o} X X *®
3 3 3 X — X1 _ + +
5V3 X=X, .
X=——=X,.
3 f'(x) + | - |+
En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y decrecimiento f(x) AN/
de f, ademas, en (x, f(x,)) =(-2,87; 48,11) hay un maximo relativo y en (x,, f(x,)) = (2,87, —48,11) hay un
minimo relativo.
Curvatura y puntos de inflexion
f'(x)=6x seanulasi x=0. o 0 4o
En la tabla se determinan los intervalos en los que f es concava hacia arriba '(x) - |+
(U) o hacia abajo (), ademas, obtenemos que en (0, 0) hay un punto de f(x) N
inflexion.
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d)

e)

Es una funcién polinébmica, por tanto, su dominio es R, es continua y no tiene Y
asintotas. 4
Puntos de corte con los ejes y signo o[ 4 X
Corte con el eje Y: f(0)=—4 = (0, —4) es el punto de corte con el eje Y. / \\ |
Cortes con el gje X: f(x)=0= (x*-4)(x+1) = (x+2)(x -2)(x +1) =0 = II /
x=-2,x=2,x=-1= (-2,0), (-1, 0) y (2, 0) son los puntos de corte con el eje X. ,I \
Signo: La siguiente tabla de signos determina los intervalos en los
que fes positiva o negativa. -0 2 1 2 +00
. , X+ 2 - + + +
Simetria
X+ 1 — — + +
f(-x)=-x*+x*+4x -4 no coincide con f(x) ni con —f(x), la x=2 -l -1 -1+
funcion no es ni par ni impar. f(x) -+ | -]+
Limites en el infinito
lim f(x)=—o0 y lim f(x)=+o0
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
fi(x)=3x2+2x-4=3 x—_dl_\/E x—_1+\/E se anula i o X X, Ao
3 3 resT
f - + +
-1- \/E -1+ \/ﬁ X=X, _ _ +
X=———=X,0X=———=X,.
3 3 f'(x) + | = |+
En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y decrecimiento f(x) 0N S
de f, ademas, en (x, f(x;)) =(-154; 0,88) hay un maximo relativo y en
(x,, f(x,)) =(0,87; —6,06) hay un minimo relativo.
Curvatura y puntos de inflexion
f"(x)=6x+2 se anula si x:—l. -0 0 4o
3 f'(x) - | +
En la tabla se determinan los intervalos en los que f es concava hacia arriba f(x) N
(U) o hacia abajo (n), ademas, en [—% —%) hay un punto de inflexion.
Y|
Es una funcion polinémica, por tanto, su dominio es R, es continua y no tiene \\ ’,
asintotas. | [
Puntos de corte con los ejes y signo \\ II
Corte con el eje Y: f(0)=0= (0, 0) es el punto de corte con el eje Y. 1
Cortes con el eje X: f(x)=0= x* —2x2 = x}(x +/2)(x =+/2) = 0 = \ N1/ X
Xx=0x=—2, x=2 = (—JE, o), o, 0)y(J§, o)
Signo: La siguiente tabla de signos determina los intervalos en los - —\/5 0 \/5 oo

que fes positiva o negativa.

Simetria x+2 - +
X + +

_ _ 4 _ 2 _ a
f(-x) = x* —=2x* =f(x), la funcion es par. X—\/E _ ~ ~ N
Limites en el infinito f(x) + | =] = | +

lim £(x) =40y lim f(x) = +o0

X—>—0
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Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

fi(x)=4x* -4x =4x(x+1)(x-1) se anula si x=-1, x=0 o

x=1. -0 -1 0 1 +oo
x+1 - + + +
En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y P _ _ N N
decrecimiento de f, ademas, en (-1 —1) hay un minimo relativo, x— 1 _ |- _ i
en (0, 0) un maximo relativo y en (1, —1) un minimo relativo. f"(x) - + — +
f
Curvatura y puntos de inflexién (x) M ZIN] 7
f”(x)=12x2—4:12(x+§][x—§] se anula si x:—gzx1 o] -0 X, X, 4o
X —X, - + +
3
X = T = X2 . X— X2 - - +
f"(x) + - +
En la tabla se determinan los intervalos en los que f es céncava hacia F(x) A U
arriba (U) o hacia abajo (n), ademas, en (x,, f(x,))=(-0,58;,-0,56) y
(x,, f(x,)) = (0,58; —0,56) hay puntos de inflexion.
Y|
f) Es una funcion polinémica, por tanto, su dominio es R, es continua y no tiene \\ ,I
asintotas. | |
Puntos de corte con los ejes y signo \\ /
Corte con el eje Y: f(0)=-16 = (0, —16) es el punto de corte con el eje Y. S
0 1 X
Cortes con el eje X: f(x)=0= x*-16 = (x> +4)(x +2)(x-2)=0= \ /
xX=-2,x=2= (-2,0)y (2, 0) son los puntos de corte con el eje X.
Signo: La siguiente tabla de signos determina los intervalos en los que f o -2 2 4w
es positiva o negativa. o
x*+4 + + +
Simetria X+ 2 _ + +
f(=x) = x* =16 = f(x) , la funcién es par. Al - - &
f(x) + - +
Limites en el infinito
lim f(x) =+o0 y lim f(x)=+o0
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
f(x)=4x® seanulasi x=0. —» 0 4o
f'(x) - +
En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f, f(x) Iz
ademas, en (0, —16) hay un minimo relativo.
Curvatura y puntos de inflexién
" _ 2 i —
f"(x)=12x* se anulasi x=0. % 0 4
En la tabla se determinan los intervalos en los que f es concava hacia arriba f"(x) + +
(U) o hacia abajo (n), ademas, no hay puntos de inflexion. f(x) U
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9. Haz el estudio completo de las siguientes funciones polinémicas y dibuja sus graficas.

a) f(x)=x*-4x-5 c) f(x)=3x>-5x>-1 e) f(x)=x*-x2+2
b) f(x)=-x*+9 d) f(x)=x*-6x>+9x+1 f) f(x)=x*-8x>+10x?+1
a) La grafica es una parabola concava hacia arriba(u) con un minimo absoluto en su Y
vértice x, = % =2(y, =-9)y eje de simetria larecta x=2.
b /
Punto de corte con el eje Y: (0, -5) ; y con el eje X: (-1, 0) y (5, 0). Tv * / ¢
Haciendo una tabla de valores se puede hacer un esbozo de la grafica. \ [ /
x[1]0]1]2][3]4]5 \ /
y|0|-5]-8]-9]|-8]-5]|0
b) La grafica es una parabola concava hacia abajo (m) con un maximo absoluto en su AN
/ 1\
vértice x, = % =0 (y, =9)y eje de simetrialarecta x=0.
B o]\
Punto de corte con el eje Y: (0, 9) y con el eje X:(-3, 0) y (3, 0). // 5 \\ 5
2
Haciendo una tabla de valores se puede hacer un esbozo de la gréfica. | \
x|-3|-2|-1]0]1]2]|3
y|l 0|5 |8|9]|]8|]5]|0
c) Es una funcién polinémica, por tanto, su dominio es R, es continua y no tiene Y
asintotas.
Puntos de corte con los ejes y signo
Corte con el eje Y: f(0) =—1=> (0, —1) es el punto de corte con el eje Y. 1
[ 1
Cortes con el eje X: f(x)=0=3x*-5x*-1=0, la ecuacién no tiene raices enteras, por |
lo que no se pueden determinar con exactitud los puntos de corte y al no poder calcular
con precision los puntos de corte con el eje X, tampoco se puede hacer un estudio
riguroso del signo.
Simetria
f(—x) = -3x° + 5% = 1no coincide con f(x) ni con —f(x), la funcién no es ni par ni impar.
Limites en el infinito
lim f(x)=—c0 y lim f(x) =+
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos o -1 0 1 4o
x+1 - + + +
f'(x)=15x* -15x? =15x*(x +1)(x—1) se anulasi x=0, x=-1 0 X + | + : :
x=1. =1 - =
En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y F(x) + — — +
decrecimiento de f, ademas, obtenemos que en (—1, 1) hay un f(x) / N N /
maximo relativo y en (1, —3) un minimo relativo.
Curvatura y puntos de inflexion o X 0 x, +»
f"(x) = 60x° —30x = 60x x+£ X—Q se anula si x=0, X~ X _ * *
2 2 X -l -+ |+
\/E \/E X=X, - - - +
:—TZX,'OX:T X2. fn(x) _ 4 _ 4
f N
En la tabla se determinan los intervalos en los que f es concava (x) A

hacia arriba (U) o hacia abajo (n), ademas, en (x,, f(x,))=(-0,710,24), (0, -1) y (x,,
hay puntos de inflexion.
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d)

e)

Este ejemplo sirve para ilustrar que, en ocasiones, no se puede hacer un estudio preciso de alguna de las
propiedades de una funcién, pero eso no impide esbozar su grafica a partir de la informacion que si se puede
obtener.

En este caso, los datos obtenidos permiten concluir que la grafica de f corta al eje X en dos puntos, y, aunque
no se pueda calcular con exactitud estos dos puntos, se puede hacerlaproximadamente. Del mismo modo, los
datos obtenidos permiten hacer un estudio del signo de f, quizas no preciso, pero simuy aproximado.

Y |

Es una funcién polindmica, por tanto, su dominio es R, es continua y no tiene
asintotas.

Puntos de corte con los ejes y signo / /

Corte con el eje Y: f(0)=1=>(0, 1) es el punto de corte con el eje Y.

-

Cortes con el eje X: f(x)=0= x*-6x2+9x+1=0, la ecuacion no tiene raices enteras,

por lo que no se pueden.determinar con exactitud los puntos de corte ni tampoco hacer | 1 X
un estudio riguroso del signo. |

Simetria

f(-x) = —x* —6x? —9x +1 no coincide con f(x) ni con —f(x), la funcién no es ni par ni impar.

Limites en el infinito

Xlimr f(x)=—0y Xlimr f(x) =+

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos —© 1 3 4w
fi(x)=3x*-12x+9=3(x-1)(x-3) seanulasi x=10 x=3. i:; : i i

En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y decrecimiento F'(x) + - +

de f.En (1, 5) hay un maximo relativo y en (3, 1) un maximo relativo. f(x) 0N S

Curvatura y puntos de inflexién

f'(x)=6x-12=6(x-2) seanulasi x=2.

f'(x) - |+
En la tabla se determinan los intervalos en los que f es concava hacia arriba f(x) o)
(U) o hacia abajo (") . En(2, 3)hay un punto de inflexion.

Como en el apartado anterior, no podremos hacer un estudio preciso de alguna de las propiedades de una
funcién, pero eso no nos impide esbozar su grafica a partir de la informacion que si podemos obtener.

Alternativamente, se podria hacer un esbozo de la grafica de f(x) dibujando previamente la grafica de
g(x) = x* —6x? + 9x y trasladandola una unidad hacia arriba.

Es una funcién polinémica, por tanto, su dominio es R, es continua y no tiene
asintotas.

Puntos de corte con los ejes y signo

Corte con el eje Y: f(0)=2= (0, 2) es el punto de corte con el eje Y.

|
~L
—

Cortes con el eje X: f(x)=0=x*-x*+2=0, es una ecuacion bicuadrada sin
soluciones reales, por lo que no hay puntos de corte con el eje X.

-

Signo: La funcién es positivaen R . 0| 1

Simetria
f(-x) = x* — x? +2 = f(x), la funcién es ni par.

Limites en el infinito

lim f(x) =400 y lim f(x) = +o0

X—>—0
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Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

Unidad 10| Funciones elementales

fi(x)=4x%-2x = 4x(x+§][x—%} se anula si x=0, —0 X 0 X, +o
X=X - + +
N2 N2 1
T herTgTR . —— -
X=X, - - - +
En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y f'(x) _ N _ N
decrecimiento de f. En (x,, f(x,))=(-0,7%175) hay un minimo f(x) SN | 2N |2
relativo, en (0, 2) un maximo relativo y en (X,, f(x,)) = (0,71 175)
un minimo relativo.
Curvatura y puntos de inflexién
f'(x)=12x* -2 =12 x+ﬁ x—ﬁ se anula si x=—£=x3 o}
6 6 6 -0 X, X, +®©
J6 X=X, -+ |+
X=—=X,
6 X=X, - _ —
En la tabla se determinan los intervalos en los que f es concava hacia '(x) + o -]+
arriba (U) o hacia abajo (n). En (x,,f(x;))=(-0,41186) vy f(x) vl
(x,, f(x,)) = (0,41 186) hay puntos de inflexion.
Es una funcién polinémica, su dominio es R , es continua y no tiene asintotas. \ Y I’
Puntos de corte con los ejes y signo 20 I
0 ~N
Corte con el eje Y: f(0)=1=(0, 1) es el punto de corte con el eje Y. 1 \\ IP(

Cortes con el eje X: f(x)=0= x*-8x>+10x*+1=0, la ecuacion no tiene raices
enteras, por lo que no se puede determinar con exactitud los puntos de corte ni

hacer un estudio riguroso del signo.

Simetria

f(-x) = x* +8x®* +10x2 +1 no coincide con f(x) ni con —f(x), la funcién no es ni par ni impar.

Limites en el infinito

lim f(x) =+o0 y lim f(x) =+

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos —0 0 1 5 4o
f/(x) = 4x® —24x% + 20x = 4x(x - 1)(x —=5) se anula si x=0, x=1 X Sl s S N S .
0 x5 x-1 - - + +
' x-5 - - - +
En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y f(x) - + _ +
decrecimiento de f.En (0, 1) hay un minimo relativo, en (1, 4) un f(x) S | S 7
maximo relativo y en (5, —124) un minimo relativo.
Curvatura y puntos de inflexién
f"(x)=12x> -48x+20 =12 x—67\/z x—6+\/§ se anula si
3 3 -0 X, X, +©
6-21 6++/21 X~ X B I s
X = 3 =X, 0 X= 3 =X,. X—x _
, _ -
En la tabla se determinan los intervalos en los que f es concava hacia F(x) + — +
arriba  (U) o hacia abajo (n), ademas, obtenemos que en f(x) YN

(x, f(x,)) =(0,47; 2.44) y (x,, f(x,)) =(3,53; —70,88) hay puntos de inflexion.

Alternativamente, podriamos hacer un esbozo de la grafica de f(x) dibujando previamente la grafica de

g(x) = x* —8x® +10x? y trasladandola una unidad hacia arriba.



SOLUCIONARIO

10.

1.

12.

13.

14.

15.

Escribe una funcion polinémica de tercer grado que presente a la vez las tres propiedades siguientes:
. Es simétrica respecto del origen.
Il. Tiene un maximo relativo en el punto (1, 2).

lll. Tiene un punto de inflexionen x=0.

De la condicion | se deduce que la funcion es de la forma f(x) = ax® + bx .

a=-1b=3.

f)=2 =2
De la condicién Il : { ) 3{a+b

=
f'(1)=0  |3a+b=0

Por tanto, la funcién es f(x) = —x* + 3x, siendo la condicion Ill redundante, ya que es consecuencia de la condicién
I, cualquier funcion polinémica de tercer grado que sea simétrica respecto del origen debe tener un punto de
inflexibn en x=0.

Las graficas siguientes son de funciones polinémicas. Deduce en cada caso cual es su minimo grado
posible y el signo del coeficiente de mayor grado.

N Y

a) Grado 3y coeficiente principal positivo
b) Grado 4 y coeficiente principal positivo

c) Grado 5 y coeficiente principal positivo

Escribe una funcion polinémica de tercer grado, f(x) = ax® + bx?> +cx+d con b =0 sin extremos relativos.

Sirve cualquier funcion de tercer grado f(x)=ax®+bx?+cx+d con b=0 y tal que su derivada
f'(x)=3ax? +2bx +c no tenga raices reales o tenga una raiz real doble, es decir, tal que 4b*-12ac <0 . Por
ejemplo, f(x)=x>+x>+x.

Escribe una funcion polinémica de tercer grado que tenga un maximo y un minimo relativos.

Sirve cualquier funcion de tercer grado f(x)=ax®+bx?+cx+d tal que su derivada f'(x)=3ax?+2bx+c tenga
dos raices reales, es decir, tal que 4b? -12ac >0 . Por ejemplo, f(x)= x*+ x2.

¢Es posible encontrar una funcion polinémica de tercer grado que no tenga ningun punto de inflexion?

No, la segunda derivada de f(x)=ax®+bx?+cx+d es f"(x)=6ax+2b, que cambia se signo en x = —Sﬁ, por lo
a

que la funcién tiene un punto de inflexion.

Ejercicio resuelto.
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16. Realiza un estudio de estas funciones racionales.

X X2 +1 x4 —2x?
a) f(x)=—— c) f(x)= e) fx)=—73>—"~
x° -1 X x° -1
x2+4 x? -3x 9x?
b f X)= d fX = f X)=——m--—
) f(X)="5— ) ) =" N =" —
a) Dominio y continuidad Y
El denominador se anula si x=-1 0 x =1, asi, D(f)=R~-{-1 1} . La funcion es |
continua en su dominio. \ \\
\\_
Puntos de corte con los ejes y signo | O\\1 X
EjeY: f(0)=0= (0, 0) \\ \
EjeX: f(x)=0=x=0=(0,0) “
Signo: La siguiente tabla de signos determina los intervalos en los —o -1 0 1 4o
que fes positiva o negativa. X+ 1 _ 4 + +
Simetria X - - + +
f(—x) = —f(x) = la funcion es i X e
(=x) =—f(x) = la funcién es impar. 7(x) ~ N ~ N
Asintotas
Verticales: Iirpr f(x)=—0 y Iirpr f(x) =+, larecta x = -1 es una asintota vertical.
Iin11 f(x)=—0 y Iirr11 f(x) =+, larecta x =1 es una asintota vertical.
Horizontales: lim f(x) = lim f(x)=0, larecta y =0 es una asintota horizontal.
Oblicuas: No tiene.
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
2
fi(x)= —(1:—)()2 es negativa para x € D(f), por lo que f es decreciente y no tiene extremos relativos.
x* -1
Curvatura y puntos de inflexién w 1 0 1 oo
3 2 X +1)° -+ |+ |+
f'(x) = 2x +6)3( = 2X(); +3) 5 seanulasi x=0. ( )
(k=1 (x+1)"(x-1) X - |-+ +
(x=1)° - - -] +
En la tabla se determinan los intervalos en los que f es céncava f"(x) _ ¥ _ ¥
hacia arriba o hacia abajo. En(0, O)hay un punto de inflexién.
f(x) N (Ul e )
b) Dominio y continuidad ,li i
El denominador se anula si x=-3 o x =3, asi, D(f)=R—{-3, 3} . La funcion es Ii :\
continua en su dominio. ==f=‘----i--2- ____:r_\____:_m
Puntos de corte con los ejes y signo | 0 i X
Eje Y: £(0)= -+ = [0, 7ij ] :
9 9 ! |
Eje X: f(x)=0= x*+4 =0no tiene solucidn, la grafica no corta al eje X. '
Signo: La siguiente tabla de signos determina los intervalos en los que f
es positiva o negativa. —0-3 3 +x
i . x+3 - + +
Simetria e _ — N
f(-x) = f(x) = la funcién es par. f(x) + | -+
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c)

Asintotas

Verticales: lim f(x)=+x y Iimy f(x)=—-, larecta x =-3 es una asintota vertical.

X—>-3"

Iin31 f(x)=—0y Iin; f(x) =+, larecta x =3 es una asintota vertical.
Horizontales: lim f(x)= lim f(x)=1, larecta y =1 es una asintota horizontal.

Oblicuas: No tiene.
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
f'(x):ixzse anula si x=0, es positiva (f es creciente) en (—oo,—3)u(—3, O)y es negativa (f es

(-9)

decreciente) en (0, 3) U(3, + ).

Por tanto, (0, 0) es un maximo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

_ 78x* +234

(o)

es negativa (f concava hacia abajo) en (-3, 3).

f"(x)

no se anula para ningun valor, es positiva (f concava hacia arriba) en (—oo, —3)u(3, +oo) y

No hay puntos de inflexién.

Dominio y continuidad Y|
El denominador se anula si x =0, asi, D(f)=R-{0}. La funcion es continua en \ <=
su dominio. AL
I 4
Puntos de corte con los ejes y signo ] z X
. 1
Eje Y: f(0) no esta definido, la grafica no corta al eje Y.
Eje X: f(x) =0 = x?+1=0 no tiene solucion, e la grafica no corta al eje X. \

Signo: La funcion es negativa en (-, 0) y positiva en (0, + ).
Simetria

f(-x) = —f(x) = la funcion es impar.

Asintotas

Verticales: Iirr(])i f(X)=—o0y Iin; f(x) =+, larecta x =0 es una asintota vertical.

Horizontales: lim f(x)=-o y lim f(x) =+, no tiene asintotas horizontales.

X—>—0

. 241 1 . .
Oblicuas: f(x) = X+ X +—, por tanto, larecta y = X es asintota oblicua.
X X

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

x2 -

f(x)=—; L se anulasi x=-1 0 x=1, es positiva (f es creciente) en (-=, —1)U(1, +=) y es negativa (f es
X

decreciente) en (-1, 0)U(0, 1). Por tanto, (-1, —2) es un maximo relativo y (1, 2) un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

f"(x):i3 no se anula para ningun valor, es positiva (f concava hacia arriba) en (0, +oo) y es negativa (f
X

céncava hacia abajo) en (—oo, 0) . No hay puntos de inflexion.
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d) Dominio y continuidad % ’ ~
El denominador se anula si x =1, asi, D(f) = R—{1} . La funcién es continua en / .
su dominio. 1 =1
Puntos de corte con los ejes y sigho 1 -~ X
EjeY: f(0)=0= (0, 0) -

Eje X: f(x)=0= x2-3x=0= x(x-3)=0=x=0, x=3= (0, 0) y (3, 0) /

Signo: La tabla determina los intervalos en los que f es positiva o negativa. l

Simetria

- e ) 1 3  +w

f(-x) no coincide con f(x) ni con —f(x), la funcién no es ni par ni X — + + +

impar. x—1 — — + +

Asintotas L - - +
F(x) N B B

Verticales: Iin11f(x):+oo y Iinlf(x)z—w, la recta x=1 es una
asintota vertical.

Horizontales: lim f(x)=—-o y lim f(x) =+, no tiene asintotas horizontales.
X—>—0 X—>+o0

2 —
Oblicuas: f(x) = X ix =x-2 —%, por tanto, la recta y = x—2 es asintota oblicua.
X— X —

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

2 —
f'(x) = ijs es positiva para x € D(f), por lo que f es creciente y no tiene extremos relativos.

(x=1)
Curvatura y puntos de inflexién

v 4
F1(x) = T

coéncava hacia abajo) en (1, + oo) . No hay puntos de inflexion.

no se anula para ningun valor, es positiva (f concava hacia arriba) en (—oo, 1) y es negativa (f

e) Dominio y continuidad \ Y /
El denominador se anula si x=-1 0 x=1, asi, D(f)=R—-{-11}. La funcion es
continua en su dominio. VL]
Puntos de corte con los ejes y signo \ of 3 / %
Eje Y f(0)=0= (0, 0) \

EjeX:  f(x)=0=x'-2x* =0= x*(x+42}(x-\2)=0= x=0,  x=—2,
x=\/§:>(—\/§, o),(o, 0)y (JE o)

Signo: La tabla etermina los intervalos en los que f es —o 2 -1 0 1 2 4
positiva o negativa. X+2 - + + + +
Simetria x+ 1 -l -1+ + |+
x-1 - | -1 -1-1+ +
f(—x) =f(x) = la funcion es par.
x+2 0 ] |- +
Asintotas f(x) + _ + T 4

Verticales: IimT f(x)=—0 y Iim1+ f(x) =+, larecta x = -1 es una asintota vertical.

limf(x)=+w y Iinl f(x)=-o, larecta x =1 es una asintota vertical.

x—-1

Horizontales: lim f(x)= lim f(x) =+, no tiene asintotas horizontales.

X—>—o0 X+

Oblicuas: No tiene porque no cumple la condicion de los grados.
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Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

- 2x(x* —2x? +2)

(-

decreciente) en (-, —1) (-1 0).Por tanto, (0, 0) es un minimo relativo.

f(x)

=0=x=0. Es positiva (f es creciente) en (0,1)U(1 +x) y es negativa (f es

Curvatura y puntos de inflexién

" 2x5 —6x* -4
NCEN

determinar de manera rigurosa la curvatura ni los puntos de inflexion.

, no podemos determinar con exactitud cuando se anula f", por lo que no se puede

f) Dominio y continuidad

_‘Q

—

El denominador se anula si x=-2 o x=1, asi, D(f)=R—-{-2 1} . La funcion es
continua en su dominio.

-LN-’--

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: f(0)=0= (0, 0) Eje X: f(x)=0=9x*=0=x=0=(0,0)

X

Signo: La tabla determina los intervalos en los que f es positiva o negativa.

Simetria
-0 -2 0 1 +00

f(—x) = f(x) y f(—x) = —f(x) la funcién no es ni par ni impar. X+2 _ + +

Asintotas
- X—1 — — —

Verticales: “’2, f(x)=+40 y IirpT f(x)=-w, larecta x =-2 f(x) + - -

+ |+ [+ |+

lim f(x)= - y Iinl f(x)=+x, larecta x =1

x—>1

Horizontales: lim f(x)= lim f(x)=9, larecta y =9

Oblicuas: No tiene.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

9x(x-4 -0 -2 0 14 +
L)zseanulasix:Oox:L = 5
X el e e

2 -1
(x*+x-1) " —

En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento. (0, 0) f'(x) A e
es un maximo relativo y (4, 8) un minimo relativo. f(x) 200N N

F(x) =

N+ [+ |+

Curvatura y puntos de inflexién

) -18x° +108x% +72
f'(x) =

(x?+x-2)°
determinar de manera rigurosa la curvatura ni los puntos de inflexion.

, ho se puede determinar con exactitud cuando se anula, por lo que no se puede

17. Representa una funcién racional que cumpla que:
e Sus asintotas sean las rectas x=-2, x=4 e y=-2.

e Su derivada no se anule nunca y sea negativa en todos los puntos en que esta definida.

¢Cuantas veces se anula una funcion con estas propiedades? Y
1

Comenzamos dibujando las asintotas y después trazamos una funcién 10 \ X
decreciente que se pegue a ellas. 1 N

\\ ~—~——_
La funcién debe cortar exactamente dos veces al eje de abscisas luego la[ T TN
funcion se anula dos veces. \ \

18 y 19. Ejercicios resueltos.
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20. Dibuja la grafica de las siguientes funciones radicales realizando antes el estudio completo de las mismas.

a)

a)

b)

f(x)=x? + 4 b) f(x)= /ﬁ

Dominio y continuidad

D(f)={xeR:x*+4>0}=R. La funcion es continua en su dominio. Y

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: f(0)=2=(0, 2); EjeX: f(x)=0=x*+4=0, no tiene soluciéon real, no N g
corta al eje X. AN A

Signo: Como se toma la raiz positiva, f >0 en su dominio.

Simetria A X

2
=N
\

f(-x) =f(x) = la funcién es par.

Asintotas
Verticales: No tiene. Horizontales: lim f(x)= lim f(x) =+, no tiene asintotas horizontales.
2 2
Cf . 2.4 . . (\/x +4—X)(\/X +4+x)
Oblicuas: en +w: m= lim ﬂ= lim XX % _y yn=lim (\/X2+4 —x): lim =0
X—>+0 X X—>+0 X X—>+0 X—>+0 \/X2+4 X

Por tanto, y = X es asintota oblicua y como la funciéon es par, también y = —x es asintota oblicua.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

X

f'(x) = se anulasi x =0, es positiva (f creciente) si x > 0 y negativa (f decreciente) si x <0.

X*+4

(0, 2) es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexiéon

4
f"(x) = —————es siempre positiva en el dominio de f, asi que la funcién es concava hacia arriba.
(X2 +4WX2 +4

Dominio y continuidad Y]
D(f) = {x eR: 2> 0} = (-0, 0]U(2, +=). Es continua en su dominio.
Puntos de corte con los ejes y signo \

. . X ~—_
EjeY: f(0)=0= (0, 0) Eje X: f)=0=-——=0= x=0=(0,0) ===z

x —_
0 X

Signo: Como se toma la raiz positiva, f >0 en su dominio. L

Simetria
La funcién no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: Iin; f(x) = 400 = x = 2 .Horizontales: lim f(x)= lim f(x)=1= y =1.0blicuas: No tiene.
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
N
-2
x—2 2 [ X
(x-27
Curvatura y puntos de inflexién

(2x-1)

fi(x)=- <0, por lo que f es decreciente en su dominio y no tiene extremos relativos.

f'(x) = es positiva (f concava hacia arriba) en (2, +oo) y negativa (f concava hacia abajo) en
3 [Xx=2

X

x(x-2)

(-0, 0) . No hay puntos de inflexion.
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21. Estudia las funciones radicales siguientes y dibuja sus graficas.

a)

a)

b)

F(x) = Yx? 1 b) f(x)=——2

3

X -
Dominio y continuidad Y
D(f) =R . La funcién es continua en su dominio. ~ =
Puntos de corte con los ejes y signo 1
Eje Y: f(0)=-1=(0, -1).Eje X: f(x)=0= x*-1=0=(-1,0)y (1, 0) 0 X
Signo: fes positiva en (-, —1)U(1 +») y negativa en (-1, 1).
Simetria: f(-x)=f(x)= la funcion es par.
Asintotas
Verticales: No tiene. Horizontales: Iir[] f(x)= lim f(x) =+, no tiene asintotas horizontales.
3f[y2 2 _

Oblicuas: No tiene, ya que lim M: lim X—1= lim 43/)( 3 ! =0 y, de igual manera, lim M= 0.

Xoto ¥ X—>+0 X X—>+00 X X0 X
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

3/ 2 _

f'(x):w, como ¥x?-1 y x?-1 tienen el mismo signo para cualquier valor de x, f' se anula si

32 -1)
x =0, es positiva (f creciente) en (0, + )y negativa (f decreciente) en (-, 0) . (0, 0) es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

(—2x2 —BR/x? -1
9(x? —1)?
(=0, =1)U(1 +). Aunque f" no esta definidaen x=-1y x=1,(-1,0)y (1, 0), hay puntos de inflexion.

f'(x) = es positiva (f concava hacia arriba) en (—1, 1) y negativa (f concava hacia abajo) en

Dominio y continuidad

Y|
D(f)=R-{2}. La funcion es continua en su dominio. \
Puntos de corte con los ejes y signo . —
H d _ 2 __3 _3 - .
Eje Y- f(O)_E_ JZz(o, JZ)_(O, 159) \\\o ] X
Eje X: f(x) =0 no tiene solucioén, por tanto, la funciéon no corta el eje X. \
Signo: f es positiva en (2, +=) y negativa en (-, 2) . \

Simetria: La funcién no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: Iinzy f(x)=-o0y Iinz1+ f(x) =400 = x =2. Horizontales: lim f(x)= lim f(x)=0=y =0.
Oblicuas: No tiene.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

-2
3(x-2R/x -2

Curvatura y puntos de inflexién

f'(x)= <0si x# 2, porlo que fes decreciente en su dominio y no tiene extremos relativos.

Flx)=—°
9x-2¢ Yx-2

(-0, 2) . No hay puntos de inflexion.

es positiva (f concava hacia arriba) en(2, +oo) y negativa (f concava hacia abajo) en
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22. Realiza el estudio completo y representa:

a)

a)

b)

541
F(x) = Vx% —2x b) f(x)=,> X*
. - Y
Dominio y continuidad
D(f) = {x eR:x?-2x2> 0} =(-,0]U[2 +x). La funcion es continua en su
dominio. AN /|
Puntos de corte con los ejes y signo \\\ 7
EjeY: f(0)=0= (0, 0)Eje X: f(x)=0=x>-2x=0=x=0, x=2=(0,0)y (2, 0) N
0| 1 X
Signo: Como se toma la raiz positiva, f >0 en su dominio. S N
Simetria
La funcion no es par ni impar.
Asintotas
Verticales: No tiene. Horizontales: lim f(x)= lim f(x) =+, no tiene asintotas horizontales.
Oblicuas:
[,2 2 _
En 01 m= lim 10 jim VX 2X _ X2y
X—>+0 X X—>+0 X X—>+o0 X
x?—2x = x)(Vx? - 2x + x
n=lim («/x2—2x—x):lim( )( ):Iim X 2y
X—>+0 X—>+o0 \/X2—2X+X X—>+0 \/m.'_x 2
Por tanto, y = x—1 es asintota oblicua.
O f(x) . Ax*-2x . NxP+2x . X2 +2x
En —0: m= lim —== lim = lim =—lim —=-1y
X0 X X—>—0 X X—>+0 —X X400 X
Ix2+2x = x)(Vx? +2x + x
n=lim («/x2—2x+x)= lim (x/x2+2x—x)= lim ( )( )=1
Xm0 X4 X VX2 +2x + X
Por tanto, y = -x+1 es asintota oblicua.
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
fi(x)= % es positiva (f creciente) en (2, + )y negativa (f decreciente) en (-, 0) .
X —2x
No hay extremos relativos.
Curvatura y puntos de inflexion
-1
f"(x) = —————es negativa en D(f),la funcion es concava hacia abajo y no tiene puntos de inflexion.
X(x — 2N x? —2x
Dominio y continuidad Y|
X3 +1 L '
D(f)=4xeR: >0p=(-0,-1U(0,+»). La funcion es continua en su
dominio.
Puntos de corte con los ejes y signo Nl oA
AT
Eje Y: f(0) no esta definido, la funcién no corta al eje Y. ,@ /\’/ e
X3 +1 / .

EjeX: f(x)=0= =0=>x’=-1=>x=-1=(-10)

Signo: Como se toma la raiz positiva, f >0 en su dominio.
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Simetria
La funcion no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: Iirro1+ f(x) =+00 = x =0. Horizontales: lim f(x)= lim f(x) =+, no tiene asintotas horizontales.

Oblicuas:
fx +1

En +oo: m= lim fix )— lim —=—=lim ,f

X—>+0 X X—>+40 X—>+0

x3 +1 x3 +1
- . -X " +X 1
n=|im[ X—H—x]:lim = lim -0
X—>+0 X

X+ X3+1 X—+0 X3+1 -
+ X X|y|——+X
X X

Por tanto, y = X es asintota oblicua.

(x3 ?—x3+1
En —0: m= lim ()—Ilm = lim Ilm,/x_

X>-—0 X X—>—00 X—>+0 X—>+o0

x3 -1 x3 -1
- S+ X
. x3 +1 . —x3+1 . X X
n=Ilm|,——+x|=lm|,———-x|= lim =0
X—>—0 X X—>+0 _X

X—>+0 \/XS _1
+X
X
Por tanto, y = —-X es asintota oblicua.
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
3 _ 3
f'(x) = Sl =0six= 1 = £ = x,es positiva (f creciente) en (x,, +)y negativa (f decreciente) en

2X2 M :\3/5 2
V X

(—o0, =1)U(0, x,). Por tanto, el punto (x,,f(x,))=(0,79; 1,37) es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexion

3(4x° +1)

4x° (x3 + 1)\'/)(3;‘1

(-0, —1). No hay puntos de inflexion.

f'(x) = es positiva (f concava hacia arriba) en (0, + =) y negativa (f concava hacia abajo) en
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23. Realiza un estudio completo de las siguientes funciones radicales y dibuja sus graficas.

a)

a)

b)

f(x) = (x=2)(x=1) b) f(x):ﬁ

Dominio y continuidad

D(f)={xeR:(x-2)(x—-1)20} = (-, 1]U[2 +=). La funcién es continua en su Y

dominio.

Puntos de corte con los ejes y signo N

EjeY: £(0)=v2 = (0,v2). Eje X: f(x)=0= (x-2)(x=1)=0=(10)y (2,0) X 7

Signo: Como se toma la raiz positiva, f >0 en su dominio. N

Simetria: La funcidén no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: No tiene.Horizontales: lim f(x)= lim f(x) =+, no tiene asintotas horizontales.

Oblicuas:

N 2 _
En +oo: m= lim M= lim M=1 y n=lim (\/x2—3x+2—x):—%, y:x—% es asintota oblicua.

X0 N X—>+0 X X—>+0

A/ 2 _
En —oo: m:limmzlimwz—‘l y n=|im(x/x2—3x+2+x)=

X—>—0 X X——0 X X—>—0

3 .
, y:—x+E es asintota

N | w

oblicua.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f’(x):%es positiva (f creciente) en (2, +®) y negativa (f decreciente) en (-, 1). No hay
X—2)(x -

extremos relativos.

Curvatura y puntos de inflexién

-1
f'(x) = + ©s negativa en D(f), la funcidn es cdncava hacia abajo y no tiene puntos de inflexion.

4( (x—2)(x—1))

Dominio y continuidad Y|

D(f)y={xeR:1-x>0,1-x =1 = (-, 1]-{0}. La funcion es continua en su

dominio, en x =0 tiene una discontinuidad evitable.

Puntos de corte con los ejes y signo ~

Corte con el eje Y: f(0) no esta definido, la funcién no corta al eje Y. 1

Cortes con el eje X: f(x) = 0 no tiene solucion, la funcién no corta al eje X.

Signo: f nunca es negativa en su dominio.
Simetria: La funcién no es par ni impar.
Asintotas

Verticales: El Unico punto donde podria tener una asintota vertical es x =0, pero tenemos

IirTg f(x)= Iim; =2 por lo que en este punto hay una discontinuidad evitable.

201 _\1-x

X
Horizontales: No tiene, ya que lim f(x) = lim ——— =+
X—>—0 _ ,1—X

X—>—0

f(x) 1

Oblicuas: No tiene, ya que m = lim —= = lim

-0
D¢ el /1_X
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24.

25.

26.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

, “2N1-x—x+2
f(x)=

, el numerador se anula si x=0, pero f' no

—00

D 2x—2W1-x —4x+4

f'(x)

esta definida en este valor, ya que el denominador también se anula. La
siguiente tabla de signos determina los intervalos en los que f es creciente o

f(x)

decreciente.
Observemos que f es decreciente su dominio y no tiene extremos relativos.

Curvatura y puntos de inflexién

Debido a la complejidad de su estudio no calcularemos " (resulta ser negativa en el dominio de f).

Aun sin el estudio de la curvatura, disponemos que informacioén suficiente para esbozar la grafica de f.

Ejercicio resuelto.

Determina el dominio de las siguientes funciones exponenciales y logaritmicas.

a) f(x)=a’"" d) f(x):loga[ﬂj

X+1
b) f(x)=ar? &) f(x)=log, 1—x*
0 f-at 9 f<x):|oga[§]

a) La funcion esta definida six? —1> 0. Asi pues, D(f)= (-0, =1|U[1, + ).
b) La funcion esta definida six+2 = 0. Asi pues, D(f)=R—{-2} .

c) La funcion esta definida para cualquier valor de x. Asi pues, D(f)=R .
d) La funcién esta definida si x—_l >0 . Asi pues, D(f)=(-o, —1)U(1 +x).
X+

e) La funcion esta definida si 1- x*> > 0. Asi pues, D(f)=(-11).

f) La funcion esta definida si 1£>0. Como se toma la raiz positiva, la funcion esta definida si x>0 y

1-x>0. Asi pues, D(f)=(0,1).

En cada caso, representa cada par de funciones.

a) f(x):(%)x y g(x)=log, x b) f(x)=In3x y g(x)=e*

a) | b Y]]
iy |
\ I N
v | fL—1"]
]
M 1/
2 0/ 1 X
0 1 " X
7 \\y\\
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27. Realiza un estudio completo de las siguientes funciones y dibuja sus graficas:

2

a) f(x)=e*+1 ¢) f(x)=" e) f(x)=In(x+1) g) fx)=nX
e X

b) f(x)= x%" d) f(x)=e* f) f(x)=In(x?-1)h) f(x) = xInx
a) Dominio y continuidad Y

D(f) =R . La funcién es continua en su dominio. \

Puntos de corte con los ejes y signo \\

Eje Y: f(0)=2=(0, 2)

Eje X: f(x)=0=e™+1=0= e =-1, no tiene solucién, no corta el eje X. .

I
Signo: La funcion es siempre positiva. ol 1 X

Simetria
La funcién no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: No tiene.Horizontales: lim f(x)=+w y lim f(x)=1, larecta y =1 es asintota horizontal en +.

Oblicuas: No tiene.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f'(x) = —e™* es negativa (f decreciente) en R . No hay extremos relativos.

Curvatura y puntos de inflexiéon

f"(x) = e™* es positiva (fcdbncava hacia arriba) en R . No hay puntos de inflexion.

b) Dominio y continuidad Y |

D(f) =R . La funcién es continua en su dominio. l

Puntos de corte con los ejes y signo

EjY: f(0)=0=(0,0).Eje X: f(x)=0=x%¢*=0=x*=0=x=0=(0,0) |
Ny,

Signo: f>0en R. !

Simetria \0/ ¢

La funcién no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: No tiene.Horizontales: |im f(x)=0 y lim f(x) =+, larecta y =0 es asintota horizontal en —oo.

Oblicuas: No tiene.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f'(x)=(x*+2x)e*se anula si x=-2 o x=0, es positiva (f creciente) en (-, —2)U(0, +»)y negativa (f

decreciente) en (-2, 0) . El punto (—2, 4e*2) =(-2;0,54) es un maximo relativo y (0, 0) es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

f'(x) = (x2 +4x+2)ex se anula si x=-2-v2 o x= —2+\/§, es positiva (fcobncava hacia arriba) en

(—oo, -2- x/E) v (—2 + x/E + oo) y negativa (fcbncava hacia abajo)en (—2 - x/E -2+ \/E) .

Por tanto, los puntos (-2-&, f(—2—x/§)):(—3,41; 0,38) y (—2+\/§, f(—2+\/§)):(—0,59; 0,19) son puntos

de inflexion.
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c)

d)

No es necesario hacer el estudio de la funcién si observamos que || Y

X

_v)2
f(—x) =£ x?e* es la funcion del apartado anterior, por lo que la gréafica de f
e

es la simétrica respecto del eje Y de la grafica del apartado anterior. Si se
quisiera resolver, se haria de manera analoga alapartado anterior.

|

Dominio y continuidad

1
D(f) =R . La funcién es continua en su dominio. \0 -l

X

Puntos de corte con los ejes y signo

EjeY: f(0)=1= (0, 1). Eje X: f(x)=0= e =0,no tiene solucién, no corta el eje X.

Signo: La funcion es siempre positiva. Y

Simetria

f(-x)=f(x)= la funcién es par. 4

Asintotas % A N
Verticales: No tiene.Horizontales: XILan f(x)= xlm f(x)=0=>y=0 0 1 X

Oblicuas: No tiene.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f(x)=-2xe™ =0six =0, es positiva (f creciente) en (-, 0) y negativa (f decreciente) en (0, + ).

Por tanto, el punto (0, 1) es un maximo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

f'(x) = (4x2 —2)e*" =0six=-— 0x=——, es positiva (fconcava hacia arriba) en | -0, -—— |U| —, +©

2 2 2 2’

y negativa (fcdbncava hacia abajo)en [——, —

2 2
Por tanto, los puntos [—g f[—%]] =(-0,71061) y {% f[%n =(0,71 0,61) son puntos de inflexion.

Dominio y continuidad y
D(f)={xeR:x+1>0} = (-1 +o). La funcion es continua en su dominio. 1 T
Puntos de corte con los ejes y signo 1 X

Eje Y: f(0)=0=(0,0).Eje X: f(x)=0=x+1=1=x=0=(0, 0)

Signo: fes negativa en x €(-1,0) y positivaen x € (0,+x).

Simetria
La funcién no es par ni impar.
Asintotas

Verticales: La recta lim f(x) = -0 = x = —1.Horizontales: No tiene. Oblicuas: No tiene.

x—-1

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f'(x) = % es positiva (f creciente) en el dominio de . No hay extremos relativos.
X+

Curvatura y puntos de inflexién

F1(x) =

es negativa (fcéncava hacia abajo) en el dominiode f.  No hay puntos de inflexion.

1
(x+1)2
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f)

9)

Dominio y continuidad

~ Y —
D(f) = {x eR:x*-1> 0} = (=0, =1)U(1, +). La funcién es continua en su
dominio. AN 1
Puntos de corte con los ejes y signo \ 0 1/ X
EjeY: f(0) no esta definida, la funcion no corta el eje Y.

Eje X: f(x):0:>x2—1:1:x:—x/§,X:JE:(—\/E,O) y (JE,O)

Signo: La tabla determina los intervalos en que f es positiva o

negativa. o 2 11 2 4w
Simetria ‘ f(x) |+‘_|Z(|_‘+|
f(-x) =f(x) = la funcién es par.

Asintotas

Verticales: Las rectas x = -1 e x =1son asintotas verticales, ya que x"lﬂ f(x)=—0 y )!ILT11 f(x)=-oo.
Horizontales: No tiene, ya que Xli%r[lo f(x)= x"l?w f(x) = +o0. Oblicuas: No tiene, ya que XIm@ = XIm@ =0.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f'(x)=22—X1 es positiva (f creciente) en (1, +x) y negativa (f decreciente) en (-, —1). No hay extremos
X —
relativos.

Curvatura y puntos de inflexiéon

— 2 —
= 2x f es negativa (fcdncava hacia abajo) en el dominio de f. No hay puntos de inflexion.

(1

Dominio y continuidad

f"(x)

D(f)= (0, + ) . La funcion es continua en su dominio.

Puntos de corte con los ejes y signo ‘Y

EjeY: f(0) no esta definida, la funcién no corta el eje Y. 5 ; <
EjeX: f(x)=0=Inx=0=> x=1=(10) /

Signo: fes negativaen x (0,1) y positivaen x e (1,+0).

Simetria [’

La funcién no es par ni impar. ,

Asintotas

Verticales: Iino1+ f(x) = —o0 = x = 0.Horizontales: lim f(x)=0 = y =0 .Oblicuas: No tiene.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos 0 e  +o
fi(x)= 1=inx _ 0= x=e. La tabla de signos determina los intervalos en los F) il —
X2 ’ f(x) / N

que fes creciente o decreciente. (e, e”) es un maximo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

_ 3 0 e2 +o
f"(x):zlnx3 3:0:>2Inx—3=0:|nx=%:>x=e2. La tabla de signos f'(x) _ 4
X
determina los intervalos en los que f es concava hacia arriba o hacia abajo o f(x) N
3
3 2

decreciente. El punto | e2,

es un punto de inflexion.
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h)

Dominio y continuidad

D(f)=(0, + ) . La funcion es continua en su dominio.

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: f(0) no esta definida, la funcion no corta el eje Y.

Eje X: f(x)=0=Inx=0=x=1=(10)

Signo: fes negativaen x €(0,1) y positivaen x e (1,+0).

Simetria
La funcién no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: Iino1+ f(x) =0, no hay asintotas verticales.

Horizontales: lim f(x) = +o , no hay asintotas horizontales.

X—>+0

f(x)

-

Oblicuas: No hay asintotas oblicuas, ya que lim —== lim Inx = +o0.
X—+0

X X—>+o0

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f(x)=1+Inx se anula si x=e"'. La siguiente tabla de signos determina los f'(x) -

intervalos en los que f es creciente o decreciente.

Ademas, el punto (e*1, —e*) es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

f(x)

f'(x) = 1 es positiva (f concava hacia arriba) en el dominio de f. No hay puntos de inflexion.
X

28. Ejercicio interactivo.

29. La siguiente grafica corresponde a una funcién periédica de periodo 5 en el intervalo [-4, 4].

b)

c)

b)

c)

¢En qué puntos del intervalo [-10, 15] cortara f al eje X?

Estudia el signo de la funcién en el intervalo [-6, 8].

Indica los maximos y minimos relativos de la funcion en el intervalo [10, 20].

La funcioén corta al eje X en los puntos de abscisa x=1+5k y x=3+5k con keZ.

Por tanto, en el intervalo [-10, 15], la funcion corta al eje X en los puntos de abscisa x=-9, x=-7, x=-4,

x=-2,x=1,x=3, x=6, x=8, x=11y x=13.

En ese intervalo la funcion es positiva en [-6, —4) (-2 1)U(3, 6) y negativa en (-4, -2)U(1 3)U(6, 8).

Tiene méaximos relativos en A(10, 3), B(15, 3) y C(20, 3) y minimos relativos en D(12, -2) y E(17, -2).
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30. Estudia la periodicidad de estas funciones y dibuja sus graficas (recuerda que [x] significa “parte entera de

x”).
a) f(x)=x-[x] para x>0 c) f(x)=x+1-[x] para x>0
b) f(x)="parte decimal de x” para x>0 d) f(x)=x-"parte decimal de x" para x>0
a) La funcion tiene periodo 1. c) La funcion tiene periodo 1.
! ) ) 1|
1 >—
0 y X
0 1 X
b) Es la misma funcion del apartado anterior. d) La funcion no es periddica.
La funcion tiene periodo 1.
1 >—
0 1 X ]’ X
31. Representa la grafica de una funcion periédica y par. Y
0
32. Representa la grafica de una funcién impar y periédica. v
1 X

33. Demuestra que si una funcion es periodica, de periodo T, se verifica que f(x +3T)=f(x).

f(x+3T)=f((x+2T)+T)=F(x+2T)=f((x+T)+T)=f(x+T)=F(x)

34. Ejercicio resuelto.
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35. Dibuja la grafica de f(x) = senx y a partir de ella, dibuja la grafica de: g(x) = 3sen(2x —gj .

se traslada

se comprime — f(x)=sen2x — — f(x)=sen 2x-2 |5 se d,"ata —
a la derecha 3 verticalmente

f(x)=senx > .
horizontalmente

—>g(x)= 3sen(2x —gj

Y Y v
TN AN oA A
1 NX \ 1/ X v o7 X
f(x) =/senx f,(x) = sen2x o )—seF\u -2
Y
A
\ L
\ | |
[ Vo1 | [1X
i
J(X\—'3Sfﬁ(" —%)

36. A partir de la grafica de f(x) = x° - x , dibuja la grafica de g(x)=3—|f(x-1)|.

En primer lugar trasladamos la grafica de f(x) Y | Y [
una unidad a la derecha para obtener la grafica | Fi0 = fx—-1)
de f(x)=f(x-1).
Después reflejamos respecto del eje Xlas 1 / 1 /
zonas en que la grafica de f(x) estd por
encima del eje X para obtener la grafica de 0 X 1 X
£,(x) = =[] = =|f(x =) . // //
Finalmente, trasladamos la gréafica de f,(x) tres 00 =P x
unidades hacia arriba para obtener la grafica de
g(x)=3+1,(x)=3—|f(x-1).
Y| | Y
f,00 = = If(x= 1)}
[ / \
; / \
] / \
' X [10] | 1 K
/ \ / \
/ \ / 90 = 3~ f(x -1 I\\

37. Ejercicio interactivo.

38 a48. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS
Puntos de corte con los ejes y signo de f

49. Para las siguientes funciones, determina el dominio, calcula los puntos de corte con los ejes y estudia el
signo segun los valores que tome la variable independiente a los largo del dominio. Esboza la grafica de la

funcion.
a) f(x)=-x>+5x+14 d) f(x)=x(x*+2)(x*-1) g) f(x) )
~ ~ x(x*-9) (¥ -9)x
b) f(x)=(x+2)(x-1)(x-3) e) f(x) _m h) f(x) T3
. —1)(x?+9
¢) F(x)=(x+2x)(x-1)° (x-3) f) f(x) =(X$())(£%))
a) Dominio: D(f) = R Y f\\
Cortes: Eje Y: f(0)=14 = A(0, 14) \
EjeX:f(xX)=0= -x*+5x+14=0=>x=-2 x=7=B(-2,0) y C(7,0) 1[ \
Signo: f(x)=—-(x+2)(x-7)= fes positiva en (-2, 7) y negativa en (o, —2)U(7, + ). IT‘” \\ ¥
3
| |
. Y [
b) Dominio: D(f)=R / ]
Cortes:Eje Y: f(0)=6=> A(0, 6) [ 4 /
Eje X: f(x)=0= (x+2)(x-1)(x-3)=0=x=-2 x=1 x=3=B(-2, 0), C(1, 0) f L X
y D(3, 0) |
Signo: f(x) = (x+2)(x-1)(x-3) = positva en (-2 1)U(3,+») y negativa en I
(=0, —2) U (1 3)
¢) Dominio: D(f) =R r Y
Cortes:Eje Y:f(0)=0= A(0, 0) \
Eje X: f(x)=0= (x?+2x)(x-1)"(x-3)=0=>x=-2 x=0,x=1x=3= o= <
= B(-2,0), A(0,0), C(10) y D(3,0) \J

Signo: f(x) = x(x +2)(x —1)°(x —3) = fes positiva en (-2, 0)U(3, + ) y negativa en (o, —~2)U (0, 1)U (1, 3).

d) Dominio: D(f)=R

L
Cortes:Eje Y:f(0)=0= A(0, 0 1 |
(0.0) A |
Eje X:f(x)=0= x(x*+2)(x*-1)=0=x=-1x=0, x=1= B(-1, 0), A(0, 0) 5 <
y C(1,0) [ \J
Signo: f(x) = x(x*+2)(x+1)(x-1)=f es positiva en (-1, 0)uU(1 +=) y negativa en II

(=0, ~1)U(0, 7).

136  Unidad 10| Funciones elementales



SOLUCIONARIO

e) Dominio: D(f)=R—{-1 1} [y
Cortes:Eje Y:f(0)=0= A(0, 0) [I |
Eje X:f(x)=0=> x(x2 —9) =0=>x=-3,x=0,x=3=B(-3,0), A0,0)y ’/ 5 /_____—--’>
(@3, 0) - / / X
Signo:  f(x) =W:f es positiva en (-3, -1)uU(0,1)U(3 +x) vy I (’I

negativa en (-0, —=3)U(-10)u(1 3).

Para esbozar la grafica basta observar que la funcion es impar, las rectas x=-1, x=1 son asintotas
verticales y la recta y = X es asintota oblicua.

f) Dominio: D(f)=R y
Cortes:Eje Y: f(0) = -3 = A(0, -3) ”
Eje X: f(x) =0 = (x—1)(x* +9) =0 = x = 1= B(10) Ol/'», .
-
—1)(x?+9 g
Signo: f(x)= % = fes positiva en (1 +=) y negativa en (—x, 1). TN
+ s
Para esbozar la grafica basta observar que larecta y = %—% es asintota oblicua.
g) Dominio: D(f)=R—{-1 1} ] ;
Cortes:Eje Y:f(0)=0= A(0, 0) ;‘
Eje X:f(x)=0= x(x-57 =0= x=0, x=5= A0, 0)y B(5,0) -2\
2 X

x(x-5)
(x+1)°(x-1)
(=0, =) U(-10)U(1 5)U(5, +x).

Signo: f(x) = =f es negativa en (0, 1)y positiva en

S O N QN A

Para esbozar la grafica basta observar que las rectas x = -1, x =1 son asintotas verticales y larecta y =1 es
asintota horizontal.

h) Observemos que si x = -3 tenemos f(x)=(x—-3)x, por lo que la grafica de fes \ Y
una parabola a la que se le quita el punto (-3, 18). A\
Dominio: D(f) = R —{-3} \ /
Cortes:Eje Y:f(0)=0= A(0, 0) \ /
Eje X:f(x)=0= (x*-9)x =0= x = -3 (no valido), x =0, x =3 = N %

A0, 0)y B(3, 0)

(x+3)(x-3)x

3 =x(x-3)six=-3, f es positiva en (-o, ~3)U(-3,0)U(3,+x) y negativa en
+

Signo: f(x) =
(0,3).

Funciones elementales | Unidad 10 137



SOLUCIONARIO

50. Calcula los puntos de corte con los ejes de la funcion f(x)= x?+2x+2+

su signo, segun los valores que tome la variable independiente a los largo del dominio.

[Nota: escribe la funcion dada como cociente de dos polinomios]

_ 2 3 _ w2 _ _ _
F(X) = X2 +2x + 2+ 10 (x=3)(x*+2x+2)+10 _x*—x*-4x+4 (x-N(x+2)(x-2)
x-3 x-3 x-3 x-3

Dominio: D(f) = R —{3}

Cortes:Eje Y:f(0) = —% = A[O, _%j

Eje X:f(x)=0= (x-1)(x+2)(x-2)=0=>x=-2 x=1,x=2= B(-20),C(1,0) yD(2 0)

Signo: f es positiva en (o, —2)U(1 2)U(3, +) y negativa en (-2, 1)U(2, 3).

Simetria

103 . Halla su dominio y estudia

51. Estudia si las siguientes funciones tienen simetria respecto del eje Y o respecto del origen de coordenadas.

a) f(x)= ﬁ e) f(x)= )2‘:’1( ) f(x)= sen(xz):_ J
b) f(x)=x(x—1)(x+1) ) f(x):% i) f(x)cos(x4x+1J
c) f(x)=x>-3x g) f(x)=x*|x|

d) ()= x?(x2 1) (x +1) h) fx)= fox

a) f(-x)= L X) = la funcién es par, es decir, simétrica respecto del eje Y.

1
|(—x)2 + 1| - |X2 + 1| =

b) f(-x)=-x(-x-1)(-x+1)=-x(x+1)(x-1)=-f(x)= la funcién es impar, es decir, simétrica respecto del

origen de coordenadas.
c) f(-x)=x?+3x no coincide con f(x) ni con —f(x), la funcién no es par ni impar.
d) f(—x)=x*(x*-1)(x*+1)=f(x)= la funcion es par, es decir, simétrica respecto del eje Y.

4
-X . . . .
1 no coincide con f(x) ni con —f(x), la funcién no es par ni impar.

e) f(-x)=—

x*(x*-9) x*(x*-9)

f) f(-x)= = =f(x) = la funcion es par, es decir, simétrica respecto del eje Y.

(=x+1)(=x=1) (x=1)(x+1)
g) f(—x)=x? |x| =f(x) = la funcién es par, es decir, simétrica respecto del eje Y.

X3

h) f(-x)=——— =—f(x)= la funcién es impar, es decir, simétrica respecto del origen de coordenadas.

x| -x*

i) f(fx)zsen[ X j:sen(f X jzfsen( X j:ff(x): la funcion es impar, es decir, simétrica respecto
x? +1 X% +1 X% +1

del origen de coordenadas.

4 4 4
i) f(—x)=cos[x +1] =cos[—x +1J=cos[x +1] =f(x)= la funcién es par, es decir, simétrica respecto del
X X

eje Y.
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Funciones polinbmicas

52.

53.

54.

Una parabola corta los ejes en los puntos (-1, 0), (5, 0) y (0, —10). ¢ Cual es su vértice?

Como una parabola es simétrica con respecto a la recta vertical que pasa por el vértice (el eje), la abscisa del

-— . . . . . 5-1
vértice sera el punto medio entre las abscisas de los puntos de corte con el eje X, asi, x, =——=2

Por otro lado, la parabola es de la forma f(x)=a(x +1)(x-5), con lo que f(0)=-10= -5a=-10 = a =2, es decir,
la parabola es f(x)=2(x +1)(x —5) = 2x* —-8x-10 y la ordenada del vértice es y, =f(2)=-18.

Por tanto, las coordenadas del vértice son V = (2, —-18).

Haz un estudio completo de las parabolas dadas por:

a) f(x)=-x*>+2x+3 b) f(x)=x*+7x+10
a) Es una parabola concava hacia abajo (m) con un maximo absoluto en su vértice Y
X, :;2:1 (y, =4)y eje de simetria la recta x =1.
-2 4 \
El punto de corte con el eje Y es (0, 3) y los puntos de corte con el eje X son (-1, 0) y o[ %
(3, 0). / \
Haciendo una tabla de valores: X|-2|-1]0]1]2]3) 4 / \
y|-5/0|3[4[3|0]|-5 / \
b) La grafica es una parabola concava hacia arriba (u) con un minimo absoluto en su \ 4
vértice x, = I (y, = _2) y eje de simetria la recta x = 7 \ /
2 4 2
El punto de corte con el eje Y es (0, 10) y con el eje X son (-5, 0) y (-2, 0). \ /
Haciendo una tabla de valores: 7 \ / 1
x|-6|-5|-4 5 3|21 0 1 X
4 10 2 S 210 | 4
y 4
Realiza un estudio completo de las siguientes funciones polinémicas y esboza sus graficas.
a) f(x)=x(x*+2)(x*>-1) c) f(x)=x®-9x*-16x2+144
b) f(x)=x*+3x®-x*-3x d) f(x)=(x+3(x-2)
Y |
a) Funcién polinémica, su dominio es R, es continua y no tiene asintotas. |
Puntos de corte con los ejes y signo a 1 ,’
Eje Y: f(0)=0= (0, 0)
0 X
Eje X: f(x)=0= x(x?®+2)(x* 1) = x(x* +2)(x + )(x =1) =0 = (-1, 0), (0, 0) y (1, 0) | J
Signo: La tabla de signos determina los intervalos en los que f es positiva o negativa. II
[
Simetria -0 -1 0 1 +00
f(-x) = —f(x) = la funcion es impar. X+ 1 Sl e e B
X - - + +
Limites en el infinito X—1 - — _ +
lim f(x)=—o y lim f(x) = +o X+ 2 S T
X—>—0 - y X—>+0 - f(X) - + — +
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b)

c)

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

V10 V10

f'(x)=5x*+3x*-2 seanulasix=—T=x1 0 X=——=2X,.

En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de f. En (x,f(x,))=(-0,63;091) hay un maximo relativo y en f(x)
f(x) 1IN S

+
|
+

(x,, f(x,)) = (0,63; —0,91) hay un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

f"(x) = 20x® + 6x se anula si x =0, es positiva (f es concava hacia arriba) en (0, +oo) y negativa (f es concava

hacia abajo) en (—oo, 0) . El punto (0, 0) es un punto de inflexion.

Funcion polinémica, por tanto, su dominio es R , es continua y no tiene asintotas. Y l

Puntos de corte con los ejes y signo ’

Eje Y: f(0)=0= (0, 0)

Eje X: f(x)=0= x*+3x*-x>-3x=0= (x+3)(x+x(x-1)=0= (-3, 0), (-1, 0), /
(0,0)y(1,0) |
/

Signo: fes positiva en x € (-, -3)U(-10)U (1 + o) y negativa en x e (-3,-1)U(0,1). \

Simetria

La funcién no es ni par ni impar.

Limites en el infinito

lim f(x) =40 y lim f(x)=+o

X—>—0

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f(x)=4x®+9x*-2x-3 =0no tiene raices enteras, no se puede determina con exactitud los extremos
relativos ni los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Ahora bien, hay como mucho tres extremos relativos. Ademas, como f'(-3)=-24<0, f'(-1)=4>0,
f(0)=-3<0 y f(1)=8>0, habrd un minimo relativo con abscisa x =X, € (—3, —1), un maximo relativo con
abscisa x=x,e(-10) y otro minimo relativo con abscisa x=x,€(0,1), siendo f creciente en

(X, X,)U(X,, + ) y decreciente en (-, X,) U(X,, X;).

Curvatura y puntos de inflexiéon

f"(x) =12x? +18x -2 =0 si x:—%—%: X, ox:—%+%: X, es positiva (f es concava hacia arriba)

en (-» X,)U(X;, +) y negativa (f es concava hacia abajo) en (X, X;). Por tanto, los puntos
(x4 f(x,)) = (-16; -3,52) y (Xs, f(x5)) = (0,1 —0,32) son puntos de inflexion.

Funcién polinémica, por tanto, su dominio es R , es continua y no tiene asintotas. Y

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: f(0)=144 = (0, 144) / \

Eje X: f(x)=0= (x-2)(x+2)(x =3)(x +3)(x* +4) =0 = (-3, 0), (-2, 0), (2, 0) y (3, 0) / 30 \
Signo: f es positva en xe(-0,-3)u(-22)u(3,+) y negativa en \/ o1 \ X
xe(-3,-2)u(23). B} -

Simetria

f(—x) =f(x) = la funcioén es par.

Unidad 10| Funciones elementales S



SOLUCIONARIO

d)

Limites en el infinito

lim f(x) =40y lim f(x) = 4o

X—>—00

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f'(x) = 6x° —36x° —32x = x(6x* -36x*-32)=0= x =0, -

- |+

9++/129 9++129 f'(x)
X=o| =g =X Y XS T =X f(x)

N

N |/

En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f. En (X, f(x,)) =(-0,61% —66,53)y

(x,, f(x,)) = (0,61 —66,53) hay sendos minimos relativos y en (0, 0) hay un maximo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

F1(x) = 30x° —108x% —32 = 0 = x = —,| 21 TY909 _ o o [ZT+N969
15 * 15 ¢

En la tabla se determinan los intervalos donde f es concava hacia arriba

o hacia abajo.En (X, f(x,)) = (-197; 5,03) y (x,, f(x,)) = (197, 5,03) hay
sendos puntos de inflexion.

Funcién polinémica, su dominio es R , es continua y no tiene asintotas.

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: f(0)=36 = (0, 36)
Eje X: f(x)=0= (x+3)*(x-2?=0= x=-3, x=2=(-3,0) y(2, 0)

Signo: f es positiva en (-, —3)U(-3, 2)U(2 ©)=R~-{-3, 2}, nunca es negativa.

f"(x) + : - : +

f(x) N )
| Y I
\ I
\ |
| I

Simetria 0
\/ "l \/

La funcién no es par ni impar. 0| 1 X
Limites en el infinito
lim f(x)=+o0 y lim f(x)=+o0
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
Fi(x) = 4x® +6x2 —22x—12 se anula si x =3, x:—%o x=2. -0 -3 2 4o

. . - f'(x) -+ | - |+
En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y f(x) > >
decrecimiento de f. En (-3, 0) y (2, 0) hay sendos minimos
relativos y en (—%%) =(-0,5; 39,06) hay un maximo relativo.
Curvatura y puntos de inflexion —0 X,  +o

f"(x) + - +

f"(x)=12x2+12x—22=0:x:#:nox:ﬂ:x2 f(x) P

En la tabla se determinan los intervalos donde f es coéncava hacia arriba o hacia abajo. En
(X, f(x,)) =(-194;17,36) y (X,, f(x,)) =(0,94; 17,36) hay sendos puntos de inflexion.
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55. Esboza la grafica de las siguientes funciones.
a) f(x)=x*>-6x>+36x+5 d) f(x)=-4(x-1*(x-3)
b) f(x)=9x*-17x%-46x?+35x+4 e) f(x)=(x-1N)(x+1)(x-2)

c) f(x)=3x*-10x®+6x2+12x+5

a) La ecuacion x*-6x%+36x+5=0 no es sencilla de resolver, ya que no tiene raices Y /
enteras. Se estudia y esboza la grafica de g(x)=x*-6x?+36x, obteniendo la
grafica de f(x) trasladandor la de g(x)5 unidades hacia arriba.

Funcién polinémica, su dominio es R , es continua y no tiene asintotas.

=>4
(]

Puntos de corte con los ejes y signo 2 X

Eje Y: 9(0)=0=(0,0)

Eje X: g(x)=0= x> -6x>+36x =0 = x(x*-6x+36)=0=x=0=(0, 0) /

Signo: La funcion g es negativa en (—oo, 0) y positiva en (O, +oo).

Simetria
La funcién no es ni par ni impar.

Limites en el infinito

lim g(x)=—0 y lim g(x) =+

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

g'(x) =3x? -12x + 36 es siempre positiva, por tanto g es creciente en R y no tiene extremos relativos.

Curvatura y puntos de inflexiéon

g"(x)=6x-12 se anula si x =2, es positiva (g concava hacia arriba) en (2, +oo)y negativa (g concava hacia

abajo) en (—oo, 2) . (2, 56) es un punto de inflexion.

b) En este caso, no es sencillo resolver ni 9x*-17x®-46x>*+35x+4=0 ni | 1Y
9x* —17x3 - 46x% +35x =0, por lo que no sedispone de informacion precisa sobre los
puntos de corte con el eje X ni sobre el signo de f.
Funcion polinémica, su dominio es R , es continua y no tiene asintotas. \ ‘;,\\ <
Puntos de corte con los ejes y signo \ |/
Eje Y: f(0)=4=(0, 4) \ \
Eje X: Como f(-1)=-51, f(0)=4 y f(1)=-15, habra un punto de corte en el /

intervalo (~1,0) y otro en (0, 1). Ademas, como lim f(x) = lim f(x) =+, hay otros

dos puntos de corte, uno a la izquierda de —1 y otro a la derecha de 1. Como la funcion tiene grado 4, estos son
todos los puntos de corte.

[NOTA: Se puede ser mas preciso calculando mas valores de f, uno de los puntos de corte esta en (—2, —1) y
elotroen (3, 4)]

Signo: No se puede determinar con precision, pero lamando x, < X, < X, < X, a las abscisas de los puntos de
corte con el eje Xse tiene que fes positiva en (-, X,)U(X,, X;)U(X,, +) y negativaen (X, X,)U (X, X,) .
Simetria

La funcién no es ni par ni impar.

Limites en el infinito

lim £(x) =40y lim f(x) = +o0

X—>—0
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c)

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos 5 1 7
-0 —-= = = 4®
4 3 3
f'(x)=36x3—51x2—92x+35=0six:—i,x=l ox:z -
4 3 3 f(x) il B e

f(x) N AN

En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y

decrecimiento de f. En [—E,—w =(-125-56,5) y Z 3077 =(2,33;,-113,96) hay sendos minimos
4 256 3 27
. 1 271 . .
relativos y en 3 27 = (0,33; 10, 04) hay un maximo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

17 -+1393 _17++1393

f'(x)=108x*-102x-92=0siX=————— =X, 0 X
36 36

en (—o, X;) U (X, +) y negativa (fconcava hacia abajo) en (Xg, X;) -

= Xy, es positiva (f concava hacia arriba)

Asi, (X5 f(X5)) =(-0,56; —26,45)y (X, f(X;)) = (151 —59,68) son puntos de inflexion.

Es este caso no es facil obtener los ceros de la funcion (cortes con el eje X), ni siquiera los ceros de la
derivada, f'(x) =12x® - 30x? +12x +12. Asi que se trabajara a partir de f"(x)=36x>-60x+12.

Y
La grafica de f” es una parabola concava hacia arriba () con un minimo absoluto en \\

- 60 5 o 5 | |
su vértice x, = 25" 0,83 (y, =-13)y eje de simetria la recta x = 5 \ P )/
El punto de corte con el eje Y es (0, 12) y los puntos de corte con el eje X son /

5-113 =(0,23,0) y 5:+413 =(143,0). 5T\
6 6 0 X
\ '//
Haciendo una tabla de valores se esboza la grafica de f” y conocida esta, la de f': \\@
Como es una funcién polinémica su dominio es R, es continua y no tiene asintotas,
ademas, f'(0) =12, por lo que corta al eje Y en el punto (0, 12). Por otra parte, f' no v

es par ni impar, Iinj f'(X)=—0 y lim f'(x)=+w.

/
5-13 5113 /l

Llamando X, = R Rt f' sera creciente en (-, X,)U(X,, +©) y

I’(x
decreciente en (x1, xz), por lo que tendr& un maximo relativo en I~ /
(x, f'(x,)) =(0,23; 13,32) y un minimo relativo en (x,, f'(x,)) =(143;29). f"! \\_//
De estos datos se deduce que f’ tiene un Unico punto de corte con el eje X, 0 1 X

ademas, como f(-1)=-42<0 y f(0)=12>0, la abscisa de dicho punto de corte,

x, ,verifica —1< x, <0, siendo f' positiva en (xS, +oo) y negativa en (—oo, x3) .
La segunda derivada de f', f"(x)=72x-60, se anula si x:%, es positiva (f' concava hacia arriba) en
5 . ;o . . 5 5 (5 . -
3 +00 | y negativa (f' céncava hacia abajo) en | —o, 5l s f 5 =(0,83; 8,11) es un punto de inflexion.

Con esta informacién se esboza la grafica de f’ vy, a partir de ella,finalmente la grafica de f :

Al ser una funcion polinébmica su dominio es R, es continua y no tiene |
asintotas.Como f(0) =5, corta al eje Y en el punto (0, 5). f no es par ni impar

y lim f(x) =+ y lim f(x) =+ .

La funcion fsera creciente en (X,, + ) y decreciente en (-, X;), presentando un

\ 2

|

|

| /
\
\

minimo relativo en el punto de abscisa x = x,. La funcién fserd concava hacia /

arriba en (-, X,)U(X,, +) y hacia abajo en (X, X,), por lo que tendra puntos \
de inflexion en (x,, f(x,)) =(0,23;13,32) y (x,, f(x,)) =(143; 29). 0 1 X

(¢}
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d)

e)

Funcién polinémica, su dominio es R , es continua y no tiene asintotas. Y
Puntos de corte con los ejes y signo
o |/ X

Eje Y: £(0)=-36 = (0, -36) ll \ \\
Eje X: f(x)=0= —4(x—12(x-3)2=0= x=1x=3= (1,0)y (3, 0) | |
Signo: La funcion es negativa en R—{1, 3}, nunca es positiva.
Simetria
La funcién no es par ni impar.
Limites en el infinito

lim f(x)=—o0 y lim f(x)=—c0
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

F(x) =4[ 20X~ 1)(x — 3)? + 2(x —1(x —3)] = ~8(x — )(x —3)(2x — 4) = o = 1 2 3 4

+ - + -

f(x) AN N

En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f. En (1, 0) y (3, 0) hay sendos
maximos relativos y en (2, —4) hay un minimo relativo.

=-16(x-1)(x-3)(x-2)seanulasi x=1, x=2 o0 x=3.

Curvatura y puntos de inflexién

6-3 6+3 (x) N R
=X,0X= =X,
3 3 f(x) N U N
En la tabla se determinan los intervalos donde f es concava hacia arriba o hacia abajo. En
(x, f(x,)) = (142 -178) y (x, f(x,)) =(258,-178) hay sendos puntos de inflexion.

f(x)=-48x*+192x-196 =0 = x =

Funcién polinémica, su dominio es R, es continua y no tiene asintotas.

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: f(0)=2=(0, 2) /

Eje X: f(x)=0= (x=1)(x + )(x —=2) =0 = (1, 0), (1, 0) y (2, 0) /

uiy

~
~——

Signo: f es negativa en x e (-0, —1)U (1 2) y positiva en x e (-1 1)U(2, +x)

0 X
Simetria / T
La funcién no es par ni impar. |
Limites en el infinito
lim f(x)=—0 y lim f(x)= 4o
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
) 2_.7 2447 -0 X X +00

f'(x)=3x?-4x-1 se anula si x:—\/—:x1ox: +\/—:x2. ’ - g

3 3 F) |+ .

f(x) 1IN

En la tabla se determinan los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.Ademas, (x,, f(x,))=(-0,22 2,11)

es un maximo relativo y (X,, f(x,)) = (155; —0,63) es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

f'(x)=6x—-4 se anula si x =§, es positiva (f concava hacia arriba) en [% +ooj y negativa (f concava hacia

wvan)on - £} (3.1(5])

[% %] =(0,67; 0,74) es un punto de inflexion.
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Funciones racionales

56.

Encuentra las asintotas de estas funciones.

—6x2
a) f(x)= c) h(x)=
) 1) x%+1 ) hx) x*+8
x® x2+x
b X)= d) k(x)= —=2 "=
) 900 x4 +1 ) KO) X3+ x2-2x-2

a) Asintotas verticales: Observemos que D(f) =R, por tanto, no tiene asintotas verticales.

2 2

Asintotas horizontales: [im ——=-6y lim _2
x—>—0 x?% 41 x40 x% 41

=-6,larecta y =-6 es asintota horizontal.

Asintotas oblicuas: No tiene.

b) Asintotas verticales: Observemos que D(g) =R, por tanto, no tiene asintotas verticales.

5 5

Asintotas horizontales: lim =—o0 y lim

. < = +o0 , no tiene asintotas horizontales.
x>0 x4 4+ x>+ x* 11

Asintotas oblicuas: Si tiene, ya que cumple la condicion de los grados. Dividiendo tenemos x° = x(x* +1)— x =

x5 X . :
=9g(x)= 7 = x—4—1, por lo que larecta ¥y = x es asintota oblicua.

+1 Xt +

c) Asintotas verticales: Observemos que D(h) =R —{-2}, por lo que puede tener una asintota vertical en x =-2.

. . X , .
lim =400 y lim =—o, larecta X = -2 es asintota vertical.
x>-2 x3 48 x>-2" x% 4+ 8
Asintotas horizontales: lim =0y lim =0, larecta y =0 es asintota horizontal.
X——% X3 + 8 X—>+0 X3 +

Asintotas oblicuas: No tiene.

d) Asintotas verticales: Observemos que D(k) =R —{—\/5, -1, \/E} , por lo que puede tener asintotas verticales en

X==2, x=-1 yx:\/E.

im k(x)= lim X(x+1) - lim —— X

x>-2 x>-2 (x+x/§ (x—x/E)(xH) x>-2 (x+x/§)(x—\/§)

= X =—/2 es asintota vertical.

lim k(x)= lim ——> = 40

AL ]

lim k(x)= Im ———————=-—
x—2 x»«/?(x.; 2) x_\/2)
= X =+/2 es asintota vertical.
. . X
lim k(x)= lim ————— =+

O

En cambio, x =—1 no es asintota vertical, de hecho, en x = —1 la funcién presenta una discontinuidad evitable,
X
im-————-=1

yae I - I

2 2
] . . X“+Xx . X“+X
Asintotas horizontales: Im ——————=0 vy [m ——F——
x4 X5 4 X7 —2X -2

= =0, la recta y=0 es asintota
xoo x3 4 x2 - 2x -2

horizontal.

Asintotas oblicuas: No tiene.
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57. Realiza un estudio completo de las siguientes funciones racionales y esboza, en cada caso, su grafica.

a)

b)

a)

b)

- o) f-- &) - @) X

X +Xx-2 2-x X°+4x+4 x*—x
f(x) = Xf; d) f(x)= sz_1 f) f(x)= ;(23 __l h) f(x)= ;2+x;
Dominio y continuidad [ Y
El denominador se anulasi x=-2 o x =1, asi, D(f)=R—{-2,1}. I’
La funcion es continua en su dominio. /
Puntos de corte con los ejes y signo LA d J
EjeY: f(0)=0= (0, 0) Eje X: f(x)=0=x2=0=x=0= (0, 0) ;0\
Signo: f es positiva en X € (-0, —2) U (1, + ) y negativaen x e (-2 0)U(0,1). l/
Simetria ’

La funcién no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: IirpT f(x)=+0 y IirpT f(x)=-w,larecta x =-2
IirT11 f(x)=-0 y Iinl f(x)=+x, larecta x =1

2

Horizontales: lim f(x) = lim f(x)=1, larecta y =1, que corta a la curva en —; =1=>x=2=P(21)

X——0 X+ X+ X—

Oblicuas: No tiene.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

2 —
f'(x):x—4xzse anula si x=0 o x=4, es positiva (f creciente) en (-«, —2)U(-2 0)U(4, +») y es

(x*+x-2)
negativa (fdecreciente) en (0, 1)U (1, 4).(0, 0) es un maximo relativo y (4, gj =(4; 0,89) es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

_ —2x® +12x%+8
(x2+x—2)3

rigurosa la curvatura ni los puntos de inflexion.

, al no determinar con exactitud cuando se anula ", no se puede determinar de manera

f"(x)

Dominio y continuidad Y J
El denominador no se anula, D(f) =R . La funcién es continua en su dominio. % /
Puntos de corte con los ejes y signo
EjeY: f(0)=0=(0,0). EjeX f(x)=0=x*=0=x=0= (0,0) 1

/0| 1 X
Signo: La funcion es positiva en (0, +oo) y negativa en (—oo, 0) . <
Simetria / ‘
f(-x) = —f(x) = la funcion es impar.
Asintotas
Verticales: No tiene. Horizontales: No tiene, ya que lim f(x)=—o y lim f(x)=+o.

) . x° X ,
Oblicuas: Cumple la condicion de los grados. f(x)=—; . = x—2—1, Y = X es la asintota oblicua.
x4+ x4+
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Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

4 2
f'(x)= % se anula si x =0 y es positiva (fes creciente) si x # 0. No hay extremos relativos.
X% +1

Curvatura y puntos de inflexion

_ —2x% +6x
(x*+ 1)3

(—oo, —\/§)u(o, \/g) y negativa (f concava hacia abajo) en (~\/§ O)u(\/g, +oo).

se anula si x=—/3, x=0 o x=+3, es positiva (f concava hacia arriba) en

f'(x)

Asi, los puntos [—\/5 —#J =(-173-13) y [\/5 %] =(173;13) son puntos de inflexion.

Dominio y continuidad AN Y| |

El denominador se anula si x =2, asi, D(f)=R -{2}. La funcién es continua \\\\\\\ _ ]I

en su dominio. N

Puntos de corte con los ejes y signo K \‘- X
Eje Y: £(0)=0= (0, 0) ™

EjeX: f(x)=0=x*=0=x=0= (0,0) \\;

Signo: La funcion es positiva en (—», 2) y negativa en (2, +x). [I %‘\“
Simetria | AN
La funcion no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: )!5121 f(x)=+x y JI_I:rZT f(x)=—w, larecta x =2 es una asintota vertical.

Horizontales: No tiene, ya que JLr[lwf(x)= +0 Y JLrElwf(x)= —o0 .

Oblicuas: Si tiene porque cumple la condicion de los grados. Dividiendo tenemos f(x) = z)izx =—X-2+ 21( ,
por lo que y =—-x—2 es la asintota oblicua.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

fi(x)= ﬁ seanulasi x=0 o x=4, es positiva (f creciente) en (0, 2)U(2 4) y negativa (f decreciente)
en (—, 0)U(4, +). Por tanto, (0, 0) es un minimo relativo y (4, —8) un maximo relativo.

Curvatura y puntos de inflexion

f'(x) = 8 e positiva (f concava hacia arriba) en (-, 2) y negativa (f concava hacia abajo) en (2, + ).

(2-x)’

No hay puntos de inflexion.
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d)

e)

Dominio y continuidad

Y|
El denominador se anula si x=-10 x =1, asi, D(f)=R—-{-11}.
La funcién es continua en su dominio.
Puntos de corte con los ejes y signo VN
N
~
Eje Y: f(0)=0= (0,0 Eje X: f(x)=0 =0 0,0 —— —
je Y: f(0)=0= (0, 0) je X: f(x)=0=x=0= (0,0) —_ 0 X
Signo: fes positivaen x e(-10)U(1 +x) ynegativa en x € (-, -1)U(0,1). W
Simetria
f(-x) = —f(x) = la funcién es impar.
Asintotas
Verticales: Iirpr f(x)=—0 y Iirpv f(x)=+40 = x=-1. Iin11 f(xX)=—-0 y Iinl f(X) =400 = x =1
Horizontales: lim f(x) = lim f(x)=0, larecta y =0 es una asintota horizontal.
Oblicuas: No tiene.
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
— 2 —
f'(x) = ()2(—12es negativa (f decreciente) en R —{—1, 1} . No hay extremos relativos.
x“ -1
Curvatura y puntos de inflexion
-0 -1 0 1 4o
3 I _ _
f'(x) = m se anula si x=0. En la tabla se determinan los (x) * *
(x2 - 1) f(x) Al u | N
intervalos en los que fes concava hacia arriba o hacia abajo. En (0, 0) hay un punto de inflexion.
Dominio y continuidad v
El denominador se anula si x =-2, asi, D(f)=R—{-2} . !
= ==y y X
La funcién es continua en su dominio.
Puntos de corte con los ejes y signo f’
Eje Y: f(0)=0=(0,0).Eje X: f(x)=0=>x=0= (0, 0) \

Signo: fes positiva en (0, + ) y negativa en (-, —2)uU(-2 0).

Simetria

La funcién no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: IimT f(x)=—0 y Iimr f(x) = —0 = x = -2 Horizontales: lim f(x)= lim f(x)=0= y =0

Oblicuas: No tiene.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

. —X+2
(x+2)3

f'(x)

se anula si x=2, es positiva (f creciente) en (—2, 2) y negativa (f decreciente) en

(o0, —2)U(2, +).El punto [2, %) =(2;0,125) es un maximo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién
f'(x) = 2x-8 =0=x=4, es positiva (f es coéncava hacia arriba) en (4,+oo) y negativa en

(x+2)"

(-0, =2)U(-2, 4) .El punto (4, %) =(4; 0,11) es un punto de inflexion.
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f)

g)

Dominio y continuidad Y a

D(f)=R-{-2, 2} . La funcién es continua en su dominio. /

Puntos de corte con los ejes y signo <

Eje Y- f(O):%:{O, %j:(o; 0,25)Eje X: f(x)=0= x* ~1=0= (1,0)
Signo: fes positiva en (-2, 1)U (2, +) y negativa en (-, —2)U(1,2). 7

N
Simetria: La funcidén no es par ni impar. Z \
|

’
2

4
P
4

Asintotas p

p

Verticales: IirpT f(x)=-0y Iirpr f(X)=40= x=-2. Iin} f(X)=-o0y Iirr21_ f(X)=+0=> x=2
Horizontales: No tiene, ya que lim f(x) =—o0 y lim f(x) = +o.

3 — —
Oblicuas: Dividiendo tenemos f(x) = Xz l =X+ 4:( l , por lo que ¥ = X es la asintota oblicua.
x* - x* -

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

4 _ 2
f'(x) :M, no se puede determinar con exactitud cuando se anula f' (salvo x =0), por lo que no

(4]

se puede determinar de manera rigurosa los intervalos de crecimiento y decrecimiento ni los extremos relativos.

Curvatura y puntos de inflexién

8x® -6x?+96x -8

(¢ -4y

determinar de manera rigurosa la curvatura ni los puntos de inflexion.

f'(x) = , no se puede determinar con exactitud cuando se anula f” por lo que no se puede

Dominio y continuidad

D(f)=R—-{-10, 1} . La funcion es continua en su dominio. Y |\

Puntos de corte con los ejes y signo [ \

Eje Y: f(0) no esta definido, la graficano corta al eje Y. / 0 \ X
Eje X: f(x)=0 = 5=0no tiene solucién, la grafica no corta al eje X. N N

Signo: f es positiva en x € (-0, =1)U (1, + ) ynegativaen x e (-10)u(0,1).

Simetria: f(—x)=f(x)= la funcion es par.

e —
—_—

Asintotas

Verticales: lim f(x)=+w vy Iirpv f(X)=-0= x=-1. Iirr017 f(xX)=—o0y Iino1_ f(X)=-0= x=0

X—>-1

lim f(x) = =0y lim f(x) =400 = x =1

x—-1

Horizontales: lim f(x)= lim f(x)=0= y =0 Oblicuas: No tiene.
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
—0 -1 X 0 X. 1 +00
. _20x2+10 . 2 2 , 1 :
f'(x :ﬁ,seanulamx=—7=x1ox=7=x2. f'(x) | + + - + - -
(%= | 271N 7 NS

En la tabla se determinan los intervalos en los que f es creciente o decreciente. (x,, f(x,))=(-0,7% -20) y

(X, f(x,)) = (0,71 —20) son maximos relativos.

Curvatura y puntos de inflexién

_ 100x* —90x? + 30
x*(x? —1)3

concava hacia arriba) en (-, —1)U(1, + ) y negativa (f concava hacia abajo) en (-1, 0)u(0, 1).

f"(x)

no se anula, por lo que no hay puntos de inflexién. La segunda derivada es positiva (f
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h) Dominio y continuidad

Y
El denominador se anula si x=-2, asi, D(f)=R-{-2}. La funcion es l‘
continua en su dominio. \
Puntos de corte con los ejes y signo \
0| 1 ™~ X
Eje Y: f(0)=0= (0, 0) AN
Eje X: f(x)=0=x=0= (0,0) Py \\
Signo: La funcién es positiva en (-2, 0) y negativa en (-, —2)U(0, + ). / \‘
Simetria / ‘l
La funciénno es par ni impar.
Asintotas
Verticales: Iirpr f(X)=-0 y Iir& f(x) =+, larecta x =-2 es una asintota vertical.
Horizontales: No tiene, ya que lim f(x) =—co y lim f(x)=—o.
Oblicuas: No tiene, ya que no cumple la condicién de los grados.
Crecimiento y decrecimiento. Méximos y minimos relativos
—4x?(x+3) .
f(x)=—————+,seanulasi x=-3 0 x=0.
) (x+2)° ’ —0 -3 2 0 4w
f'(x) + - - -
En la tabla se determinanlos intervalos de crecimiento y f(x) 0N NN

decrecimiento. (-3, —54) es un maximo relativo.

Curvatura y puntos de inflexion

—4x(x* +6x+12)

(x+2)3

negativa (f concava hacia abajo) en (-, —2)U(0, + ). El punto (0, 0) es un punto de inflexion.

f'(x) = se anula si x=0, es positiva es positiva (f concava hacia arriba) en (-2 0) y
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Funciones radicales

58. Haz el estudio completo y dibuja la grafica de las siguientes funciones radicales.

a) f(x)=vx*+9 b) f(x)=vx*-9

a) Dominio y continuidad \ Y y
D(f)={xeR:x*+9>0}=R. La funcion es continua en su dominio. i 4 i
Puntos de corte con los ejes y signo : S -

EjeY: f(0)=3= (0, 3). i‘,{;,, <
EjeX: f(x)=0= x2+9 =0, no tiene solucion real, no corta al eje X.

Signo: Como se toma la raiz positiva, f >0 en su dominio.
Simetria

f(-x) =f(x) = la funcién es par.

Asintotas
Verticales: No tiene. Horizontales: lim f(x)= lim f(x) =+, no tiene asintotas horizontales.
_ () . Ix+9 . - . (\/x2+9—x)(\/x2+9+x)
Oblicuas: m = lim —= = lim ———=1yn = lim (\/x +9—x)= lim =0
X—>+0 X X—>+00 X X—>+0 X—>+0 \/X2 +g +x

¥y = X es la asintota oblicua por la derecha, y al ser fpar, ¥ =—X lo es por la izquierda.
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

X

Vx*+9

minimo relativo.

f'(x) = =0= x=0, es positiva (f creciente) six >0 y negativa (f decreciente) si x<0. (0, 3) es un
Curvatura y puntos de inflexién

B 9
(X* +9Nx2+9

f'(x) es siempre positiva en el dominio de £, asi que la funcidén es céncava hacia arriba.

b) Dominio y continuidad

D(f) = {x eR:x?-9> 0} = (—o0, —=3]U[3, + =) . Es continua en su dominio. Y
Puntos de corte con los ejes y signo y
Eje Y: f(0) no esta definido, no corta al eje Y. \ ; Z
EjeX: f(x)=0= x?-9=0= (-3, 0)y (3, 0). \ 2L/
Signo: Como se toma la raiz positiva, f >0 en su dominio. . N '3\ X
Simetria < ™
f(—x) =f(x) = la funcion es par.
Asintotas
Verticales: No tiene. Horizontales: lim f(x) = lim f(x) = +o0, no tiene asintotas horizontales.

2_ (\/X2—9—X (\/X2—9+X)
oblicuas: m = lim 1X) _jim X229 4y 1 lim (x/x2—9—x): lim ) 0

X0 ¥ X400 X X—>+00 X—>+00 \/X2 _ 9 X

Y = X es la asintota oblicua por la derecha, y al ser fpar, ¥ =—-X lo es por la izquierda.
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

fi(x) = =0 si x=0¢ D(f), es positiva (f creciente) si x >3 y negativa (f decreciente) si x <3 . No hay

X
Vx*-9
extremos relativos.

Curvatura y puntos de inflexién
9

(x2-9Wx* -9

f'(x)= es siempre negativa en el dominio de f, asi que la funcion es céncava hacia abajo.
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59. Halla el dominio de estas funciones.

a) f(x)= “XX+2 c) f(x)z—“)’(:;’1
b) f(x)=—“‘;‘i‘2& d) f(x)= X’i_+11

a) D(f)={xeR:x+2>0, x=0}=[-20)U(0, +x)

b) D(f)={xeR:x+6>0, x#2}=[-62)U(2 +x)

¢) D(f)={xeR:x*-120, x # -3} = (-0, —=3)U(-3, —1]U[1 +x)
{

d) D(f)={xeR:x*+120, x> #1} =R—{-1 1}

60. Estudia y representa las siguientes funciones.

a) f(x)= XTH c) f(x)= XX‘1
b) f(x)= ;‘jj d) f(x)= \/;"__4

a) Dominio y continuidad

D(f) = {x eR: XTH > 0} = (-0, =1]U(0, + ) . La funcion es continua en su dominio. Y
Puntos de corte con los ejes y signo "
EjeY: f(0) no esta definido, no corta al eje Y. 1 1 h;
Eje X: f(x)=0=>x+1=0=>x=-1=(-1,0) ]
Signo: Como se toma la raiz positiva, f >0 en su dominio.
Simetria
La funcién no es par ni impar.
Asintotas
Verticales:La recta x =0 es asintota vertical, ya que xlm f(X) =+
Horizontales: XILnlo f(x) = leo f(x)=1, larecta y =1 es asintota horizontal.
Oblicuas: No tiene.
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
fi(x)= N es negativa (f decreciente) en el dominio de f. No hay extremos relativos.

2x2\/E

X

Curvatura y puntos de inflexion
f"(x) =LX+1 se anulaen x = —% (que no pertenece al dominio de f), es positiva (f concava hacia

4x° (x+1) ~

arriba) en (0, + =) y negativa (f concava hacia abajo) en (-, —1). No hay puntos de inflexion.
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b)

c)

Dominio y continuidad

Y|
D(f) = {x eR: X2+21 > 0} =[-2 -1)uU(1 +=) . Es continua en su dominio.
X -
Puntos de corte con los ejes y signo \
\
Eje Y: f(0) no esta definido, no corta al eje Y. Eje X: f(x)=0= x+2=0=(-20) 1 —
Signo: Como se toma la raiz positiva, f >0 en su dominio. 0] 1 X

Simetria

La funcién no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: Las rectas x =—-1y x =1 son asintotas verticales, ya que le f(x)=+4w0 y )|(I£T11 f(X)=+o0.
Horizontales: le f(x)=0,larecta y =0 es asintota horizontal.

Oblicuas: No tiene.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

X2 +4x+1

2(x* -1y’ /;‘jj

positiva (f creciente) en (-2, —1) y negativa (f decreciente) en (1, +x). No hay extremos relativos.

f'(x)=- se anula si X=—2—\/§ o] X=—2+\/§ (que no pertenecen al dominio de f),es

Curvatura y puntos de inflexién

Debido a su complejidad, no calculamos f” , con la informacién disponible se hace un esbozo de la gréafica de f.

Dominio y continuidad

3 _
D(f) = {x er: X 15 O} = (-, 0)U[1 +=) . La funcion es continua en su dominio. y
X

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: f(0) no esta definido, no corta al eje Y. Eje X: f(x)=0= x*-1=0=(1,0) N
Signo: Como se toma la raiz positiva, f >0 en su dominio.

S{,’_.\k
x

Simetria
La funcién no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: Iirgﬁ f(x) = +00 = x = 0. Horizontales: No tiene, ya que lim f(x)= lim f(x) = +o.

X—>+o0

x3 -1
; . x3 -1
Oblicuas: En +oo:m=|imM=lim—X:1yn:I|m[ —szo
X—>+o ¥ X—>+0 X X—>+00 X
Yy = X es asintota oblicua por la derecha.
x® -1
3 _ _y3 _
En —o: m= lim ) _ lim X _—1yn= Iim( x 1 +x}= lim [ X1 —XJ:O
X0 X X—>—0 X X——0 X X—>+0 —X
Y =—X es asintota oblicua por la izquierda.
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
2x% +1 . 1 i . . .
se anula si x =-—= = x,,es positiva (f creciente) en (x1, +oo) y negativa (f decreciente)

fx)=—2 2
oy? x® -1 2
X

en(-x, —1)U(0, x,). (X, f(x;)) =(-0,79; 1,37) es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

f"(x) = 0 en el dominio, es positiva (f concava hacia arriba) en (—oo, —1) y negativa (f cdncava hacia abajo)

en (0, + ). No hay puntos de inflexion.
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d) Dominio y continuidad

D(f)={xeR:x*~4>0} = (-, —2)U(2 +). La funcién es continua en su dominio.

Puntos de corte con los ejes y signo \ Y
EjeY: f(0) no esta definido, no corta al eje Y. \ /

Eje X: f(x)=0=2x?>=0= x =0, pero este valor no pertenece al dominio de f,
por lo que no corta al eje X.

e
™

Signo: Como se toma la raiz positiva, f >0 en su dominio. N /

»

Simetria

-
<

=
X

f(-x) =f(x) = la funcién es par.

Asintotas

Verticales: Las rectas x =—2 y x =2 son asintotas verticales, ya que IirpT f(x)=+0 y Iin; f(x) =+

Horizontales: No tiene, ya que lim f(x) = lim f(x)=+o0.

Oblicuas:
2x?
En +o0: m= lim 1) _ jim M =4 _ iy _2X_ 5y
X—o+0 ¥ X—>+00 X X—>+0 X2_4

2
n=lim (?—sz lim " =
x*-4 ( X +2x]
VX2 -4
Por tanto, y =2x es asintota oblicua por la derecha.

En —oo: Como la funcion es par y = -2x es asintota oblicua por la izquierda.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

Fi(x) = 2x® -16x
(x*—4)Vx* -4
X=-8=-242.

En la tabla se determinan los intervalos en los que f es
creciente o decreciente.

se anula si x=0 (que no pertenece al dominio de f), x:\/§:2\/§ o

—o0 —2\/5 -2 2 2\/5 +00
f'(x) - + ... _ +
f(x) NS AN S

Los puntos (—2«/5, 8):&(—2,83; 8)y (2\/5 8)¢(2,83; 8) son
minimos relativos.

Curvatura y puntos de inflexién

8x* +64

(x*-4)y'x* -4

f'(x) = es positiva (f cdncava hacia arriba) en el dominio de f. No hay puntos de inflexién.
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61.

Dibuja la grafica de la siguiente funcion radical.

f(X) — (X _X1)Ex2_ 4)

Dominio y continuidad

D(f) = {x eR: L(XZ_A') > 0} =[12)u[4 +»). La funcién es continua en

X —
sudominio.

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: f(0) no esta definido, no corta al eje Y. ) // T ]
Eje X: f(x)=0= (x-1)(x-4)=0=>x=1x=4= (1,0)y (4,0) -0 3 X

Signo: Como se toma la raiz positiva, f >0 en su dominio.
Simetria
La funcién no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: La recta x =2 es asintota vertical, ya que Iirr217 f(x)=+o0.

Horizontales: No tiene, ya que lim f(x) =+ .

/(x—1)(x—4)
2
Oblicuas: No tiene, ya que m = lim M: lim X-2 = lim ,/X 3_5)2(24 =0.
x® —2x

X0 X X—>+00 X X—>+0

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

2 j—
f'(x) = X —4x+6 no se anula, ya que x?-4x+6 no tiene raices reales, de hecho f' es positiva (f
2 [(x=1)(x—-4)
2(x-2) [ —F—
X-2

creciente) en el dominio de f, por lo que no hay extremos relativos.

Curvatura y puntos de inflexién

y —x*+8x°-36x%+88x-68 . . )
f'(x) = , el numerador no tiene raices enteras, por lo que no es posible

4(x—1)(x—2)3(x—4)\/L(X2_4)

X —

determinar con exactitud la curvatura de f ni sus puntos de inflexibn, aunque con la informacion obtenida
anteriormentese puede deducir que debe haber un punto de inflexion con abscisa x, € (1, 2) .

Funciones exponenciales y logaritmicas

62. Dadas las funciones f(x):logz(x2—16) y g(x)=log,(6x), estudia su dominio y encuentra las

coordenadas del punto de corte entre ellas.

D(f)={xeR:x*~16 >0} = (-0, —4)U(4, +) y D(g)={x e R:6x >0} =(0, +).
Puntos de corte: f(x) = g(x) = log, (x* —16) = log, (6x) = x> ~16 = 6x = Xx* ~6x-16 =0 = x = -2, x =8.

La primera soluciéon no es valida, ya que no pertenece ni al dominio de f ni al de g, la segunda solucion si
pertenece a ambos dominios, y proporciona las coordenadas del punto de corte P (8, log, 48) .
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63. Realiza el estudio completo de las siguientes funciones y esboza su grafica.

a) f(x)=(1+x)e* d) f(x)=x?Inx
b) f(x)=log,e® e) f(x)=Inx?
e x* -4
c) f(x)= f) f(x)=log, ( ]
X— X
- - Y ]

a) Dominio y continuidad

D(f) =R . La funcién es continua en su dominio.

Puntos de corte con los ejes y signo /

EjeY: f(0)=1= (0, 1) es el punto de corte con el eje Y. /

4
Eje X: f(x)=0=>(1+x)e*=0=>1+x=0=x=-1=(-10) o X

Signo: La funcién es positiva en (—1, +) y negativa en (-, —1).
Simetria

La funcién no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: No tiene.

Horizontales: lim f(x)=0 y lim f(x)=+w, larecta y =0 es asintota horizontal por la izquierda.

09 _gy fim M) _

X Xt X

Oblicuas: No tiene, ya que Iirg

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f(x)=(x+2)e* =0si x=-2, es positiva (f creciente) en (-2, + =) y negativa (f decreciente) en (-, —2).
Por tanto, el punto (-2, —e2) es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

f'(x)=(x+3)e*se anula si x =-3, es positiva (fconcava hacia arriba) en (-3, +) y negativa (fconcava hacia
abajo) en (-, —3).

Por tanto, el punto (-3, 2e*) es un punto de inflexion.

b) Observemos que no es necesario hacer el estudio de las propiedades dela funcién, ya Y|

que la grafica de f(x)=log, > = 5xlog, e =%x es una recta que pasa por el origen |
n

de coordenadas y con pendiente m = % = 7,21, por tanto su grafica es la adjunta.
n

—L
— O
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c)

d)

Dominio y continuidad

D(f)=R—-{1} . La funcién es continua en su dominio. Y

Puntos de corte con los ejes y signo

EjeY: f(0)=-1=(0,-1) EjeX: f(x)=0=>e*=0

Signo: La funcion es positiva en (1, + %) y negativa en (—x, 1).

N

Simetria: La funcidén no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: La recta x =1 es asintota vertical, ya que Iin11 f(x)=-0y Iinl f(x)=+o0 .

Horizontales: lim f(x)=0 y lim f(x)=+w, larecta y =0 es asintota horizontal por la izquierda.

F(x)

Oblicuas: No tiene, ya que lim —==0y lim —= =+
X—>—0 X

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
(x-2)e*
(x=1)

Por tanto, el punto (2, €?) es un minimo relativo.

fi(x) = =0si x =2, es positiva (f creciente) en (2, + ) y negativa (f decreciente) en (-, 1)U(1, 2).

Curvatura y puntos de inflexién

(x*—4x+5)e

(1

arriba) en (1, + oo) y negativa (fconcava hacia abajo) en (—oo, 1) . No hay puntos de inflexion.

f'(x) = no se anula, ya que el numerador no tiene raices reales, es positiva (f concava hacia

Dominio y continuidad

D(f)=(0, + ). La funcion es continua en su dominio.

Puntos de corte con los ejes y signo

EjeY: f(0) no esta definida, no corta el eje Y. Eje X: f(x)=0=Inx=0=(10) /

Signo: La funcion es positiva en (1, +oo) y negativa en (0, 1).

Simetria

La funcién no es par ni impar. q],\
0

Asintotas
Verticales: No hay, ya que Iin(l f(x) =0 .Horizontales: No hay, ya que lim f(x) = +o.

Oblicuas: No hay asintotas oblicuas, ya que lim @ = lim xInx =+ .

X—>+0 X X—>+0

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

1
f(x)=x(1+2Inx)se anula si x=0 (que no pertenece al dominio de f) o x=e 2. f es decreciente en

1 1 -1

1 P
Xe [0, 62] y creciente en x € (62, +ooj . El punto [e 2, —7j es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

3

3 3
2 fes concava hacia arriba en x (e 2+ oo] 0 hacia abajo si x € [O, e 2) .

f'(x)=3+2Inxse anulasi x=e

3 -3

El punto [ez, -

j es un punto de inflexion.
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e) Dominio y continuidad

D(f)=R-{0}. La funcion es continua en su dominio. N e

-
N

Puntos de corte con los ejes y signo

EjeY: f(0) no esta definida, la funcion no corta el eje Y.

-
-

EjeX: f(x)=0=Inx*=0=>x*=1=>x=-1,x=1= (-1,0)y (1, 0)

Signo: f es positiva en x e (-, —1)U (1, +o) y negativa en x € (-1,0)u(0,1). w
Simetria: f(-x)=f(x)= la funcién es par.
Asintotas

Verticales: La recta x =0 es asintota vertical, ya que Iingﬁ f(x)= Iirg f(x)=-oo.

Horizontales: No hay, ya que lim f(x)= lim f(x) =+ . Oblicuas: No hay, ya que lim ) = lim ) =0.
X—>—00 X—>+o0 X—>-0 ¥ D¢

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f'(x)= Ees positiva (f creciente) en (O, +oo) y negativa (f decreciente) en (—oo, O) . No hay extremos relativos.
X

Curvatura y puntos de inflexién

f'(x) = %es negativa en el dominio de f, la funcién es cdncava hacia abajo y no presenta puntos de inflexion.
X

f) Dominio y continuidad

x2 -4

D(f) = {x eR: > O} =(-2 0)U(2 +x). Continua en su dominio. y

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: f(0) no esta definida, la grafica no corta el eje Y. [
I
/
2 _ _J N
Eje X: f(x):O:>x 4:1:>x:1 217:x1,x:1+217:x2:> [ALEN X
X

(x,0)=(-156;0) y (x,,0)=(256;0)

Signo: La siguiente tabla de signos determina los intervalos en los que f es positiva o0 negativa.

Simetria

-2 X 0
La funcién no es par ni impar. ‘ F(x) ‘ _ | + |

Asintotas
Verticales: Las rectas x=-2, x=0 y x=2, yaque Iimr f(x)= -, Iirgﬁ f(X)=+400 y Iin21+ f(x)=-o0.
Horizontales: No tiene, ya que lim f(x) =+ . Oblicuas: No tiene, ya que lim x) =0.

X—>+0 X—40 X

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

2
F(x) = X°+4
X

Curvatura y puntos de inflexién

es positiva (f creciente) en el dominio de f. No hay extremos relativos.

= Lw no se anula en el dominio de f f"(x) -+ | ] -

X (x* - 4) f(x) Nn|lull A n
La tabla determina los intervalos en los que f es cdncava hacia arriba o
hacia abajo. (x;, f(x,)) = (-0,97;115) es un punto de inflexion.

f"(x)
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64. Dada la funcion f(x) =log, (8x -4)-log, (x + 3), estudia sus caracteristicas.[Nota: expresa f(x) en funcion
de un solo logaritmo.]

8x -4
f(x) =log, (8x —4)—log, (x+3) = Iogz( 3

Dominio y continuidad

j en el dominio de la funcion.

D(f)={xeR:8x-4>0yx+3>0}= (% +oo] . La funcién es continua en su dominio.

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: f(0) no esta definido, la grafica no corta el eje Y.EjeX: f(x)=0= 8x _34
X+

=1=8x-4=x+3= (1,0)
Signo: fes positiva si x € (1, + oo) y negativa si x [% Oj.

Simetria

La funcién no es par ni impar.

Asintotas

Verticales: Iirr11+ f(x)=—0= x= % . Oblicuas: No tiene, ya que X'L”l@ =0.

X—
2

Horizontales: lim f(x)=1In,8 =3, y = 3 es una asintota horizontal por la derecha.

X—>+0
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

7
(x+3)(2x-1)In2

f(x) =

es positiva (fcreciente) en el dominio de f. No hay extremos relativos.

Curvatura y puntos de inflexién

—28x -35
(x+3)*(2x=1In2

F1(x) =

. 5 - . i .
se anula si x = 2 que no pertenece al dominio de f,es negativa (f cobncava hacia

abajo) en [% +oo) . No hay puntos de inflexion.

65. Encuentra las asintotas horizontales y verticales de las siguientes funciones.

b) f(x)=x%"*

2x
a) f(x)=In 5

a) Asintotas verticales

2x

D(f)= {x eR: > O} =(0, 2), por lo que puede presentar asintotas verticalesen x=0 o x=2.

- X

En x =0 tenemos Iirg In[ j =—owo, por tanto, larecta x =0 es asintota vertical.

2
2_
2

X
X
. X
En x =2 tenemos |im In[
x—2" 2—Xx

J = +oo, por tanto, la recta x =2 es asintota vertical.

Asintotas horizontales

No tiene, ya que no se puede calcular los limites en —0 y +oo.

b) Asintotas verticales

D(f)=TR, por lo que no tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales

2
. . .X . .
lim x2e™ =40 y lim x?¢™ = lim = =0, por tanto, la recta y =0 es asintota horizontal por la derecha.

X—>-0 X—>+00 x—>+0 @%
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66.

Dada la funcién f(x)=|n( J, estudia su dominio, sus puntos de corte con los ejes, su signo y sus

_x_
=1

asintotas, y dibuja su grafica.

Y

Dominio: D(f) = {x eR :ﬁ > O} =(0, )u(1 +x)

Puntos de corte:

Eje Y: f(0) no esta definido, la grafica no corta el eje Y.

~

Eje X: f(x)=0= —— =1=x=|x-1=
-1

X = x—1= Sin soluciéon 1
=(3

1
X=—-X+1=>x=—
2

Signo: La funcion es positiva en [% 1ju(1, +o0) y negativa en [0, %) .

Asintotas:

Verticales: lim f(x) = lim In( X j:—oo, lim £(x)= lim In( X ]:+oo y lim f(x) = lim In( X j:+oo, las
|1 - X| X1 X1 |1 — Xl x—>1" x—>1" |1 — X|

x—0" x—0"

rectas x =0 y x =1 son asintotas verticales.

Horizontales: lim f(x)= lim In[I X 1|j =In1=0, larecta y =0 es asintota horizontal.
X—>+0 X—>+0 X —

Oblicuas: No tiene.

Funciones trigonométricas y sus inversas

67.

Halla los puntos de corte con los ejes y el periodo de las siguientes funciones.
a) f(x)=senx+cosx c) h(x)=sen(x+n)-cos(x—mn)

b) g(x)=senx-sen2x d) i(x)=sen®x

a) Corte con el eje Y: f(0)=1, luego corta al eje Y en el punto (0, 1)

Corte con el eje X:f(x)=0=senx+cosx=0=senx=-cosx => tgx=-1= x=34—n+k7c, k € Z , luego corta al
eje X en los puntos de la forma (%+kn, Oj para kKeZ .

Periodo: El periodo es T =2n

b) Corte con el eje Y: g(0) =0, luego corta al eje Y en el punto (0, 0)
Corte con el eje X: g(x) =0 = senx—sen2x =0 = senx—2senxcosx =0 = senx(1-2cosx)=0=

senx=0= x=Kkn

T
1 X :§+2kn .,k eZ, luego corta al eje X en los puntos de la forma (km, 0), (£+2kn, ij
COS X :E:> 3

X =-2 4 2kn
3
(—%+2kn, oj para keZ .

Periodo: El periodo es T =2n
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c)

d)

Corte con el eje Y: i(0) =0, luego corta al eje Y en el punto (0, 1)

Corte con el eje X: h(x) =0 = sen(x+mn)-cos(x—-n)=0=-senx+cosx=0=senx=cosx > tgx=1=
= x:%+kn, k € Z , luego corta al eje X en los puntos de la forma (%-Fkﬂ:, Oj para keZ.

Periodo: El periodo es T =2n

Corte con el eje Y: f(0)=1, luego corta al eje Y en el punto (0, 0)

Corte con el eje X:i(x)=0=sen’x =0= x =kn, k e Z, luego corta al eje X en los puntos de la forma (kn, 0)
para keZ.

Periodo: El periodo es T =7, yaque i(x+n)=sen’(x+n)=(-sen x)2 =sen®x =i(x).

68. Representa las graficas de las siguientes funciones trigonométricas. Para ello, determina primero su
periodo Ty estudia las funciones en un intervalo de anchura T.

a)

b)

a)

f(x)=sen3x c) f(x)=cotg2x e) f(x)=tg [%)
f(x)=5cos x d) f(x):2+3cos(%j f) f(x)=2secx

Dominioy continuidad: D(f)=R y fes continua en él.

Simetria: La funcién es impar.

-

Periodo: Como la funcién seno es periddica de periodo 27, la funcién f es periddica de

. 2n . .
periodo Tz?, por lo que, en lo que sigue, nos centraremos en el estudio de la <

funcién en el intervalo {O, 2?“) .

Puntos de corte con los ejes y signo

Corte con el eje Y: f(0)=0= (0, 0) es elpunto de corte con el eje Y.

Cortes con el eje X dentro del periodo: f(x)=0=sen3x=0= x=0, x =%:> (0,0)y [% Oj son los puntos

de corte con el eje X.

Signo: La funcion es positiva en [O, %j y negativa en (% %) .

Asintotas: No tiene

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f'(x)=3cos3xse anula si x=—= 0 x=—, es positiva (f creciente) en (O, E)u[l,ﬁj y negativa (f

2
6 6

A3
2
decreciente) en (% gj Por tanto, el punto (g 1) es un maximo relativo y (% —1] es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

f"(x)=-9sen3x =-9f(x) se anula si x=0 o x=%, es positiva (f concava hacia arriba) en (%%) y

negativa (f concava hacia abajo) en (O, %) . Por tanto, los puntos de corte con el eje X son puntos de inflexion.
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b) Dominio y continuidad: D(f)=R y es fcontinua en él.

Simetria: La funcion espar.

™~
|~

o M~
LT
~~
LT

Periodo: La funcion es periddica de periodo T =2r, por lo que basta estudiar la L.
funcion en el intervalo [0, 2r). \\// < \//

Puntos de corte con los ejes y signo
Eje Y: f(0)=5= (0, 5)

Eje X dentro del periodo: f(x)=0= cosx=0= x = g X :32—n = (% 0] y [32—“ 0]

Signo: La funcion es positiva en [0, %) u(% 2n) y negativa en (% %tj .

Asintotas: No tiene.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f'(x)=-5senxse anula si x=0 o X=m, es positiva (f creciente) en (n, 27c) y negativa (f decreciente)

en (0, m). El punto (0, 5) es un maximo relativo y (m, —5) es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

f"(x)=-5cos x = —f(x) se anula si x =

b 3n . . . . n 3n .
2 oX= - es positiva (f concava hacia arriba) en > y hegativa

(f cdncava hacia abajo) en [0, %) u[sn , 2n) . Los puntos de corte con el eje X son puntos de inflexion.

2
cos2x v
c) f(x)=cotg2x =
sen2x
Dominio y continuidad: La funcion no esta definida si 2x = kn = x :%, keZ, \\ \\ \ \ \

-

por tanto, D(f) = R—{%: k e Z} y fes continua en él.

|t
-l
T O
e
|t

Simetria: La funcién es impar. \

Periodo: Como la funcion cotangente es periédica de periodo 7, la funcion f es

periédica de periodo T =g, por lo que basta estudiar la funcién en el intervalo

[0, g} , el 0 se excluye del intervalo ya que no pertenece al dominio de la funcién, perose estudiara el Iino1+ f(x)

para comprobar la existencia o no de una asintota vertical.

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: f(0) no esta definido, no corta el eje Y.  Eje X dentro del periodo: f(x) =0 = cos2x =0 = [% Oj

Signo: La funcion es positiva en [O, %) y negativa en (% %) .

Asintotas: Lasrecta x =0y x = % son asintotas verticales, ya que Iirg f(x)=+0 y lim f(x)=—o0

7[
X>—
2

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f'(x)= _—zzes negativa (f decreciente) en (O, EJ , ho hay extremos relativos.
sen” 2x 2

Curvatura y puntos de inflexién

f"(x) = % se anula si x = % es positiva (f concava hacia arriba) en (O, %) y negativa (f concava hacia
sen” 2x

abajo) en [% %) . Los puntos de corte con el eje X son puntos de inflexion.
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d)

e)

Dominioy continuidad: D(f) =R y fes continua en él. Y

Simetria: La funcion es par. [\ /1) [ 1\

Periodo: Como la funcion coseno es periédica de periodo 2n, la funcién fes

-

periédica de periodo T =8n, por lo que basta estudiar la funcion en el / \ /
intervalo [0, 8r). 0| 2x

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: (0)=5= (0, 5)

Eje X dentro del periodo: f(x)=0= cos(%) = 7% =x=92,x=159=(920) vy (159;0)

Signo: La funcién es positiva en (0; 9,2)U(15,9; 8n) y negativa en (9,2 15,9).

Asintotas: No tiene.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

f'(x)= —%sen (%) se anulasi x=0 o x=4n, es positiva (f creciente) en (4, 87:) y negativa (f decreciente)
en (0, 4n). El punto (0, 5) es un maximo relativo y (4x, —1) es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

f"(x) = —%cos(%) se anulasi X =21 o X =6mn, es positiva (f concava hacia arriba) en (21:, 6n) y negativa (f

concava hacia abajo) en (0, 2rn) U (6, 8r). Los puntos (2r, 2) y (4r, 2) son puntos de inflexion.

Dominio y continuidad: La funcion no esta definida Si Y l l
%:%+kn:>x:(2k+1)n,keZ,portanto, D(f)=R-{(2k+1)n:keZ} yf | JI I}
es continua en él. / / /

Simetria: La funcién es impar.

-

Periodo: La funcién tangente es periédica de periodo T ;f es periddica de .2 X

periodo T =2n, por lo que basta estudiar la funcion en el intervalo (—TE, n) .

Se elige este intervalo teniendo en cuenta el dominio de f,y seexcluye - del
mismo ya que no pertenece al dominio de la funcién, pero se estudiara el
lim f(x) para comprobar la existencia o no de una asintota vertical.

x—-n*"

——
]
—

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: f(0)=0= (0, 0) .Eje X dentro del periodo: f(x)=0= tg[gj =0=(0,0)

Signo: La funcion es positiva en (0, ©) y negativa en (-, 0).

Asintotas: Las rectas X = —n Y X = n son asintotas verticales, pues lim f(x)=-coy lim f(x)=+o.

x—-nt X—>-T

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

1
2cos? (ﬁj
2

Curvatura y puntos de inflexién

f'(x)= es positiva (f decreciente) en (-, n) , no hay extremos relativos.

X
sen [—)
f"(x)= _\2) se anulasi x =0, es positiva (f concava hacia arriba) en (0, n) y negativa (f concava hacia
2cos? (gj

abajo) en (-, 0). Por tanto, (0, 0) es un punto de inflexion.
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2
f) f(x)-25ecx-cosx [ 1] Y] ] | 1]
. o ] {]] | ]
Dominio y continuidad: \ [/ V1] \ ]
La funciobn no esta definida si x:%+kn:@,keZ, por tanto, 1
0| X

D(f) = R—{@: k eZ} y fes continua en él.

Simetria: La funcioén es par.

Periodo: La funcién es periédica de periodo T =27, por lo que, en lo que sigue,
nos centraremos en el estudio de la funcién en el intervalo [O, 2n) , observemos

que en dicho intervalo la funcién no esta definida en x =% y X :3—;, puntos donde habra que verificar la

existencia de posibles asintotas verticales.
Puntos de corte con los ejes y signo
EjeY: f(0)=2= (0, 2)

Eje X dentro del periodo: f(x) =0 no tiene solucién, no corta el eje X.

Signo: La funcion es positiva en [0, %j u[3—n, 2n) y negativa en [g 37“)

2
Asintotas:
La rectasx:ﬁy x=ﬁ son asintotas verticales, ya que lim f(x)=+wo, lim f(x)=-w, lim f(x)=-w y
2 2 x—>£7 x—»fr x—»ﬂi
2 2 2
lim f(x)=+ow.
x—>3—"Jr

2

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

2senx
cos? x

f'(x) = seanulasi x=0 o X=1, es positiva (f creciente) en (0, %]u[g n) y negativa (f decreciente)
en [n, %tju(%t 211:] . Por tanto, (0, 2) es un maximo relativo y (x, —2) un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexion

2(1 +sen? x)

f'(x) = 3
cos® x

no se anula, es positiva (f concava hacia arriba) en (0, %ju(s—zn 2nj y negativa (f

concava hacia abajo) en (g %) No hay puntos de inflexion.
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69. Estudia y representa las siguientes funciones trigonométricas inversas.

a)

a)

b)

2
f(x) = arcsen(x?) b) f(x)=arctg(1+ x?) c) f(x)= arccos( 2X 2) d) f(x)= arcsen[ ;( J
x? - X°+
Dominio y continuidad
Y
D(f) = {x eR:-1<x%< 1} =[-11]. La funcion es continua en su dominio. R ettt il
2

Puntos de corte con los ejes y signo \

EjeY: f(0)=arcsen0=0= (0, 0). Eje X: f(x)=0= arcsen(x?)=0= x? =0 =(0,0)

Signo: Como x>0 si x #0, el recorrido de la funcion es R(f):[o, %} asi, la 0 1X

funcion es positiva salvoen x=0.

Simetria: f(—x)=f(x)= la funcién es par.

Asintotas: No tiene.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

2x

1-x*

f'(x)= =0 si x=0, es positiva (f creciente) en (0, 1)y negativa (f decreciente) en (-1, 0). Por tanto,

(0,0) es un minimo relativo, ademas (1, gjy (—1, %) son maximos absolutos (observa que f' no esta

definida en estos valores).

Curvatura y puntos de inflexién

2(1+x*
f'(x)= # es positiva (f concava hacia arriba) en (—1, 1). No hay puntos de inflexién.
(1 —x* ) V1-x*
Dominio y continuidad Y
D(f)=R . La funcién es continua en su dominio. = S '%"“ S
I~ 1 T
Puntos de corte con los ejes y signo T
EjeY: f(O):arctg1:%:>(O, %j op 11 [X

Eje X: f(x)=0= arctg(1 + x2) =0 = 1+ x? =0 no tiene solucién, no corta el eje X.

Signo: Puesto que 1+ x?es siempre positivo, el recorrido de la funcion es (% gj , asi, la funcién es positiva.

Simetria: f(-x)=f(x)= la funcion es par.

Asintotas: La recta y :g es asintota horizontal, ya que lim f(x)= lim f(x)= %
X—>—00

X—>+0

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

2x

fl(x) =
) 1+(1+x2)

>=0si x=0, es positiva (f creciente) en (0, +«) y negativa (f decreciente) en (-, 0).

(O, %J es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

— 4_ 2 A\ —. A\ —
=w:03i x:—3;3\/7=x1 y x=ﬂ:x2, f" es positiva (f concava hacia
(x4+2x2+1) 3 3

arriba) en (X, X,) y negativa (f concava hacia abajo) en (-, X;)U(X,, + ). Los puntos (x,, f(x,)) = (-0,75; 1)

f'(x)

y (X5, f(x,)) = (0,75; 1) son puntos de inflexion.
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c) Dominio y continuidad

Y
D(f):{xe]R —1<— > S‘]}:(—oo, =2]U[-11U[1, +).
X2 _
L A2 [ _1__ [
La funcién es continua en su dominio. A =
Puntos de corte con los ejes y signo 0| 1 X

EjeY: f(O):arccosO:Ez[O,Ej EjeX: f(x):O:arccos[ X j:o: X _1=(-1,0)y (2, 0)
2 2 2_2 x?-2

Signo: Como el recorrido de la funcion arcocoseno es [0, x|, la funcién f es positiva en todo su dominio salvo
enx=-1yx=2.

Simetria

La funcién no es par ni impar, pero si verifica que f(-x)= arccos(— 2X 2) = n—arccos( 2X 2) =n—f(x).
X
Asintotas

Larecta y :g es asintota horizontal, ya que lim f(x)= lim f(x)=arccos0 = g
X—>—0

X—>+00

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

X2 +2

= ()

los puntos (—2, rc) y (1, n) son maximos absolutos y los puntos (-1, 0) y (2, 0) son minimos absolutos.

f'(x)= es positiva (f creciente) en el dominio de f. No hay extremos relativos, aunque

Curvatura y puntos de inflexién

Por la complejidad de su estudio, no se calcula f”, pues hay informacion suficiente para esbozar la grafica de f.

d) Dominio y continuidad Y
2
D(f) = {X eR:-1<— rE 1} =R .La funcién es continua en su dominio. S S Y e ———
X2+
0| 1 X

Puntos de corte con los ejes y signo

Eje Y: f(0)=arcsen0=0= (0, 0)

2 2
Eje X: f(x)=0= arcsen ;— :0:>;(—:0:>x:0:> (0, 0)
X +1 X +1

2
Signo: Como 0 <

2( ] <1si x20, R(f)= {O, %) asi, la funcién es positiva salvoen x=0.
X°+
Simetria
f(=x)=f(x)= la funcién es par.
Asintotas

Larecta y :g es asintota horizontal, ya que lim f(x)= lim f(x)=arcsen1 :g .
X—>—00

X—>+00
Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos
2x
(X2 +1)V2x? +1

(—oo, O) . Por tanto, (0, 0) es un minimo relativo.

f'(x) = se anula si x=0, es positiva (f creciente) en (0, +oo) y negativa (f decreciente) en

Curvatura y puntos de inflexién

Por la complejidad de su estudio, no se calcula f”, pues hay informacion suficiente para esbozar la grafica de f.
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Funciones construidas a partir de otras

70. Dibuja la grafica de la funcién f(x) = x2—6x+8 y, a partir de ella, las graficas de las siguientes funciones.

a) g(x)= |x2 —6x+ 8| b) h(x)=|x" -6|x|+8

La grafica de f es una pardbola concava hacia arriba (U) con un minimo absoluto en su vértice X, =g=3
(y, =-1)y eje de simetria larecta x=3.

El punto de corte con el eje Y es (0, 8) y los puntos de corte con el eje X son (2, 0) y (4, 0).

Finalmente, haciendo una tabla de valores tomando abscisas a ambos lados del eje de simetria, podemos hacer
un esbozo de la grafica.

a) La grafica de g se obtiene reflejando respecto del eje X las zonas donde f es negativa, es decir, las zonas
donde la grafica de festa por debajo del eje X.

b) Observemos que h es par, asi, basta dibujar su grafica cuando x >0 vy reflejarla respecto del eje Y, pero si
x>0 la gréafica de h y f coinciden, asi, la grafica de h se obtiene reflejando respecto del eje Y la zona de la
grafica de f que esta a la derecha del eje Y.

De este modo obtenemos las siguientes graficas:

v Y

\ 09/ \ g/ \ ARV /

-
| —
™~
-
/
™~
| —
™~
N
| —
T~

71. Investiga qué trasformacion hay que aplicar a la funcién f(x)= x?+6x+5 para que se convierta en una
funcioén par.

La grafica de f es una parabola, por tanto, es simétrica respecto de su eje, x =-3. Para trasformarla en una
funcién par basta trasformar su eje en el eje Y, es decir, basta trasladarla 3 unidades hacia la derecha, por tanto,
hay que tomar la funciéon g(x)=f(x-3).

En efecto, la funcion g(x)=f(x-3)=(x-3)’+6(x-3)+5=x>-4 es par.
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72. Representa en tu calculadora grafica u ordenador la funcién f(x) =2 y, sobre los mismos ejes, representa
las siguientes funciones.

a) f(x)=2"3 c) f(x)=2*-1 e) f(x)=2%+3
b) f(x)=2"+2 d) f(x)=2"" f) f(x)=2"-2

Indica cual es la traslacién que trasforma la grafica de f(x) =2* en cada una de las anteriores.

a) Traslacion de la grafica de f(x)=2* d) Traslacion de la grafica de f(x)=2*
tres unidades a la derecha. una unidad a la izquierda.
Y| Y
fix) = 2¥/ / /]
/ / /]
f(x) = 2¢
() = 2¥=5
) )y =2x+}
—7 T T
0] 1 X o] 1 X
b) Traslacion de la grafica de f(x)= 2" e) Traslacion de la grafica de f(x)= 2" dos
dos unidades hacia arriba. unidades a la derecha y tres hacia arriba.
Y /] Y
[F9 =2 /
/ /
fo)=2"2+3 |
fX)=2+2 f(x) = 2
— : — :
ol 1 X o] 1 X
c) Traslacion de la grafica de f(x) = 2" f) Traslacion de la grafica de f(x)=2" una
una unidad hacia abajo. unidad a la derecha y dos hacia abajo.
Y / vl ]
/| ) =211-2/ |/
/
(x)=2X_1 § f(x) =|2¥
1 —T
f)=2%__ 0 1 X
- 1 X _
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73. Calcula el periodo de las siguientes funciones trigonométricas.

74.

a)

b)

a)

b)

c)

d)

e)

f(x)=sen4x c) f(x)= tg(%] e) f(x)=senxtg2x
f(x) =cos(5x +m) d) f(x)=cotg2x f) f(x)=cosxcos2x
f(x)=sen4x =sen(4x+2n)= sen(4(x+%D = f(x+§} , el periodoes T =g .

2n

f(x) =cos(5x + 1) = cos(5x + m + 2m) :cos[S(x+2—;]+nJ :f(x+2—5n), el periodo es T =5

f(x)ztg(gj =tg(§+nj= tg(xw;Snj =f(x+8n), el periodoes T =8x.

f(x) = cotg2x = cotg(2x + ) = cotg[Z[x+%D = f(x +%) , el periodoes T :% )

f(x)=senxtg2x = sen(x +2m)tg(2x + 4n) = sen(x +2n)tg(2(x +2r)) = f (x+2n) , el periodo es T =2r .

f(x) = cos xcos 2x = cos (X + 2m)cos(2x + 4x) = cos (X + 2m)cos(2(x +2r)) = f (x +2m), el periodo es T =27 .

A partir de la grafica del seno de x, dibuja la grafica de estas funciones.

a)
b)

c)

f(x)=senx+2 d) f(x)=sen(x-2) g) f(x)=|senx i) f(x)=sen2x
f(x)=senx -2 e) f(x)=-senx h) f(x)=sen|x|
f(x)=sen(x+2) f) f(x)=sen(-x) i) f(x)=2senx

En cada apartado representamos la funcion pedida junto con la funcién seno de x.

a)

b)

c)

d)

e)

Y ) Y
N\ N ; o
1 \ e’ \\ 0 N
',— \\\ 1 ,’a s\\ \\\ ’0 P / \\ 2{
Y d) Y
Lo \\ I,/ \\\ 1
0] X /
\ \‘~ ,40 R )‘(
N
Y h) Y
T i N s 1
\ ~ h N / s N
\ P ,/0 1\ A X . _,'0 1 \
Y i) Y
A o AR\ 1VAN
s 4 \ e _ \ Al \\\ ’, ~
S >Q ] Ny ,X \‘ - 1 ‘\" X
_/ AN
Y i) Y
ST N 1 ,/’ ‘s\ /N ‘\\ P\ 1 4 \\s
LN X AR VAR
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75. Determina la relacién que existe entre las funciones representadas en la siguiente sucesion de graficas,
partiendo de la grafica de f.

Y Y Y n Y j

\ f 9 \ :

' / \| |/ : / 0[ /1 IR
/ 0 X /O X 0/1 X I

La gréafica de g se obtiene a partir de la de f comprimiéndola horizontalmente un factor 2, por tanto, g(x) =f(2x).

La grafica de h se obtiene a partir de la de g trasladandola hacia la derecha 2 unidades, por tanto,
h(x)=9g(x-2)=f(2x-4).

La grafica de i se obtiene a partir de

la de h trasladandola hacia abajo 1 unidad, por tanto,
i(x)=h(x)-1=g(x-2)-1=f(2x-4)-1.

76. Determina qué trasformaciones hay que aplicar a la funcion coseno para convertirla en la funcion

f(x)=4-cos (Zx —%) . Esboza la grafica de la funcion utilizando el resultado.

se comprime se traslada se refleja
f,(x) = cos x — | horizontalmente | — f,(x) = cos2x — | a la derecha | — f;(x) = cos (2x —Ej — | respecto | —>

un factor 2 T del eje X

— unidades

4
se traslada
— f,(x)=-cos 2x -2 | 55| hacia arriba — f(x)=4-cos 2x - L
2 ) 2
4 unidades
Y Y Y
1 1 1
AN 2N ) [ DN\
N 0| 1 X /O A /X 1 \/ X
f,(x) = cosx f(x) = cos2x fix)E 65$" —%
Y
Y ~ ~
4 \ /
~ ~N N/ N
=4 _T
"/ \J 0 X f(x) =4 2x-%)
el s 1
f(X)==C 2X —
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CUESTIONES

77. En la siguiente lista, asocia las funciones de la columna izquierda a las graficas de la columna derecha y
justifica tu eleccion:

W.. -~
\|
N7
3x
f(x) = 1
(x) 1+ x?
0 X
/|
Y]
4l /T
g(x) =2 ' \
X -4 1 X
~L/
\ Y
h(x) =sen xcos2x \\ //
0| 1 X
Y
1 APAUNER
J(x) = xex ~ N X
[ 1Y
\
(x—1)2 \‘i N
k(x)= 3 +2 J ol 1 X
\
\
|

f(x) se asocia con la segunda grafica, pues y =0 es asintota horizontal y no tiene asintotas verticales.

g(x) se asocia con la ultima grafica, pues y =0 es asintota horizontal y x = -2, x =2 son asintotas verticales.

h(x) se asocia con la cuarta grafica, pues es periédica.
j(x) se asocia con la primera grafica, ya que no esta definidaen x=0, lim j(x)=0 y lim j(x)=+oo.
x—0" x—07"

k(x) se asocia con la tercera grafica, ya que es una parabola.
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78.

79.

80.

Justifica que si P(x) es un polinomio de grado impar con coeficientes reales, entonces la ecuacion P(x)=0
siempre tiene al menos una solucién real.

La funcién y =P(x) es una funcién polindbmica, por tanto, tiene dominio R y es continua. Ademas, como el
polinomio tiene grado impar, lim P(x)=-w© y lim P(x)=+© o lim P(x)=+40 y lim P(x)=—w . En cualquier
X—>—0 X—>+00 X—>—00 X—>+0

caso, la grafica debe cortar al menos una vez al eje X, lo que equivale a que la ecuaciéon P(x)=0 tiene al menos
una solucion real.

Justifica que si P(x) es un polinomio de grado par con coeficientes reales, entonces la ecuacién P(x)=0
puede no tener soluciones reales.

Basta considerar como ejemplo el polinomio P(x) = x*" +1 para cualquier entero positivo n.

Demuestra que si una funcién polinémica corta tres veces al eje horizontal, debe tener al menos un maximo
y un minimo relativos.

Al ser una funcién polinémica, tanto la funcién como su derivada son continuas en todo R .

Cada vez que la funcion corta al eje X cambia de signo. Supongamos que la funcién corta al eje X en los puntos de
abscisa X, < X, < X5, entonces la funcion sera positiva en (-, X;)U(X,, X;)y negativa en (X, X,)U (X3, +) (0
viceversa).

Por tanto, en x1 y x3 sera decreciente (f'(x,)<0y f'(x3)<0) y en x2 sera creciente (f'(x,)>0 ).Luego la funci6n

derivada, que es continua, cambia de signo entre x1 y x2 y otra vez entre x, y x3, por tanto, habra un minimo entre
X1y X2 Y un maximo entre xz y Xs.

81. Sean las funciones f(x)=e* y g(x)=senx . Di si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas y
explica por qué.
a) gof esuna funcion periddica de periodo 2r . b) fog es una funcion periddica de periodo 27 .
a) (geof)(x)= sen(e") no es periddica de periodo 2r, ya que, por ejemplo, (gof)(0)=sen1=0,84 no coincide
con (gef)(2n)=sen(e”)=0,99..
b) (fog)(x)=e™"" sies periodica de periodo 21, ya que (fog)(x+2mn)=e" "% = e%"* — (fog)(x).
PROBLEMAS
82. Un editor sabe que, para la primera edicion de un determinado libro, la funcion oferta es f,(p)=282p—-422,

mientras que la funcién demanda viene dada por la expresion f,(p) =14362-422p

a) ¢Cuéantos ejemplares debe poner a la venta de la primera edicién para alcanzar el equilibrio de mercado?
Determina cual es el precio al que debe vender el libro.

b) ¢Qué ocurrira si decide poner el libro a la venta por 15 €? ;Y silo pone a 25 €7
a) El equilibrio de mercado se alcanza cuando f,(p)=f,(p), es decir, cuando 282p—-422 =14362-422p =

= p = 21.Por tanto, debe poner a la venta f,(21) =5500 ejemplares a un precio de 21 € cada ejemplar.

b) Si pone el libro a la venta por 15 € tenemos f,(15) = 3808 ejemplares y f,(15)=8032 ejemplares, es decir, se
demandan mas ejemplares de los que se fabrican, hay un exceso de demanda.

Si pone el libro a la venta por 25 € tenemos f,(25) = 6628 ejemplares y f,(25)=3812 ejemplares, es decir, se
ofertan méas ejemplares de los que se demandan, hay un exceso de oferta.
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83. La tabla adjunta muestra el nimero de conejos, C, que hay en un criadero al cabo de t meses.

a)
b)
c)
d)

e)

a)

b)

c)

d)

e)

84. En

t| 0] 1]2 3 4 5
C|25[43 | 75| 130 | 226 | 391

¢ Responde la poblacion de conejos a una funcién exponencial? ¢ Por qué?

Encuentra dicha funcién.

¢, Cuanto tiempo, aproximadamente, se necesita para doblar en cualquier momento la poblaciéon de conejos?
¢ Al cabo de cuanto tiempo, aproximadamente, se llegara a una poblacién de 1000 conejos?

Si la capacidad del criadero es de 2000 animales y las ventas son, como maximo, de 500 conejos al dia,
determina en cuanto tiempo se habra llegado a la saturacién de las instalaciones.

Si sigue una ley exponencial, ya que los cocientes de C para valores de t igualmente espaciados son
practicamente constantes: E =172 E =174 @ =173 & =174 & =173
25 43 75 130 226

C(t)=C(0)-1,73' =25.1,73'

Sea C(t) la poblacion de conejos en el tiempo t, queremos calcular el tiempo T que tiene que pasar para que
c(T +t)=2c(t):

oft +T) = 20(t) = 251737 =2:25.173 = 173" ~2= Tlog173 ~log2 = T - '°?$3 =126 meses
og',
t t log40
C(t) = 1000 = 25173 =1000 = 173 = 40 = tlog173 ~Iog40 = ¢ = - 290 6,73 meses.
0g1,

Cada mes se vende, como maximo, 30-500 =15000 conejos. La saturaciéon se producira el mes en el que el
numero total de conejos supere los 2000 +15000 =17000 conejos. Por tanto:

=I09680 ~119

C(t)=17000 = 25-1,73' =17000 = 1,73 =680 = tlog173 =10g680 = ¢ 0q173 -
0og1,

Es decir, las instalaciones se saturan a los 12 meses.

los paises anglosajones se utilizaba una escala de temperaturas diferentes de la de Celsius: la

Fahrenheit. Las temperaturas expresadas en ambas escalas, Celsius (C) y Fahrenheit (F), se relacionan

segun la funcién: C(F) = g(F -32)

a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)

d)

¢, Cuantos grados Celsius son 41 °F?
¢, Cuantos grados Fahrenheit son -3 °C?

Halla la funcién inversa de C(F) que permite pasar de Celsius a Fahrenheit.

Representa, sobre los mismos ejes, la gréfica de la funcion C(F) y su inversa calculando previamente sus
puntos de corte con los ejes.

C(41) = 8(41—32) =5 °C

C(F):—3:>§(F—32):—3:>F=26,6 °F Y

C=g(F—32):>F=%C+32:F(C):%C+32

QCD\

La funcién C(F) corta a los ejes en los puntos (O, —%) y (32,0). La funcion F( ‘/

|
F(C) corta a los ejes en los puntos (0, 32) y [—% 0). Las gréaficas son las [~ CF)

rectas adjuntas.
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85. La ley de enfriamiento de Newton establece que un objeto caliente se enfria siguiendo una ley exponencial
segun la expresion:T(t)=T,,, +(T0 —Tamb)e'k‘, donde T(t) es la temperatura del objeto después de haber

trascurrido t minutos; T, , la temperatura ambiente; T;, la temperatura inicial del cuerpo; y k, una
constante que depende de la naturaleza del objeto.

Una taza de café en una habitacion a 20 °C se enfria de 80 °C a 60 °C en 3 minutos. ;Cuanto tardara en
enfriarse a 30 °C? ;Y en alcanzar la temperatura ambiente?

Valor de k: 60 =20+ (80-20)e* :%ze*k —k=—3-014

1 In—

Tiempo que tarda en enfriarse a 30 °C: 30 =20+ (80-20)e™*" = 5" e = k=—"0__128 minutos

"~ -0,14

Tiempo que tarda en enfriarse a 20 °C: 20 =20 +(80-20)e *"* = 0 =e " no tiene solucién, por tanto, el café
nunca llegara a alcanzar la temperatura ambiente.

86. La poblacion de bacterias que crece en un cultivo depende del tiempo, t, en minutos, y viene dada por la

funcién N(t) =

a)
b)

a)

b)

10°
1+10%e™"
¢,Cual es la poblacion inicial (t =0)?

Comprueba que la poblacién es siempre positiva, crece a medida que pasa el tiempo y tiende a estabilizarse en
un valor.

10°
1+10*

N(0) = =99990 bacterias.

El numerador y el denominador de la funcidén son positivos, luego la poblaciéon de bacterias siempre es positiva.

Como e! disminuye cuando t aumenta, el denominador disminuye con el tiempo y, por tanto, la poblacion
aumenta. La poblacion tiende a estabilizarse en tIim N(t)=10° bacterias.

—>+0

87. Las perdidas o ganancias (y) en millones de euros de una empresa fundada hace medio afio vienen dadas

por la expresién y = ﬁ donde t es el tiempo expresado en anos y el valor t =0 corresponde al momento
+

actual.
a) Representa graficamente la funcion.
b) Calcula la ganancia maxima previsible en el futuro, si existe, y el momento en que se producira.
¢) Halla para qué tiempo las ganancias igualan a las pérdidas que se produjeron en la fundacién de la empresa.
d) Razona si tendria sentido aplicar esta misma funcién al caso de una empresa fundada hace tres afios.
a) Segun las condiciones dadas, la grafica sélo tiene sentido si > ——.
2 14
g . s . 1
b) y'= es positiva si t # 3, por tanto, la funcién es creciente, por ' |
(t+3) —
//
. L ot 1 1 t
lo que no existe ganancia maxima, aunque, como lim ——=1, las
toto f+3
ganancias aumentaran cada vez mas acercandose, pero no alcanzando nunca, el millon de euros.
c) Las pérdidas iniciales fueron - millones de euros, por tanto, las ganancias igualaran a las pérdidas iniciales
t 1 1 . L ) .
cuando —=—=T7t=t+3 =t =—, es decir, medio afio después de la fundacién de la empresa.
t+3 7 2
d) No tendria sentido, ya que la funcion no esta definida si { =-3.
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88. La posicion del mévil en un movimiento vibratorio
armonico simple es: y(t)=Asen(mt+¢0) donde A, oy

¢, son constantes con ©>0.

f

hikiied
La amplitud (A) es la maxima separacion entre la particula o[ Th T t
y la posicion de equilibrio. T *JVJUUUL VL LbJVJUUDUULUL
El periodo (T) es el tiempo que emplea la particula en

recorrer una oscilacion completa y la frecuencia () es el
numero de oscilaciones que realiza por unidad de tiempo.

—
I—

-
-‘ﬁ-!
—

La funcién y(t)=4cos(7t-2), donde t se mide en segundos e y(t) en centimetros, describe el

movimiento de un muelle al separarlo de su posicion de equilibrio. Halla la amplitud, el periodo y la
frecuencia, asi como la posicion inicial del muelle y para t=1 s.

Amplitud: A=4 cm. Periodo: y(t)=4cos(7t-2)=4cos(7t-2+2n)= 4cos[7(t +2—7HJ —2) = y[t +27n) =
2n . 1 7 .
=T= - =0,9 s.Frecuencia: f = T =— =111 oscilaciones por segundo.
T

Posicion inicial: y(0)=4cos(-2)=-166 cm. Posicion para t =1s: y(1)=4cos(5)=113 cm.

PARA PROFUNDIZAR

89. Sealagraficade P(x)=x*+ax®+bx*+cx+d. N |

Entre los siguientes numeros, ¢ cual es el menor?
a) P(-1) 9l 1 X

b) El producto de las raices de P(x).
c) El producto de las raices no reales de P(x). f) P(0)P(1)
d) La suma de los coeficientes de P(x). g) PO)+P(1)

e) Lasuma de las raices reales de P(x).

P(-1) = 4 ;el producto de todas las raices de un polinomio es su término independiente, en este caso es P(0)=5;
el producto de las raices reales es 1,5-4 =6, por tanto, el de las raices no reales es i; la suma de los

coeficientes es P(1)=2; la suma de las raices reales es 15+4=55; POP(1)=5-2=10;
PO)+P(1)=5+2=7.

. . ~ . 5
Por tanto, el nimero mas pequefio es el producto de las raices no reales de P(x), R

90. Si la grafica de f(x)=

T es la que se muestra en el primer recuadro, encuentra una féormula para la
+ X

funcién cuya grafica es la del segundo recuadro.

Y Y
y 1 9
T —
L &4
0 X 0 X

La segunda grafica se obtiene a partir de la primera en dos pasos. Primero hacemos el simétrico de la grafica de f
respecto del eje X, es decir, es la grafica de —f(x). Después desplazamos la grafica resultante una unidad hacia

2
arriba, es decir, la funcion buscada es 1-f(x)=1- L S

1+x2  1+x2
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91.

Dibuja las graficas de las siguientes funciones.

a)

a)

b)

f(x)=Vx* - x* b) f(x)= 1 1

+
1+x =1 1+|x-4

Dominio y continuidad Y|

D(f):{XGR:xz—x420}={XGR:x2(1—x2)20}:={XGR:1—x220}:[—1, 1.

La funcién es continua en su dominio.

Puntos de corte con los ejes y sigho 0 1X

Eje Y: f(0)=0=(0,0)

Eje X: f(x)=0=x*-x*=0=x*(x+1)(x-1)=0=x=0,x=-1 x=1=(-1,0), (0, 0) y (1, 0)
Signo: Como se toma la raiz positiva, f >0 en su dominio.

Simetria: f(-x)=7f(x)= la funcién es par.

Asintotas: No tiene.

Crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos relativos

x—2x° V2 V2

f’(x):ﬁ, se anula si x = S 0o X =7, observemos que el numerador también se anula si x=0,
X°—x

pero en este valor también se anula el denominador, por lo quef’(0) no esta definido, aun asi hay que incluir
este valor en el estudio del signo de ', ya que puede haber un cambio de signo al pasar por él. Realizando la

correspondiente tabla de signos se obtieneque f'es positiva (f creciente) en [—1, —%}u[o, %J y negativa (f
decreciente) en [—g OJU[%, 1}. Por tanto, [—g %J y [% %] son maximos relativos (de hecho

absolutos) y (-1, 0), (0, 0) y (1, 0) son minimos absolutos.

Curvatura y puntos de inflexién

F10x) = X2 (2x* -3)
- (1- xz)m

2x2-3<0si —1< x <1, luego la funcion es concava hacia abajo y no tiene puntos de inflexion.

es negativa en el dominio de f(salvo en x=0, donde no estd definida), ya que

1 1 - 1 T2 si x<1
+ si x< o _ N (E_ o) =
T+1-x 1+4-x (2-x)(5-x)
f(x)= L + L = L + 1 si 1<x<4= _ S5 si 1<x<4
T+]x=1 1+|x—-4] |[1+x-1 1+4-x x(5-x)
1 1 . 2x —
+ si x>4 x-3 ;
Trx-1 11x-4 x(x=3) si xz4
Realizando un estudio, que incluya al menos el estudio del dominio, puntos de corte, signo y asintotas, de las
7-2x 5 2x-3
funciones racionales f,(x)= —+————, f,(X)=——— vy f,(x) =———— vy restringiendo el dibujo de sus
1(X) 2-x)(6-%) 5(X) x(6-x) " 5(x) x(x-3) " g j
graficas al correspondiente intervalo de definicién se puede hacer un esbozo de la grafica de f.
Y
A
1\
- 1
0| 2 X
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Se definen las funciones coseno hiperbdlico, cosh x, y seno hiperbdlico, senh x, en la forma:

X —X X

e’ +e e —
coshx =———— senhx =
2 2

Por ejemplo, una cadena que cuelga sujeta por sus extremos adopta la forma de un coseno hiperbdlico
conocido como catenaria.

a)
b)
c)

d)

a)

b)

c)

d)

Determina el dominio, el signo, los cortes con los ejes y los limites en el infinito de estas dos funciones.

Prueba que cosh x es una funcién par y que senhx es una funcion impar.
Demuestra la relacion: cosh? x —senh? x =1

Representa graficamente las funciones coshx y senhx .

Estudiemos primero la funcién f(x)=cosh x, su dominio es R, corta la eje Y en el punto (0, 1), no corta al eje

_ _ ) - . o . ef+e¥
X (ya que f(x)=0=>e*+e*=0=e*=-e" no tiene solucién), es siempre positiva, lim — o0 Y
X—>—00
. ef+e”
lim =————— = +o0.
X—>+0 2

Estudiemos ahora la funcién f(x)=senhx, su dominio es R, corta la eje Y en el punto (0, 0), corta al eje X en
el punto (0, 0) (yaque f(x)=0=e*-e*=0=>e"=e*= x=-x=x=0), es positiva si x>0 y negativa si

X —X

. e*-e . eX-e
x<0, lm -Z——=-0y lim Z——=+w.
X—>—o0 2 X—>400 2
—-X X -X _ aX
cosh(—x) = % =coshx y senh(—x) = % =-senhx.
2x X 4—X -2x 2x _ X 4= X —2x
coshzx—senh2x=e +2e’e "+ e 2e’e " +e :2+2:1
4 4 4
\ oY Y
\ £(x) =|coshx | /
1
\ / 1. X
/
' /F(x)|= senhx
ol 1 X
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ENTORNO MATEMATICO

Un refresco no muy frio

Después de un intenso partido de fatbol, un grupo de amigos compran refrescos en la maquina que hay a la
entrada del vestuario. Aunque sus colegas hacen bromas de ello, a Manuel le gusta tomar agua. Para su
sorpresa, cuando cae la botella esta parcialmente congelada. Los demas se parten de risa y le dicen que pida
un cuchillo y un tenedor para tomarla, pero él aguanta las bromas y decide dejarla en unbanco del vestuario
pensando: “seguro que mientras de ducho y me visto el hielo se habra derretido del todo y el agua tendra una
temperatura adecuada para beberla”. Entonces, Quique, el listilo de la clase, le comenta: “hombre, el
termémetro del vestuario marca 30 °C y la ley de enfriamiento de los cuerpos de Newton dice que la

temperatura, en grados centigrados, después de t minutos viene dada por la funcién f(t)=30- Ae™ donde Ay
k son constantes. Si calcularamos los valores de A y k, podriamos estimar en cuanto tiempo podras beber el
agua”.

a) Manuel entra en la ducha, cuando el hielo ya se ha deshecho y el agua esta a 0 °C. Si tarda 20 minutos en estar
aseado y vestido y entonces el agua esta a unos 5 °C, ;podra, con la ayuda de Quique, calcular los valores de Ay k
y saber cuanto tiempo debe esperar para que el agua alcance los 10 °C y asi poder bebérsela?

b) Suponiendo que dejara en la botella una parte del agua a 10 °C, ;qué habria pasado con la temperatura si alguien la
encontraraal cabo de 1000 afios?

30-A=0
a) Comof(0)=0 y f(20)=5, secalculanA y k resolviendo el sistema {30 Ao _ 5’ de donde se obtiene A=30 y
— Ae e
5
5 5 " s
e = Find —20k = In(gj = k= g = 0,009, luego f(t)=30-30e %% Ahora, para saber cuando el agua
estara a 10 °C, se resuelve la ecuacion f(t) =10 = 30 - 30e %% =10 = ¢ 200 = 2, -0,009t = In(gj =
)
In| =
=>t= _\3) ~ 45,05 minutos, es decir, Manuel debera esperar unos 25 minutos para beberse el agua.

"~ -0,009

b) Como 10 000 afos son muchos minutos se puede saber quéocurrira calculando
lim f(t):t

t—+o0

lim (30 - SOe’O'Oogt) =30, es decir, el agua alcanzara la temperatura del vestuario.

—>+0

La lampara colgante

A Eva no le gusta la oscuridad y siempre intenta tener mucha luz en su habitacion. Después
de protestar mucho a sus padres porque la lampara de su mesa de estudio da poca luz,
consigue que su padre compre una nueva lampara mas potente para el techo del cuarto: “me
sale mas barato cambiar la lampara que los analgésicos contra el dolor de cabeza que me
producen tus quejas”. X

Dicho y hecho, asi es que Eva y su jaquecoso padre deciden que la nueva lampara esté sobre /
la perpendicular de la pequeia mesa circular de Eva, que tiene 8 dm de diametro.

La lampara que han elegido tiene un largo cable para poder ser regulada en altura.

El padre de Eva, lector asiduo de “Bricomatematica”, ha deducido que la iluminacion producida por la lampara
en cada punto del borde de la mesa es directamente proporcional al coseno del angulo 6 e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia de la bombilla.

A qué altura de la mesa hay que colocar la lampara para maximizar la iluminacién de la mesa?

cos0

AYUDA: La funcion que da la iluminacién es f = pE

y a partir del teorema de Pitagoras y la trigonometria se

pueden hallar los valores del coseno y la distancia en funcion de x.
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X

=)

X X ] S
d?>=16+x%y cos0 == =——=—— asi, podemos escribir la iluminacién como f(x)=

V16 + x?

Para encontrar el maximo de esta funcion cuando x >0 se deriva e iguala a 0:

16 — 2x2

(\/16+ X2 )5

F(x) = =0 = x =-2v/2 (No valida), x = 2+/2

Ademas f'cambia de signo, pasando de ser positiva a ser negativa cuando pasa por el valor x = 242 , por lo que es un

maximo relativo, es decir, hay que colgar la lampara a 22 = 2,83 dm de la mesa.

NOTA: Solo se ha probado que x =2\/§ es un maximo relativo, si se desea confirmar que, de hecho, es absoluto,

basta observar que f(0)=0, f(2\/§) >0y lim f(x)=0, lo que tiene perfecto sentido fisico, ya que si colocamos la
X—>+00

lampara pegada a la mesa o infinitamente alejada de ella, la iluminacién se reduce a 0.

AUTOEVALUACION

Comprueba qué has aprendido

1. Determina el signo y la simetria de las funciones:

3 2
a) f(X):%:fW‘ b) g(X)=X2—4

D(f)=R~{1}, D(g)=R y f(x)= Xs‘xj:f““ - (X‘”(’;f)(x‘z) (x+2)(x-2) = g(x) si X #1

La funcién g es positiva en (-, —2)U(2, +) y negativa en (-2, 2), por tanto, la funcionf es positiva en
(-0, =2)U(2, + ) y negativaen (-2, 1)U(1, 2).

La funcién g es par, ya que g(—x)=g(x). La funcion f también cumple f(-x)=f(x) si x#1, pero como
f(=1)=-3 y f(1) no esta definido, la funcién no es par.

e* _3 si x<0
2. ;Cuantas asintotas tiene la grafica de la siguiente funcién: f(x)=1 , ?
x“—-3x+2 .
————— si x20
2x“ -8

Asintotas verticales: D(f) = R—{Z}, por tanto, hay que comprobar la posible existencia de asintotas verticales en
x=2y x=0 (donde la funcidn cambia de expresion).

2
Larecta x =2 no es asintota vertical, ya que lim f(x) = lim X Sx+2 = lim (x=1(x=2) = lim - 1 =l.
x—2 x—>2 2x*_-8 x-22(x+2)(x-2) x>22(x+2) 8
2
Larecta x =0 no es asintota vertical, ya que lim f(x)= lim [ex —EJ - y lim f(x)= lim %: —l.
x—0" x—0" 4 x—0" x—0"  2x° -8 4

Asintotas horizontales:

lim f(x)= lim (ex —%j = —%, por tanto, larecta y = —% es la asintota horizontal en —oo.
X—>—00 X—>—00

x2-3x+2 1

lim f(x)= lim =—, por tanto, la recta y :% es la asintota horizontal en +o0.

X—>+0 X—>+0 2)(2 -8

Asintotas oblicuas: No puede tener, ya que tiene horizontales.

Por tanto, la gréafica tiene Unicamente dos asintotas, ambas horizontales.
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Determina los maximos y minimos de f(x)=x*-x*+5.

2 V2

f'(x)=4x3—2x=0:>x=0,x=——2,x_
2 2

Se puede estudiar el signo de la derivada para determinar si estos puntos son maximos o minimos, pero es mucho
mas sencillo usar la segunda derivada.

f'(x)=12x* -2, como f"(0)=-2<0 y f”[—— 7] =4>0, se obtiene que el punto (0, 5) es un maximo y

2
QE y QE son minimos.
2 4 4

los puntos | —
. [ £

x3-5x%+6x

Determina todas las asintotas de la funcion racional: f(x) = 7 g
x —

Asintotas verticales:

Como D(f)=R-{-3, 3}, las posibles asintotas verticales son x=-3 y x =3. Resulta mas sencillo el estudio si

3 g2 _ _ _
x° —=5x +6x:x(x 2)(x 3):x(x 2) si x#3 . asi:

se obeserva que f(x) =

x?-9 (x+3)(x-3)  x+3
3_g,2 _ 3 _g,2
Larecta x =-3 si es asintota vertical, ya que Iim w= lim x(x-2) -0y lim X 52X +6X_
x—-3" X -9 x>-3" X+3 x—>-3" X -9
= lim M:+oo .Larecta x =3 no es asintota vertical, ya que lim X 2X +6x =i x(x=2) =l.
x>-3" X+3 x—3 x“ -9 x->3 X+3 2
Asintotas horizontales:
. . x°-5x2+6x . x> -5x2+6x
No tiene, yaque |Iim —————=-0 y lim ————— =+
X—>—0 x2 -9 X—>+0 X2 -9

Asintotas oblicuas:

x° —5x% +6x 15x —45
- T " _x 4+ =

Si tiene, ya que cumple la condicion de los grados, dividiendo tenemos f(x) = -5 ,por
x?-9 x2-9
tanto, larecta y = x-5 es la asintota oblicua.
x? +e*
Calcula las asintotas horizontales, si existen, de la funcién f(x) = —
e
2 X 2 -X 2 X 2

. X“+e . X“+e . , . X" +e . X 1

lim = lim >— = lim er(X2+e X):+oo y lim = lim T =0, por tanto, la recta
x>0 g% x—>t0 @ X X—>-+00 x—>+0  @X x—>+o| @4%X  gX

y =0 es asintota horizontal por la derecha y no hay asintota horizontal por la izquierda.
Demuestra que si f: (—g, g] — R es la funcién f(x)=xtgx, entonces f(x) es no negativa en su

2x +sen2x

dominio y su derivada es f'(x) = 5
2cos’ x

En el intervalo [—% Oj tanto x como tg x son negativas, mientras que en (0, %) ambas son positivas, por lo que,

en cualquier caso, su producto es positivo. Ademas f(0)=0, lo que prueba que f(x) es no negativa en su
dominio.

1 senx L X _Senxcosx+Xx 2s8enxcos X +2x _ sen2x +2x

f'(x)=tgx+x = =
cos’x cosx cos?x cos? x 2cos? x 2cos? x
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7. Sify g son funciones polindmicas tales que f(x)= g(x) para todos los nimeros x de un cierto intervalo
[a, b], ¢ puede existir algiin nimero real ¢ para el que f(c) = g(c) ?

No puede existir tal nimero real. El polinomio P(x)=f(x)—g(x) tiene infinitas raices (todos los nimeros del
intervalo [a, b)), por tanto debe ser el polinomio nulo, P(x)=0 para todo x € R, por tanto f(x)=g(x) para todo
xeR.

8. ¢Tiene asintotas verticales u horizontales la funciéon f(x) = In(e" + 1) ?

Como e*+1>1 paratodo x € R, el dominio de fes R 'y, por tanto, no hay asintotas verticales.

Larecta y =0 es asintota horizontal por la izquierda, ya que lim In(ex +1) =In1=0.
X

No hay asintota horizontal por la derecha, ya que lim In(e" + 1) =400,
X—>+00
9. Sea f lafuncion definida en (0, +oo) por la formula f(x)=2x + 3 -Inx . Senala las afirmaciones correctas:
a) fes creciente.

b) lim f(x)=3

x—0"
c) ftiene una asintota oblicua.

d) La gréfica de f siempre esta por debajo de larecta y =2x+3.

a) Falsa. f'(x) = 2—l es negativa en el intervalo (0, %) , por lo que en este intervalo la funcion es decreciente.
X

b) Falsa, lim f(x)= lim (2x+3-Inx) =+

x—0" x—0"
c) Falsa, lim ) im (2+§_In_xj:2 pero lim (f(x)-2x)= lim (3-Inx)=-ox.
X—>+0 X X—>+o0 X X X—>+0 X—>+0

d) Falsa. f(x)—(2x+3)=-Inx es negativa en el intervalo (0, 1), por lo que en este intervalo la funcion esta por
debajo de la recta.

Relaciona y contesta

Elige la unica respuesta correcta en cada caso

1. Considera la funcién f(x) =LX. Entonces:
e

A. lim f(x)=1 C. fno es derivableen x=0.
X—>+00
B. lim f(x)=1 D. ftiene un maximo absolutoen R .
X——0
. X . X =X . X
Ay B sonfalsas, yaque lim f(x)= lim —=0y lim f(x)= lim — = lim — = lim —xe* = —x .
X—>+0 x—>+0 @% X—>—0 x—=—0 @X  x—>t0 @ X x—oitw

e —xe* 1-x

f'(x) = el con lo que C es falsa, ya que f'esta definida si x =0, de hecho, f'(0)=1.

D es verdadera, ya que f’ es positiva si x <1y negativa si x >1, por lo que la funcion f es creciente en (—oo, 1) y

decreciente en (1, +oo) , lo que implica que en el punto de abscisa x =1hay un maximo absoluto que es (1) = l .
e
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Si f(x)=3(x-1)? , entonces:

A. lim f(x)=0 C. ftiene un minimo absoluto en R .
X—>+00

B. lim f(x)=0 D. fes derivable en R .
X—>—00

i = i 3 -_— 2 = i = i 3 —_ 2 =
Ay B son falsas, ya que Jim f(x)= lim (x=1)" =+ y Jim (x) Xll)njw\/(x 1)" =+4o0.
f'(x)= 2 no esta definida si x =1, por tanto D es falsa
Rx -1 ' '

C es verdadera, ya que f' es negativa si x <1 y positiva si x >1, por lo que la funcién f es decreciente en (—oo, 1)

y creciente en (1, +oo) , lo que implica que en el punto de abscisa x =1hay un minimo absoluto, aunque f'(1) no
esté definido. El minimo es f(1)=0

Si f(x)=x —%senx , entonces:

A. Existe un numero real M tal que f(x)<M paratodo xeR.
B. Existe un numeroreal Ttal que T <f(x) paratodo xeR.

C. La grafica de f corta al eje X en un punto de abscisa positiva.

D. La grafica de f corta solo una vez al eje horizontal.

Como —1§senx§1:—l£lsenxsl:—ls—lsenxslsx—léx—lsenx£x+l: x—lsf(x)£x+l
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

para todo xeR, A y B son falsas, ya que, por ejemplo, si A fuera verdadera, tendriamos que

x—% <M=x<M +% paratodo x € R, lo que es obviamente falso.

Observemos que f'(x)= 1—%cosx es positiva para todo x € R, por lo que f es creciente, con lo que cortara al eje

X como maximo en un punto. Como f(0) =0 tenemos que C es falsa y D verdadera.

Seiiala, en cada caso, las respuestas correctas

x —
Sea fla funcion definida por f(x) = ex__11_ Entonces:
e

A. fescontinuaen R. C. y =e es asintota horizontal de f.

B. fescrecienteen R . D. Si x>0, f(x)<e.

El denominador de f no se anula nunca, por lo que D(f)=R y f es continua en su dominio, con lo que A es
verdadera.

, e ! _(eX _ 1) e g2 _g2x gx1 gxt
Fi(x) = - _ _
eZ(x—1) e2()(—’]) e2(x—1) ex—’l

es positiva para todo xeR, por lo que B es

cierta. Ademas, f'(x)= < % =e si x>0, porlo que D también es verdadera.
e

ex—1

x-1 X—>+0

X_
Finalmente, C también es verdadera, ya que lim f(x)= lim e _1 = lim (e—%jze.
X—>+0 X—>+0 @ e
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X
Sea f(x) =————_. Entonces:

Vx?+4x+5
A. fescontinuaen R. C. Larecta y = x—2 es asintota de la gréafica de f.
B. La gréfica de f no tiene asintotas. D. Larecta y = x+2 es asintota de la grafica de f.

x?+4x+5>0 para todo x, por lo que D(f)=R y fes continua en su dominio, es decir, A es verdadera.

Larecta y = x—2 es la asintota oblicua por la derecha de la gréafica de f, con lo que C sera verdadera y, por tanto,
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Finalmente, D es falsa, ya que, de ser cierta, la recta y = x+2 (de pendiente 1) deberia ser la asintota oblicua por
la izquierda, pero, de existir dicha asintota, su pendiente seria
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Elige la relacién correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

Considera la parabola f(x) = px — x*. Elige la relacion correcta entre las dos afirmaciones siguientes:
1. Larecta y =2x es latangente en el origen. 2. Si x>2,entonces f(x)<0.

A. 1= 2 pero 2 =1 B. 2=1pero 1= 2 C. 12 D. Nada de lo anterior.

La recta tangente a la parabola en el origen es y—f(0)=f(0)(x-0)= y =px, por tanto, si 1 es cierta

deduciriamos que p =2, con lo que f(x)=2x-x? = x(2— x) y 2 seria cierta, es decir, 1= 2.

En cambio 2 =1, ya que, por ejemplo, si p =1 se verifica 2 pero no 1.

Seiiala el dato innecesario para contestar

- - . L 34 ax?
Para calcular los maximos y minimos relativos de la funcién f(x)=e* *3 +bx+c

datos:

, hos dan los siguientes

1. El valor de a 2. Elvalordeb 3. Elvalordec
En estas circunstancias puede eliminarse:
A. Eldato 1 C. Puede eliminarse el dato 3

B. Eldato 2 D. No puede eliminarse ningun dato

La funcién es derivable en todo R, por tanto, para calcular las abscisas de los maximos y minimos relativos

. . 3 2
bastaria estudiar el signo de f(x)=ex"*>*+bx+c (3x* +2ax +b), pero como e* ™ hxre

es positivo, bastaria estudiar
el signo de 3x? +2ax + b, por lo que podria eliminarse el dato 3.

Ahora bien, si no basta con conocer la abscisa de los extremos relativos y tambiénse quiere conocer su ordenada
en el origen, no se puede eliminar ningun dato. Respuesta D.
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