m Limites y continuidad

ACTIVIDADES INICIALES

8.1. Simplifica las expresiones siguientes.

)x2—7x+12 ) X — x
a X -9 ¥ —ex+5
b)ﬁ%ﬁ d) (x — 2)())((2+_3£)1(2x— 1)
a)X2_7X+12—(X_S)(X_4)—X_4
X =9 T x—3)x+3  x+3
b £ -8 (x—-2K¥+2x+4) X+ 2x+ 4
)x2—47 (x — 2)(x + 2) N X+ 2
) X — X Coxx+ Dx—1)  x(x+ 1)
© ¥ —6x+5 (x—1)x-5 _ x-5
q x—2)x+3)2x — 1)  (x—=2x+3)2x—1) _ (x+ 3)2x — 1)
) =4 S T x4+ k-2 T x+2

8.1l. Racionaliza y simplifica:

a)x—1 b)4x(x—1) 0) X+ 2
Vx — 1 VX2 —x VX + 2x + 4 — x

al)\/}71_\/}71 Vx + 1 x =1
Ax(x — 1) dx(x — 1) VX —x _ Axx — 1)VX — x W x

\/xz—x_\/XQ—x \/xz—x_ X(x = 1)
X+ 2 VXA XA X X+ 2+ 4+ X

c)
VX2 +2x+4 —x VX +2x+ 4+ x 2

Xx—1  x—1 .\fx+1_(x—1)(\fx+1):\/)—<+1

b)

8.Ill. Factoriza los siguientes polinomios.
a)Px) =x+2x* — x — 2
b) Q(x) = x* — 58 + 3x* + 9x

a) Px) = (x — 1)(x + 1)(x + 2)
b) Q(x) = x(x + 1)(x — 3)?

EJERCICIOS PROPUESTOS

8.1. Calcula, operando en las expresiones originales y formando una tabla de valores, los siguientes limites.

2 —_
a) lim X F X + x o) lim 22— e) lim (x + 1)*2
x—0 X x—1 \/; -1 X2
.3 X+ . X*=3x+2
PimVx- R PImTS—
a) 1 c) 2 e) 1

b) 2 d) 1 f) 1
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8.2. Calcula, si existen, los siguientes limites.

|x]

a) lim f(x) para f(x) = -

. XX +1 six<=2
b) lim (x) para f(x) = {3x —1six>2

. _ /¥ +2 six=<0
c) L'LTJ’(X) para f(x)—{3x_1

six>0
a) No existe |irT01 f(x). Aungue si los limites laterales Iirp flx) = -1y Iirp flx) = 1
b) Iirr21 flx) =5
c) No existe Iirrg f(x). Aunque si los limites laterales y Iirg] fx) =2y Iirg flx) = —1
8.3. Sabiendo que limf(x) = =3 y limg(x) = 0, calcula los siguientes limites cuando x — a de las siguientes fun-
ciones. e e
a) 2f — 3g d) (f - 9)° g) f
b) (3f)? e) (f+ g)° h) (1 + g)
9 f Nt
oF 0 o3 ) g
a) —6 do g) 1
b) 81 e)9 h) 1
c) 0 f) —3 )0
8.4. Se sabe que las funciones fy g tienen limite en el punto x = a. Ademas lim (f(x)g(x)) = —1. Di si las siguientes

afirmaciones son ciertas o falsas.

a) legg f(x) =0

b) Si leir; gx) = -2 = Ixim(f(x))g‘*’ = 4.
f(x)

. X
C) lim W

x—a

es un cuadrado perfecto.

a) Falsa, seria imposible que el producto valiera —1.

b) Verdadera, porque entonces el limite de f valdria %

c) Verdadera, porgue como lim f(x) = , siempre al sustituir obtenemos el cuadrado del limite de una funcion.

x—a lim Q(X)

x—a

8.5. Calcula, haciendo una tabla, los siguientes limites.

a) lim —4x + 4 C)”mx2+4x+3
=1 X — 1 = x— 3
b) lim X221 @ im 2L
a) —4 o) No existe, pues fim X3 4 jm X223
b) O d)%
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8.6*. Calcula, operando en las expresiones originales:

a) lim 2x° — 3x* o) lim x> — 5x + 6
o 2+ x x5 X2 — 7x + 12
X+ X ) 1 4x> — x® — 3x

b) lim 7 d)'J£?<x—1 x2—3x+2>
2% — 3¢ o X(2x — 3)

a) M =+ = lim x(x + 1) 0
s o x(x + 1) _ 1

o) im e =M = hx+ 1)~ 2
X —-b+6 _ . (x—-2x=-8 _ 1 _ _

Ol e 7+ 12 - M a4 1

d) lim 1 _ 40X =8 X - HAx— 2 —1 o cemos, por tanto, los limites laterales
-1 \x — 1 X —3x+ 2 ot (x = Dx = 2) 0 ' P ' '
im _A¢ =X = 3\
ot AX — 1 X2 —3x + 2 n
im T & =X =3
xott A\ X — 1 X2 — 3+ 2

8.7. Halla el valor de los limites siguientes.

X—+w X3 - 3 x—2 2 - X

b) lim Va=1 d) lim —X+3

-1 x =1 x—=3 m_s

1.1 9
g fim X Ex=90 o x X XL 0+0-0_,
X—+% Xa— 3 X—+o%© 173 X—+® 1_0
X
b)IimM:Hm\&_1-\&+1:Iim x— 1 =1

w1 X — 1 x> X — 1 \/)7(_;’_1 x—>1 (X_1)(’\/)—(+1) 2
2-Vx _2-\2

c) lim = = o, Hacemos, por tanto, los limites laterales:
X2 2 — X O
lim 2_7\/)_( = 4o
X—2" 2 — X
lim 2_7\/)—( - —»
X—2" 2 — X
d) lim X+ 3 —lim X+ 3 \/X+12+3:”m (x+3)(\/x+12+3):6

S+ 12-3 o Vx+12-3 Va+ 1243 o0 x+3
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8.8.

8.9.

8.10.

8.11.

X+ 2 3+ x — 1
Halla t | intot f = = —
alla todas las asintotas de f(x) 1 y g(x) = T Bx
Empecemos con f(x).
Limites infinitos: asintota vertical x = 1
2 2
im X2 — 4 im X112
-1t X — 1 o X — 1
2
Como ); j 12 =x+1)+ % la funcién tiene una asintota oblicua
de ecuacién y = x + 1.
Continuemos con g(x).
Limites infinitos: asintota vertical x = 0y x = —5
”m3x2+xf1__ |imS)<2+xf1=Jroc
x—0* X2 + 5x x—0" X2 + bx
IimSXQ+X_1=+oc |im3x2-i-x—1:_DO
x—>—5"* X2 + bx x—>-5 X2 + bx
Limites en el infinito: asintota horizontal y = 3
o3+ x— 1 o3+ x—1
xllg]x X2 + bx =3 lerIL X2 + 5x =3

Como tiene asintotas horizontales, la funcion carece de asintotas oblicuas.

¢Puede tener una curva dada por un cociente de polinomios asintotas horizontales y oblicuas?

y esboza sus graficas.

| v
"""""" T =
| Off1 X

No, porque para que haya asintotas horizontales, el grado del numerador debe ser menor o igual que el del de-
nominador. En cambio, para que haya asintotas oblicuas, el grado del numerador debe ser mayor en una unidad

que el del denominador.

, . X+ x+1 , . L
Calcula la asintota oblicua de f(x) = g ¢Tiene asintotas verticales esta funcion?
X+ X+ 1 —x
Efectuando la division obtenemos que f(x) = i1 1 X + ER——

Luego la asintota oblicua tiene ecuacion y = x.

La funcién no tiene asintotas verticales, pues el denominador no se anula nunca.

2

- X
Esboza la grafica de f(X) = m
X .
Como lim ————3 = 0, x = 0 no es asintota. Y|
x—0 X(X - 1) i
X !
Como lim —————3 = +=, x = 1 es asintota vertical. !
o X(x — 1) :
. . X2 ) g , !
Horizontal Xllrl XX — 1) XlLrpx XX — 1) 0; asi pues, 4]
asintota horizontal de ecuacion y = 0. }
o 1 X
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8.12. {Son continuas en todo R las siguientes funciones?

_ 3 -1 . x-16

a) ) = S )N = T x =12
X =1 2 _

o) 100 = 3= DV = T

a) Si, pues el denominador no se anula.

b) No, es continua en R — {1}, porque la funcion no esta definida en el 1 aunque los limites laterales coinciden.

)
)
¢) No, es continua en R — {—4, 3} por anularse el denominador.

)

d) No, es continua en R — {1, 2}.

X+ 5

8.13. {Donde es discontinua f(x) = P

En x = 2y x = 1, ya que en esos puntos se anula el denominador.

x —1
] i el ————————————— = ?
8.14. ¢Es continua f(x) o — en x = 17

No, porque f(1) no existe.

x+1 six<20
8.15. Decide si la funcién f(x) = yx — 1 si0<x =<3
2x — 4 si3 <«x

es continua en x = 0. ¢Y en x = 3?
Si nos acercamos al cero por la izquierda, el valor de la funcién se aproxima a 1, que es el valor de f en 0. Si

nos aproximamos al cero por la derecha, los valores de la funciéon se aproximan a —1; asi pues, la funcion no es
continua en x = 0.

Tanto si nos acercamos por la izquierda como por la derecha al 3, la funcién se aproxima a 2, que es el valor de
f(3), luego la funcion es continua en x = 3.

8.16. Determina cuanto debe valer a para que la siguiente funcion sea continua en todo R.

X + a x <1
x> —a 1 <x

f(x) = {

f es continua en R — {1} por tratarse de polinomios. En x = 1 debemos estudiar los limites laterales y deben
coincidir.

im (xX* +a =1+aylmx*—a) =1 —a Portanto, 1 + a =1 — a, es decir, a = 0.

x—=1 x—=1"

8.17. El numero de individuos de una poblacién en un instante t viene dado por la funcion:
N(t) = 300te" si t > 0
donde r es una constante.

Estudia el comportamiento a largo plazo de la poblacién en los casos: r > 0, r <Oy r = 0.

Caso r > 0: lim 300te™ = +oo; es decir, la poblacion crece indefinidamente.

totoe

Caso r < 0: lim 300te"

to>toe

0; es decir, la poblacién tiende a 0.

Caso r = 0: lim 300te" = +oo; es decir, la poblacién crece indefinidamente.

>+
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8.18. El tipo impositivo del impuesto sobre la renta de un pais esta estructurado en funcion de la renta anual de
la siguiente forma:

Renta anual inferior a 20 000 euros: 10%.
Renta entre 20 000 y 40 000 euros: 20%.
Renta superior a 40 000 euros: 40%.

Representa graficamente esta funcion y estudia su continuidad.

Y 0,1x si x < 20000
2000p / f(x) = 1 0,2x si 20000 < x < 40000
16000

0,4x si 40000 <x

12000
8000 / No es continua ni en x = 20 000 ni en x = 40 000.
4000
0 20000 40000 X

EJERCICIOS
Limites de funciones

X six<2
8.19. Considera la funcién f(x) = {2x + 1 si2 <x <4
—x + 13 si4 <x

Calcula, si existen, los siguientes numeros: f(2), Iirr21 f(x), f(4), Iirr41 f(x), £(5), Iin51 f(x).

f(2) = 4, Iirr; f(x) no existe; f(4) no esta definida; Iinz f(x) = 9;f(5) =8y Iing f(x) = 8.

8.20. La grafica de f(x) es la de la figura.

Yy ¢Existen lim f(x), lim f(x), y lim f(x)?

/

lim f(x) y lim f(x) si existen.

x—aq x—ag

lim f(x) no existe ya que no valen lo mismo los limites laterales.

x—ap

8.21. A partir de la grafica de f dada en la figura, cal-
cula, si existe, Iin41 f(x), Iin? f(x), Iing f(x)y Iin112 f(x). —

Iirr41 f(x) = 2, Iirr71 f(x) = 4, Iirr91 f(x)y Iirp2 f(x) no exis-

ten, al ser distintos los limites laterales.
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8.22. Haz un esquema para ilustrar que:

“Si f(x) = g(x) = h(x) y limf(x) = b = lim h(x), entonces limg(x) = b".

W

h
b g
p==

f
/01 a \X

8.23. (TIC) Con ayuda de tu calculadora, obtén los siguientes limites:

a) Iirg (=In (x — 2))2 b) IirB X"

a) 1 b) 1

8.24. Razona por qué no existen los limites:

2

. 2
Al =3 b)im =3

a) Porque el denominador vale 0 en el limite y los limites laterales del cociente dan — por la izquierda y + por
la derecha.

b) Porque el denominador vale O en el limite y los limites laterales del cociente dan 4o por la derecha y —« por
la izquierda.

8.25. Calcula, si existen:

. _|x six<O
a) lx‘LTE} f(x) para f(x) = —x six=0
x? six <A1

b) 'x'iﬂ‘ f(x) para f(x) = X+ 2 six=2

2 —x2 six<2
X+ 2 six=2

c) IX|L721 f(x) para f(x) =

a) Existe y vale 0.
b) Existe y vale 1.
c) No existe porque los limites laterales son distintos.

2x si0o<x<a
—x*+ 15 sia < x

-X + 1 six<20
8.26. Dibuja la gréafica de la funcién f(x) =

y determina para qué valores de a existe lim f(x).

Y lim f(x) = lim (2x) = 2a

lim f(x) = lim (=x* + 15) = —a*> + 15
D Por lo que —a®> + 15 = 23, es decir,a = —50a = 3.
O[1 X
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8.27. Si la funcioén f(x) verifica que 3x + 1 < f(x) < x* + 4x — 1 para todo numero x, haz un bosquejo de la gra-
fica f(x) en las cercanias de x = 1 y calcula Iin? f(x).

x Como 4 = Iirr] Bx + 1) =< |irr11 flx) < IirQ (xX* + 4x — 1) = 4, entonces IirQ fix) = 4

Propiedades de los limites

8.28. Si limf(x) = by limg(x) = ¢, calcula:

a) lim <% + 2g(x)> c) lim (f(x) + g(x))?
b) lim ((x) - Vg(x)) d) “Ln(g(xf)(%)
a) LILT; (% + 29(x)> = % + 2¢

b) lim (f(x) - Vg(x)) = b\/c. Si ¢ = 0, y no existe si ¢ < 0

x—a

c) lim (f(x) + g(x))*> = (b + ¢)?

x—a

. f(X) b . _ o S _ . -
d)lxlig(g(x)+1)_c+18'c¢ 1.Sic=—-1yb+#0,valexw ysic=—1yb =0, es una indetermi

nacion.

8.29. Si limf(x) = by limg(x) = c, ¢hay algun valor de b o ¢ para el que no existan los siguientes limites?

a) tim (A0 d) lim (f(x) + g(x))
. , f(x)

b) lim ((x) - Vg(x)) e) lim (w(x))—zﬂ>

a 1yb+#0,vale o, ysic=1yb =0, es una indeterminacion.

) D
)
Il

b)Sic <O

)
)
c) Si b = ¢ = 0, es una indeterminacion.
d) Existe siempre.

)

e) Existe siempre.

f) Siempre es una indeterminacion.

8.30. Si lim (f(x) + g(x)) = b y limf(x) = ¢, calcula lim 2g(x).

Como lim g(x) = b — ¢, entonces lim 2g(x) = 2(b — ¢)
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8.31. Si limf(x) = by g(x) coincide con f(x) excepto en x = a, équé puedes decir sobre lim g(x)?

Que lim g(x) = lim f(x) = b

x—a x—a

8.32. Si no existe lim f(x) ni lim g(x), éno existe necesariamente lim (f(x) + g(x))?

_ 2 2
< ! ,g(x) = % entonces f(x) + g(x) = # y tenemos que

no existe Iirrg f(x) ni |irT01 g(x) y, sin embargo, si existe IirTO1 fix) + glx) = 2.

Puede existir. Si, por ejemplo, f(x) = X

Calculo de limites e indeterminaciones

8.33. Utiliza las propiedades de los limites para determinar el valor de los siguientes:

a) lim x+3 c) lim 2x+4 e) lim M ) lim Vx+4
-2 X — 1 x—=0 X2+1 Xx—5 X2—5 g =5 2X — 7

X H 2x+1 2 H x—3
) m 5 @ fim (x + 9 0Im g ) lim G+ 9)
25 _ 7 3 _
a) 5 c) 2 &) 55 = 2 9 3 =1
a1 1
b) 0 d)2 = U h) 1
8.34. Halla los siguientes limites indeterminados.
1_1

D X 2 X+ x . (B3+h)?*-9
a) lim~—> o) im e) lim=—3y 9) lim h

X2 —7x+ 10 V5 -—x-1\/5 . Vx - 3 Vx-—x
b) lim —————— d) lim ————— f) lim ————— h) lim —=

=5 X0 — 25 x-0 X e X2 — 10x + 9 =11 —\/x
a) lim x—=2)x+2) _ 4

X—2 X — 2

| 2)x —5) _ 3
o) Im = B)x =5 ~ 10
c) lim 2 X -

-2 2X(2 — X)(2 + X) 16
g im V5~ x = V5 5—x+Vs _ . —x _ 1 _ Vs

x50 X 5 —x+ V5 0 x(\/5—x+\/§) 21/5 10

oxx+ 1) 1
e im=%— =3
o i (Vx=8)Vx+3) . x—9 1

=9 (= )= (Vi + 3) 0 (= 1)(x = 9)(Vx +3) 48

. h(6 +h) _
9)lim ——f— =6

Vi—x 1+ Vx Vit (VX1 = 06+ x + 1)

h) lim . = lim =3

VR TV Ve x o (Vx + 21 = %
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8.35. Calcula Iirr21 f(x) con f(x) = {1

8.36.

8.37.

8.38.

lim f(x)

x—=2"

X+ 7 six<2
six =2
X +9 six>2

Calcula los siguientes limites en el infinito.

X+ 1

a) lim W

X+

. 3—x
b) lim —————
)xLme2+x+1

c) lim xz(% - )

Xt X+ 1

2x°

DI w1

V=%

a) lim xX+1 1
X—>+o 3X2 - 1 3

3 —X

b) im ———2— =0

ote X2+ X + 1

2

o) lim 25— = 1
xote X© + X

2%

d) lim —2—— =2

e X+ X+ 1

Halla lim f(x) y lim f(x) para f(x) =

Como f(x) = T

se tiene que lim f(x)

(TIC) Utiliza la calculadora para conjeturar el valor de lim

conjetura es correcta.

[x -2

X

= lim

x—=+2 X

e) lim (i - L)
e \8X 22X+ 1

Vx — 3 -1

f) XILr-Px 2x — 4
. V4x — 2

g) lim ———
= \/x + 5

h) im (Vx + 1 = V/x)

(2 3 )
eUL’E(@‘ 2x+1>_0
) Vx — 3 — 1
0 im = —2 0
g) lim 7”4)(_2_2

X+ \/)?_;’_5

J im Wx+1=Vx - (Vx+1+VX

X+

Vx + 1+ Vx

Ix — 2|
x + 1
—X + 2
ﬁ Six <2
X — 2
P Six> 2
-2 . =X+ 2 B
+ 1 _1yx|1>mxf(X)_xll>mx X+ 1 1.

0 \/1 4 2x — 1

= Iirp Bx +7) =13y Iirp fx) = Iirp (x* + 9) = 13, luego Iirr; f(x) = 13

. 1
= lim

X 1 0,1 0,01 0,001
X
| 1,36603 | 1,04772 | 1,00498 1,0005
VA + 2x— 1
im X — im X ) 1+2><+1=”mx(1+2x+1)=1
0N+ x =1 0V =1 VT 2+ 1 0 2x
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8.39. (TIC) Utiliza la calculadora para hallar lim §

X—+%

Haciendo una tabla para algunos valores

X 10 50 100
% 0,9766 11-107° | 7,8-107%
X
vemos claramente que ||rp o = 0.
8.40* Calcula los siguientes limites.
a) lim (L— 2x ) c) lim (L_ 2x )
-\ X2 — 1 x =1 o1t \x2 — 1 x =1
. 3 2x . X 1
b)x'lrﬂf<x2—1+x+1> d)'x'i?(ﬁ—zs_x—s)
. 2 2 N2 —=2&X(x+ 1) 02— 2% — 2x _
a)x"l‘?—(xZ—1 x—1)_l'l}” 21 o mTe Ty =
. 3 2X N\ _ o 8+ 2x(x—1) _ . 3+ 2%—-2x _
b)xﬂm’(2_1+X+1)_xﬂm’ X2—1 _xﬂm 2_1 o *
o) lim 2 % :”m2—2X(x+1):“m2—2x2—2><:_w
x—=1" X2 -1 X — 1 x=1° X2 -1 x—=1* 2 — 1
. X 1 .o Xx—=(x+5 -5
d)'x'ﬂ?(xz—% x—5)_'x'f§ ¥ - 25 M55 =%
Estudiamos los limites laterales: lim ——2— = 4o, lim ——>— = —c
" x5 X2 — 25 " x5t X2 — 25
Por tanto, no existe el limite.
Asintotas
8.41. Calcula las asintotas verticales y horizontales de la funcién f(x) = § : ; y esboza la grafica de ésta.
Y
Vertical x = 2: lim f(x) = —oo; lim f(x) = +o
X2 x—2" . e
0]

Horizontal y = 1: lim f(x) = lim f(x) = 1

X——® X+

3—x7

8.42. (Tiene asintotas verticales la funcion f(x) = T

No, pues su denominador no se anula nunca.
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8.43.

8.44.

8.45.

Di de qué tipo son las asintotas de cada una de las funciones dadas por las siguientes graficas, y da su
ecuacion si ésta resulta evidente.

a) Y[ ] c) Y
/
9.
~— [ |
O 1 X T~ 2 X
b) Y d) Y
Wik )
~
T~ 0 ™1 X ) X
\ \
e
a) Asintota horizontal y = 1
b) Asintota horizontal y = 0, asintotas verticales en x = —1, x = 2
c¢) Asintota horizontal y = 0
d) Asintota vertical x = 2, asintota oblicua y = x + 1
De una cierta funcion f sabemos que Iirp f(x) = +x vy Iirp f(x) = —o. Escribe una posible formula para f(x).

En x = 2 y en x = 3 hay asintotas verticales, luego debe anularse el denominador. Este puede ser, por ejemplo,
(x = 2)(x = 3).

El numerador se elige para que el signo sea el adecuado.

2x — 5

*— 2 —3) comprobamos que se verifican las condiciones.

Escribiendo la funcion como f(x) =

Obtén las asintotas oblicuas de las siguientes funciones.

x>+ 1 2¢ — x + 1
D=5 0 1) = =73
2 _
b)f(x)=X2++1 d)f(x)=x+3+%

2

a) Como f(x) = ); j 11

=x+1+%,Iaasintotaesy=x+1.

2 _
b) Como f(x) = X2++1 =x-2+ % la asintota es y = x — 2.
c) Como f(x) = 20— x+ 1 _ 5 T H T asintota es y = 2x

X+ 2 X+ 2" :

d) Como f(x) = x + 3 + % la asintota es y = x + 3.
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8.46. Encuentra, sin operar, la asintota oblicua de cada una de las siguientes funciones.

1 1 5
a)f(x)—x+4+7 C)f(X)_SX_E_X+2
b) F(X) = X + 2 + —= A f(X) = —x + 1 — —>

\/)_( X —2

1
a)y=x+4 c)y:3x—§
b)y=x+2 dy=—-x+1

8.47. Considera la funcién f(x) = a + siendo a, b y ¢ numeros reales. Calculalos sabiendo que:

X+ c
- La grafica de f presenta en —x una asintota horizontal de ecuacion y = 2.
- La grafica de f presenta en x = 1 una asintota vertical.
- El punto (6, 3) pertenece a la grafica de f.

Como lim f(x) = a, debe sera = 2.1 + ¢ = 0, luego ¢ = —1.f(6) = 2 + 6 E 7= 3, luego debe ser b = 5.
, e 5
Asi pues, la funcién es f(x) = 2 + o1
_ 2
8.48. Obtén las asintotas horizontales y verticales de la funcion f(x) = % y esboza la gréafica de f.
Y
Asintotas verticales
x =1, pues lim f) = +ooilim f(x) = —= I HHHHHHHHHHHH-
[0) X
x = 3, pues Iir? f(x) = —oo; Iirg f(x) = +ow

Horizontal y = 1, pues lim f(x) = lim f(x) = 1

X—>+o

U 5 B A B R

. 2% — x — 1 .
8.49. Si f(x) = 13 demuestra que f(x) se puede escribir como f(x) = 2x — 5 + ~+ 3

asintota horizontal f(x)? ¢Y vertical? ¢Y oblicua?

. (Tiene alguna

Al dividir 2x* — x — 1 entre x + 2 obtenemos de cociente 2x — 5 y de resto 9, luego

. B 9
f(x) = 2x 5+x+2'
f(x) no tiene asintotas horizontales, pues lim f(x) = —o; lim f(x) = +e.
Tiene una asintota vertical en x = —2, pues Iirj; f(x) = —oo; Iirj} f(x) = +oo.
y = 2x — 5 es asintota oblicua, pues lim (f(x) — (2x — 5)) = lim " Jgr 5 = 0;

lim (f(x) — (2x — 5)) = lim

= 0.
X—>+00 xote X + 2
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Continuidad

8.50. Senala los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones y di de qué tipo son.

a) Y
\
ey \
£ ‘{)\\\J ~___ |
7 ol 1 X
/
b) Y
™ 1
1 | A
/|
/
[ [

o
=
Il

—3 de salto finito, x = 1 evitable y x = 4 de salto infinito
—3 de salto finito y x = 3 de salto infinito

o
=
Il

8.51. Calcula, si los hay, los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones y clasificalos.

x -3 X2 Gxzo
a) f(x) = 3 c)f(x) =4 x — 2
= 4 six=2
X -4 )
B -4
b)f(x)={x—2 six#2 d) f(x) = ~—
0 six=2 X
a) x = 1. De salto infinito c) Es continua siempre
b) x = 2. Evitable d) x = 2. Evitable

8.52. Si fy g son funciones continuas con f(2) = 7 vy |irT21 (3f(x) — 2g(x)) = 1, calcula g(2).

|irT21 g(x) = 10, y como g es continua en x = 2, entonces g(2) = 10.

8.53. Explica por qué las funciones dadas son discontinuas en el punto cuya abscisa se sefala:

2
a)f(x)=X 4enx=2

-1
b) f(x) =4 x — 1 SIX;'E1enx=1
0 six =1

x — 2| .
c)f(x) =9 x—2 SIX:'tzenx=2
six =2

a) Porgue no existe f(2).
b) Porque no coincide IirrJ f(x) = 3 con f(1) = 0.

¢) Porgue no existe IirT21 f(x), ya que Iin21 flx) = -1y Iirp f(x) = 1.
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ax + 2 six< —1

. sea continua en todos los puntos.
ax> — 2 six > —1 P

8.54. Halla el valor de a para el que la funcién f(x) = {

Se debe verificar que el limite de f(x) cuando x tiende a —1 exista, por lo que los limites laterales deben coin-

cidir:
Iirn flx) = —a+ 2
Iirpﬁ flx) =a— 2

Por tanto, —a + 2 = a — 2. Resolviendo la ecuacién, se tiene que a = 2.

2Xx + 2 six < —1

Para a = 2, la funcién queda asi: f(x) = {QXQ o six > 1

Para a = 2, lim f(x) = 0, al igual que f(—1), por lo que Iirp1 f(x) = f(=1) y la funcion es continua.

x—-1

8.55. (PAU) Representa la siguiente funcion y estudia su continuidad en el punto x = 0.

f(x) = =1 six<0
T lx=1)2six>0
Y|
No es continua en x = 0 al presentar una discontinuidad de salto
finito.
s
g X

8.56. Dibuja una posible grafica de una funcién continua f tal que f(0) = 1y f(4) = 8, y comprueba si existe al-
gun numero c entre 0 y 4 tal que f(c) = 3.

¢Crees que la ecuacién x° — 2x + 1 = 7 tiene alguna solucién comprendida entre 1y 2?

Y|
El problema es equivalente a preguntar si la ecuacion
x* — 2x — 6 = 0 tiene alguna solucion comprendida entre 1y 2.
La respuesta es si, porque si consideramos la funcién f(x) = x* — 2x — 6
vemos que es una funcion continua y que f(1) = =7 vy f(2) = 22, luego
su grafica corta al eje de abscisas entre 1y 2.
0 1 \V/ X
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8.57.

8.58.

8.59.

8.60.

Limites en situaciones concretas

Antes de comenzar la produccién en serie, una empresa aeronautica ha fabricado 3 aparatos para vender-
los, después de calcular los gastos de fabricacion, realizar el estudio de mercado, etc., por un total de 9 mi-
llones de euros. Una vez efectuado este trabajo, comienza la produccion en serie, siendo entonces de 0,3
millones de euros el coste de fabricacion de cada avion. Se representa por x el nUumero de aviones fabrica-
dos en serie y por f(x) el precio total de un avidon para x aviones construidos.

0,3x + 9

a) Explica por que f(x) = ==—

para x = 0.

b) Calcula lim f(x) y explica en términos economicos el valor obtenido.
X—+>

a) Para fabricar x aviones en serie, primero fabricaron 3 con un coste de 3 millones cada uno, y después, x avio-
nes a 0,3 millones cada uno, luego el precio total de los x + 3 aviones ha sido de 0,3x + 3 -3 = 0,3x + 9
0,3x + 9

millones de euros. Asi pues, el precio medio por unidad construida en serie es de f(x) = T3 con x = 0.

. L 03x+ 9
b) x|~|>rpx f(X) N xllglc X+ 3

to si posteriormente se fabrica una gran cantidad de aparatos en serie.

= 0,3. El gasto inicial para la fabricacion de los tres prototipos no encarece el produc-

En un aparcamiento publico se cobran 3 euros por la primera hora o fraccién y 2 por cada hora o fraccion
siguiente, hasta llegar a un maximo de 12 euros por un dia.

a) Dibuja una grafica que refleje el precio de dejar el coche en ese aparcamiento, como funcién del tiempo
que permanece alli.

b) Estudia los puntos de discontinuidad de esta funcién y su significado para alguien que deje su coche en
ese aparcamiento.

Y|
O

in La funcion es discontinua en los puntos de abscisa x = 1, x = 2,

in x = 3, x = 4y x = 5. Esto significa que diferencias de pocos mi-

7 nutos pueden hacerte pagar un euro mas si la estancia ha sido pro-

:‘ xima a un numero entero de horas.
1
O} 1 X

Las conclusiones de un estudio demografico establecen que el nimero de habitantes de una poblacion

vendra dado en los proximos afios por la funcion f(t) = 15002: : ;O 000 siendo t el numero de afos trans-

curridos.

a) ¢Cual es el tamario actual de la poblaciéon?

b) Si esta funcion fuese valida indefinidamente, ése estabilizaria el tamario de la poblacion?
a) f(0) = 5000 individuos.

. 15000t + 10000
b) qul fo) = lLII'DC 2t + 2

= 7500. Si, se estabilizaria en 7500 individuos.

El rendimiento (medido de 0 a 100) de cierto producto en funcién del tiempo de uso (x, en afos) viene dado
por la siguiente expresion: f(x) = 8,5 + %sz x=0

Por mucho que pase el tiempo, épuede llegar a ser el rendimiento inferior al que el producto tenia cuando
era nuevo?

3x
1+ X

X—>+®

No, pues Iirp f(x) = lim (8,5 + ) = 8,5, luego se mantendra al menos como a x = 0 afos.

Solucionario s W



8.61.

8.62.

8.63.

PROBLEMAS

2
El numero de individuos, en millones, de una poblacion viene dado por la funcion f(t) = % donde t es
el tiempo medido en afios desde t = 0. Calcula la poblacién inicial y el tamafio de la poblacién a largo pla-

zo cuando el tiempo tiende a infinito.

Poblacion inicial = f(0) = 9 millones de habitantes

(18+t2

m) = 1 millén de habitantes a largo plazo

(PAU) Se ha investigado el tiempo T, en minutos, que se tarda en realizar cierta prueba de atletismo en fun-
cién del tiempo de entrenamiento x, en dias, obteniéndose que:

300 si0o=x<30
x + 30
Tkx) = 1125
— 22 192 six>
-5 T2 x93

a) Justifica que la funcion T es continua en todo su dominio.

b) ¢Se puede afirmar que cuanto mas se entrene un deportista, menor sera el tiempo en realizar la prueba?
¢Algun deportista tardara mas de 10 minutos en finalizar la prueba?

c) Por mucho que se entrene un deportista, ésera capaz de hacer la prueba en menos de 3 minutos? ¢Y en
menos de 2 minutos?

a) En (0, 30) la funcion es continua, pues en ese intervalo el denominador de X :io%o no se anula.
. - 1125 . .
Lo mismo ocurre con la funcion m + 2, pues los puntos en los que es discontinua (15 y 5) no

pertenecen al intervalo (30, +«) en los que T toma esa expresion.

Veamos qué ocurre en x = 0 y x = 30.

L 300
T0) = 10, 709 = i 5255 = 10

. 300 . o 1125 _
7(30) =5, Jim T = lim 5—="35 =5 lim T() U'L@Q—((x “1B)x —5) T 2) 5

Asi pues, T es continua en su dominio.

b) Como en ambas expresiones los numeradores son fijos y los denominadores son cada vez mayores y la fun-
cion es continua, entonces es decreciente. Asi pues, el maximo valor lo toma en cero, que es 10.

Ningun deportista puede tardar mas de 10 minutos.

c) Como Iirp (% + 2) = 2y la funcion es decreciente, se concluye que entrenando lo suficiente se

puede hacer en menos de 3, pero nunca en menos de 2, aunque si puede quedar muy proximo a 2 minutos
si entrena muchisimos dias.

La temperatura (en grados centigrados) de un trozo de metal sumergido en una solucién durante 9 horas
20
1+t

viene dada por T(t) = 10 + — 5,0 <t < 9. Halla:

a) La temperatura inicial del metal.
b) ¢A cuanto asciende la temperatura del metal al final del proceso?

a) T(0) = 30 °C
b) T(9) = —33 °C
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8.64.

8.65.

8.66.

8.67.

8.68.

Las pérdidas o ganancias de una empresa, expresadas en centenares de miles de euros cuando han trans-
2t — 4
t+2°

currido t afos, vienen reflejadas por la funcién f(t) =

a) ¢Gana la empresa en los dos primeros afos?

b) {Cuanto gana el 5.° afio?

c) ¢Existe limite para las ganancias? En caso afirmativo, écual es el limite?
a) f(2) = O, luego no gana nada en los dos primeros afios.

b) f(5) = 0,86 centenares de miles de euros, es decir, 86 000 euros.

c) Si, y el limite es tlim (2tt+_24> = 2 cientos de miles de euros, es decir, 200 000 euros.

(PAU) EI precio en euros de x litros de aceite comprados en una almazara viene dado por la funcion
si0<=x<20

p 3x
0) = {\/ax2 ¥ 2000 six > 20

a) Determina el valor de la constante a para que la funcion P(x) sea continua.
b) Si se comprasen muchisimos litros de aceite, éa cuanto saldria aproximadamente el precio de cada litro?

a) Como deben coincidir los limites laterales, 60 = 1/400a + 2000, que tiene por solucion a = 4.

2
b) lim V4x i 2000

x>+

= 2 euros cada litro

PROFUNDIZACION

3>+ ax+a+ 3

¢Hay algun ndamero a para el que exista lim ? Si es asi, calcula a y dicho limite.

X—>=2 X+ x -2
Como x* + x — 2 = 0 si x = —2, para que exista el limite, debe ser 3x* + ax + a + 3 = 0 si x = —2. Resol-
viendo 12 — 2a + a + 3 = O obtenemos a = 15.
im 3x* + 15x + 18 _ im 3(x + 2)(x + 3) _ 1
X—>—2 X2 + x — 2 X—>—2 (X + 2)(X — 1)

x -3 es continua en todos los numeros reales.
1 six =3

x> — (a+ 3)x + 3a six+3
Nos dicen que la funcion f(x) =

¢Cual es el valor de a?

Debe ser Iirg[ f(x) = Iirp f(x) = 1. Como x¥* — (a + 3)x + 3a = (x — 3)(x — a), tenemos que

) . (x=3)x = a)
leggf(x)—lxm X —3

=3—-—ay3—-—a=1sia=2

Si f es continua en a y f(a) > 0, é{es posible que en cualquier intervalo centrado en a se verifique que f
tome algun valor negativo?

No, pues si en cualquier intervalo centrado en a tomara alguna vez un valor negativo, entonces el lim f(x) no se-
’ e v . T . ’ . X—a
ria positivo y, por tanto, no podria coincidir con f(a), es decir, f no seria continua en a. ”
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8.69*.a) Si f es una funcion polinomica de 3. grado, ¢{puedes asegurar que corta alguna vez al eje de abscisas?

8.70.

8.71.

8.72.

8.73.

Justifica la respuesta.

1+ X2
f(x)

verticales? ¢Y oblicuas? Justifica las respuestas.

b) Considera la funcion g(x) = donde f es una funcion polinomica de 3. grado. ¢(Tiene g asintotas

a) Si, porque al ser de grado impar, seguro que se verifica que los limites lim P(x) y lim P(x) tienen distinto sig-
X—+ow X——o
no, y al ser continua, si la funcién toma valores positivos y negativos, seguro que debe cortar al menos una
vez al eje de abscisas.
b) Seguro que tiene al menos una asintota vertical, pues, como vimos en a, f(x) se anula al menos una vez y el
numerador no se anula nunca.
Carece de asintota oblicua, pues tiene asintota horizontal, ya que al tener f(x) grado mayor que 2,

fim X _ i 2 X
e F(X) o= F(X)

= 0.

Encuentra una funcion continua f tal que: lim f(x) = 0 y f(10"°) = 10"
X—+w

10
) = = ; X Como f(10"°) = 10'™, entonces % = 10",
120 __ 10
de donde k = 10 — 10y f(x) = M

X

ax+b?
cx +d’

¢Es posible elegir los nimeros a, b, ¢ y d para que lim f(x) = 4+ siendo f(x) =
X+

El limite sera infinito si el grado del numerador es mayor que el del denominador, luego debe ser ¢ = 0, y para
que sea positivo, debe sera >0y d>0o0a<0yd<D0.

2x + 1

Slf(x)=1+X2+7,

épuedes asegurar que f tiene asintotas horizontales? ¢Y oblicuas? ¢Y verticales?

Como lim f(x) = lim f(x) = 1, f tiene una asintota horizontal de ecuacion y = 1y, por tanto, no tiene asintotas

oblicuas. Como D(f) = R, f no tiene asintotas verticales.

1,2
-1 3x — 9

Calcula el dominio de la funcion f(x) = 3 — < y obtén sus asintotas.

D(f) = R — {1, 3}

Como Iirp f(X) = 4oo; Iirp f(x) = —oo y limf(x) = —oo; lim f(x) = +co, entonces x = 1 y x = 3 son las asintotas

X=3 Xx=3"

verticales de la funcion.

. 1 2 o B 2 B B ) .
Como lim (3 =1 T o 9) = lim (3 tay -9 9> = 3, y = 3 es la asintota horizontal.
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8.74. Considera la siguiente funcion a trozos:

—4x + a six < -2
fx) =1x* -5 si-2<x<1

bx +3 sil=<x

a) Calcula los valores de a y b para que sea continua para todo x.
b) Haz una grafica de la funcion obtenida en el apartado anterior.

a) Para que sea continua en el —2 debe ocurrir que 8 + a = —1, es decir, que a = —9, y para que sea conti-
nua en el 1 debe ocurrir que —4 = b + 3, esto es, b = —7.

La funcién queda de la forma:

—4x -9 si x= -2
fix) =4x —5 si —2<x<1

—7x + 3 si 1 =<x

b) Y

ax + b six=<1
8.75. Si la funcion f(x) = | 2bx* si 1 < x < 3 es continua en todos los numeros reales, calcula a y b.
2x + 3 six>3

Para que sea continua se debe cumplir:

fl)=a+ b = Iirn f(x) = Iirp(ax + b) = Iirn f(x) = “rﬂ(2bx2) =2y

f(3) = 18b = lim f(x) = lim (2b¢) = lim f(x) = lim (2x + 3) = 9

a+b=2b

Luego se deben cumplir simultdneamente las condiciones {18b -9

Asi pues, a = b = %
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