E Funciones, limites y continuidad

ACTIVIDADES INICIALES

8.. Copia y completa la siguiente tabla, expresando de varias formas los conjuntos numéricos propuestos.

Grafica Intervalo Desigualdad Valor absoluto

a8 (4,8) (4 <x<8) [x — 6] <2
E [-6,0] {(-6=x=0} Ix+3[=3
X 3 (—1,3] (xeR -1<x=3}| |[x—1]<2U{3)
7 | (o, -7)U@B +®) | x<-7}U{x>3) x+2|>5

8.l. Calcula la pendiente de las siguientes rectas y el angulo que forman con el eje positivo de abscisas.
a) x = -3 c)y+5=-y e)3x —4 =x
b)2x —y = d)3x+2y—1=x—-y f)3y+5=1+2y+x

a) x = —3. Pendiente: no existe. Angulo: & = 90°

b) y = 2x — 2. Pendiente: m = 2. Angulo: a = arctg 2 = 63,43° = 63° 26’ 6"
c)y= % Pendiente: m = 0. Angulo: a = 0°
2 1 f 2 2 o o ’ "
dy= —gx + 3 Pendiente: m = -3 Angulo: a = arctg (—5) = —33,69° = 146° 18’ 36
e) x = 2. Pendiente: no existe. Angulo: a = 90°
f) y = x — 4. Pendiente: m = 1. Angulo: a = 45°
8.1ll. Resuelve las inecuaciones siguientes.
a) x> —7x -8<0 b) x>+ 6x*+ 9x >0
a)xX* —7x —8 = (x—8)(x +1) —1 8 +0
x+1 - +
x—8 - - +

P(x) = (x + 1)(x — 8) + -

{x € Rtales que —1 < x < 8} = [—1, 8]
b) ¥ + 6x° + 9x = x(x* + 3)?

El factor (x + 3)? es siempre positivo cuando x # 3, por lo que el signo de x(x* + 3) depende solo del de x. Por
tanto, la solucion es:

{x € R tales que x > 0} = (0, +)

EJERCICIOS PROPUESTOS

8.1. Halla el dominio de las siguientes funciones.

a) fx) = 2 + 1 b) f(x)=X1—2

a) Se trata de una funcién cuadratica. Por tanto: D(f) = R.

b) Se trata de una funcién de proporcionalidad inversa. Por tanto no estan en el dominio los valores que anulan el
denominador, en este caso, x = 2: D(f) = R — {2}.
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8.2. Obtén el dominio de las siguientes funciones.

8.3.

84.

8.5.

8.6.

8.7.

a) f(x) = “Parte entera del nUmero no negativo x”
b) f(x) = V1 — x¥* — \/x* — 1

c) f(x) = “Distancia de x al entero mas préximo”

a) D(f) = [0, +)
b) Debe ocurrir que 1 — x> = 0y que x> — 1 = 0; por tanto, D(f) = {x € Rtales que x> — 1 = 0} = {—1, 1}.
c) D(f) =R

Dibuja una posible grafica para la funcién y = f(x) siendo D(f) = [0, 1] U [5, 7] y R(f) = [0, 2].
Y|
: e
O| 1 X

Obtén el dominio y el recorrido de fy g.

a) Y T[] b) v

If
jimy
2 X 0| 1 X
/
a) D(f) = (==, 2) U (2, 3). R(f) = (=, 3)
b) D(f) = [0, 1] U [1,5; 2,5] y R(f) = [-1, 1]

Dibuja la grafica de la funcién que refleja la poblacion mundial del ejemplo de arriba.
6000
__ 5000
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1000

1900 1940 1980
Afo

Poblacion mundial
(millones

Las siguientes graficas representan la distancia a casa en funcion del tiempo. ¢{Cudl de ellas refleja mejor la

siguiente situacion: “Sali de casa y cuando me di cuenta de que habia olvidado los apuntes, tuve que volver
a por ellos”?

a)d b)d c)d

0 t 0o t 0o t

La gréfica c, porque es en la Unica en la que se refleja la vuelta a casa por los apuntes.

Un aparcamiento publico tiene una tarifa de 3 euros la primera hora y 2 euros por cada hora o fraccion adi-
cional. De entre las formas estudiadas, elige la mas conveniente para representar la funcion que da el precio
del estacionamiento durante las seis posibles horas que puede estar aparcado un coche.

Mediante una grafica.

® =
2 =
g s
an O
2
0| 1 Horas (t)
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8.8. Dibuja la grafica de estas funciones.

a) f(x six<1
) 10 = {—x+23|x>1
b) f(x) = |x + 1| + |x — 1]

c) f(x) = x + [x], [x], indica la “parte entera de x”.

\4 —x+1)—-—(x-1)=—2x si x < —1 Y|
a) -\ b) fx) =yx+1—-(x—-1) =2 si—1<x<1
X+ 1+x—1=2x six > 1
X 1
X
c) fx) = x + [x] Yoo
T
X
|
|

8.9. Sean las funciones f(x) = e i T g(x) = \Vx + 3y h(x) = x* — 4. Calcula la expresion y el dominio de:

a)% b) fog c)gof d) fogoh
a) &= X3 pir) = [-3, +2) - (-2,2)
b) (F= 9)(x) = flgt] = F(\x + 3) = (\/—Xg)f = XS pifag) = [, +a) — (-2)
o) (g° N = glf)] = — +3—\/3szf+(‘°’
(_—1—\/3—7>.< _—1+\/3—7>
¥ +x=8_,_+x=3_\' 6 6
-1 X =1 x—1)-(x+1)

-1+ V37
6
x—% V37 - + + + +
-1+ V37
i vl - - - + +
6
x— 1 - - - - +
X+ 1 - - + + +
( —1—V37)( —1+V37)
. Ay -
6 6 + - + - +
x=1)-(x+1)

6 6

x-S

Ve —4+3 Ve — 1

d) (fogoh) = (fog)oh = (foglh(] = (fo g)l¢ — 4) = I A2 - VX —

D(fegeh) =R —{(-1,1), -V2,V2}
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8.10. Obtén el dominio de la funcién inversa de: f(x) =

1-vy

_ 1 _ _ S —
y——)g+1:x3y+y—1=x—3 =f'X) = 3

8.11. (TIC) Calcula la inversa de f(x) = ! y dibuja las graficas de fy f'.

Comprueba que (fo f')(x) = xy que (f"" = f)(x) = x.

=2X+1=>3y=2x+1=>x=3y—1=:»f“(x)=3x_1 1l
3 2 2 /
3x — 1 i
2 + 1
(e 00 = A () = f( 2 1) = —2 L S
2 3 6 /
32x+1 o
Sy - o 2x+ 1) 3 _ 6x _
(f mm_f[mn_f( 1) - 5 =&y

8.12. (TIC) La funcién f(x) = x* — x + 1 admite inversa f~'. Utiliza la calculadora para aproximar f~'(10).

fFl10) =xe X —x+ 1 =10
(16)°—16 +1 =986 (1,61)° — 1,61 + 1

= 10,21 f7'(10) € [1,6; 1,61]

8.13. Construye una tabla de valores para cada funcion adecuada para obtener los siguientes limites.

. . .o x—4 3x . -8
a) Ilm1 i b) Ilng \/5x — 3 c) |II’T} N d) Ilng g e) I|n21 VX =2 f) Ilrg \/»
X—>— - X X—> X — 2 X X X _ 2
-0,9 —0,99 —1,001 —1,01 X+ 1 1
Im=7="2
-0,52 —-0,502 —0,499 —-0,497 o
7,01 7,001 6,999 6,99
lim V/6x — 3 = 2
2,0006 | 2,00006 1,9999 1,9993 il
3,9 3,99 4,01 4.1 X—4
lim
397 399 | 4002 | 402 S\x—2
—0,1 —0,01 0,01 0,1
iim 9.2 — 3
3,0934 3,0009 3,0009 3,0934 0
1,9 1,99 2,01 2,1
imVx¥ — 2 =12
1,268 1,40 1,428 1,55 o2
7,9 7,99 8,01 8,1 lim — 12
1194 | 1199 | 12004 | 1204 | **° \&
8.14. Dada la funcién de la figura, calcula:
Y 7 a) f(a), f(b), f(c)
/ b) Los limites laterales y el limite de la funcion en los puntos a, b y c.
f
> a) fla) = 2 f(lb) =0 f(c) No existe
a 0 c . . .
a9 b) lim f(x) = 2 lim f(x) = 2 lim f(x) = 2
X—a x—a X—a
Iirp flx) =3 Iianf(x) =0 Iirr;f(x) No existe
lim f(x) = +o lim f(x) No existe lim f(x) No existe

x—c x—c* Xx—C
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8.15. Calcula los siguientes limites.

e wote 1+ 77 ot X+ X2+ X+ 1
. bx + 1 3+ 3 -1 . 3x + 1
b) Im 2 =2 A lim — =+ 8 Dlm e+ x—3

X 1 1 1
— 7+7
a) lim 21— jim FIX XX 00
x—>+acX2+1 _x—>+x X2 1 _x—>+x 1 n 14+0 n
v =z 1+7
5, 1 .
o) fim 2L ey XX X 540 _5
xote X — 2 x~>+xﬂ_£ x4>+x3__ 3—-0 3
X X X
1 1
. 1 v 0
Ol 57 =M 4= =/m 5 o “o+1 0
T 7
3, 3¢ 1 gp 2 1
d)”m3x3+3x2—1_“m X N . Xx X _3+0-0_3
X+ 2 + 8 X+ E_FE X+ o +§ 2+0 2
X X I
X ox 1
e) lim X4+ x4+ 1 — im P & — im 1+0+0 _
xa+xX3+X2+X+1 x~>+w£+X_2+i+i -0+ 0+0+0
<X XX
1 3.1
Hlm—Xtl X X X X040
=B+ 2x =8 o B¢ 2 8 e 2 8 6+0-0
X X X 2 X
8.16. Halla los limites siguientes.
. o2+ 1 & X =2 L7
Aimy =7 Plmge—y  ofmy  dimIaiy @lng
2x
. 2x X o 2 _ 2
a)xllgl)(* 7 _xllkxﬁ_l _xllg]ﬁ‘l 7 B 1-0 2
X X X
2x”+1 ngl
24+ X T X X X 040
o) lIm B —7 = lIm 57— =)m 1T =3-0 0
A S %
3
X 3)( _ 2)(_
o) im 3 = Im 5 = Im 7 = im (] =0
3 3
X 2x ’ 2
- 2x X X X 1-0 _
d) im 71 X'lmx7_x2+l_x'ﬂ_+l_ To - ™
X X x X
T 1
&) im g =My 7 =5 =0
32
f) lim o= = lim 9~ 4" = +o0
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8.17. Calcula los siguientes limites.

8.20. Sabiendo que lim f(x) = 3 y lim g(x) = 3, calcula los limitesenx = adef-g,g:g,f, g"

a) lim c) lim 2+ 1 e) IimL
x—2" X — 2 x——1 (X =+ 1)4 x—5* (5 —_ X)3
X+ 2 . .
0) Im 32 ) =~ 0 lm 5= ap
a) lim :izfoo C)“mM:;‘l:, e) lim X+ 1 :izim
o2 X — 2 0~ Xx——1 (X + 1)4 0" x=5" (5 - X)3 0
X+ 2 9 . x 3 _ . X _ 4
o) im 7 —X =0 =+ dlimi—3 =0 = Dimea—ag o =+
8.18. Indica lim f(x), lim f(x) en las siguientes graficas.
a b c
) " ) " ) "
O a X 0| a X 0| a X
a) lim f(x) = +oo lim f(x) = 4o
b) lim f(x) = 4o lim f(x) No existe
c) lim f(x) No existe lim f(x) = 4o
8.19. Calcula Iin;f(x) en los siguientes casos:
X —2 X —7x + 10
AT =5 W=
ox—=2 X —7x+10 . (x—2)x—-5) . x—5_ 2-5
a)lim-—5 =0 o) im—r = =M G+  MYxi2 " 2+2

f

lim (f(x)g(x)) = 3-0 =10 lim [f(x)]*0 = 3° = 1

x—a x—a

- f(x) 3 . f
lim—2L = 2 = 4o lim[g(x)]* = 0° =0
x—a g(X) 0 x—a [g( )]
X =-x+3 , X =2
8.21.Ca|cuIaXILr11x2_X2_2X3yXILr11xX+ .
X_x,3 LI
jm X=X *+8 g XXX ¥ X _1-0+0_ 1
2= 20 e 2 X 26 Ton2 1, T 0-0-27 2
X X XX
X _ 2 1r_2
X — 2 XX X X Vo-0
lim = lim = lim = =0
x—+m X 6 X—>+o X 6 X—>4o0 6 1 + O
~+ = 1+ =
X X X
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8.22. Calcula las asintotas de las siguientes funciones.

2x — 1 3x° + 2x* + 3 2x + 5 4x* + 1
AN=%—g PIW="nimas =75 D10 ="
a) Asintotas verticales:
¥—-9=0ox=30x= -3
im 2= o=l im Xl o e imZ Tl o0 o 25
xafs’Xz—Q_OJr_ ' X%*S*Xz_g_oi_ ' x~>3’X2_9_07_ ’ XAG*XQ_Q_OJr_

Por tanto, x = 3 y x = —38 son asintotas verticales de la funcion.

Asintotas horizontales:

im 2 =1 g jim ZX =1

x——= X _9 x=+0 X _9

= 0 = y = 0 es una asintota horizontal de la funcién en ambos infinitos.

Asintotas oblicuas: no tiene.

b) Asintotas verticales:

¥ +3x+2=0x=—-1o0x= -2

”m3x3+2x2+3: —-13 :_w”m3x3+2x2+3: 13 _ .,
o (X + DX +2)  —1-0° T (X + NDx+2)  —1-0°
IimC’>x3+2x2+3= 2 =_w.|im3x3+2x2+3= 1 — e
x—>—1" <X + 1)<X + 2) 0 -1 " o1t (X + 1)(X + 2) O+ -1

Por tanto, x = —1 y x = —2 son asintotas verticales de la funcion.

Asintotas horizontales:

33X +2x¥ +3 3 +2x + 3

= —oo; lim ———————=— = +° = No tiene asintotas horizontales.

lim wote X+ 3X + 2

o X0+ 3X + 2

Asintotas oblicuas:

Efectuando la division, f(x) = 3x — 7 +
= lim _2x+5 0
wore X2 4+ 3X + 2 ’

2x + 5 . <3x3+2x2+3

g portanto, m (SR - 7) =

(—*%

La recta y = 3x — 7 es asintota oblicua de la funcion.

c) Asintotas verticales:

lim Z . i, = —oo; |im 2&x+5 % = +oo, Por tanto, x = 0 es asintota vertical de la funcion.
x=0" 3x 0 x=0* 3x 0

Asintotas horizontales:

lim X+ 5 g; lim x+5_2 = y= 2 es asintota horizontal de la funcion.
xo—e 3X 3’ e 3X 3 3
Asintotas oblicuas: no tiene.
d) Asintotas verticales:
X“_,T 4XQ+1 = é = —oo; XILT 4XQ+1 = +oo. Por tanto, x = 0 es asintota vertical de la funcion.
Asintotas horizontales:
lew% = —oo; XILrPxA'XQfJr1 = 4+ = No tiene asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas:

2
Efectuando la division, f(x) = 4x + 17; por tanto, lim (% - 4x) - 17 - 0.

La recta y = 4x es asintota oblicua de la funcion.
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8.23. Determina las asintotas de las siguientes funciones:

a) f(x) = Vx* + 3 b) f(x) = ))(:_:31 c) f(x) = i);zT_; d) f(x) = = )-:- 1

a) Asintotas verticales: no tiene.

Asintotas horizontales:
lim Vx> + 3 = 4o; lim \/x* + 3 = +% = No tiene asintotas horizontales.
X+

X——=

Asintotas oblicuas:

A/ 2 2 )
m=|imm=limX7+3=t1;n=|im(f(x)fmx)=|im(\/x2+31x)=|im\);2+_#=o
X+ 3+ X

x—xee X X0 X X0 X0 X—>+oo

La recta y = x es asintota oblicua de la funcion cuando x — +, y la recta y = —x lo es cuando x — —o».

b) D(f) = (—», —3) U [1, +x)

Asintotas verticales:

2

= + o = x = —3 es una asintota vertical de la funcion.

lim
x—>—3 X+ 3

Asintotas horizontales:

lim f(x) = = = 4+ = No tiene asintotas horizontales.

X—*e

Asintotas oblicuas:

X — 1
—im FO X3 me X1
m=lm = =m X =Jim = X(x +3) =
=1 2
- x+ 3 —1 — 3x2
n = lim (f(x) — mx) = lim X — 1 F x| =1lm = lim 1= 3 -3
X—*w X+ X+ 3 X—*+w X3 1 X—+ow 2
* X (x + 3) X -1 * X
x+3 X+3 =
Larectay = x — % es asintota oblicua de f(x) cuando x — 4+, ylarectay = —x + % lo es cuando x — —o,
c) Asintotas verticales: no tiene ya que D(f) = R.
Asintotas horizontales:
3 -1 3¢ -1 B . ) 9
X'L@W =3 = XILrPx Y10 2V~ 3 es asintota horizontal de la funcion.
Asintotas oblicuas: no tiene.
d) Asintotas verticales:
lim ——>— = 1 +oor fim ——2— = 1 +o = larecta x = —1 es asintota vertical de la funcion.
)<~>71’X3 + 1 07 'H—VXS + 1 OJr

Asintotas horizontales:

lim ——— = 1; lim ——=
Xﬁfo3+1 ’x~>+xX3+1

=1 = y = 1 es asintota horizontal de la funcion.

Asintotas oblicuas: no tiene.
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8.24. Decide el mayor conjunto de numeros reales donde sean continuas las siguientes funciones:

3x — 6
— 2 _ =
a) f(x) = x 1 e) f(x) Zr 1
1 2x
PYI =5 DI =712
x—1
) ) =7 g) f(x) = [x]
Ix| 2x x <A1
d) f(x) = — h) f(x) =10 x =1
X
x+1x>1
a) f(x) = x¥* — 1; f es continua en R, ya que es una funcion polindmica.
b) f(x) = X1—1; el denominador se anula en x = —1; por tanto, f es continua en R — {1}.
c) f(x) = %; el denominador se anula en x = —1 y x = 1; por tanto, f es continua en R — {—1, 1}.
_ Ixl

d) f(x) E el denominador se anula en x = O; por tanto, f es continua en R — {0}.

e) f(x) = if; 16; f es continua en R, ya que el denominador no se anula en ningin numero real.
f) f(x) = )(2_72%; el denominador se anula en x = 3y x = 4; por tanto, f es continua en R — {3, 4}.

g) f(x) = [x]; es la funcion parte entera, f es continua en R — Z.

2X six <1
h) f(x) =10 si x = 1, f es continua en R — {1} por estar definida por polinomios.
X+ 1 six>1

Para comprobar si es 0 no continua en x = 1, calculamos el limite de f en x = 1. Para ello hallamos los limites late-
rales en x = 1:1lim f(x) = lim 2x = 2; lim f(x) = lim x + 1 = 2.
x—>1" x—1" x—1"

x—>1*

Por tanto, Iin] f(x) = 2, diferente que f(1) = 2, lo que implica que f no es continua para x = 1.

En resumen f es continua en R — {1}.

8.25. En cada caso, calcula qué valor debe tener la funcion en el punto indicado para que sea continua en él.

X —1 X —x—-2
a)f(x)—ﬁ,enx—1 b)f(x)—ﬁ,enx—2
X -1 x+E D=1 B B
e e e i L SRR R URE
X —Xx—2 (x — 2)(x ) x+1 _ 8 _3
o) im e =M+~ Mixv2 -7 =@ =7
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8.26. Calcula el valor de k para que la siguiente funcion sea continua en x = 1.

X Gk styx#2
fx) =X —3x + 2 y
2k + 1 six =1
Deb i im okt 1
ebe ocurrir que lim ———7—— = :
. X — 1 o=+ o x+ 1 _ _ 3
lleTW]XQ—3X+2_I)Jm(X—U(X—Q)_lxImX—Q_ 2=2k+1="2k="3
8.27. Calcula el limite de las siguientes sucesiones:
a)a_3"2_+5 C)a—m
" 2n* -3 "T14+n
" Vn+2 " Vn+Vn+1
3’ +5 3 o 14+n
a) Im 57 —5=73 ¢) lim 3= =0
n+ 2 \/E_ N+ 1
\ n _ n n _
o) tim Y22y VT d)limM=lim S Bl
nﬁ+x'\/5+2 N—o n 2 na+X\/E+ n+1 n—+ \/? n+ 1 1+ 1
-+ == — 4+
n \/; n n
8.28. {Son convergentes las siguientes sucesiones? En caso de serlo, éa qué numero convergen?
2\’ 1420 Vn + 1
a)an=§ b)an=1 7 C)an=1—3
+ +
2n
a) a, = 3 converge a 0.
1 2\
_+ —_
1+ (3)
b)an—1+3n—171,convergea0.
- +
3/7

C)a:\fn+1: Vi o Vn
" 14vVn 1 Vn 1+\/T
J1

n

Vo Vo Va

Cuando n se hace grande, el numerador se aproxima a 1, y el denominador, a 0, por lo que el cociente es cada vez
mayor y no se aproxima a ningun numero, es decir, la sucesion no es convergente.

8.29. Encuentra sucesiones que verifiguen estas condiciones:

a) Es mondtona creciente y acotada superiormente.

b) Es mondétona creciente y no esta acotada superiormente.

c) No es mondtona creciente, pero si esta acotada superiormente.
d) No es monétona creciente ni esta acotada superiormente.

1
n n
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2n + 1
+ 2

8.30. a) Demuestra que la sucesion a, =
convergente.

es monotona creciente y acotada superiormente y por tanto es

b) Halla su limite.

_2n+3 2n+1 _ (2n+3)(n+2)—2n+ 1)n+3) _
a) &y — &, = - = =

n+3 n+2 (n+ 3)(n + 2)
2 +7n+6-2n"=-7n-3 _ 3 _
N (n+ 3)(n+ 2) T (n+3)(n+2)

Por tanto, a,,; > a,

. 2n+ 1
b)n“ll n+2

=2

8.31. Calcula los siguientes limites:

a) lm (Vn+1- \/n) b) lim (\/n* = 3n — V/n* + n) c) lim (Vn* +1 = V/n* = 5n)

T T Yy 2

o i (V7 Vi) = (V) YT VTE )

ntoe nhoe V2 —3n+\/n’ +n

—4n
. —4n . n
= lim = lim =
N+ \/n2 —3n + \/n2 +n n—+® n? 3n n? n
7ottt
= —4 = -9
Vi-0+Vi+o0
"+ 1+ \n — 5n
c) lim (\/r* + 1 — /0’ — 5n) = lim (\/n2+1f\/n275n)~\/ v =
note ne VP + 1+ /= 5n
1.5
. 1+ 5n . n n
= lim = lim =
e A/p? 4+ 1 — /P — Bp ot \/n2 1 \/nQ 5n
Tt =t 7
n n n n
_ 0+ 5 _g
Vito+yi-o0 2
8.32. Halla los limites de las sucesiones.
a) a _<n+3>”+5 o) c _(n+ 1)“ o) e _(n+8)'2+”
" \n+1 " \n+7 " \n+7
n’+3
n*>+ 3n + 1\ n—2\" (n2+2n+5m
b)b, = (TSN + 1 d)d, = f)f,=|—F—5—
) by ( n® + 3n ) ) d, (n—S) ) n? + 3n )
|\m2n+5)
n+1 s n+1
) n+ n+5 . 2 n+5 ) 1 2 ,
8) Jim, (m) —Jm(1 +m) =, (1 R - ¢
2
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lim n+1

) n2 +3n + 1 n+1 ) 1 n+1 ] 1 n2+3n | o= N°+3n .
b) Jim, (W) —JL%(T * m) = jm, [(1 T Sn) e

— 2n 2n n—3]m=n—3
o im (B3] =i (1o tg) [ | -

—2+n —2+n n+7 "7 7”+7
, n+8 . 1 - 1
o lm\hs7) I\ a7 Mt ae7 - e

im n-5 n+3
n+3 n’+3 2 +3n | o= P2+3n n+1
f i N+ 2n + 5\t 1_n—5 AT 1 n-5 _i_1
N\ T ¥ 3n e m + 3n T oo n” + 3n T e
n—25
EJERCICIOS

Concepto de funcién. Dominio

8.33. Obtén el dominio de las siguientes funciones:

Di=%"1  oM=t"2  f=\Va-N@+ @f)=1+ [S=%

+ 1 X+ 2 5—x
X+ 1 X+ 2 1 5—x
b) f(x) = ~—1 d) f(x) = 55— 7) f) f(x) = —————— h) fx) =1+ 3 x
X X Vix = 1)(2x + 3)
a) D(f) = R, ya que el denominador no se anula para ningin numero real.
b) D(f) = R — {1}, ya que el denominador se anula en x = 1.
c) D(f) = R — {—2}, ya que el denominador se anula en x = —2.
d) D(f) = R — {2, —2}, ya que el denominador se anulaen x = 2y x = —2.
e) D(f):{xER/(x—1)(2x+3)>0}:(—00, —%]U[1,+00> 3
— > 1
2
3 x—1 - - +
f) D(f)={xER/(x71)(2x+3)>0}=<foo, f§>u(1,+00) ox + 3 _ N
P(x) = (x — 1)(2x + 3) + - +
9) D(f)={xER/g:i>0}-{5}=(—oo,3] U (5, +x)
—© 3 5
N D(f) = x € R/I2=X =0l = (8} = (—, 3) U [5, +) 3 - x il I I
3-x 5—x - +
Clx) = 2 :i + - +
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8.34. Determina el dominio de las funciones siguientes:

2x 2x
x<0 X<2
a) f(x) = yX — 1 c)f(x) =X — 1
V2x +1 x>0 2x+1 x> 2
2 X=-2 2 x=-1
b) f(x) = 1x — 1 d)f(x) =X — 1 d
V2x +1 x> =2 V2x +1 x>5
Primero se determinan los dominios de g(x) = " %X1 y de h(x) = \/2x + 1y a partir de ellos se obtienen los demas:
D(g) = R — {1} D(h)={xER/(2x+1)>O}=[—%, +oo)
a) D(f) = R b) D(f)zR—(—Q,—%) c) D(fy = R — {1} d) D(f) = R — (1, 5]

Formas de definir una funcion

8.35.

8.36.

8.37.

8.38.

2x + 3 x <1 Y
(TIC) Representa la graficade f(xX) = x> + 2x + 2 1<sx<2
-3 x>5

Se trata de dos semirrectas y de un trozo de parabola.

Dibuja la grafica de f(x) = |2 — x|. Y
Se escribe la funcion como una funcion a trozos.
) 1
f(x)=|2—x|={27xs!xs2 o[ 1 X
X—2 six>2

Representa graficamente la funcién que se corresponde con los datos de la siguiente tabla y busca una

expresion analitica para dicha funcién. %
X -2 0 1 3
y 1 1 4 16
2
La gréfica es una parabola que corresponde a una traslacion horizontal de la pardbola y = X, o] 27X

La expresion analitica de la funcion es y = (x + 1)

Escribe la expresidon analitica de las funciones definidas por los siguientes enunciados.

a) A cada numero real se le asigna el triple de su cuadrado menos el doble de su cubo.
b) A cada numero natural se le asocia la raiz cuadrada negativa de la suma de su cuadrado con él mismo.

c) En una clase se tiene un diccionario por cada alumno, un atlas por cada dos alumnos y un ordenador por
cada tres. Se pide la funcion que da el numero total de materiales de apoyo que hay en la clase en funcién
del nimero de alumnos de la misma.

a) f(x) = 3x* — 2x° b) f(n) = —\/m* + n c) f(x):x+%+[3i]:x+%[x]

ﬂ s Solucionario



8.39. Encuentra la expresion analitica de la funcion cuya grafica es la siguiente:

Y
L1 f
LT
1 X
Ecuacion de la recta que pasa por los puntos (2, 2) y (7, 4): % = % = y= f%x + 4—58
Ecuacién de la recta que pasa por los puntos (7, 4) y (12, 0): X _512 = _L4 > y= %x + %
-2 six<s2
éx 1 si2<x<7
Por tanto, la funcion se puede escribir como f(x) = 5 5
4 48
—gx + ? Six=7

Operaciones con funciones

8.40. Definimos dos funciones f(x) = %y g(x) = x+ Demuestra que fo g = x — 2 y justifica que el dominio de

8.41.

L, 2
esta funcién no sea R.

(fog)x) = f(gx) = f(x 1 2) = 11 =x— 2.D(fog) = {x € R/ existe g(x) y existe f(g(x))} = 2 & D(f > g),
X —2
ya que al no existir g(2), no existe (f o g)(2).

Dadas las funciones f(x) = x> — x — 2, g(x) = \/2x — 4, h(x) = y t(x) = 1 — X% calcula las funciones
siguientes y halla sus dominios:

a) (f — )0 b)( )(x) 0) (heg)) d) (@o0() e (F-h() 1 () o) ({)(x) h) g0 ) B0 ) )

a(f—-0=x-x—2-(1-XN=xX—-x—-2-1+xXx=2¢-x—-3 D(f — 1) =R

1 h
X —4

b) <—f>(x) XX 2 e oy -4 D(—f) — D) N D(h) = R — {2, -2}

o) (0= 9)) = ha) = h(V2X=4) = (o = 5y D@ = [2.#)= Do g) = [2.4%) - 4)

d) (go () = g(t)) = g(1 =) =V2(1 —x¥) —4=\V-2¢—-2 D(get) =

&) (- () = ) = * =522 p(r- ) = D(f) N D(h) = R ~ 2, ~2)

fly=xX—-—x—-2=(x—2) ——:>y+—=(x—— =X = /y+—+—:>f
D(f ):[—% +oo>

R == (R B CIR)

-l>|c0

2
h)y=\/2x—4:>y2:2x—4:>x=y2;_4:>g"(x)=x ;4 D(g™") = [0, +)

i)y:ﬁ:n(?—4:1?:>x: /17+4:>h"(x): 17+4 D(h")zR—(—%,O]

Dy=1-¥=¥=1-y=x=\V1-y=tr0=V1-x D)= (-»1]
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Limites de una funcién en un punto

8.42. Analiza la siguiente grafica que representa

una funcion f(x) y calcula:

f) 1(0)
9) f(1)
h) £(2)
i) #(3)

j) 1(4)

y ‘ a) limf(x)
L x—0
b) lim f(x)
f x—1
c) Iin21 f(x)
1 d) Iin; f(x)
o |1 X e) |XILT) f(x)
a) Iirrol f(x) No existe c) |irr21 f(x) =3 e) Iirr41 flx) =2
b) Iin? flx) =2 d) Iing f(x) No existe f) f(0) =0
8.43. Con ayuda de tu calculadora obtén, si existen, los limites siguientes:

am@Wm+2

. X+ 3
b)lxlgs]x—S

a) limv/3x + 2= 2

x—=2

b) lim X+ 3 o existe
x=3 X — 3

c) |irT01 (x* — 4x — 5)

d) lim 1 — cos x

x=0

c) lim (x¥* — 4x — 5) = =5

Limites infinitos y en el infinito. Calculo de limites

8.44. Calcula estos limites:

a) lim (x* — 3x* + 25x)

X—>t%

b) lim (x* — 3x* + 25x)

X——%

a) lim (x* — 3x* + 25x) =

X+

b) lim (x* — 3x* + 25x) =

X——%

c) lim (=5x* + 7x — 3) =

X—+®e

d) lim (=5x* + 7x — 3) =

X—>—=

8.45.

a) lim <X =2
x—+= 2X + 5

. x* -3
b)leTx 7x —

Calcula los limites siguientes.

18 ﬂ] Solucionario

e) lim =~
x—0 |X|
X=X

f) lim

x=0

e) lim % No existe

x—0 x—0 |X‘
—_ 2
d) lim -=C08 X _ f) fim X—% = —1
x=0 x—=0
. ) . X -
Aim(-5¢+7x -3  elimpig  9ImI
. » . —X . 5=
d) lim (=5x* + 7x — 3) f) lim o h) lim "
M+ O
f) lerPoc X2 — 4 =0
g) lim -8 _ _
X—=—x 7X - 2
oS5 —x _
h) Xllmx X+ 5 N 1
.5 — . 2%+ 1
o lim %5 e)lim %5 9))im 2 r—3
.3 -2 . —X . bx*—x?
d x'irll X+ 1 f XILrEc X —4 h) x“ﬂ]x X+ X2



8.46.

8.47.

8.48.

8.49.

a)lim X =2 _ 2 o) lim 2% = _4 e) lim ———= =0 yim 2211
xoin 2X + B 2 x—tn X + B x~>fo2+5 9 X——© 4X2_3 2

X =3 _ 3= 2x _ . X _ Y Sl
o) Im 7 =5 = * DM ey =0 Dlme—7=0 N im e =0

Halla los siguientes limites.

Xx+5 Vex — 3¢ — 3 X + 3x X’ — 6

a) lim —/——————— b) lim c) lim ———— d) lim

X—+%© \/m X—+% 2x + 1 X—>+%© X + 5 X—>+% 5X13 — X5

2
a)lim—2+5% _1 c)an:m

B V2§ A VR 2 x>t X+ 5
Vexr — 3¢ — 3 _ X — 6

b) lim 1 d) lim ———— =0

Xe>too 2x + 1 Xe>too \5/X13 X -

Resuelve los siguientes limites.

a) lim ( 2 L) b) lim (Vx + 3 = VX) c) lim x2<l - ) d) lim L

X—>+= a_ 2x + 1 x>+ X X+ 1

(2 3\
a%'L’IL(x‘sz)‘O

Vx+3+\/)_< X+ 3 —x 3
b) im (Vx + 3 — Vx) = Iim (Vx + 3 — V/x = lim =lm———> =0
im (Ve 3 = VK = I (Ve 3 = V) e T s v v M s v
S o ufx =+ )Y X _
C)JL’ILX(X x+1>‘X'LTxX( X( ) )_Xlimxx(x+1) =

1 1 V1 + Vx

\/x+1+\/)_<:
1

d) lim = lim = lim +o0
A+ = V=1 o+ 1 = V=1 Vx+1+Vx o
Calcula los limites en +» y en —x de las funciones siguientes:
a)fx) =x—-5 b)f(x)=L
2 — X
a)lim(x — 5) = 4+ lm (x — 5) = —o b) T M
X—+® X——® xote 2 — X xo—n 2 — X
Halla, si existen, estos limites:
a) lim——>—3 __ ¢) lim X =1 e) lim X = 3% ) lim X = 3%
-1 X2 — 2x + 1 x50t X2 — X X2 — 2x? 9 -2 X2 — 2x°2
oox =1 . x—1 . oxt—3x Xt —3x
oI e —x DI e —ax 41 e —2e NI 2
. x—3 o x=3 _ X' = 3x )
a) lem o1 lem X =1 - 0 e) |X|_r)721 o No existe. Ver casos f) y g)
ox—=1 . o x=1 .1 X =3 . xx¥*-3 _ 10 _
b)le@xzfx_le@x(xf1)_x“lpx_ * f)lL@XG*ZXQ_lL@XQ(X*Z)_4‘O+_+oo
OtimE=t —im X im L - 4 Jlim X =3 _ X =9) 10 _
x—0* X2 — X x—=0* X(X — 1) x=0" X 9 X2 X3 - 2X2 X2 XQ(X - 2) 4-0"
) x—1 e oox—=1 1 X =3
d)xllarp+x2—2x+1 =m (x—1)2_x“£mx—1 -t h)xlimxxg—sz_ *
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8.50. Calcula, si existen, los siguientes limites:

x> + 3x X + 3x R e o Vx—1
a)lxligx—x d)lxligx—x g)le_r?; 9-x ) IXI—T x—1
x> + 3x . > . > . X+ x — 90
b) lim e) limy/x* — 9 h) lim \/9 — x k) lim ———
x—3 X - X x—5 x—3~ x—9 \/)—( — 3
c) I|mX+3X lim ——— X~ 1 i) Ilmi ) Iimxz_é2
X—> - X x—1 \/} _ 1 x—-1 X 3)( —+ 2 x—1 X2 —_ 2)(
X +3x _ 10 _ . — _
) I = =S ) m Vo =7 = 0
X +3x _ 18 _ N e S
b)IJ_rQ X —x 6 =3 h)x“_(? 9-x=0
X+ 3 =2 . X =1 o (x+ )= 1) x+1 _
C)XIme Z—x 2 | ) M e ax+2 Um(xf1)(x72)_|xlmx72_ 2
X +3x _ . xx+8) _ . x+3 _ e Vx = Vx - 1 _1
d)IJLgXZ—X_LILr()]X(X—1)_|JLT3X—1_ 8 ) lim x— 1 _lem(\/)'(_1)(\/;<+1) 'X'LU\/;( 1 2
, o _ X+ x—90 _ (x—9)(x+1o)(\/)_<+3):
e)imyx —9 =4 k) lim Vi3 & X9 114

lim 22— — Vet 1) _ X =X =2 _

im = lim = ) lim = =2

x—>1\/)—(_1 X1 \/}_1 \/)_(+1 -1 X — 2X
=lim(/x+1)=2

x—1

f(x + h) — f(x)

8.51. Efectua el limite Ihlrrg ., en el que f es la funcion f(x) = x> — 3x.

h
x4+ h? — 3(x+ h) — (x* — 3x 2 -
fim ) ( ) = L oy 2h i 3h o h(2x b 8) im(2x+h—-3)=2—3
heso h h0 h h-0 h -0
8.52. (PAU) Calcula el limite I|m (; -3 )
1—x 1-x
lim i 3 — lim ¥ +x+1-3 — lim X+ x—2 — lim (1 =—x(x-2 _
i\ —x  1=x) o (1 =01 +x+x) o (1 =00 +x+x) =1 (1 -0 +x+1)
—lim 22—
n X1 X2 + x + 1 n
. f 5 x <1
8.53. Halla los siguientes limites, si existen, en la funcioén: f(x) = ox — 1 1<x<a4a

VX+x+1 x=4

a) Iirrg f(x) Db) Iin11 f(x) c) Iirp f(x) d) Iirg f(x) e) Iin; f(x) f) Iirp f(x) q) Iirp f(x) h) Iin} f(x)

9 ) = iy = 0 o)y 09 = b (2= 1) =

b) lim f(x) no existe. Ver casos ¢) y d) f) lim f(x) = lim (Wx+x+1)=7
c) i 19 = im 2 =~ o) iy 19 = i (2x = 1) = 7

d) Iirn f(x) = |ir‘Q 2x—=1)=1 h) Iinz flx) =7
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Asintotas

8.54. Calcula, si las tienen, todas las asintotas de las siguientes funciones.

a) f(x) = X + 3% — 1 c)f(x)=xf_5 e)f(x)=X)_:_21 g)f(x)=%
2x2 X =1 X+ 2x+7 5
b)f(X)=X2+1 d)f(X)=m f) f(X)=W h) f(X)=2X—3+X_4

a) f(x) = x* + 3x* — 1. Es una funcion polindmica, no tiene asintotas.

2X°

b) f(x) = i1 El denominador no se anula en ningun punto; por tanto, no tiene asintotas verticales.

) 2¢ o 2%¢ o . ) -~

XILrPx p- R 2; Xlirpx 11 - 2;. Tiene una asintota horizontal, la recta y = 2.
c) f(x) = P El denominador se anula en x = —5.

Jim YT 5 - % Jim. Y15 - T* Tiene una asintota vertical, la recta x = —5.

lim 3 0; lim 3 0. Tiene una asintota horizontal, la recta y = 0

xo-x X + 5 "xote X + B ' ' y '

X =1 o+ x=1) _ x+1 L _

d) f(x) = ¥ —x+3 (x—1) =3  x-3 si x # 1, no estando definida en x = 1.

lim X 1 —o0; lim X+ 1 _ +o0. Tiene una asintota vertical, la recta x = 3.

x=3 X — -3 X — 3

, . X+ 1

En x = 1 no hay asintota vertical ya que Img ~—3 " -1

lim % 1 1; lim x+ 1 1. Tiene una asintota horizontal, la recta y = 1.

X X — 3 xote X — 3

X :
e) f(x) = PR El denominador se anula en x = —1.
X X
lim = —oo; lim = +oo. Tiene una asintota vertical, la recta x = —1.
o1 X + 1 -1t X + 1
X __ x—=1) — ! Como lim £ __ (x —1)| =0, larectay = x — 1 es una asintota oblicua

X+ 1 X+ 1 xoz | X 4+ 1 ’ y '
f) f(x) = % El denominador no se anula en R, asi que no tiene asintotas verticales.

w=(x— 1)—i Como lim w—(x— 1)| = 0, larectay = x — 1 es una asin-

X+ X+ 1 X4x+1 A X X+ 1 ' y

tota oblicua.

VX + 1 1 . 1 , .
g) f(x) = ——=—=x+ —= Al serlim [x + —=| = +% = La recta x = 0 es asintota vertical [solo por la dere-
\/)'( \/)_( -0 \/)'(

cha, pues D(f) = (0, +<0)].

Como f(x) — x = & entonces lim [f(x) — x] = 0, por lo que la recta y = x es asintota oblicua.
X

X+

h) f(x) = 2x — 3 +

im {2x — 3 + 5 = —coylim|(2x — 3 + 5 = +oo, |la recta es asintota ver-
X — 4 o X —4 x—4" X —4

tical.

Como f(x) — (2x — 3) =
oblicua de f(x).

S entonces lim [f(x) — (2x — 3)] = 0, por lo que la recta y = 2x — 3 es asintota
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8.55.

8.56.

8.57*.

L, b , , .
Sea la funcion f(x) = a + S con a, b y ¢ numeros reales. Calculalos sabiendo que:

- La grafica de f presenta en —« una asintota horizontal de ecuacion y = 2.
- La gréfica de f presenta en x = 1 una asintota vertical.
- El punto (6, 3) pertenece a la gréafica de f.

Nos dicen que lim f(x) = 2, y como lim f(x) = a, tenemos que a = 2.

X——%

Al ser x = 1 una asintota vertical, es necesario que el denominador de este cociente de polinomios, %,
se anule en x = 1, porlo que ¢c = —1.
Finalmente nos dicen que f(6) = 3, por lo que 3 = 2 + % de donde b = 5.
Halla las asintotas de la funcion f(x) = _1-2¢ y esboza su grafica.
3+ 2x — x°
Asintotas verticales: 3 + 2x — x¥* =0 x=—-10x=3
lim 1 — 2% e B im 1T-2x _ im 1 — 2% _ 17
-1 X+ 1B —=x) 0 -4 Tt 3+ 2% — X "3 (x+ 1)8 =% 4-0° '

. 1 — 2x°
im 7—F/F—7 = +=
-3 3+ 2x — X2

Y
Por tanto, x = —1 y x = 3 son asintotas verticales de la funcion. \

Asintotas horizontales:

X
. 1-2¢ . 1-2¢ _ . )
Xlirpx 3 rox -2 2; Xllrpx 3T ox -2 2 = y = 2 es la asintota horizontal. ﬂ\i

2 _

El denominador de la funcién f(x) = % se anula para dos valores: x = —1y x = 5, y sin embargo

solo tiene una asintota vertical. Explica por qué.

Porque el limite de la funcién en x = 5 es finito: lim X=X =10 _ X =05)x=2) o x=2 3 _ 1
d .x~>5X2_4X_5 x~>5(X_5)(X+1) x5 X + 1 6 2

Continuidad de una funcién

8.58.

8.59.

La funcién no esta definida para x = 1 ni para x = —1. (Qué valores hay que adjudicar a f(1) y f(—1) para
que la funcion f sea continua en R?

Para que la funcion sea continua en x = 1y x = —1, las imagenes de dichos puntos deben coincidir con los limi-
tes de la funcion.

— 3¢ — X+ 1)(x — 1)(x — 3
i X =3 = x+ 8 W D D= 8) L e o ) = 2

x—>1 X2 -1 x—>1 (X + 1)<X - 1) x-1

jim X =3X —x+3 ?(XQ — X3y ”L(XQF(XU_(X”_(XU_ 9 _ im (x—3)=—4 = f(—1) = —4

x=>—1 2 — 1 x—>-1 x—>—1

Decide el mayor conjunto de numeros reales donde sean continuas las siguientes funciones.

_ _ X +7 X -1 =
a) f(x) = 2x* — bx c) f(x) = < — 2 e) f(x) = Z+ 5+ 4 g) f(x) = Vx*— 4
_x -4 _ X -1 = _ 5 —
b) f(x) = T4 d) f(x) = Z+ 2% 5 f) fx) =VxX*+x+5 h) f(x) = V2x* + 3x — 8
a) f(x) = 2x* — 5x. f(x) es continua en R, ya que es una funcion polindmica.
2 _
b) f(x) = H El denominador no se anula en R; por tanto, f es continua en R.
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8.60.

c) f(x) = Sx + 7. El denominador se anula en x = 2; por tanto, f es continua en R — {2}.
X—2

d) f(x) = ﬁ El denominador se anula en x = —1 = /6 = f es continua en R — {—1 — /6, =1 + \/6}
2
e) f(x) = Xgie_)ﬁ El denominador se anula en x = —1y x = —4 = f es continua en R — {—4, —1}.

f) f(x) = VX + x+ 5.x¥ + x + 5 = 0 para cualquier valor real = f es continua en R.

) fX) =V — 4.9¢ —4=0Bx—-2)Bx+2) =0 x€ (—oc, —%) u [% +00) y f es continua para estos
valores de x.

(_wy -3 - Vﬁ) U (73 +4\/%, w)

h) f(x) = V2 + 3x — 8.2 + 3x —8=0< x € ; por tanto, f es con-

tinua. 4

Investiga para qué valores reales son continuas las siguientes funciones y clasifica las posibles discontinuidades
que encuentres.

2 6 si 1 2X+68ix<1 1

X + 6 si x <

= = X = —_ = —

a) f(x) {x+7 i x =1 c) f(x) S e e) f(x) = x + 1] — |x + 5| g) f(x) X
2x + 6 si x < 1

b)f(x)={x_7 S x = 1 d) f(x) =5 — |2x — 6| f) f(x) = |x* = 3x — 10|

a) Si x # 1, f es continua por estar definida por polinomios.

Para x = 1 es inmediato ver que 1@ f(x) = |XILT11 (2x + 6) = 8 yXILrp fx) = |XILT11 (x+ 7) = 8.

Como los limites laterales coinciden, la funcién también es continua en x = 1; por tanto, f es continua en R.
b) Si x # 1, f es continua por estar definida por polinomios.

Para x = 1 es inmediato ver que Jlﬂw f(x) = lem (2x + 6) =8 yXILrp f(x) = lem (x+7)=—6.

Como los limites laterales no coinciden, la funcion no es continua en x = 1; por tanto, f es continua en R — {1}.

c) f presenta una discontinuidad de salto infinito en x = 0.

Ademas se verifica que Iirp f(x) = lim

x=1

=8y lim f(x):lin11(x+ 7) = 8.

x—-1"

2x + 6
X
Como los limites laterales en x = 1 son finitos y coinciden, se concluye que la funcion es continua en R — {0}.

es continua en R — {3}.

d)i‘(X):5—|2x—6|:{5+2X-6 X<3_{—1+2x si x <3

5—-2x+6 x=3 |11 —2x six=3
Para x = 3: Iir? f(x)=|ir£1 (=1 + 2x) = 5; Iin; f(x)=|in;(11 - 2x) =5

Los limites laterales son finitos y coinciden; la funcion es continua en x = 3; por tanto, f es continua en R.

-x—-—1+x+5=14 six < —5
e)fX) =Ix+1 = |x+5 =3-x—-1-x—-5=-2x—6 si -=5=x< —1.Six# —5 —1, fes continua
X+1—-—x—-5=—-4 si x = —1
al ser polindmica.
Six = —5: Iir_n5 fx) = Iin_w5 4 =14y |ir_n5‘ fx) = Iin_w5 (—2x — 6) = 4 = fes continua en x = —5.
Six=—1: Iirﬂf f(x) = Iinj1 (=2x — 6) = —4y Iir:rl fx) = Iirp1 4 = 4 = fes continua en todo R.

f) f(x) = |x* — 3x — 10|. f es la composicion de la funcién valor absoluto con un polinomio = f es continua en R.

g) f(x) = ﬁ Es continua en R — {0}, ya que el denominador de f se anula en x = 0 (discontinuidad de salto infi-

nito).
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8.61.

8.62.

8.63.

8.64.

(PAU) (TIC) Al dibujar la grafica de las funciones f(x) = x> — x y g(x) = ))(:_: 1X

para ambas funciones, como se ve en el dibujo.

obtenemos la misma grafica

Sin embargo, dichas funciones no son iguales. Indica sus diferencias y
haciendo un estudio de lo que ocurre en el punto de abscisa x = —1.

Dichas funciones no son iguales, pues D(f) = Ry D(g) = R — {—1}; por lo \ /
que g no es continua en x = —1. g

Sin embargo: 1

im g0 = lim X=X = i XE DX = 1) = 2 = lim () !

x—>—1 x--1 X + 1 x—>—1 X+ 1 x—>—1 x—>—1

[x + 2] six < —1
Estudia la continuidad de la funcién f(x) = { X* si =1 < x < 1y dibdjala.

2x + 1 six>1

Como las funciones que definen f son continuas, los Unicos puntos donde podria haber Y
problemas son los de abscisas x = =1y x = 1. /
lim f() = lim. [x + 2] = 1 lim f(x) = lim x* = 1 \/
AN
o| 11X

x—>—1

lim f(x) = lim x* = 1 lim f(x) = lim (2x + 1) = 3

x—=17 x=17 x-1" x—-1

f es continua en R — {1}.

(PAU) Determina a y b para que sea continua en todo R la funcion

X+1 six<O0
fx)y=qax+b si0O=<=x=<3
x—5 six>3

f es continua en R — {0, 3}, ya que esta definida por funciones polinémicas. Para que f sea continua en x = 0y
x = 3, los limites laterales en dichos puntos deben coincidir.

Iirpf(x)=|inoj(x2+1)=1 ylirglf(x)=lirgl(ax+b)=b:>b=1

lim f(x) = lim (ax+b):3a+byIirgf(x):lim(x—S):—2:>3a+b:—2 Sa=—1

X3~ X3 x—3

3 x<20
Calcula los valores de m y n para que la funcion f(x) =y mx + n 0 < x < 2 sea continua en todos los nime-
ros reales. -1 X2

f es continua en R — {0, 2}, ya que esta definida por funciones polinémicas. Para que f sea continua en x = 0y
x = 2, los limites laterales en dichos puntos deben coincidir.
Iirg}f(x) = IirQS =3y Iirgf(x) = Iirg(mx+n) =n=n=3

|imf(x)=|irp(mx+n)=2m+ny|ir9f(x)=|irpf1 =—-1=2m+n=-1=>m= -2

x=2"
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Sucesiones de numeros reales. Limites

2n — 1
3n + 2

8.65. a) Demuestra que la sucesion a, = es creciente y acotada superiormente.
b) Halla su limite.

_2n+1  2n—1 (2n +1)-(8n +2) — (2n — 1) -(3n + 5)

G T T3 E B+ 2 (Bn+5)-(8n + 2) -
6n> + 7n+2 —6n*—7n+ 5 7
= (3n + 5)(3n + 2) =®@n+5)-@Bn+2 =0
2n — 1 2n+2 _2:(n+1) _ 2 asi pues, todos los términos de la sucesidon son menores que 2
3n+2 “31+3 3-(n+1) 3 astpues ue 3
im a, =tm 20—1_2
note | note 3N + 2 3

8.66. a) Enuncia un resultado similar al de las sucesiones mondtonas crecientes y acotadas superiormente para
sucesiones monotonas decrecientes.
1-n

b) Compruébalo para la sucesion a, = ———.
) P P " n*+5n+6

a) Si a, es una sucesion mondtona decreciente y acotada inferiormente, tiene limite.

o) a. — a 1+ 172 1-m _(=Er+2nh+2) -0 =-nm)h+4
G T BT+ 4 (n+ 2+ 3) (n+2)(n + 3)(n + 4) -
—5n — 4

=th+2h+3n+4 <0

1-n _ 1 —r 1—-n 1 . 1 _ .
PNt s 2n+3d) (mta3f (m+af (m+ay myap ' ~0-1=-1

. 1 -
lim

M TEn+e .

8.67. Sabiendo que lim a, = =2, lim b, = 3, lim ¢, = 0 y lim d, = <, calcula los limites de las siguientes sucesiones.
a)a +b d) & )(ﬂ)””
n n bn g bn
b) a, - b, e)a, +d, h) (ay)
c, . >
c) ¢, - d, f) = i) (a;®)
d,
lim d,
i - _ - i @ _2 i a\ _(_2\" _
a) lm (a,+ b,) = —-2+3 =1 d) Jim 5= "3 9) fim (bn) = ( 3> =0
b) lim (a,-b,) =(-2)-3 = -6 e) lim (a, + d)) = +e h) lim a, = (-2)° = -8
c) ||rp (c, - d,) =0« Indeterminado f) lim % =0 i) ||rp a, = (-2)"= (—%) =0

8.68. Determina el valor de los siguientes limites.

<1+n 2+n) o) i V3n> +7n -5 3—-n

n 1+n

o im EGEEEE @ m n-svR) 0 m (V- 20

) lim ——— e) lim

a) lim
) n—+e 2n -9 ns+e 5 4+ n

n—+o

D Jm (- E) = ey = ) Jim (30~ 5VA) =+
_(@2-7n(8n—8) 56 +37n -6 56 3-n
o) im “—pp —qy — ~ M T —an 1 T T4~ e im g =

= —

V3n*+ 7n — 5 \/g n* + 3n — 4n?
—_— = f)lim (Vn* +3n — 2n) = M —m————
2 n—+oe ( ) N>+ n? +3n+ 2n
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8.69.

8.70.

Halla los limites siguientes.

a) lim (\Vn* +2n = \/n> = 3) b) lim (vVn =38 =1/n+3) c) lim (V> = 5 =n)

. . 2+ 2n—n*+ 3
a) lim n”’ +2n —\n*— 3) =lim n+ =1
) n—+o (\/ \/ ) n—+® \/n2 + 2n + \/nz + 3

o) lim (Vn—3-vn+8)=lim =2 =—"=3__g

nﬁ*“\/r1—3—i—\/n+3

. . -5-nr
¢) lim (VP =5 —n) =1lm =" -9
n—>+sc( ) n—+% \/n2_ 5 +n

Calcula, si existen, los siguientes limites.

n’*+1

. n—1 . n>—n+ 3 \n3 . 1\
a) JL’E(S T 1)2) ©) JL’IL(nZ +3n — 1) e)n'LTx<1 - %)

. 2 . (3n+ 2Y (T
b>n'm(1 i 3) d>n'm(en ¥ 3) ") Jm(nz = 3)

a)Iim(3+(n;1>:3+O:3

n—+o n + 1)2
lim =2
1 n—2 1 n+3 o N+3
i — = i = 1 =
b)nlLrPx<1 + n -+ 3) nlLer (1 + n -+ 3) € €
i _4=4n_ it
7+ "+ m+3n-1 | #yan—1 n+3
O e 1 T L D St U L Y - 1 a~4n
o) Im \ 737 =1 =m w”+an — 1 - n” + 3n — 1
4 — 4n
N 1
=e 4 — g
(3n+ 2\ (1) 1
d)n'L”l<6n ¥ 3) - (2) 64
—2n —2n
e I|m<1 ——) = |lim (1 +—) =e
n—+o n—+o 2’7
g im HTE
) ng +1 n?+3n . 2 n?+3n ] 1 2 i
H JL@(n?—:a) _n"ﬂl (1 - n2—3> _nlLrPx (1 + 3 —n? - €
2
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Sintesis

8.71*. Sea f la funcién definida por f(x) = |X|L?3 ¢Cual es el dominio de f? Calcula los limites lim f(x) y lim f(x).
Xl — X—+w X——w
Estudia los limites Iirgl flx)y Iirp f(x).
D(f) = R — {3, =3}
Six=0 )= T3 im0 =1 Six<0 f() =23 yiimix = —1
' X — 83 7 = ' —x — 37,55
. X+ 3 . 6 .
Six=0, f(x) = 3 POr lo que an; f(x) = o= +o0 yXILrp f(x) = —oo.
2
8.72. Calcula los nimeros a, b y ¢, sabiendo que la recta y = 2x — 3 es una asintota oblicua de f(x) = %bxﬁ-c
_ad+bx+c _ a—-b+c _ _ .
f(x) = 11 +b—a+ 1y —a= 2, b = —1y c puede tomar cualquier valor.
Como 2x* — x + ¢ es divisible por x + 1 cuando ¢ = —3, debemos excluir este valor de ¢, pues la funcién
2% — x — 3

8.73.

8.74.

f(x) = es f(x) = 2x — 3 si x # —1, es decir, su grafica es una recta con un agujero y, aungue en ri-

X+ 1
gor, la recta y = 2x — 3 es asintota de esta funcién, no se suele considerar como tal.

Por tanto, se concluye: a = 2, b = —1, ¢ # —3.

(PAU) Estudia razonadamente las asintotas y la continuidad de la funcién f(x) = ﬁ
f no es continua en x = —1, pues no esta definida. En todos los demas valores de x, f es continua.
Al ser IimL2 = +o. La recta x = —1 es asintota vertical.

x—1 (X + 1)

No tiene asintotas horizontales al ser infinitos los limites en el infinito.

X 3x + 2

= voxs1 X 2t e rox+ 1

con lo que la recta y = x — 2 es asintota oblicua de dicha funcion.

A continuacion te mostramos el comportamiento de cuatro graficas en torno a su asintota vertical x = 3.

a) d)
Y Y| Y|,
0 3 X o 3 X
Asocia cada una de ellas con una de estas funciones:
X 2+ 1 -2 a1 =x
) =-"3 glx) = =3y h(x) = w=ar jx) = 3
a) h(x) b) j(x) c) f(x) d) g(x)
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8.75. Completa la siguiente tabla (f y g son funciones reales de variable real).

Formulacion analitica Interpretacion grafica
Iirg} f(x) = — La recta x = 2 es asintota vertical de la funcion por la
- izquierda de 2.
x = 0 es solucion de la ecuacion f(x) = 0. La grafica de f pasa por el origen de coordenadas.
Si x € [—1, 8], entonces f(x) < g(x) En el intervalo [—1, 3], la grafica de f esta por debajo

deladeg.

X = 4 es solucion de la ecuacion f(x) = g(x). fy g se cortan en el punto de abscisas x = 4.
La ecuacion f(x)= —6 no tiene solucion. La funcién f no toma el valor -6, esto es, -6 no

pertenece al R(f)

x = =5y x =1 son soluciones de la ecuacion La recta y = 1 corta la grafica de g en los puntos
glx) = 1. (=5 1)y(1,1).

8.76. Calcula los limites siguientes.

a) lim 12X+ Tx+ 1 f) lim Vx(Vx + a — Vx) k) lim (3 __3 )

X—+© (2X =+ 1)(1 -_ 4X) X—+o x—=0~

b) lim (2x — \/4x* + 3x) 9) lim (Vi +2 = V¥ + x) ) lim 2= !

-1 X + 1
;
xR+ = Ve + 1 X —=T7x+ 10 . 2x \x=s
©) lim 2x + 1F M im—"> m) 'Jiﬂ<x+5)
X2+ 6x +9 o [(x+ 2V . Bx+3x -1
i (257 ) Jim () ) i S
) 5 AT N o (x4 5
e) lim (V¥ + x = Vx* = x) ) ng;<x_1)
2) lim —12¢ + 7x+1 _ —12 _ 3
Sl (2 + 1) — 4) 8 2
2 __ 2 —
b) lim (2X—\/4X2+3x)—||mLL3X) I|m$7=—%
ot ot ox + \/4x + 3x 7 2x + \/4x + 3x
\/x2+1 .\/x3+1
XX+ 1+ 1 X V X 1
¢) im, (2x + 1) =lm T =3
&+ 1Y
X
2
d)”mm=+w

x—3" X — 3

2 (2
e)I|m (VX + x =X — x) = lim X A x— (X - % = lim 2 =1

x4>+wf\/X+X+»\/X_X x~>+:of\/x2+x+\/x2_x

\/_x+a—x a\/;< a
I|m \/x +a— = lim = lim -
VAl V9 - o\ a+ Ve e \/x+a+\ﬂ< 2

) lim (VX +2—-Vx +x)—||m X +2- K+ = |lim 2~ X =—%

VX + X+ VX + x X*“\/x + X+ Ve + x

h)|imw:”mw:”m(x_5):_3

x—2 X— 2 x—2 X— 2 X2
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8.77.

x—1 77
i) |im<x+2) = lim 1+172 P =¢
2
x+ 5" [(8Y _
) 'M(x—1> _<2>_16
K lim (2 -3 ) ojm X2y 2o X,
-0 \ X X+ 1 -0 X(x + 1) -0 X(X + 1)
N lim 32— noexistepueslimX_1=+ooylim X—1_ o
x=-1 X 1 -1 X + 1 xo—1t X + 1
=
1 X5\ x+5
. 2% Yoo _ Xx—=5\W%"5 _, T \es\xs _ &
m)L'LQ(x+5) 'JL'Q<1+X+5> =lmi(t+5—s - €
X+ 5
n) Im5x+3x—1__1
x=0 (X +'1)2

En cada caso, esboza el dibujo de la grafica de una funcion que cumpla las condiciones dadas.

a) - Iirp f(x) = —o
. Iin; f(x) = +o

- Asintota horizontal y = 2 en —«

- Asintota vertical en x = 1

B
e

b) - lim f(x) = 2
X+
«Six >0, f(x) <2
- Asintota oblicua y = x

- Discontinuidad evitable en (1, —2)

.............................
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PROBLEMAS

8.78. Una empresa produce ratones inalambricos en grandes cantidades. Atendiendo a los gastos de puesta en mar-
cha de la maquinaria, al salario de sus trabajadores y a otros factores, se ha llegado a la conclusion de que
producir p ratones tiene un coste total, en euros, de

C(p) = 10p + 10 000

a) Encuentra la expresion de la funcion C,, que nos da el precio unitario medio de un raton al fabricar p uni-
dades.

b) Calcula C,(10) y C,(1000). (A qué es debido que haya tanta diferencia entre un coste y otro?

c) Calcula lim C,(p) y da una interpretacion econdmica al resultado.
p—+x

C 100 000
a) Colp) = = = 10 + ——=
) Cu(p) b 5
B 100 000 B 10 000
b) C,(10) = 10 + === = 10010 C,(1000) = 10 + — 555 = 20

La diferencia estriba en que una componente importante del precio de produccion de p ratones, 100 000 €, es
independiente del numero de estos.

c) lim C,(p) = lim 10 + 100000 _ 10 €

P+ P>+ p

Como se observa, C,(p) = 10 + % > 10 sea cual sea p, pero cuando p se hace grande, se aproxima a

10, ya que el otro sumando, debido a los gastos de puesta en marcha de maquinaria, etc., se va amortizando al
haber mucha produccion.

8.79. Un barco navega del punto A al punto B describiendo una semicircunferencia centrada en una isla X.
Luego navega en linea recta desde B hasta C.

B

¢Cual de las siguientes cuatro graficas muestra la distancia del barco a la isla, segun la distancia recorrida?

a) d(b, x) ~ b) d(b,x c) d(% d) d(b, x)

(o) S 0 S (o) S [0 S

La gréfica b.
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8.80.

8.81.

8.82.

El franqueo de las cartas varia segun su peso, como se indica en la Peso (g) Precio (€)
tabla siguiente.

Hasta 20 0,34
a) ¢{Cuanto costaria franquear una carta de 145 g? Hasta 50 038
b) Representa la gréfica de la funcion que nos indica el precio del Hasta 100 0,54
franqueo segun el peso de la carta. Elige adecuadamente la escala Hasta 200 084
de los ejes para que se refleje toda la informacion. d
Hasta 350 1,50
c) ¢Es continua dicha funcion? ¢Cémo se llaman este tipo de fun- Hasta 1000 85
ciones? ’
Hasta 2000 3,60
a) 0,84 euros
b) G40
03,6 o
Q
03,2
o
2,8 ?
2,4
2,0
16 —_—
1,2
0,8 @=—0
0,4180
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Peso (g)

c) La funcién no es continua. Este tipo de funciones se llaman escalonadas.

La longitud I (cm) de una barra metalica varia con la temperatura T (°C) de acuerdo con la funcion:
I(T) = 30,5 + 0,025 T

Determina para qué rango de temperaturas la longitud se mantiene a menos de 1 mm de 30 cm.

Hay que calcular las temperaturas correspondientes a las longitudes 29,9 cm y 30,1 cm.

30,1 — 30,5

299 =305+0025T = T= —-24°C 30,1 =305+0025T7 = T= 0025

- 16°C

La temperatura oscila entre los —24 °Cy —16 °C.

Tres parejas de una especie en peligro de extincion se introducen en un parque natural para intentar su recu-
peracién. Los estudios indican que la poblacién, n, aumentara de acuerdo con la funcion:

300¢*

n(t) =6+ T~ =50
donde t es el tiempo en afos.

a) Si la poblacion critica a partir de la cual se considera que la repoblacion ha tenido éxito se logra cuando
se superan los 50 ejemplares, calcula cuando se alcanza dicho nivel critico.

b) ¢Cual es el comportamiento de la poblacién para t = 10, 20, 40 y 60 afios? {Qué conclusiones se pueden
sacar de estos resultados?

_ 300¢ _300¢ _ 4400 _ ~
3)5076-0-12_‘_100:>447—12+1OO:>1‘27—256 = t = 4,14 afos
_ 300 - 10° _ 300 - 20°
b) n(10)—6+m—156 n(20)—6+7202+100 = 246
_ 300 - 30° _ 300 - 40°
n(30) = 6 + 307 ¥ 100 288,35 n(40) = 6 + 207 1100 — 297,89

La poblacion tiende a estabilizarse, siendo su valor limite 306 ejemplares.
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8.83. El numero de ordenadores que tiene en stock una pequefia empresa viene dado por la férmula
N(t) = 1o<3[t J; 3} - t)

donde el tiempo, t, se mide en semanas. Esboza la grafica de la funcidn y estudia su continuidad. ¢Cada cuanto
tiempo debe reponer su mercancia la empresa?

La funcion es periodica.
Debe reponer productos cada tres semanas.

N° de ordendores

AN

PROFUNDIZACION
(A +5Y) . (a4 1)\
8.84. (PAU) Halla el valor de a para quexllr;n== (4x " 3) —Xllrpz (m)

|im<4x+5):lim(1+4X2 ):Iim (1+%)2 2 — /e

xote \4X + 3 x—+® + 3 x>+ 4x + 3
2
(m—1)ax’
2 4% +1
(a1 L I 1 o | fmie
X'L’Il<4x2 ¥ w> _X'Lrll<1 T A 1) =Mttt e - ¢
m+ 1
im (AXH8Y (AN 1 (m—ta 2
i \AX + 3) o \ 4 + w 2 4 T

n ., pn

o - L 2" - n ) - .
8.85. (PAU) El término enésimo de una sucesién es a, = P Escribe el término a,,, y calcula lim
. X—>+x

an+1

n

a _ 2n+1 (n + 1)n+1
A (n+ 1)
2n+1 (n + 1)n+1
A, _ (n+ 1) _2"n(n + )™ _ 2(n+1)(n+1)”:2 1 +l”
a, 2" 2" (n + 1)In" (n+1)-n n
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8.86. (TIC) Todas las asintotas estudiadas en este capitulo son lineas rectas. Hay otras curvas a las que se aproxima
la gréafica de f cuando x se aleja del origen. Son las llamadas “ramas parabdlicas”. Veamos un ejemplo:

a) Con ayuda de tu calculadora grafica, representa en una misma pantalla las curvas de ecuacion

X —=7x+ 2
) =—+2

b) A la vista del apartado a, haz una conjetura sobre a qué curva se aproxima la funcion.

y g(x) = x* — 2x — 3.

c) Demuestra que tu conjetura es cierta calculando los limites lim (f(x) — g(x)) y lim (f(x) — g(x)).

d) Por ultimo, divide el numerador de f entre su denominador y comenta el resultado obtenido.

a)

v/

b) f(x) se aproxima a la curva g(x) cuando x se aleja del origen.

i _ — i w (¥ — _ — 8 _
e Im (1)~ o) = jm |55 ¢ - 2= )| =i P =0
lim (f(x) — g(x)) = lim L-x+2 (x* — 2x — 3)| = lim =0
X——c® X——% X+ 2 xo—n X + 2
X=TX+2 _ o 5 8 X =7x+2 o 5 _ay__8
d) x+2 X 2x 3+x+2<:> X+ 2 (¢ = 2x 3)_x-i-2y
e =Tx+ 2 ) _
o [£5 25 2] -
En cualquier cociente % de polinomios, al hacer la divisién nos va a dar de cociente el polinomio ¢(x) y de resto
el polinomio r(x), asi que f(x) = c(x) g(x) + r(x), de donde % —c(x) = % y como grado r < grado g, enton-
) f(x) . . f(x) . . .
ces XILrIL 5(6 — ¢(x)| = 0; asi pues, la curva 5(5 se va a aproximar, cuando x se aleja del origen, a la curva

y = c(x).

8.87. Dibuja el conjunto de puntos del plano (x, y) que verifica cada una de las siguientes igualdades.

a)y=x-3 b)y=X2_9 c) (x+3y=x*-9
X+ 3

¢Corresponden todas a la grafica de una funcion?

Y| Y| Y|
2 2 2
0] X :O X X
La curva del apartado ¢ no corresponde a la grafica de una funcion, pues para x = —3 hay mas de un valor de .
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8.88. Dibuja la grafica de la funcion y = |x — V(x — 1)?]. Y

8.89.

8.90.

8.91.

8.92.

8.93.

Como V(x — 1)? = |x — 11, nos piden dibujar

[1] =1 six=1 o\

y:|X|_|X_1|:1|2x—1| six <1 \/

0] 1 X

a) Sig(x) = 3x + 2y h(x) = 9x* + 12x + 1, encuentra una funcién f tal que fo g = h.

b) Si g(x) = 2x — 3y h(x) = x* + 1, encuentra una funcion f tal que fo g = h.

a)h(x) =9 + 12x+ 1 = (Bx + 2)> — 3 = (fog)x) = flg(x)) = (g(x))? = 3 = f(x) = x* — 3

b) (feg)(x) = f(2x — 3) = xX* + 1
X+ 3
2

2x =3+ 3
2

2
Esta afirmacion sera correcta si f(x) = + 1, pues entonces f(2x — 3) = ( ) +1=x+1

Pon un ejemplo de dos funciones fy g tales que no existan Iir’r11 f(x) ni Iin'11 g(x), pero si Iin11 (f(x) + g(x)).

x+ 2 six<1 )2 six <1 3+ 2 six=<1
f<X)*{x+3 si X > 1 ()’{4x—3 six > 1 (Hg)(x)*{a six > 1

No existe Iirr11 f(x) ni Iin11 g(x), pero Iirr11 (f+ 9)(x) = 5.

Si existen Iin'11 f(x)y IirT11 (f(x) + g(x)), épuede asegurarse que existe Iirr11 a(x)?

Como g(x) = [f(x) + g(x)] — f(x), podemos asegurar que Si existe |irT11 fx)y |irr11 [f(x) + g(x)], existe |irTJ g(x).

Si f(x) = g(x) salvo en 2009 puntos, ¢qué puedes decir de los limites de ambas funciones en x = 5?

Podemos afirmar que existe uno de ellos solamente si existe el otro, y en caso de existir, serian iguales.

a) Comprueba graficamente que si f, g y h son tres funciones tales que f(x) < g(x) < h(x) y ademas
lim f(x) = lim g(x) = I, entonces lim h(x) = I.

x—a

b) Calcula lim (x2 - sen l)
x=0 X

1
X
Como lim (x*) = lim (=x?) = 0 = lim (xz sen %) =0

x=0 Xx=0 x-0
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8.94.

8.95.

8.96.

8.97.

Entre las siguientes afirmaciones, determina cuales son siempre ciertas y cuales pueden ser falsas.
a) Sif(1) C 0y f(2) > 0, debe haber un numero c en (1, 2) tal que f(c) = 0.

b) Si f es continua en [1, 2] y hay un nimero c en (1, 2) tal que f(c) = 0, entonces f(1) y f(2) deben ser de
diferente signo.

c) Si f es continua en [1, 2] y nunca se anula en (1, 2), entonces (1) y f(2) tienen el mismo signo.

a) No tiene por qué ser cierta si f no es continua. Si f es continua, sera cierta.

2
b) Tampoco tiene por qué ser cierta. Por ejemplo: f(x) = (x - %) .

c) Sique es siempre cierta, pues si f(1) y f(2) tuviera diferente signo, al ser continua en [1, 2], tendria que anularse
en algun punto del interior.

Calcula las asintotas oblicuas, si existen, de:

a) f(x) = Vx* + 1 b) f(x) = 2x + 27"

VK + : ’ + . X+ - -
a)m=l|m7XX 1 _ lim —XX21=1;n=l|m(\/x2+1—x)=l|m\)>2_1X2=I|m\/2_+=0
X—+o X+ X+ X—+oe X +<| + X X+ x> + 1 + X

Asi pues, la recta y = x es asintota por la derecha, y como la funcion es par, la recta y = —x lo es por la izquierda.

b) f(x) — 2x = 27 lim (f(x) — 2x) = 0, por lo que y = 2x es asintota oblicua por la derecha. En cambio, no hay

asintota oblicua por la izquierda, pues lim ) _ lim (2 + %) &R

xote X X+

En cada caso, dibuja los puntos del plano (x, y) con que verifican las siguientes condiciones.

1 1 1
a) y =[x b = — c)y=|— d =—
)y =[xl )y I )y [X} )y l}
X
Y| -0 Y| Y Y|
=0
O=0
=0
=0
-0 -0 oe 1- O
=0
=0 1 O
7 2 3 1+ o—e og-.
1} el .-g'g-e-g_o o»
o) X [JE] X o] 1 X 0] 1 X

2x* + 4x + cx + 2c
X+ x—-2

¢Hay algun numero ¢ para el que exista lim ? Calcula c y el limite correspondiente.
x—1

Como lim (x¥* + x — 2) = 0, para que exista el limite del cociente es condicién necesaria que el limite del numera-
x=1

dor sea también 0, y al tratarse de una funcion continua, debe ser O el valor que tome en x = 1:
X +2x— 4

2+ 4+ c+2c=0 = c= —2, siendo entonces la funcién f(x) = a— = 2six# 1, =2, por lo que
. 2+ 2x— 4
m f) =M =y x—2 ~ 2
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