Limites de funciones. Tipos de
indeterminaciones

Limites y operaciones

Estudiar el limite de una funcion en un punto es ver "a que tiende" esa funcidn

en ese punto "<". Motacion = (x)="h| limite cuando xtiende aw de f{x) es igual a b.

xli;r;nmf
Los valores de x pueden ser finitos o infinitos. Los que toma |a funcidn tambien.

Fara calcular un limite debemos sustituir el valor de x por el valor que me diga el limite.
Podemos obtener solucian o una indetermminacidn gue hay gue resolver.

Operaciones de nimeros (los representamospor k) v * . Reglade los sighos.

Zamparar un ndmero (por muy grande o muy peguefio gue sea) con el + o el - oo,

es como camparar una gota de agua (el ndmera) con el mar { el infinita).

Se supone que el infinito eslo mas grande o lo mas pegquefio que hay pero nunca podemaos
alcanzaro. En realidad el infinito se ha establecido para poder poner fin.

Sumayresta = k tw=tcw

2)8+ew=cc b)20-w=-w C)B-(+w)=8-w=-w d) -w+5H=-cw E]Im—1|:|Ei= oo

Producto = k(=0) - tw= 1w
a)f-w=cw B)-3. [-w)=co ) 1000 w@=coc dj- (-8) =0 &) co(-5) =<0
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Tipos de indeterminaciones teniendo en cuenta a que tiende X



Limite cuando x tiende at co. Posibilidades :
a) Ohtenemos solucidn directamente.

b Indeterminacion —
[+ 8]

C) Indeterminacian o - o
dj Indeterminacian 1%

Limite de una funcidén enun punto. Posibilidades :
a) Ohtener solucian directamente.

. . . . Con polinomios: factorizamos vy simplificamos.
) Chtener la indeterminacion Tipos :‘;»{ P ¥ simp

{Zon raices: utilizamos el conjugado.
c) Indeterminacian il Limites laterales, solucian *eo Asintotas verticales.

d) Funciones definidas "a trozos" | Limites laterales finitos. Lo vermos en continuidad.



Limites cuandox — % =

a) Limites que nos dan solucion directa.
Moz guedamaos con el termino de mayor gradao.
Debemos poner el limite hasta que obtengamos el resultado final.
. . . . 2 .
1. lim -x2+3%+5 = lim -x2+3x+5 = _lim -x°= _lim —(m) = Jim -(w)=-e
=D =D WD =D W=D

. . _ _ 4 _
2. lim x-3x* = lim x- 3% = lim -3x*= lim —S(m) = lim-3.w=—w
X—n w—n L —=rn ] "

b Sustituimos x por ee para ver gue indeterminacian es.
C X .
(] Indeterminacién — % = {Mos guedamos con los terminos de mayaor grado.

&) x

Al resolver nos pueden aparecer d casos.
Casos

1. Cuando el grado delnumeradeor es mayor que elgrado del denominador,
hosda+wo-co

lim 3%% -2% -5 - 1* Debemos comprobar el tipo de indeterminacian
A—0 y.4 2 Resolvermos
r R 2 )

1o Sustitvimosxpore = lim 2~ 279 jim P INDETERMINACION

A0 =4 A=HD v w

ax? - 2x-5 3x?

2% Resolemos = Jim ——=Jm_ —-=_lim d3x=+cw

w00 v — £} o oy =

2. Cuando sondelmismogrado. La solucién es el cociente delos coeficientes del
mismo grado.

. 3x%.2x+5 - R Y, Y N VO
lim 2—:% = Fes=olvermos = lim — = lirr ="
X0 4y 4 e R e KD 4

3. Cuando el grado del numerador es menor gque el grado del denominador.
La solucidén es cero.

. % -x +1 oo _ 6 . %2 . T 1
lim = . Fesolvemos = |im ———— = lirm — = lim —=—=1
X0 g3 4y +3 o X0 wd e d ARy X0 x m
c) Indeterminacién co - eo|

Se resuelve multiplicando v dividiendo por el conjugado de la raiz. Utilizamos la igualdad notable
sumaper diferencia para conseguir quitar la raiz. fa+b){a-b)= 2° -b?

lim «/x+1-x
¥ —=co

19 Sustituimosx por oy nosdalaindeterminacion e -

2° Resolvemos: nosdan (a-h) /x+1 -% el conjugado sera (a+h)
a 4]

| (X Tax) (W) (0
Xlﬁﬂmm_x=xlﬁnm( X-BE+>< )=X|Lﬂm( Jx_j’l+>< -




Limite de una funcién en un punto

Posibilidades
a) Ohtener solucian directamente.

. . . . Con polinomios: factorizamos v simplificarmos.
) Chtener la indeterminacion Tipos = a _ - _ v a
{Zon raices: utilizamos el conjugado.

C) Indeten’ninaciljn Limites laterales, solucidn oo Asintotas verticales.

d) Funciones definidas "a trozos" . Limites laterales finitos. Lo vermos en continuidad.

a) Obtener solucién directamente.

. 2 - I_ai_
iy X = iy = 2
.0
b} Indeterminacidn —

Funcionesracionales conpolinomios: descomponemos en factores y simplificamaos.

o x?-2x% -Bx+12 X =2 -Bx+12 0 N
lim > = lim = =— Indeterminacién
¥—=2 x"+3Ix-10 Kl w4+ 3w =10 0

oad oo oBxe12 . CD)X-B) g -3

lirry = lim — % S fm - _—=_=

i—=2 %'+ 3x-10 i—2 (- 2)(x+8) ¥—=2 x+5 7

Funciones racionales conraices: multiplicamos vy dividimos por el conjugado de la raiz.

x’ +5 -3 oo +5-3_0

Hll_r}nz T oox = }{I_}2 o "0 Indeterminacién

. ( ><2+5—3)(«|'><2+5+3)= . 4 o (x+2)(x-2)

GNP zx)[ WL E 4 3) CHPEE zxj(m+ 3) =2y (- 2)(Jm+ 3)
[x+ 2) 4

Ejercicios de limites resueltos



1. lim 5x3+7x = lim 5x°+7<=lim &8x°= |im 5 -w=m
X —D w —=0n w0 =

2. lim -4 = lm -— = lm -t=o
-0 x2 W—s —O0 ><2 ¥—= —C0  gn
. x3 -5 o %3 -5 . %3 . ®
3. lim =.— = _lim = |lim —===lm —=-c
»—o _xz -4 en —s00 —X2—4 s _XZ ¥—atn _
. 4x% -2 o o4 -2  4%® grado 3
4. lim == = lim —=_lm ==
X—=0 | fx -3 o =0 fe o3 X=o e grado 172
2 7 2
5. Jim 12X o Co g XX gy X1
X—%0 4x? -4 w | X0 4k 4 X-%0 4 4
+
6. lim XY o o gm Pl gm o
X—o -2 oo H—an w— D e
. ¥ +2%-6 o 4 D - W grado 5/2
7. lim =~ — — = _lim lirm
X—=0 g% 4x+2 o KD o —4><+2 " xid » grado 3

8. Jﬂ: NJE XX = -

= 2
x"_’i.”m\m-K: . ( w4 3 - x)( x +3><+><)= . (M)

He ( + 3+ x) Hop e M 3%+ x

><: + 3 -t o _ Jux .
= lim —m—m—m—= — = i — = lim

Fx
T e dn e P GE Do 0 AT N L 3w RO+

9. J@mxﬂx+2- -2 = | wm-wm
[Jx+2—¢x—2)(dx+2+«fx—2)

XI@m WK+ Z—aw—2=_lim

X—x0 N R
s
i (Vv 2) -(+%=2) o _Xt2ox+2 4o
X0 N B Yy L0 forp Dy o — 5a]
. f?: . 2-'5( #a)
+
0. gim [143PF = im [1+ 37 =
2 7.3
lim = [1+3>< —1 lirm ===
|”.[~h 1+3X2ﬁ< %DXI: :I X%D s =Eﬁ
M. dim 2% = gm0 40
=2 %-3 =2 w—3 -1
2 3 _
12. -1 o e i e ix-1) _ lim %+ 1=2

1 x-1 =1 w—=1  x—= w—1 H—1




Ejercicios con soluciones

1. Calcula los siguientes limites:

3 2 2
8) l‘ﬂx—afﬁ';%a b) J‘E% o) 4-_11
d) lim x3;4xz+5x-2 ¢) lim mz+x: £) lim ml'E-xzu 2+x
=l % -y —x+1 Al x¥ —x 20 X5+ X
. s x5 4 0%t —Tx+2
B J;{;E?—E W x4 —2x% +2x% -1
iy SR i i sl
ied D _4B8-x =2 \x+2-2

2. Calcula los siguientes limites:

) 1 1 ) 1 2+2x—-x° ) 1 Yoz
a) llm[ e ] b) hm[x-ln - ] C}P-T'(xz-d.]

=T L xT =1 x3-1 x-+2
i
. [3-xY . 2 [ xP a1
d) lim [2+x] e) i:_n;ln(HBx}; f) lim [?]
: 4 (3% +5)5x+2) 2o x* +1
lim 1 +x+x* ) h hm{ i) lim | x* -
g} *—“ﬂ{ } }1—-'-:91 —'{:'i""}]z ] X Xz‘—l

[y 2 — 2 =1
D lim 2273 gim (K -ax+2-VxT=x) 1) lim \Ix=—+1
X X° -

¥ = '\.III]l{2+4—2. A= 00
%7+
o [P =] ®
m) 1 —_—
) i [ i ]
Soluciones
1) a)3/4 b)5/3 c)4 d)y-1/2 e)-1 f}—% g)4 h)0i)-2/3j)2

2) a).+o b)3/2 c)+o d)1 e)e®feg).e h)=15 i)=1 )1 k)=1 )1 m)e”

Asintotas verticales



Caracteristicas y pasos para calcular asintotas verticales

1. Calculamos el dominio de la funcion.

2. Tomamos el limite, para los valores de x que no pertenecen al dominio. Si el
limite nos da infinito, en esos valores hay una asintota vertical. x"—Ta flx)=co

d. Para saber a que tiende la funcion hay que tomar el o los limites laterales.
La seoluciénsélopuedeserta

4. Son rectas paralelas aleje OY. Seescriben x=valor dela asintota vertical.

4. Funciones gue pueden tener asintotaswverticales :

. . . . K
Funcionesracionales: |Indeterminacién 3

Funciones logaritmicas y funcidén tangente.
H. Elndmero maximo de asintotas verticales gue puede tener una funcian es dos.

Ejemplos

1. f(x}=x_+:: figura 1

Dominio = Dornf(x)=R-{1}
X+ ]

Limiteenx =1 = IimaI —1: %zm Indeterminacidn E .Hay una asintota verticalenx =1.
Kl % -

Tomamos los limites laterales para ver a que tiende la funcion por su izquierday por su derecha.
Sustituimos losvalores de x porlaizguierda (0,99)y por la derecha (1,1),
sdlo me interesa el signo gue torme no los ndmeras, 1a anica solucion va a ser+o o0 - oo

*x+1 _099+1 + . =x+1 11+1_ +

lirm == =
x—l- x-1 099-1 - =1+ x-1 11-1 +
La informacian de los limites [aterales la usamos para representar la grafica. Observa los limites
lateralesenx =1 dela figura 1.

2. fix)=logx
Dominio = Domf(x)= (0, +c )
El 0 no esta incluido, pero el 0,000000001 =i

Tomamos el limite lateral en cero por la derecha parawver el signo.

XIILEHIDQX = ><'_'Tﬂ +|DQ|:|,|:||:||:||:||:||:||:||:|1 =-08=-w
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Asintotas horizontales

Visita esta actividad, para ver la asintota vertical y su limite lateral de una funcién logaritmica



http://www.vadenumeros.es/geogebra/analisis/log.html

Caracteristicas y pasos para calcular asintotas horizontales

Mos indican a que tiende |a funcian cuando la x es muy grande o muy peguefia.
1. Calculamos el limite de la funcion cuando x tiende a infinito. Si existe el limite{valor finito},
el valor del limite es una asintota horizontal. xlm?mﬂx] =b seescribey=h

2. Sonrectas paralelasal gie O Se escribeny = walor de la asintota harizantal.

3. Lasfunciones racionales tienen asintota horizontal en estos casos
Plx)  eo 1. Cuando el nurmeradory el denominador son del mismo grado.

=) o 2. Cuandn el grado del denominador es mayor gue el grado del numeradar.
4. Las funciones exponenciales tienen una asintota horizontal eny=0.

Ejemplos de funciones racionales

1. f{x}=z—:l figura1
w4+ 1 .

[ ] .
lim “—=—= lim —=—=1i
[k

L Hay una asintota horizontal eny =1
=D v — W=

¥ = -10 = f-101=0 81 la funcidn se acerca a uno por abajo para x — - «

x+1
% +1
x+1 : %+

. : 1
lirr =_ lim ——= lim —
¥—s0o oyl 4 gy M—moo o XMoo

2. fix)=

Hay una asintota horizontalen y=0 queeslaecuacién del eje OX

En esta actividad tienes una hipérbola donde puedes modificar los distintos valores y observar que pasa con las

<« asintotas verticales y horizontales.

<4 Comprueba la_asintota horizontal en y = o de las funciones exponenciales en esta actividad.

Asintotas oblicuas


http://www.vadenumeros.es/geogebra/analisis/inversa.html
http://www.vadenumeros.es/geogebra/analisis/exponencial.html

Funcionesracionales y asintotas oblicuas

lUna funcion racional tiene asintotas oblicuas cuando el grado del numerador es una unidad
mayor gque el grado del denominador,

%% +1 S . ) .
fix)= = _lim =+ eo [iene asintota oblicua
P x-1 Mo 1
s 3 3
) e flx) = aShdl = Jim = +1 =+ eo Mo tiene. Tiene una rama parabalica.
® =1 =0y — |

**¥ | as asintotas horizontales y oblicuas son incompatibles. Sihayunas no puede haber otras.

Calculo delaecuacion delarecta dela asintota oblicua

1. pendiente : m=_lim [@}
W—=o

¥y=mx+n =m=0 [Cebemos calcular = *

2. ordenada: n=_Jim [f{x])-mx]
W
Ejemplos

2
1. fx) =% figura2

Como el grado del numerador es una unidad mayor que el grado del denominador tiene asintota oblicua.

Esto lo sabemos pero debemaos escribir lo siguiente:

2_
lirm X o2+ 2 = = Hay una asintota oblicua. Calculamos su ecuacion:
w—srn x_']
. f{) CowE=Dwy 2wt = Dwg 2
= LA P - L T
m )J@m[ )(:| )J@m x(}(—” )J@m XE—X
2— —
n=_lim [f(x)-mx]= lim [w_x} i X2y
H—sh W w— M0y —

Ecuacion:y =mx+n =y =x-1 (pararepresentarla damos valores)

Otra forma parafunciones racionales :
Oividimos Pix) entre Q(x), el cociente es la ecuacian de |la asintota. El resto no nos interesa.

% +1 o Ox+ 1 |x—1
=

2. fix)= La ecuacion de la asintotaes y=x

X - —* +x ¥



x;-zx*z s
[ | ,/ =y 1
T{K:I x-1 s ?
T ¥ : = T 1
4 -2 = 2 4

/
#
’ -
figura2 7

Continuidad de una funcidén en un punto
7.2

Continuidad y tipos discontinuidad de una funcién en un punto



Una funcign f(x) es continua en el punto x = a si se cumplen las condiciones
1. Existe f{a). El punto a debe pertenecer al dominio de la funcion

2. Existe lim_ f(x). En funciones definidas "a trozos" lim fx)=lim fx)
X—a s w—sat
3. fia) = lim_f(x). Enfunciones definidas "atrozos" lim_fi)=lim f{x) = f{a)
X—a H—d w—sat

Sino se cumple alguna de estas condiciones la funcian es discontinua en ese punto.
Yerlas condicidn o condiciones que no se cumplen en los distintos tipos de discontinuidad.
"5ipodemos dibujar la funcion sin levantar el [apiz del papel es continua. Sino, es discontinua

Tipos de discontinuidad de una funcién enun punto

Evitable = 1.3ffa)o Affa) 2.3 lim_f(x) 3. fla) = Jim_f{x)

De salto finito = 1. 3f{a) 2. lim f{x)= lim f(x)
I—=a X—at

De salto infinite = 1. A f{a) (Asintotas verticales)

Ejemplos

1. Estudiarla continuidad delafuncién f{x)= xﬁ_xﬁ enlospuntos x=2y x=5. figura1

Continuidad delafunciénenx =2 =Ejemplo de funciéncontinua enun punto.
Calculamos el dominio de fix) = Domf(x) =R - {5}

1. Iffa) = . £ 9 i
El valorx =2 forma parte del dominio entonces 3f(2) = (2] :—2_ iy
. : Sx _ 10
2. Elxll_lyaf{x} = Xlgrb T
3. fla)= lim_f{zx) = f{Z)= i f(x)z‘;—E—-E
' X—a = 7 13

Wemos gue se cumplen las 3 condiciones luego |a funcion es continua en x =2
Continuidad delafunciénen x =5 = Ejemplo de discontinuidad de salto infinito.

1. 3f{a) = Elwalorx =5 noforma parte del dominio luego ne existe f{5). Discontinua.
i calculamos el limite  lim S—X = E = Elndeterminacién.ﬂsintota vertical.
¥—h -8 g 0
La funcion en x =5 tiene una discontinuidad de salto infinito.
*** | as funciones racionale s tendran una discontinuidad de salto infinito en aguellos valares

de x donde no estén definidas.



i
|
10 |
s e |
(x)= X-5 :
I
- : X=5
: discontinua k /0

10 | 10
I
|
I

1 Xx=2

figura 1 10 : funcién continua

Discontinuidad evitable

x si x<1
2. Estudiar la continuidad dela funcién f{x)=:3 si x=1

¥ si ox»1
1. 3f(a) =f(1)1=3

20 0im )= lim )= lim %= lim %=1
H—s3- a3+ w—sl- x—l

3. lim fd= lim f{x)=fa)=1=3
w—=d~ =gt

Bl walor de |a funcion no coincide con el valor del limite.

figura 2

Enx=1Laimagenwvale 3y el limite vale 1. Discontinuidad evitahle.

xsix<] | fi1)=3
f(x)=¢3six=1 1 @
% 5ix =1 2

L limite (1) =1

4 2 /o 2 4

figura 2

X
f

Discontinuidad de salto finito



x+5s5i x=<0

figura3
* -1si x>0 g

3. Estudiarlacontinuidad dela funcién f[x}={

1. 3f{a) = f{0) no existe, el valorx =0 no esta incluido ni porla izguierda ni por la derecha.
Lz funcion es discontinua en x =0, caincidan o no las limites laterales.

2. Calcularmos los limites laterales en el punto frontera. En este casoenx=10.

Jim_ x+5=5

lim fix)= lim f{ix) =7 ; lim =5== lim =-1
s =gt hga =1 =-1 o P
}( +

Mo coinciden. FPor tanto no existe limite. Discontinuidad de salto finito de B unidades.

H+5H .f.ix-:ﬁ
fix)= 2
i -1 si0ex

Ejercicios de continuidad y discontinuidad
7.3

Ejercicios resueltos



2 -
1. Estudiar la continuidad dela funciénfix) = xx

1. 3f(a)

Calculamos el dominio de f{x) = Domfix) = B - {1} funcidn discontinua enx =1 Zf(1)

2 —
2.3 dim. fix] = lim =% ><=E indeterminacion. Discontinuidad evitable.
*—= ®—=] *x=1 0
2

im. =X =X jim 222U i w21 Existe el imite de la funcion enx = 1 yvale 1.
#—= =1 ==l (x-11  x—l

d. Dizcontinuidad evitable enx =1, la funcion no tiene imagen enx = 1 pero =i tiene limite.

enx =1

x+1  si x=1
2. Calcular el valor de a para quela siguiente funciénsea continua: fix)= {3 . 1
-ax” si x>

T.fil)=x+1=2
Iim1_ ®+1=2

2. Calculamos los limites laterales = X% 5 = 2=4d-a =a=1
lim d-ax’= 3-3
H—s T*

dSia=1= lm = lim =f{11=2 =Lafuncian es continua enx =1

¥l wm— T

3. Calcular el valor de ay bpara quela siguiente funcién sea continua :
X“+2x-1 si x<0
flx)=<ax+b si 0=x<1
2 si x=1

Continuidad en x =0

lim < +2x-1= -1
w—s (-

li b=h
i @<

Lirmites laterales enx =0 =

Continuidad enx =1

lim, ax+b= a+h
K= T

lim 2

— [+
Sia=3yhb=-1lafuncion es continua.

Limites lateralesenx =1 = =a+h=2 = 3-1=2 =a=13

x+5 si x=-2
4. Estudiarla continuidad delafunciénf{x)=<x* -1 si -2<x =1 yrepresentarla.
t+2 si x>1

Continuidad enx =-2

1.3f(a)=f(-2)=x+5=3= Existe f[-2)
lirn X+ =13

2. Limites laterales = XT 2 : Existe limiteenx=-2vywvale 3
m_ = -1 =
K =LAt
A Im )= Im ff)=fa) = Ilm_ = Ilm_ =f{-2)=3

e ® st W =2 W =D+

g, JPS R (SN (SR n (NP [ U, SRR DU SRR SR [ o R - R S B y |



X+ 5 8ix£-2:
f) = 4 - 1si-2wx <1
% + 2 8ix i

T

Ejercicios con soluciones

1. Representar la siguiente funcion y razonar si es continua en los puntos que se indican:

2 i
f{sz{‘ SiX<Z on0,2y3

x+3six=2



2. Decir en qué conjunto son continuas cada una de las siguientes funciones:

2
a)f(x)=7x"=3x*+5 b) g(x) =¥-i- ¢) hix)=
x“+3x-4

1
J3x+1

3 . Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados:

X% -4x +4
- —5six<2
=1 ik x-2
a) fix)=4¢x3 41 ok en x ==1 b) g{x)=+3 six=2 enx=2
'—4!3 5ix=—1 12.-.1.-.2 .
—_— six>2
3x-6
4 .Estudiar si existe algun valor de k que haga que las siguientes funciones sean
continuas:
4 3 o
u six=0 (x:—kxx_l) six=2
a) f(x) =9 7x* +3x° b) g(x) =41 x*-5x+6
-1 six=0 6 8l X=2

5 .Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

5 x
x-1 x=0 x>3
a) f{x}={2 e B b) f(x)={x-3
= Ix x=3
[ —d4x+4
4 —  six<?2
£ 2 six#-1 i ‘
&) fxR) =12 +1 d) g(x) =13 six=2
-4!’3 Sf.x=—]. xz_x_z [
—_— sx>2
. 3x-—-06
(x+1,5i x<3 x-1 x<1
e) f(x)=4x"=5,si 3<x<4 N fx)=4x*-1 1<x<2
0,51 x=4 ** xz2
[2x-3 x>3 2x+2 x=<0
2 Isx=1 ©+2 0<x<?2
x) =1 B f(x) =
£)f(x) ¥+x O0<x<l f 0 x=2
| X O0>x 3x x>2

Soluciones



1)

' 'l i En 0y 3 f es continua, en 2 es discontinua con salto
\ ' / finito: los limites laterales son finitos y distintos.
|
\ . 7
|\ J /

2) a) f es continua en todos los numeros reales por ser un polinomio.
b)g es continua en todos los nimeros reales menos —4 y 1.
c)h es continua en (-1/3, +wx)

3) a) f es continua en x = -1, b) g no es continua en x = 2 porque no hay limite de g en
dicho punto

4) a) f es continua para cualguier valor de k b)k=-8.

5
II a ) f es continua en W - {0}, R = [mimeros reales|, en x = 0 tiene una discontinuidad

con salto finito.

b ) f es continua en % - {3}, en x = 3 tiene una discontinuidad con salto infinito.

c) fes continuaen M.

d ) f es continua en % -{2}, en x = 2 tiene una discontinuidad con salto finito.

e ) f es continua en 913, 4}, en x = 3 tiene una discontinuidad evitable, en x = 4
tiene una discontinuidad con salto finito.

f) fes continua en R -{2}, en x = 2 tiene una discontinuidad con salto finito.

g ) f es continua en R - {0, 3}, en x = 3 tiene una discontinuidad con salto finito y en
x = 0 tiene una discontinuidad evitable.

h ) f es continua en R - {{], 3}. en x = 2 tiene una discontinuidad inevitable, con los
limites laterales iguales y en x = 0 una discontinuidad evitable.
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