PROBLEMAS SOLUCIONADOS SOBRE RADICALES.

1°) Ordena de menor a mayor los siguientes radicales, reduciéndolos a indice comun:
V16,57 /3.

Solucion: Reduzcamos los radicales a indice comun, para ellos expresémoslos como
potencia de exponente fraccionario.

1 7 1
V16,8573 = 163,55 32
Como sabemos, el indice de un radical es el denominador de la fraccion del exponente.
Asi, si queremos reducir los radicales al mismo indice (reduccion a indice comun),
tendremos que hallar fracciones equivalentes de los exponentes con el mismo

denominador, pues, insisto, el denominador de un exponente es el indice del radical.
1 7 1 8 21 12

Asi, 163,58 32 = 1624 52 324 = ¥16° 45* A3 =
34294967296,%/476837158203125,%/531441

Asi, como tienen igual indice, el menor de esos radicales es el que menor radicando
tenga, es decir,

%/531441 < %/4294967296 < ¥476837158203125 .

. , . r 8
Pero, esos radicales no eran los que nos pedian ordenar, sino éstos V16 /5 ,\/§ 7,
Luego:

N/531441 = /3 < /4294967296 = /16 < X/476837158203125 = 8\/5_7,
y, por tanto, V3 <16 < 8\/5_7 :

2°) Realizar las siguientes sumas de radicales:

a) 342 58 + 7432

Solucion: Ya sabemos que las Uinicas operaciones con radicales son multiplicar o dividir

radicales que tengan el mismo indice a -4b =4a-b;¥a :4b=%a:b.Nose pueden
sumar o restar radicales, salvo que, al extraer factores fuera resulte el mismo radical, y

al igual que x+2x=3x, pues V54245 =345 , por ejemplo. Asi, 342 =548 +74/32 tal
y cdmo estan no se pueden sumar. Saquemos, pues, factores fuera de los radicales, a ver

si tenemos el mismo radical o uno equivalente (por ejemplo V3= ‘{/3_2 = l\2/3_6 =
2 4

32 -5V8+ 7432 =3v2 - 522 2 + T2t 2 =342 -5.2242 472242 =

32 =522 47442 =342 10V 2 + 2842 = (3-10+ 282 = 2142

3
b) 5\/@—\/6—:

Solucion:

5\/@—\/624:5 243 = _522\/_ ‘/__52\/_ ‘/__20\/_ ‘/_

(20—%}/5: 160_1\/_=%\/§

8




8, [32_ J8 \/ﬁ 222 \/24 zf 2\/_ 2\/_ 4J_
2775 2T V75 N33 s W3 shB

eV
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373 543
Nota: Si se quiere, también se puede poner la solucion como
22 2_22 N2 _22\2_22V2.43_ 22423 _22V6 _22V6
15V3 15 3 153 15343 1532 153 45

3°) Simplificar las expresiones:
2 247 +1
247 -1
V27 -243+59
~15-43
o Y2 5416
316 -33/54

Solucion: a)

b)

\/2\/7+1=\/(2\/7+1)-(2\/7+1)= (2\/7+1)2 =\/ (2\/7+1)2 =\/ 2\/7+1)2
27-1 Vv7-1)@7+1) Vevaf -1 Vev7)vi)-1 V2

Vo7 1] VT o ayTa

VaT-1 21 33 33

Racionalizando la altima expresion

247 +1 B 2\/7+1_(2\/7+1)~\/§_ 24743 +1:43 2421 +43
V2v7-1 B

W3 B3 339

* Téngase en cuenta que \/x_2 = |x| .

b)

V27 -23+5J9 (V27 -243+5¢9)-(C154+3) (3V3-2V3+5:3)-(C15+443)
“15-43  [15s-4B)[1s+E) (157 - (3] )

_WBe1shase3) (315)(3-1s) (B) -15°_3-225 222
(~15¢ - (V3] 225-3 222 222 222

c)

V2-s416  A2-52°.2 V25232 _2-182 -2 -9,
Wi6-3354 32 233 .2 3232-3332 62-9%2 -32 -3
4°) Racionalizar:
2 35 1-42 5 T 3c VT2 2
b d Zh) —
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Solucion:

a)

2 2 Wi5-45)  2(VI5-45) _2-(Vi5-+5) 2-(VI5-45)_
Vis+ys  (is+45) Wis-v5) (isf -(sf  15-5 10

2 (i3 -3)- L (i5 - y5)- 3
b)

s ABse1) A0 +) 355 +1)_ 3505 +1) 355 R5-1
-1 (5-1)({5+1) Nt 5-1 4 4
V52 457+ §57-57 435 5T 435

4 - 4 4
9)
=42 (1=42)-(1=+2)_ (1=+2] _rP-2.12+(2) 1-2V242 3-22
1++/2 (1+\/§)-(1—\/5)_12_(\/§)2_ 1-2 -1 -1
(-2v2)(-1) -3+242

N War R = 3+242
d)

5 5-(e43)  5-(e43) 5 (443)5-(1443) (21)5-(1443)
-3 (-B)0+V3) e _(Bf - 1-3 -2 (=1)-(-2)
—5-(1443)_ =51-543_ -5-53

2 2 2
e)

7 7.5 ) 7.5-4) 7-(V5-4) -7.(5-4) -7.45+7.4
J5+4 () 5-16  -11 T 11 N
~74/5+28

T
f)

37 _B-7)(V2-1) 3v2-31-37 V24471 32-3-4T 2447 _
V241 (V2+1)(V2-1) (Vaf -1 2-1 B

N2-3-VUT o5 s 7= 3e33 4T id

1
Observacion: La igualdad 372 =3 =14 +4/7 = =3+ 342 +4/7 /14 ¢s obvia y Nno es
necesario ponerla. La he puesto para hacer coincidir esta solucion 32 -3-14 +4/7
con la propuesta inicialmente —3 + 32 +47 =14

2 245 245 245 245

DT (] V5 s
2 2477 A7 249 249

VTR Vi A




i) 1 _ 1-(\/§+1) _ V2 +1 _\/_+1 \/_+1 _ 241
V2-1 (2-1)}W2+) (af - 21

1 1[Ws+2) 4542 45+2 45+2 (45+2)(V5+4)
Ys-2 [W5-2){5+2) (y5F-22 454 5-4 [5-4)}{V5+4)
(‘{/g+2)~(\/§+4)_‘{/g-\/g+4\/§~4+2~\/§+2-4

(s5f -4 5-16

Recuérdese que 4/5-4/5 no se pueden multiplicar, a no ser que pongamos radicales
equivalentes a cada uno que tengan el mismo indice (reduccion a indice comtn). Asi

5.5 =545
5457 + 45124548 _ Y557 +a4/54245+8 _ {57 + 4454245 +8) (1) _

~11 - ~11 - ~11-(~1)
45 _ayf5-2y5-8 4125 -24/25 - 44/5 -8
11 1

(Alguna duda en la ultima igualdad

—45* —a35-2y5-8 4125 -24/25 - 44/5 -8
11 - 11

habra dado cuenta que esta todo igual, salvo 245 =24/5% = 2425 y salvo el orden de

los sumandos, insistiendo en que “... la he puesto para hacer coincidir esta solucion

457 445245 -8 . _4f125 - 2425 - 445 -8 ,
T con la propuesta inicialmente r .

s 8 sfros)s] s fvzos)lva]

T T I 1 G ey A
sfa-s)5]  sfva-s)va] s fva-s) V5] sfva-s)a]

(V2f —242-5+(5) —(B) 2-10§2+5-3  4-10\2 2.2-512)
8 (V2-5)-v3 _, W2-5)-3 _4-[V2-s5)-\5]_4-[V2-5)-+53]+sv2)_
2 2-52 2-5V2 2-5V2 2-5v2)-[2+5V2)
(2-5)-+3] 4-L+5v2)_[V2-5)-3] fs+20v2)
27— (52 4-[sv2)-(52)

? Por supuesto que el lector/a se

k)




(V2 -5)- 8+ (2 -5)20V2 ~3-8-+3-20V2 _ 82 ~5-8+20v22 52052 ~ 83204342 _

4-25-2 — 46
832 —40+20-2-10072 —8+/3-204/3-2 82 —40+40—100~/2 —8+/3 206 _
— 46 - — 46 -
842 ~10042 ~ 83 - 2046 —9442 —83-204/6  —2-(472 + 443 +106)
— 46 — 46 ~2.23
4742 + 443 +10V6

23

A g3 3t 83 433 8§34z 343
3.3 3.3 3/33 3 3 3 3
3
\/_—1 3=43
5°) Simplificar:
a) 24/45 ++/500 — 34245
b) /250 —3/54 -3/16
¢) 3ava’b —ab® ++a’h

s

3\/_ 50 + V72 N2
3
(\/§+\/_5+\/K—\/_)‘\E
4

%\&c

f)

Solucidn: a)

245 ++/500 = 33/245 = 2432 -5 +/5-10% —34/5-72 = 24/3% /5 +4/5 -4/10% —3/54/7% =
2345 +/5:10-34/5-7 = 64/5 +104/5 = 214/5 = (6 + 10— 215 = =55

Jz 5 3230 -327.2 =3235° —3233° —2° V2 =32-5-32-3-2-42 =
5\/_ R2-232=(5-3-2)32=0-42=0

c)
3a\/a3b—\/ab3 +\/a5b = Sa\/a2 -a~b—\/a~b2 -b +\/a4-a~b:3a'a\/a'b—b\/a-b +a’*a-b =
3a2\/%—b\/5+a2@:(3a2 —b+a2)-\/%:(4a2 —b)-\/%




d)
282\/_\/_\/5222-22\/52\/5\/5
\g+\/g_\/2_25 P25 Js 3 s 15 3 s s
5\/5+3-2\/5—\/5 \/_ \/_\/_

15 15 15 15 3 3

e)
(VB V30 +vT2NZ (W22 2425 4427 2.3 N2
3 V3
(V2 V2 VT NN (2 V2 N2 54242302 (6V2-5V2 62N
3 3 3
7242 72 14 1403 14437 1439 1409
Vi B3 3 a3 43 i3 3

(\/§+\/_5+\/F VBORS (V5 +3v5+2:3V5-22 V55 (V5435 +6v5 4SR5 _
T I %

6545

3
Se recuerda que los radicales con distinto indice V545 (el indice del primero es 2 y el
del segundo es 4) no se pueden multiplicar, a no ser que se pongan radicales
equivalentes a cada uno de los radicales de forma que tengan el mismo indice
(reduccion a indice comun).
6v5-45 645245 64575 645 _6~4\/5>3_6.4\/5>3

4/g3

Se recuerda que los radicales con distinto indice V4 (el indice del numerador es 4 y el

del denominador es 5) no se pueden dividir, a no ser que se pongan radicales
equivalentes a cada uno de los radicales de forma que tengan el mismo indice
(reduccion a indice comun).

\/> /515 515

'2044_ 44
n\f
b

Se recuerda que los radicales con distinto indice 4\/% . 3\/E (el indice del primero es 4 y
a

el del segundo es 3) no se pueden multiplicar, a no ser que se pongan radicales
equivalentes a cada uno de los radicales de forma que tengan el mismo indice
(reduccion a indice comun). Asi:



Ejercicios dificiles:

6°) Demuestra que los siguientes nimeros son enteros:

) V7 +43 +/7-43
b) V4+243 —y4-243
¢) ¥20+14v2 +120-1442

Pista: Dale nombre a cada nimero, por ejemplo x, y resuelve la ecuacion con radicales
resultante. Ten cuidado al llegar a la solucidn, pues al elevar los dos miembros de una
ecuacion a un numero, se pueden introducir soluciones no validas.

Solucion: a) \/ T+443 + \/ 7—44/3 = x Resolvamos esta ecuacion con radicales:

V1443 44723 =x = T+ 43 =x—71-23 = [\/77)2=(x— 7—4\@2:»
\/m:xz—2xx/7—4\/§+(\/7—4\/§jz:>7+4\/§:x2—2xm+7—4\/§:>

B 443 =27 20743 = 20T - 43 =17 —8\/_:>[2ij —(x*-83] =
(29 7—4\/5)2 —(2f —2-x7 83+ (843) = 4x” - (7-443)=x* ~16J3 - x” 484383 =

28x? —16+/3-x% = x* —164/3 - x> +192 = 0 = x* —28x% +192
La ecuacion x* —28x% +192 =0 es una ecuacion bicuadrada, la cual con el cambio
y =x", se convierte en la ecuacion de segundo grado y> —28y +192 =0. Asi:

—(~28)+4/(-28) —4-1-192 _28++784-768 _28++784-768 _ 28+4/16 _

y:

2-1 2 B 2 2
28+4
2
28+4 32 28—4 24
Es decir: y, = =—=16; =—=—=12.
Y1 > 5 Y ) )

Como hicimos el cambio y = x, no se puede olvidar el deshacer el cambio:
X=y=16=>x>=16= x =116 = +4



X =y=12=x7 =12 x =112 = +4/22 3= 4243

Por tanto, las soluciones a la ecuacion x* —28x? +192 =0 son
x=4,x=-4x= 2\/§,x = —2\/5.

Dado que \/ 7+44/3 + \/ 7-443 =x, y nos dicen que es un niimero entero y ademas es
facil ver que \/7+4\/§ +\/7 43 > 0, asi el nimero \/7+4\/§ +\/7—4\/§ sera 4. Es
decir, \7+ 43 ++7 43 =4,

b) \/ 44243 - \/ 4—24/3 = x. Resolvamos esta ecuacién con radicales:

\/4+2\/§—\/4—2\/§=x:>\/mq+\/4—2\/§:(\/4+2\/§j2 =(x+mj2 =
44243 = x? +2x\/4—2\/§+(\/4—2\/§)2 S 44243 = x> + 2044243 +4-23 =

43 =57 4204243 = 43— 2% =204 23 = (43— 22 =(2xmr:>

(43F —2-443 22 + (v = (22)" [my =43 4383 x4 x' =4x* (4-243)=

16-3-8y3-x> +x* =16x-83 - x> = 48+ x* =16x?=> x* —16x’+48 =0
La ecuacion x* —16x>+48 = 0 es una ecuacion bicuadrada, la cual con el cambio

y = x°, se convierte en la ecuacion de segundo grado y> —16y+48=0=0. Asi:

—(-16)+ (16 ~4-1-48 _16:+256-192 _ 16256192 _16=+/64 _

y: =

2-1 2 2 2
16+8
2
16+8 24 16-8 8
Es decir: y, = =—=12; = —=——=4
Y1 > 5 32 5 >

Como hicimos el cambio y = x”, no se puede olvidar (jHay del alumno olvidadizo que
se le olvida deshacer siempre cualquier cambio!) el deshacer el cambio:

Mzy=2o =2 x=4/12 =427 3=4243

' =y=4=x 4= x=+J4 =42

Por tanto, las soluciones a la ecuacion x* —28x* +192 =0 son
x:4,x:—4,x:2\/§,x=—2\/§.

Dado que \/ 4+243 - \/ 4-23 =x , y nos dicen que es un numero entero y ademas es
facil ver que\/4+ 243 —\/4—2\5 >0, asi el nimero \/4+ 243 —\/4—2\5 serd 2. Es
decir, V4 +243 —J4-243 =2,

c) 3\/ 20+144/2 + 3\/ 20 —14+/2 = x. Resolvamos esta ecuacion con radicales:

3
3\/20+14\/§+3\/20—14\5:x:[3\/20+14\/§+3\/20—14\/§) ¥ =




(3\/20+ 14\/5)3 + 3-[%/20+14\/§)2 -(3\/20—14\/5)
+3-[3\/20+14J5]-[3\/20—14J§)2 +(%/20—14\/5)3 =

= (20 +14v2) +3-320+14v2) 420~ 14v2 +3-Y20 4142 {20 - 1442 +/(20-14v2) =°
= 20+14v2+3-Y(20+14v2) -0~ 1442 )+ 3320+ 1442)- 20~ 142 ] +(20-14v2)= x°

= 20+1442+3-3/(20+1442)- 20+ 1442 ). (20-14+2)

+3-4/20+142)-20-14v2)- 20 - 14v2)+ 20~ 1442 = ¥*
:>40+3-s\/(20+14\/5)-(202—(14\/5)2]+3-3\/(202 —(14\/5)2)(20—14\/5):x3

= 40+3-/(20+142)- (400~ 1442 - 142 ) + 3-/(400 - 1442 - 1442 ) (20~ 1442 ) = »°

= 40+3-3/(20+ 1442 )- (400-392) +3-3/(400-392)- (20~ 142 ) = »°

— 40+3-3(20+14v2)-8 +3-1/8- 20— 1442 ) = »°

= 40+3-3/(20+14v2)-2* +3-32° - (20142 ) = »°
= 40+3-2-320+14v2 +3-2.3/20-14+/2 = °

= 40+ 6320 +14+/2 + 6420 -1442 = x°

:>40+6(3\/20+14\/5 +3\/20—14\/§):x3

Pero resultaba que 3\/ 20+14+/2 + 3\/ 20—14+/2 = x. Por tanto la ecuacion a resolver es
40+6x=x"= x> —6x-40=0.

Sabemos que las soluciones que sean niimeros enteros de la ecuacion x° —6x—40=0,
estan entre los divisores de —40, a saber: +1,+2,+4,+5 +8,+10,+20,+40 . Probemos con

x=4, por Ruffini:

1 0 -6

4 4 16

Il 4 10 | O
Por tanto, x* —6x—40 = (x—4)(x* —4x+10)=0
Intentemos seguir descomponiendo el polinomio x> —4x+10:
o —(~4)£/(-4Y -4-1-10 441640 _4+y-24
2-1 2 2
x> —4x+10 no descompone mas. Por tanto:
x—-4=0=>x=4

, es decir, el polinomio

¥ —6x—40=(x—4)x* —4x+10)=0=1" , ,
x° —4x +10 que no tiene soluciones en los nimeros reales

Luego 420 +14v2 +3/20-142 = x = 4.
7°) Hallar dos nimeros racionales positivos m y n tales que verifiquen:

a) \/11+m =Jm ++/n



b) V11=46 =/m —/n

Solucidn: a)

2
VI1+4112 =M+\/Z:>[\/11+«/112) —(m+nf = 114112 = (m |+ 2 An + (|
N+V112 =m+20mn+n=11+112 =m++22 -mn+n = 114112 = m++/4mn +n

Por tanto, queda resolver el siguiente sistema no lineal de dos ecuaciones con dos
incognitas:

m+n=11 n=11-m
=
4mn =112~ |4m(11-m)=112 = 44m—4m*> =112 = —-m*> +11m—28 =0
Luego:

117 —4-(=1)-(-28)  —11#4121-112  —11+4/9 —11%3 N

m = = =
2-(=1) -2 -2 -2
_ —-11+3 =—_8=4
-2 -2
m=—11—3 =—14=7
-2 -2
Por tanto:

e Sim=4=n=11-4=7
e Sim=T=>n=11-7=4

b)
«/11—4\/€=\/E—\/Z:>[«/11—4\/€)2 —(m =n] =11-4Y6 = m—2Jmn +n =
11-+42 -6 =m—~2" -mn +n=>11-~96 = m—4mn +n

Por tanto, queda resolver el siguiente sistema no lineal de dos ecuaciones con dos
incognitas:

m+n=11 n=11-m
=
4mn =96 4m(11-m)=96 = 44m—4m> =96 = —m” +11m —24 =0
Luego:

112 —4-(-1)-(-24)  —114121-96 —114425 —1145 N

m = = =

2-(~1) -2 -2 -2
_ —11+5 =—_6=3
-2 -2
m=—11—5 =—16 _3
-2 -2
Por tanto:

e Sim=3=>n=11-3=8

e Sim=8=n=11-8=3.
Pero sim=3 y n=8, resulta que Jm =n =3 -8 =-1,0963< 0 y
V11-44/6 =1,0963 >0, y por tanto, esta solucion m=3 y n=8 hay que desecharla.
Como conclusion, m=8, n=3 son los tnicos dos niumeros racionales positivos que

verifican \/11—4\/6 :\/E—\/;.





