ACTIVIDADES DE REFUERZO

-

1.

m

1 ‘ Niumeros reales: operaciones

Clasifica en racionales o irracionales los siguientes nimeros expresados en forma decimal:
a) 0,43579 ¢ 4,31 311 3111 31111...
b) 6,37 37 37 37... d) 0,65 56 65 65 65...

En los casos en que sea posible calcula la fraccion generatriz.
Construye dos nimeros irracionales explicando el método empleado en cada caso.

Indica el menor conjunto numérico al que pertenece cada uno de los siguientes nimeros:

31 — _
a) 7,75 76 76 Té... b) 75 o —\/16 d 1,12 122 1222... e V2 +1/7

a) Completa la siguiente tabla de aproximaciones de \/Z;

Por defecto 2

Por exceso 3 2,45

b) Calcula el error maximo y acota el error relativo que se produce al tomar \/Z = 2,449.

Completa la tabla:

V3 \7 V3 +1\7 ERROR V3 -7 ERROR

Por defecto 1,732

Por exceso 2,646

Calcula los cuatro primeros intervalos encajados de \/ﬁ, siendo el error que se produce menor, respectivamente,
que 1, 107%, 1072y 10>,

Escribe en forma potencial y simplificando al maximo las siguientes expresiones:

_ 4x? _
a) 3x° - 2x* d) x7 - y/x° 9) 2)(37)(\/; h 13/\73)(

f 3 Vox — 1 —
b) 3 - (x:2 e) \ﬁ h) \Bﬁ k) \3/\%
8x’

O XK f) v ) 3772 D VWWix — 1)

Se consideran los siguientes nimeros: x = 654 321 000 000; y = 0,00001234. Escribe en notacién cientifica:

a) X b) y c) Xy d)

Calcula el area de un triangulo equilatero cuya altura mide 6 cm.

Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. I — 1.° Bachillerato Actividades de refuerzo



SOLUCIONES N

1. a) Decimal exacto, racional. b) A partir de la tabla se obtiene:
b) Decimal periédico, racional. 2,449 < \/6 < 2,450
c) Decimal no periddico, irracional. Error maximo: 2,450 — 2,449 = 0,001
d) Decimal periddico, racional. 0,001 1
Error relativo &, < — = —
a) q = 0,43579 2,449 2449
Se multiplica por 100 000: 5
43579 ) - - - -~ S
100000q = 43579 —> q = ——— V3 | A7 | \/3+\/7 | ERROR | 1/3/7 | ERROR
100000
b) g = 6,37 37 37... Por
o 1,732 | 2,645 | 4,377 4,581
Se multiplica por 100: defecto
100q = 637, 37 37 37... » 0,002 0,005
Se resta q: ocesy | 1733 | 2646 | 4379 4,586
9q = 637 — 6
Se halla el valor de g: 6. 2=16<18<25=5 = 4<418 <5
637 — 6 631
97 799 T 99 Por defecto 4 4,2 | 4,24 | 4,242
d) g = 0,6556 65 65... Por exceso 5 4,3 | 4,25 | 4,243
Se multiplica por 1 000 000:
1000 000q = 655 665,65 65... Error menor que 1 0,1 0,01 0,001

Se multiplica por 10 000:

10 000q = 6 556,65 65... 1. 2 ex ) x- 9 2 x: RENE
Se resta 1000 000q — 10 0004 b 3¢ e 3 -x: h @x - D kX
990 000q = 655 665 — 6 556 0 X H 2ok D) 8a h (x — 1)
Se halla el valor de qg:
655665 — 6556 649 109 8. a x = 654321 - 10"
T 990000 990000 b) y = 1,234 107

¢) xy = 8,07432114 - 10°

2. Respuesta abierta. Por ejemplo:

X _ 106
1,2 4 8 16 32 64...; a partir de las sucesivas po- d) y 5,302439222 - 10

tencias de 2.
0,357 9 11 13 15...; utilizando los nimeros im- 9. Sea a el lado del triangulo equilatero cuya altura
pares. mide 6 cm. Aplicando el teorema de Pitdgoras se
obtiene:
3. a) Racionales 2
. 2 62 + i
b) Racionales ar = a
c) Enteros a2 332
: a2 =6+ - > =6
d) Irracionales 4 = 4
e) Irracionales a? = 48; a = 1/48 cm = 4\/3 cm
4, ay2r=a<6<32=9 > 2<6<3 Areaz%cm2=4iv32'6cm2=12 3 cm?

Por defecto 2 2,4 2,44 2,449

Por exceso 3 2,5 2,45 2,450 _/
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 2 ‘ Nimeros reales: ordenacion

1. Indica el nimero mas grande en los siguientes pares:

2 3
Ay b) 3,24715691 y 3,24691291

2. Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros:

2\/2; m; —3,3333..; —\/4; %

3. Escribe tres nimeros comprendidos entre:
Q) oy
137 13
y 2,1
157 68

¢) 0,0765y 0,0766

d \/5y6
o 16\’ . o
4. Los egipcios utilizaron ? como valor de m = 3,141592... ¢(Es la aproximacién mayor o menor que ?

5. Representa sobre la recta real los siguientes conjuntos de nimeros:
a) [3, 5] b) (=3, 2) c) [1, +x) d |[x] >5 e) |[x —5| =<2

— 1
6. Representa V10, /27 y 70

7. 1ndica qué numeros representan los puntos A, B y C.

] M A

—

-3 2 A ) 0 1 2B C 3

8. Una persona hace donaciones mensuales a una ONG. Empezé donando 100 euros y la decimoquinta donacién
fue de 450 euros. Se sabe que dicha persona aumentaba su donacién una cantidad constante cada mes.

a) Encuentra una formula que permita saber el importe de la donacién conocido el mes.

b) Calcula el importe de la octava donacion.

o

4
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1.

SOLUCIONES

3 2 21 — 16 5
a - — - =——— = — > 0; por tanto, es
8 7 56 56

mayor el segundo nimero.

b) 3,24715691 — 3,24691291 = 0,000244 > 0;
por tanto, es mayor el primer nimero.

3
—-33333 .. < —\/4 = -2 < 5= 06< 2\2 =
= 2,8284... < m = 3,1415...

Respuesta abierta. Por ejemplo:

13 14 15
a) —, —— Y ——, pues:
52" 52" 52

3 12 13 14 15 16 4
Tl E <<= —

= = <
13 52 52 52 52 52 13

29 30 31
b) ——, — vy ———, pues:
210" 210 7 210
2 28 29 30 31 33
—s << < = =
15 210 210 210 210 210
11 11
= — < —
70 68
c) 0,07651; 0,07652 y 0,07653, pues: 0,0765 <
< 0,07651 < 0,07652 < 0,07653 < 0,0766
d) 2,24; 2,36y 2,41, pues: \/5 = 2,236... < 2,24 <
< 2,36 <241 <\/6

4. La aproximacioén utilizada por los egipcios es mayor
que T, pues:
6 2
(;) = 3,16049... > 3,14159... = =
5. a) — o o
0 3 5
0] I . ———
-3 0 2
c) e »
0 1 +oo
d [x] >5 & -5<x<5
D 0 5 v
e [x -5/ <=2 & -2sx-5=2 <
= 3=sx=7
6o 3 4 5 6 71
6. 10 =3 + 12
\io i
| | ‘:VTO |
0 1 2 3 4

Actividades de refuerzo

27 = 52 + 12 + 12
10 _
5 5
1. A=—1+<—E>=—§
5 5
B =12 + 1 =15
C=\am+12=15+1=1/6
8. a) 1. semana: D, = 100

b)

2. semana: D, = 100 + p

3. semana: D, = 100 + p + p = 100 + 2p
La serie anterior sugiere que D, = 100 + (n — 1)p.
Se prueba por induccidn que la férmula es cierta.

1) La igualdad es cierta para n = 1:
D, = 100 = 100 + Op

2) Se supone que es cierta para n — 1:
D,., = 100 + (n — 2)p

3) Se demuestra que es cierta para n:
D,=D,,+p =100+ (h — 2)p + p =
=100 + (n — 2 + 1)p = 100 + (n — D)p

Queda demostrada la formula para cualquier ni-
mero natural.

Calculo del valor de p:

350
D,; = 100 + 14p = 450> p=?:25

La férmula que permite conocer la donacién, en
euros, correspondiente al mes n-ésimo es:

D, = 100 + 25(n — 1)

Dy = 100 + 7 - 25 = 275. El importe de la
octava donacién fue de 275 euros.

Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. I — 1.° Bachillerato

m



ACTIVIDADES DE REFUERZO
4 3 ‘ Polinomios

1. Efectla las siguientes operaciones:

a) 2x%y® — 5x® + 4x%° d) 3x — 2)(3x + 2) g) (3x* + x)?

4
b) EXBy — 2X%y e) (2x — 5)? hy (1 + x + x»?
c) (E xyz) . <2 x"y22> ) (1 x2y>2 N1 - x?

3 4 3

2. Halla el valor numérico de los siguientes polinomios:
a) P(x) = 3x*> — 2x + 1 parax = 2
b) Q(x) = 2x> — 5x* + x — 2 para x = —1
c) R(x) = 4x*(x®> + 2x®) para x = —2

3. Efectla las siguientes operaciones:
a) 3x2 — x2+ 2) + (4x° + 2x* — 5x)
b) 2x> + x — 3) — 3x* + x — 5)

4. Dados los polinomios P(x) = 2x* — 3; Q(x) = x + 1; R(x) = 2x> — x* — x, calcula:
a) P(x) + Qx) — R(x) ¢) P - Q) + Rx) e) (R(x) — P(x)) : Qx)
b) PO)(Q(x) + R(x) d) (P(x) + R() : Qx) f (Rx) + QX)) : P(x)

5. Saca factor comun en las siguientes expresiones:

a) 8x° — 12x° + 20x? b) 18x%y* — 30x%? c) 10a’b — 15a%b® + 20ab’

6. Sin efectuar las divisiones, halla el resto de dividir:
a) (2x> — 5x* + 3x — 1) entre (x — 1).
b) (x” — 5x* entre (x + 1).
c) (x* — 3x> + 2x — 9) entre (x — 2).

7. Halla el valor de k para que el polinomio x> — kx? + 4x — 3 sea divisible por x — 1.

8. Halla el valor de k para que el polinomio 2x* + 4x*> + x + k sea divisible por x + 1.

9. Halla el valor de k para que al dividir el polinomio x* — kx®> + 2x — 1 entre x — 2 obtengamos de resto 3.
10 Escribe un polinomio que tenga por raices 1, 2 'y —3.

11 Halla las raices enteras de los siguientes polinomios:

a) x>+ 3x* —x— 3 b) x> — 4x o x*—1

12 Factoriza los siguientes polinomios:

a) x>+ x2— 4x — 4 b) x* — 2x> — 5x® + 6x o x' — 16

4
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SOLUCIONES

1. a) x%’
—6
b) ?XBy
c) Ex-"y3z2
d) 9x* — 4
e) 4x®> — 20x + 25
1
) 6><“y2
g) 9x* + 6x> + x?
h) 1 4+ 2x + 3x*> + 2x> + x*
)1 —3x + 3x* — x3
2. 2P =3-22—2-2+1=09
b) Q(=1) = 2(=1)> = 5(=1)* + (=1) — 2 = —10
C) 4(=2)" - (=2 + 2(=2)» =0
3. a) 7x + x> — 5x + 2
b) —x* + 2
4, 2) -2 + 3¢ + 2x — 2
b) 4x° — 2x* — 6x° + 5x* — 3
c) 4x° + x* — 4x — 3
d) cociente: 2x* — X, resto: —3

e)

f)

cociente: 2x*> — 5x + 4, resto: —1

. 1 1
cociente: x — Y resto: 3x — —

Actividades de refuerzo

4x%(2x> — 3x + 5)
b) 6x?y*(3x — 5)
c) 5ab(2a? — 3ab + 4b?

6. a) Resto=2-1°-5-124+3.-1—-1=—-1
b) Resto = (—=1)" — 5(=1)* = —6
c) Resto =2*"—3:-2>+2-2—-9=—-13
1. P -k 12+4-1-3=0>k=2
8. 21’ + 412+ (-D+k=0>k=-1

9. 2t —k-2>+2-2—-1=3>k=2

10 Respuesta multiple. Por ejemplo:
x —Dx —2x +3)=x>—7x + 6

11. 2 -3, -1y1
b) —2,0y?2
o -1yl
12 a) (x — 2)(x + 2)(x + 1)

b) x(x — 3)(x — I(x + 2)
) (X* + 4x — 2(x + 2)
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

o

4 4 ‘ Ecuaciones e inecuaciones

Resuelve las siguientes ecuaciones:

X + 2 4 — X X — 5 X

Un compuesto farmacéutico tiene una quinta parte de cloruro sédico, una cuarta parte de tricetol, la mitad de
bencidamina y 25 mg de excipiente. Calcula el peso del compuesto.

Dadas las siguientes ecuaciones:

a) 12x* + 15x — 18 = 0 ) x> +4x +4 =0
b) 2x* — 6 =0 d x*+x+1=0

Determina el nimero de soluciones antes de resolverlas y resuélvelas cuando sea posible.

a) La suma de dos nimeros es 22 y la suma de sus cuadrados es 274. Halla ambos nimeros.

b) El producto de dos nimeros excede en una unidad al triple de su suma, y su diferencia es igual a 9. Halla
ambos nimeros.

Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) x> — 9x* + 23x — 15 = 0 Oyex —1=5

b) 2x° + 9x* + 7x — 6 =0 d)V2x =5 —yx—3=1

Resuelve las siguientes inecuaciones:
a) 2 +x =5k -+ 1) o) x>+ 2x —15<0

x —1 3 — X

b) x + < 2X — d) 4x* —4x +1<0

Un pintor tarda 12 horas en pintar un piso; otro pintor lo hace en 18 horas. ¢Cuéntas horas tardaran en pintarlo
entre los dos?
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1. a)

b)

SOLUCIONES

—4x+2 10x—4 13
= S —62X = —26 & X =—

6 2x — 1
+

5 3
2x — 10 — X 4x + 3x + 6
12 12

31

X + 18x

I X
3 18 18

-1

2x — 1
= & 17x = —1 & x =
18 17

Sea c el peso en gramos del compuesto.

C C C
—+-+-4+25=c =

5

< 4c + 5¢c + 10c + 500 = 20c < ¢ =

El

4 2

compuesto tiene una masa de 500 mg.

3. a)

b)

c)

12x> + 15x — 18 = 0 < 4x* + 5x — 6 =
b®> — 4ac = 121 > 0; dos soluciones.

X:
8 8

—51\/121_—5i11<xz

N W

X
2 —6=0 = x*—-3=0
b> — 4ac = 12 > 0; dos soluciones, x = i\/g

b? — 4ac = 0, solucidn doble.
-4 =10
X=—"—"= —2
2
b — 4ac = —3 < 0; la ecuacién no tiene so-

lucién en el conjunto de los nimeros reales.

b)

Por sumar 22, si uno de los nimeros es Xx, el
otro serd 22 — Xx.
X2+ (22 — x)?=274 & x*—22x +105=0

_22%+7\/484—420 22+8 _y = 7
B 2 T2 <x=15

Hay dos posibilidades (que van a dar la misma
solucion):

X

— Si uno de los numeros es 7, el otro es 15.
— Si uno de los nimeros es 15, el otro es 7.
Solucién: Los nimeros pedidos son 7 y 15.
Puesto que la diferencia es 9, si un nimero es X,
el otro es x + 9.

x(x +9) — 1 =3+ x+9)] <

= xX*+3x—28=0=> x=4,x=—7
Se obtienen dos soluciones:

— Si uno de los numeros es 4, el otro es 13.
— Si uno de los nimeros es —7, el otro es 2.

Actividades de refuerzo

5.

a) Posibles raices enteras: £1, £3, =5, +15.
Parax =1:1 -9+ 23 —15=0
Haciendo la division: x> — 9x*> + 23x — 15 =0 <

= (x — 1) (x* —8x +15 =0
x> —8x+15=0 < x=3,x=5
Solucién: x = 1, x = 3, x = 5.

b) Posibles raices enteras: =1, =2, £3, *é6.
Nix =1,x = —1, x = 2 cumplen la igualdad.
Parax = —2: =16 + 36 — 14 — 6 =0
Haciendo la division: 2x> + 9x* + 7x — 6 = 0 <

S (x+2)@2x*+5x —3)=0
1
2x2+5x—3=04:>x=—3;x=5

./ 1

Soluuon:x=—2,x=—3,x=5.

OV2x —1=5 & @2x-1°=5 <
126
- =
Comprobacién:?/lﬂ:i—l = 5; solucién: x = 63.

d) ((/2x — 5 = (1 +/x — 3) & 2x — 5 =

< 2x — 1 =125 < x = 63

~

1 +x — 3 + 2yx—3 <& x — 3 =
X —3 € (x — 37 =4x — 3) S X
—10x + 21 =0 < x=7,x=3
Comprobacion:
— Six=7:\9 -\4=3-2=1
— Six=311-410=1
Solucién: x = 7, x = 3.

El

a 2+x=5(x+1) & —-3=4x <& x=—

10x + 2x — 2 20x — 15 + 5x

10 10
—13x < =13 < x>1

b)

554

X +2x—15<0 (x —3)(x+5 <0
Solucién: [—5, 3] =2 = '

x+5 - +
(x=3)(x + 5) +

1

+

56O -

we-

12
d) 4x* —4x+1<0 <= 4<x—2) < 0, lo que

es imposible. La ecuacion no tiene solucion en R.

Si entre los dos tardan x horas, en una hora pin-
1

tarédn — partes del piso.
X

36

1 11 5 1
+ =- = — == x="—=7,2horas
36 x 5 '

12 18 «x
Entre los dos pintores tardaran 7 horas y 12 mi-
nutos.
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

-

1.

5 ‘ Sistemas de ecuaciones lineales. Método de Gauss

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

2 3x + 4y = =5 b) 2X — y = 5 0 2x — 3y =1

2Xx — y= 4 —10x + 5y = —25 —8x + 12y = 7
Resuelve encontrando previamente un sistema triangular equivalente:

XxX+y— z= 0 2x — y — z= 5

a) X—y+ z= 2 b) 2x — 3y = 1

2x +y — 4z = =8 —2x +4y — 3z = -4
Resuelve los siguientes sistemas:

x —y = 0 X+ yt = 4 x +y=4
a) {x2 + y? = 36 b) {—ZX2 + 7y = 17 ¢ xy =3

El volumen de un cilindro recto es 63w cm’ y su altura es 1 ¢cm mayor que el doble de la medida del radio.
Encuentra las dimensiones del cilindro.

En un nimero de dos digitos, el de las unidades excede en dos al triplo del de las decenas. Si se cambian los
digitos de posicion, la diferencia entre el nuevo nimero y el original es de 36 unidades. ¢Cudl es el ndmero
inicial?

Se quiere repartir 17 200 euros entre tres socios de modo que por cada 2 euros que reciba el primero, el segundo
reciba 3 y no sobre ninglin euro, y por cada 5 euros que reciba el segundo, el tercero reciba 6 y tampoco sobre
ninguno. (Cuanto dinero recibird cada socio?

Resuelve geométricamente el siguiente sistema de inecuaciones lineales:

X —y<2O0
X +ty=1
Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. I — 1.° Bachillerato Actividades de refuerzo



SOLUCIONES

3x + 4y = —5 11x =11 4.
1. a>{2X_ ) - 43[ o y= 4>
—>x=1y= -2

b) Se divide la 2.7 ecuacién por —5:

2x —y =5 _
{2)( _y =5 > 2x—y=5
Infinitas soluciones
2x — 3y =1 8x — 12y = 4
2 {—SX + 12y = 7j{—8x + 12y = 7

Sumando las ecuaciones se obtiene 0 = 11; por
tanto, el sistema no tiene solucion.

~

El volumen del cilindro es igual al area de la base
por la altura. Si h representa la medida de la altura
en centimetros, se tiene: 63w = wr? h, donde r re-
presenta la medida del radio de la base.

Como h = 2r + 1 se obtiene:
3m=ar’2r+ 1) © 2 +r —-63 =0
< (r—3)@rF+7r+21) =0

La ecuacion de segundo grado 2r* + 7r + 21 = 0
no tiene solucion en R ya que su discriminante es

negativo; por tanto, la Unica solucion de la ecuacion
esr =3, h=7.

g

El radio mide 3 cm y la altura 7 cm.

a) Restando a la 2.* ecuacion la 1.7, y a la 3.* dos

Sean x las decenas e y las unidades del nimero, que
se expresa 10x + y.

y—2=3xj
(10y + x) — (10x + y) = 36
3x — y = —2 3Xx —y=-2 x =1
{—x+y= 4j{2x =2jy=5

El nimero buscado es 15.

veces la 1.% .
x+ y— z= 0 . . .
oy 4+ 2z= 2$<§|£nflglgando la 2.)
— y—2z= -8 : '
x+y—z= 0 z =3
—ytz= 1=>y=z—-1=2
— 3z = 9 X=Z—y:1

6.

b) Restando a la 2.7 la 1. y sumando a la 3.7

Sean A, B y C los euros que reciben el primer, se-
gundo y tercer socio, respectivamente.

+ B + C = 17200

glmN > >
oclow|m

Resolviendo el sistema se obtiene:
C =7200; B =6000; A= 4000

Solucion: El primer socio recibe 4 000 euros, el se-
gundo 6 000 y el tercero 7 200 euros.

la 1.%
2X — y — z = 5
-2y + z = —4 > 324+4-29
3y — 4z = 1
2X — y —z = 5 y =3
-2yt z= -4 > z=2
— by —15 X 5
X —y = 0 X =y
3. a){xz+y2=36j{x2+y2=36j
2y’ =36 © y =118 = * 3\2

Solucién: x = y = +34/2; x 7.

b) Sumando a la 2. dos veces la 1.%

U D
yz:% = y:tgi x2=4—y2:%$
$X:t311;y:i§

IR PR

24y -y =3 & y=3y=1

Paray = 3, x = 1, paray = 1, x = 3.

Actividades de refuerzo

(|
x-y<0
211
1 X+y
1 X
x+y=1
X-y=0
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

4 6 ‘ Funciones

Se considera la funcidon que asigna a cada nimero real el doble de su cuadrado aumentado en 3 unidades.

a) Escribe su expresion algebraica. d) ¢Cudl es el dominio de la funcién? ¢Cudl es su recorrido?
b) ¢Cual es la imagen de 2? e) ¢(En qué puntos corta la funcién al eje 0X?
c) ¢Qué nimero o nimeros tienen como imagen 5? f) ¢En qué punto corta la funcion al eje OY?
A la vista de la grafica de la funcién f, establece: v
a) f(3) y f(9). \ / fix
b) EI dominio de f. \ 1 /
0

¢) Los puntos donde f corta los ejes coordenados. t X
Representa la siguiente funcidn definida a trozos:

X+ 2 si x= -2
f(x) = { x? si —2<x<1

2 —x si x=1

. 1
Dadas las funciones f(x) = 2x* + 5 y g(x) = M 3, calcula:
f(5)
a) f(3) + g(3) b) — c) f(x) — g(x)
9(5)
Halla el dominio de las siguientes funciones:
1 R

a) f(x) = —— b) f) = yx +1

Vx — 4
Considera las funciones f(x) = \/x -1 y g9gx) = x.
a) Calcula f(g(x)) b) Calcula g(f(x)) c) ¢Es f(g(x)) = g(f(x)?

Halla la funcién reciproca de f(x) = \/x + 1.

Considera un triangulo equilatero de lado x.

a) Expresa su altura en funcion del valor del lado (puedes usar el teorema de X
Pitagoras, pero recuerda que solo es valido para triangulos rectangulos).

b) Halla el valor de la altura cuando el lado mide 6 cm.

Una empresa de alquiler de coches tiene la siguiente tarifa: 30 euros por la formalizacion del alquiler del vehiculo
y 0,09 euros por kildmetro recorrido.

a) Calcula la expresion algebraica de la funcidon que indica el dinero a pagar segun los kilémetros recorridos.
b) ¢Cuénto tendra que pagar una persona que recorrié 120 kilémetros con un coche alquilado?

c) Dibuja la grafica de la funcion.

Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. I — 1.° Bachillerato Actividades de refuerzo



1.

SOLUCIONES

a) f(x) = 2x* + 3. Y[ I/
b) f(2) = 11 A
y=2x2+3
c) flx) =2x* +3 =5 = 1
D22 =2 = x = *1 o1 L IX
d D) = R

A partir de la grafica de la funcién se observa
que para cualquier valor de x el correspondiente
valor de y es siempre mayor o igual que 3; por
tanto, f(D) = [3, +).

e) Como 2x> + 3 = 0 no tiene solucidén real, la
funcion no corta el eje 0X.

f) y = f(0) = 3 = f corta el eje OY en el punto
(0, 3).

La funcién dibujada es:

X =x—=2 si x=<3
f(X)_{4 si x=5

aungue no es necesario que los alumnos conozcan su
expresion algebraica.

a) f(3) = 4; f(9) = 4
b) D(f) = (=2, 31y [5, +»)

c) f corta el eje OX en los puntos (=1, 0) y (2, 0);
f corta el eje OY en (0, —2).

iy

4.

1 61
a) f3) + 93 =18+ 5+ - —3=—
3 3
p f5) _50+5 275 275
95 1 -14 14

5
1
c) f(x)—g(x)=2x2+5—<;—3)=

) 1 2x* + 8x
=2 +8—--=—"—
X X

Actividades de refuerzo

a) La expresion de f tiene sentido si x — 4 > 0
< x > 4; por lo tanto, D(f) = (4, +o0).

b) La expresion de f tiene sentido si x + 1 = 0
< x = —1; por lo tanto, D(f) = [—1, +o0).

~

fx?) =/x* — 1
giyx — 1 = (x — 1)* = —1

c) A partir de los apartados anteriores se concluye
que no.

a) f(gx)) =
b) g(f(x)) =

Intercambiando variables:
XxX=\y+1=> x*=y+1=>y=x*—-1

f=H(x) = x* — 1 es la funcién reciproca.

a) Aplicando el teorema de Pitagoras:

o e (XY
x2 = h +(2> -

—>h = XZ—X—Zzu X
4 2
3.6
b)h=\/ = 34/3 cm

a) f(x) = 30 + 0,09x, donde x representa los
kilémetros recorridos.

b) f(120) = 40,8 euros.

c)
421

40f
o 38F
e}
o 361

34f

f(x) = 30 + 0,9x

32
30
<~
O 20 40 60 80 100 120 140 km
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 7 ‘ Funciones dadas por tablas

1. Halla los cinco primeros términos de las siguientes sucesiones:

-1 — 1)t
a)an=n7 b)bn=( )
2n + 1

2. En una sucesion aritmética, el primer término es a, = 5 y la diferencia es d = 3.
a) Halla los cinco primeros términos. b) Escribe la expresion del término general.

3. Halla el término general de las siguientes sucesiones:
1 2 3 45
a) {—,—,—,—,—,...} b) {1, 5,9, 13, 17, ...}
2°"3°4 5 6
4. a2 grafica muestra la evolucién del paro en Espafa entre los meses de mayo y noviembre del afo 2001.
a) Calcula el dominio y el recorrido de la funcion.
b) Sefala el mes en que hubo mas personas paradas y el mes en que hubo menos paro.
c) ¢Se puede decir que la evolucidén del paro en el periodo estudiado ha sido positiva?

L 1572847

8

[Er550-+

5

il 1488551

g 1478133

o

el

o1450+ 1460586 1459007

g 1451461

5 + + + + + + +

=z |0 M J J A S [o] N
Meses (2001)

5. La tabla describe la evolucién del precio del barril de petréleo, en délares, entre los afos 1990 y 1998.

Ano 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998

Délares/barril 27 24 19 17 18 17 21 19 13

a) Dibuja una grafica que describa la evolucion del precio del barril de petrdleo.
b) Halla el dominio y el recorrido de la funcion.

6. De una determinada funcién se sabe que pasa por los puntos A(1, 1) y B(5, 9).
a) Halla la recta de interpolacién para dicha funcién.
b) ¢Qué valor tomara la funcién de interpolacién para x = 3,37

7. Considera la siguiente tabla:

X 2 5

Y =3 4

Encuentra, mediante interpolacion lineal, el valor correspondiente a x = 3.

8. Halla la funcién de interpolacién cuadratica para los valores de la siguiente tabla y encuentra el valor corres-
pondiente a x = 2.

X 0 1 3

Y 2 6 20

9. Un bebé midid al nacer 47 centimetros. Al cabo de una semana habia crecido 2 centimetros, y a las tres semanas
media 52 centimetros. Halla la funcién de interpolacién de segundo grado correspondiente a estos datos y estima:

a) Cuanto media el bebé cuando tenia dos semanas.
\ b) Cuanto cabe esperar que mida a las cinco semanas.

4
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1 2 1
. a a1=0;a2=g,a3=;;a4=§;a5=ﬁ
1 1
b) b1=1,b2=—5;b3:§ib4=—Z;szE
2. a a =5 a=5+3=8a =8+ 3 =11;
a,=11+3 =14, a, = 14 + 3 = 17
b) Por tratarse de una sucesion aritmética, el término

general es de la forma: a(n) = a, = a-n + b.

a,=5= a+tb__a=3 _
{ _2a+b©b=2©an—3n+2

&
Il
o

I

a)

b)

dados, se deduce que

Puesto que cada término se obtiene del anterior
sumando 4 unidades, se trata de una sucesién
aritmética. El término general es de la forma

ain) =a,=a-n+ b
a, =1 at+tb . a=4 A
{a2=5=2a+bjb=—3ja“ an—3
4. a) Dominio: [mayo 2001, noviembre 2001]

b)

c)

Recorrido: [1 451 461, 1 572 847]

El mayor paro se registré en noviembre y el me-
nor en julio.

Aunque la funcién crece entre julio y noviembre,
este crecimiento se tiene que interpretar como un
dato negativo desde el punto de vista social.

a)

b)

304
%25
5204
=
o5
8 10+
o
5.
1990 | 1992 | 1994 | 1996 | 1998
Anhos
Dominio: [1990, 1998]

Recorrido: [13, 271

Actividades de refuerzo

a) La recta de interpolacion es de la forma:
y = ax + b. Como pasa por los puntos (1, 1) y
(5, 9:

1= a+b _ _ _ B
{9=5a+bja_2’b_ 1=>y=2x—-1
b) Para x = 3,3 la funcién de interpolacién tomara

el valor y = 5,6.

La recta de interpolacién es de la forma:
f(x) = ax + b. Pasa por los puntos (2, —3) vy
(5, 4); por tanto:

f2)=2a+b=-3 _ 7 _ 23
{f(5)=5a+b= 4:3a—3,b— 3 =
7x — 23
= o = =
2
El valor correspondiente a x = 3 es f(3) = ~3

8.

La funcién de interpolaciéon es de la forma:
f(x) = ax®* + bx + c.

fl0)=c=2 a=1

f(l)=a+b+c=6 > b=3 >

f3)=9a+3b+c=20 c=2
—>f(x) = x> + 3x + 2

El valor correspondiente a x = 2 es f(2) = 12.

9.

La funcién buscada es de la forma:
f(x) = ax® + bx + ¢, siendo x la edad, en semanas,
del bebé.

6/
(—x%+ 13x)
T 4T

fll)=a+b+c=49 — a=

{f(0)=c=47 1
f3)=9a+3b+c=52

13
b=z,€=47:>f(x)=

a) f(2) = 50,6. A las dos semanas media 50,7 cm.

b) f(5) = 53,6. A las cinco semanas cabe esperar
que mida 53,7 cm.
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

11.

12.

13.

14.

o

4 8 ‘ Progresiones. Matematica financiera

En una progresion aritmética, el primer término es a, = 4 y la diferencia es d = 4.
a) Halla sus cinco primeros términos.

b) Escribe la expresion del término general.

Halla el término decimoquinto de una progresidon aritmética de la que se sabe que a, = 6 y la diferencia es
d = 3.

Halla la suma de los diez primeros términos de una progresion aritmética sabiendo que a, = 0 y a, = 20.

De una progresion geométrica de términos positivos se sabe que a, = 15y a, = 135.
a) Calcula la razén.

b) Escribe los seis primeros términos.

Una pelota se deja caer desde una altura de 8 m, rebota en el suelo y vuelve a subir hasta los tres cuartos de
la altura inicial, rebota y vuelve a subir hasta los tres cuartos de la altura que alcanzé en el primer rebote, y

asf sucesivamente.
a) Senala qué alturas alcanza la pelota al rebotar las cuatro primeras veces.
b) ¢Qué tipo de progresidon forman las alturas anteriores?
L ! | 8m

c) Escribe el término general que establece la altura alcanzada por la pelota T ;
en el n-ésimo rebote.

d) (A qué altura subira la pelota después del décimo rebote? ;

N

Inserta cuatro términos entre 4 y 4 096, de modo que formen una progresiéon geométrica.

2
Halla la suma de los infinitos términos de una progresion geométrica tal que a, = 2 y r7.

¢Qué beneficio producird un capital de 21 000 euros, al cabo de 500 dias, si le aplicamos un interés simple
anual del 3,5 %7

Calcula el capital final producido por un depdsito de 3 000 euros al 4,5 % de interés compuesto durante
5 anos.

Calcula el capital final que obtenemos al depositar 12 500 euros al 4 % de interés compuesto durante 4 afos,
en los siguientes casos:

a) El interés se paga anualmente.
b) El interés se paga trimestralmente.

c) El interés se paga mensualmente.

Calcula la anualidad de amortizacidon que tenemos que abonar para devolver un crédito de 2 400 euros al 6 %
de interés compuesto en el plazo de 12 afos.

Un banco nos concede un préstamo de 60 000 euros al 7 % anual. ¢Qué capital debemos al banco al cabo de
cinco anos si hemos pagado 7 000 euros cada afio?

Hemos suscrito un plan de ahorro a 8 anos en el cual depositamos una anualidad de capitalizacién de 1100
euros al 7,5 % anual. (Qué capital tendremos al cabo de los ocho afos?

Una persona contrata un plan de pensiones con una prima anual de 300 euros. Si se jubila dentro de 15 afios,
cqué capital tendra en el momento de la jubilacion si el banco lo capitaliza al 8 % anual?
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SOLUCIONES

1. a) a, =4
a,=4+4=38
a, =8+ 4 =12
a, =12 + 4 = 16
a, = 16 + 4 = 20
b) a,

=a, +th—-—NDd=4+(nh—1) -4 = 4n

2. a,=a+d > 6=a+3 = a, =3
a=a, + (15— 1d=3+ 14 -3 = 45

3. a, =a +4d — 20
a, = a, —2d = —10
a,, = a, + 9d = 35;
10(a, + a,,)  10(—=10 + 35)

0+4d = d=5

S, = 125
10 2 2
4, a) a, =a, -t —> 135 =15r* = r =3
a,
b) a, = —=5;a, =15, a, = 15+ 3 = 45

P
a, = 135, a, = 135 - 3 = 405
a, = 405 -3 = 1215

5. a) Las alturas son:

3
hy=—:-8m=6m

4

3
h,=—=-6m=45m

4

3
h3=2-4,5m=3,375m

3
h4=Z-3,375m=2,53125m

b) Forman una progresién geométrica.

n—1 n
c)hn=h1-r”1=6-(3) =8-<3>
4 4

310
d) h10=8-(z) = 0,45 m = 45 cm

6. a, =a, - r = 4096 = 4r° —
= rr=1024=2"° > r=4

Luego la progresidon esta formada por:

a, =4 a =4-4=16;,a, = 16 - 4 = 64,

a, = 64 -4 = 256; a, = 256 - 4 = 1024,
1024 -4 = 4096

ae

Actividades de refuerzo

2 1 2
7. s=-2 _ S V2
1-r V2 242 2
2
500
8. 500 dias = 2 ~ 1,37 afios =
365
=>C=C(1+in =
= 21000(1 + 0,035 - 1,37) = 22007 €
El beneficio es, por tanto, de 1 007 euros.
Q. C.=ca + i* = 30000 + 0,045)° =
= 3738,55€
10. & c, = ca + »* = 125001 + 0,04 =
= 14 623,23 €
i 16
by C, = C(l + Z) = 12500(1 + 0,01)* =
= 14 657,23 €
i 48 _
¢ C, = C(l + 12) = 12500(1 + 0,003)* =
= 14 664,98 €
D-i(1+ 2400 - 0,06 - (1,06)*
11, a2 i0 v ‘ _
a+n2-1 1,06 — 1
= 286,26 €
A1 + ) — 11 7000 - [(1,07)°> — 1]
12. o =" o —H_
i1+ 0,07 - (1,07)
= 28701,38 €
Por tanto, todavia debemos al banco:
60000 — 28701,38 = 31298,62€
a1+ ne— 13
13 Ce=AQ0+D)0—7F =
i
[(1,075)® — 11
= 1100 1,075————= = 12
0,075
352,83 €
1+ n* — 11
14. Cc=AQ0 +i)——— =
[
[(1,08)" — 1]
= 300 - 1,086————— = 8797,28 €
0,08 _/
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

2.

4 9 ‘ Transformaciones geomeétricas y funciones

A la vista de las graficas, sefala el tipo de simetria, si existe, que tienen las funciones siguientes:

a) Y b) {[y[ T c) Y
: i | feo)
' 1 X T : 0 ! X d \ X
VL . Ay
[ 1 [ : [
Completa las graficas de las funciones f y g sabiendo que f es simétrica par y g es simétrica impar.
Y Y
ll )
\l>
(X,
[0) X
|
AN
(0] X
Analiza si las funciones siguientes son pares o impares:
Q) fx) = x* — 4 0 f) = 4x? — 5x + 1 e) fx) = /x
x2 =1 x°
b) f(x) = 2x> — 3x d) f) = — f) f(x) = — — 3%°
X+ 1 2

Partiendo de la grafica de f(x) = x* — 1, construye la grafica de las funciones:
a) gx) =1 — x? b) h(x) = |x* — 1|

¢Son las funciones f(x) = 2x> — 3 y g(x) = —2x> — 3 pares entre si? Razona la respuesta.

Partiendo de la grafica de la funcién f(x) = x> — 1, construye la grafica de su funcién reciproca.

Y

f)=x3—1

[
/
/

N

ol X

l

A partir de la funcion f(x) = 2x?, dibuja las graficas y escribe las expresiones algebraicas que resultan de
trasladar f:

a) En traslacion horizontal, segiin el vector V.= (2, 0).
b) En traslacion vertical, segln el vector w = (0, —3).

c) En traslacion oblicua, segln el vector U = (1, 3).

La funciéon f(x) = 2x* — 1 se dilata horizontalmente segin la escala x = 200 %, y = 100 %. ¢Cual es la
expresion algebraica de la funcion resultante?

La funcion f(x) = 1 — x* se dilata verticalmente segln la escala x = 100 %, y = 50 %. (Cual es la expresion
algebraica de la funcién resultante?

¢Qué funcion resulta de dilatar horizontalmente la funcién f(x) = x> — 2x* + 6 segin la escala x = 100 %,
y = 100 %7?
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SOLUCIONES N

1. a) Par b) Impar ¢ Ni par ni impar 7 a) gx) =f(x —2) =2(x —2?=2x*—8x + 8
VYV
2. ¥ g \
\ \ I\ T e2e
\Lf e \AVAR
f(x
ll ,l 0 \ X . g(x) =2x3- 8x + 8
| \ \/
\, 1 | o] 1 X
° ; b) gx) = f(x) + (=3) = 2x* — 3
3. a Par d) Par \Y[
. . \\ H\f(x)= 2x2
b) Impar e) Ni par ni impar \ |
c) Ni par ni impar f) Impar \\ 1 /
4. a Y o X
fix) =x>- 1 g(x) = 2x2- 3
\ /
) gx) = f(x — 1) + 3 =2(x — 1) + 3 =
/ \ X =2x* —4x + 5
g(x) =1+ x2 VIAY LY
\ I ~f(x) = 22
\ /
b) Y \
\ /oh) =212 - Al /] e =2x-4x+5
0| 1 X o] 1 X
f(x) = x23- 1
8. g(x)

I
—
N | X
Nllio>

Il
)
—
N | X
Nllio

S
|

—

I
N[
|
=

5. f(—0 = 2(=x® =3 = —2x* — 3 = g(v)

f(x) (1 —x?
Por tanto, son pares entre si. 9 g(x) = P 5
6. Y
/ ; 10 La misma funcién, puesto que en ambos ejes las
£ = Vx+ 1| 4 4,/———— unidades permanecen constantes.
=) =+ 1
oA X
/
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 10 ‘ Funciones exponenciales y logaritmicas

1. Calcula:
4 1\’ 6 2 . 4

a) 2 o3 e) \/3° 9 16° ) (0, 5)

b) (—3) d) 5° f) 81 h (-1 N §59°
2. Calcula:

1
a) log, 81 c) log, 3 e) Iog3§ 9 logs1/5 i) log 10
b) log, 1 d) log: 16 f) log 0,01 h) log,V/32 i) log/1000

3. Completa la siguiente tabla:

X -3 —2 -1 0 1 2 4 8
ox
log, x
a) Construye con los valores obtenidos las graficas de las funciones f(x) = 2*y g(x) = log, x.

b) ¢Como son entre si ambas graficas?

¢) Indica los dominios y recorridos de fy g.

1
8-—-16-2°
32

4. Toma logaritmos en base 2 para calcular: A = =

5. Toma logaritmos decimales en las siguientes expresiones:
a’b*c

" b) B =@ -yb” - ¢

a) A=

6. Escribe la forma algebraica de A y B en las siguientes expresiones:

5logx + 3logy

a) logA = 3logx — 5logy b) logB = 5
7. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
a) 51 = 625 b) 2275 =8 c) 372 = o
8. Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a) log,x = 3 b) log(x + 1) = log(x — 1) + 3 c) 2logx —log(x + 6) =0

Utiliza la férmula de cambio de base y la calculadora para hallar:

9.
\ a) log, 41 b) log, 36

4
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1
8 -——-16 - 2°
32

1 1 1
1 o= f) 81" = (3% = 3
16
b) 9 9 16+ = (29 = 2> = 8
() =3-5
C — = — =
3 1 h) — = -1
= -1
3 1
d) 1 D 05%=—=16
0,5
e) \/3° = 3% = 27 ) §/59° = 5" = 625
2. a) log, 81 = log, 3* = 4
b) log,1 = = log,2° =0
1 1
c) logy 3 = log, 97 = >
1 -4
d) log. 16 = log: (E) = —4
1 -1
e) log;,— =log, 3+ = —1
3
f) log 0,01 = logl10? = =2
— 1 1
9) log;1/5 = log, 52 = 5
3 5 5
h) log,\/32 = log, 2° = N
i) logl0 =1
. — 3 3
) 1og1/1000 = log 10z = 5
3. X -3 -2 -1 0 1 2 4 8
1 1 1
2 = - = 1 2 4 16 | 256
8 4 2
No No No No
L existe | existe | existe|existe 0 ! 2 3
a) Y
—
=2 [, /.
> 1 -7 /B(X) = logyx
ol 1 X
[
b) Son simétricas entre si respecto a la bisectriz del

c) DM =R; D(g = (0, +x); f(D) = (0, +=); g(D) = R

primer cuadrante.

Actividades de refuerzo

16
4, log, A Iong = Iong =
=log,2” & A =2 =128
34
5. a) log A = log e = log (@’b%c) — log (d*») =
= loga® + logh* + logc — 2logd =
=3loga + 4logh + logc — 2logd
b) log B = log (/a’ - {/b? - ¢ = log @ - b - ¢ =
—Elo a+glo b+ 4logc
5 9 3 9 9
6. a) log A = 3logx — 5logy = logx®> — logy® =
x> x>
5logx + 3 lo log x> + logy?
o) logB = 1% gy _ log 9y’ _
2 2
log (x°y?) 1 1
= % = log (x’y?)z < B = (x’y)?
7. 2 5 = 5"=> x =3
b) 2P =2=>x =4
C) 3P =32 x =2
8. a) log,x =3 =log,2° & x=2>=38
b) log(x+1)=log (x—1)+log 10>°=Ilog[10°(x—1)] <
1001
S x4+ 1=10x -1 <= = —
999
c) 2logx—Ilog (x+6)=0 <> log x*—log (x+6)=log 1 <
XZ
—— =1 x¥-x—-6=0 S x
(x + 6)
=3
La solucion de la ecuacion x = —2 no es valida,
pues no existe log —2.
9 log 41
. a) log; 41 = = 3,38
log 3
log 36
b) logs 36 = 9 = 2,23
log 5 _/
Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. I — 1.° Bachillerato



ACTIVIDADES DE REFUERZO

11 ‘ Funciones periodicas

1. Expresa en radianes los siguientes angulos medidos en grados:

a) 15° b) 80° c) 125° d) 450° e) —70° f) 540°

2. Expresa en grados los siguientes angulos medidos en radianes:

2 = rad b — rad 0 = rad & 27 rad &) 1,5 rad f) —2 rad
4 3 2 5

3. Expresa con dos decimales las siguientes razones trigonométricas. Utiliza la calculadora.
o s o 3m ™
a) sen 15°41 c) cos 639 e) sec7 rad g) sen —E rad

b) tg 2,27 rad d) cotg —210°23'15" f) cosec 0,31 rad h) cos (15°39’ + 34°34)

4. Razona, sin usar la calculadora, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) La tangente de un angulo del segundo cuadrante es negativa. e) cosa’ = cos’ a

3
b) Sitga = 7 entonces sena = 3 y cosa = 4. f) cos 30° < cos 60°
c) El coseno de un angulo negativo nunca puede ser un ndmero positivo. g) sen 2a = 2 sen «
d) (sen a)® = sen’ o h) cos (—a) = cos «

5. Construye una circunferencia goniométrica y razona con su ayuda si las siguientes afirmaciones son verdaderas

o falsas:
T
a) sen(a + m) = —sena c) sen (a + E) = cos a
T
b) cos(m — a) = cosa d) cos (E - a) = sena
6. Observa la grafica de la siguiente funciéon en el intervalo [—6, 61 y responde: Y

a) ¢Cual es el periodo de esta funcion en el intervalo [—6, 617

[N

b) ¢Es simétrica? ¢De qué tipo?

ol 1 X
c) ¢Qué puedes decir sobre el crecimiento y decrecimiento en [—6, 617
7. 1indica el perfodo de las siguientes funciones:
a) y = 3 cos 5x c) y = cos (x + 4) e) y = sen2x — 3,5
sen x X
b) y = > d)y=cos<z> ) y =2sen(=3x + 1)

8. A partir de la grafica de y = sen x, construye las graficas de:

senx + 2

a) y = 2 senx b) y = sen 3x oy

9. Desde un punto A situado en la horizontal se ve la cima de una montana
bajo un angulo de elevacion de 30°. Aproximandose 200 metros
sobre la horizontal hacia la montana, se llega a un punto B
desde el cual el angulo de elevacién es de 45°.

\ Halla la altura de la montana. [«200 m—>|

4
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SOLUCIONES N

1. Para pasar de grados a radianes se multiplica por 6 a) El periodo es 4.

y se divide por 180. ) )
b) La funcion es simétrica par.

m 25 —7m
a) 12 rad ©) 36 rad e) 18 rad c) Creciente en [—6, —51, [—4, —3], [—2, —1],
4 5o [0, 11, [2, 31y [4, 5]; decreciente en [—5, —4],
b) 5 rad d) Py rad f) 3 rad [—3, —21, [—1, 0], [1, 21, [3, 41y [5, 6.

2. Para pasar de radianes a grados se multiplica por 7 f(x) = a sen (bx + ¢) y g(x) = a cos (bx + c) tienen

180 y se divide por . 2
de periodo T = ——, donde a, b y ¢ son nimeros

a) 45° ) 90° e) 85°56'37" |b]
b) 60° d) 108° f) —114°35’ reales.
2 2 2
) T=-—="—> d) T=-—=8n
3. a 0,27 d —1,71 9) —0,87 | 5] 5 ‘1‘
b) —1,19 e) No existe h) cos50°13" = 0,64 4
2 2
) 0,16 f) 3,28 T =2 = on 0 T=2"_ .
| 1] | 2|
4. a) Verdadero. Pertenecen al segundo cuadrante los o0 20 o0
angulos comprendidos entre 90° y 180°. oT= m = 2m HnT= H =3
b) Falso. Las funciones sen x y cos x tienen como
recorrido [—1, 11.
¢) Falso. Contraejemplo: cos (—60°) = 0,5. 8. a Yy =2cenx c R
d) Verdadero. Son dos formas distintas de expresar N p}// *
el cuadrado del sen x. HEN 5
e) Falso. Contraejemplo: si a = 30° cos (30°)* =
= ¢0s 900° = —1, que es distinto de cos? 30° = ;
= (cos 3092 = (0,87)%. b) ok
. o _ o _ AN JAY:
f) Falso; cos 30° = 0, 87 > cos 60° = 0,5. Vi : VaY
g) Falso. Contraejemplo: sen 60° = 0,87 # 2sen 30° = 1.

h) Verdadero, pues cos (—a) = cos (360 — a) =
= cos (o).

9. Sea h la altura de la montafna y x la distancia del
5. a) Verdadero ¢) Verdadero punto B al pie de la altura, ambas en metros.

P, y) M
35 Py tg 30° =
200 +x h = (200 + x) tg 30° PN
i h h=xtg 45°
tg 45° =—
X
d) Verdadero < (200 + x) tg 30° = xtg45° <
Y
200 - tg 30°

X = = 115,47
(tg 45° — tg 30°)

h = x - tg45° = 273,21

Solucién: La montafia tiene una altura de 273,21 ry
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 12 ‘ Tendencia y continuidad
1. Considera la sucesion a, = Pyes Completa la tabla e indica a qué valor se aproximan sus términos:
n
n 1 2 3 10 100 1000 10000
a, 0,5 0,125
2. Halla el valor al que se aproximan los términos de las siguientes sucesiones:
+
a a, = Vn? + 1 b) a, = 2n 3 c) a, =
n—1 1 —n?
3. Calcula el Iimite de las siguientes funciones en los puntos que se indican:
. 2 _ X2+ 1 x+1—1x—1
a) lim (x 3x + 1) 0 lim > e) Iim\/ \/
x—2 x—o0 X° — x—1 X + 1
b) Iim (> — x2 + x) d) Iim@/x +1 — x) f) lim 2¥*!
x——1 x—8 X—2
4. A la vista de la grafica, sefala el valor de los siguientes limites: Cy
a) lim f(x) ¢ lim f(x) e) lim f(x) ‘\
X— +oo X——® x——=2% — \1 1
. . . AR X
b) lim f(x) d) lim f(x) ) lim f(x) \ \\I
x—2 X——2" x—0 | Il
5. A la vista de la grafica, sefala el valor de los siguientes limites: It
a) lim f(x) o lim ) e) lim f(x) AN
X— +oe X— —% X—4 J
N\
b) lim f(x) d) lim f(x) ) lim f(x) = an N
x—1 X—3" x—0 X
6. Calcula los siguientes limites:
a) lim (x* — 5) b) lim (x* — x + 3) c) lim 3x> — 2x* + x — 1)
X— +oe X— —% X— +oo
7. Calcula el Iimite de las siguientes funciones en los puntos que se indican:
X+ 2x — 3 X X+ X2 —4x — 4
a) lim—————— o) lim—; e) lim 5
x—1 X — 3X + 2 x—0 x—2 X=X —6
3x? — 2% X — 5
b) lim——— d) lim-————
X—0 X x—5 \/X + 20 — 5
8. Calcula los siguientes limites:
a) lim - oxt 4 ¢ lim X~ 1 e lim y2x* + 3x — x
X— +00 2X2 + 1 X—+% X5 + 4x X e
b) lim x* + 3x* d) lim \/X2 + 1 — x
X — +oo 2)(3 - 5 X e
9. Estudia la continuidad en x = 2 de las siguientes funciones:
X2 — 4 x* — 4
¥ — 4 > si X # 2 > Si X # 2
a) {0 = —— b fo0 =49~ 0 f0 =1 %
\ % 5 si x =2 4 si x =2
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SOLUCIONES

1. Los términos de la sucesion a, tienden a 0.

1

2 3 10 100 1000 10 000

0,5

0,125 | 0,05 | 0,005 | 0,00005 | 0,0000005 | 0,000000005

a)

b)

c)

limyn® + 1 = /+0 + 1 = +oo

2n + 3 e . n
= — = |im = =2
n—1 o0 l 1—-0
n

lim

a)

b)

c)

d)

e)

f)

[im&x? — 3x + 1) =

X—2

[im 6 — x> +x) = —3

X——1

X2+ 1
lim — =
x—0 X~ — 1

[im@/x +1 —x) = =5
x—8
Iim\/x+1—\/><—1:%

X1 X + 1
lim 2" = 2° = 32

X—2

a)

1 b)) —o o1 d —o g +w

a)

0 b5 0 d +e e 5 f)

a)
b)

o)

lim (x* — 5) = +x

X+

lim (x* — x + 3) = +»

X — -+

lim Bx> — 3x* + x — 1) = +»

X—+00

a)

b)

o)

CoxX*+2x—=3 0

im—————— =~ =

w—1 X°— 3X + 2 0
o x=1)x+3)

= lim—m—m———
w1 (X — 1) (x — 2)

.3x2 — 2x

lim ——— =

X—0 X

.o xX+2 2

lim—— = —

x—0 X 0

Operacion no valida en R. La indeterminacién se

resuelve calculando los limites laterales:

x+3
= -4

= lim
x—lx_z

0 .
—=|lim3x — 2 = =2

x—0

i X+ 2 2 v i X+ 2 2 o
im =—= ;o lim =—=
im0 X2 o+ / <m0+ X2 0+
L oo x+ 2
Coinciden; por tanto, lim N = +oo,
x—0

Actividades de refuerzo

X —5 0

d) lim——m]m—=—-=
w5 \/X +20 =5 0
— lim (x —5) (Wx +20+5
s (/X + 20 = 5) (\/x + 20 + 5)
= limy/x + 20 + 5 =14/25 + 5 = 10
X—5
X+ X —4x—4 0
e) lim 5 =—=0
X2 X°— X — 6 —4
5 4
2 3-7t%
. 3x*—5bx + 4 . X X 3
8. a) lim > = |lim = —
R—— 2x° + 1 o 1
2+ =
X
x + =
XM+ 3¢ .
b) lim P =— = l|im = 4o
x4,+oc2X_5 X— 400
G~
1 2 1
_+___
X+ 2x—-1 o« o x* x* X
o lim—/——=—-—=lim—— =0
x—tw X+ 4X D0yt 4
1+ —
X
d IImyx* +1—-x=0—x=
X — +00
I_m(\/x2+1—x)(\/x2+1-l—x)
:l =
oo W2+ 1+x
i 1 2
X4+oc\/X2+1+X +00
e) lim/2x* + 3x —x =® — o =

X— oo
- (V2x* + 3x — x) ({/2x* + 3x + X)

l =
V2x® + 3x + x

X — 4%
. x* + 3x o0
:||m2—:—:
x—tee \/2X5 + 3X + X ®
X+ 3 +oo

:\/§+1:Jroo

b)

En x = 2 la funcién no esta definida, f no es ni

continua ni discontinua en x = 2.

0
f2) =5ylimf(x) ==-=IlimKx + 2) =4
X—2 O X—2
Discontinua, pues f(2) = 5 # lim f(x) = 4.
X—2
. 0 .
f2) =4ylimf(x) == =Ilim(x +2) =4
X—2 O X—2
Continua, pues f(2) = 4 = lim f(x).
X—2
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 13 ‘ Tasas de variacion y derivadas

1. calcula Ia tasa de variacién de la funcién f(x) = 3x — 4 en el intervalo [0, 41.

2. Calcula la tasa de variacion de la funcion f(x) = x* + 2x — 3 en el intervalo [2, 5].

2x + 1
3. Calcula la tasa de variacion de la funcion f(x) = >— en el intervalo [1, 31.
X

4. Calcula la tasa de variacion media de la funcién f(x) = x> + x — 5 en el intervalo [—1, 31.

5. Halla la derivada de la funcion f(x) = 4x — 1 en el punto x = 2 utilizando la definicién.

6. Dada la funcion f(x) = x* + 1, halla f'(3) utilizando la definicién.

7. Halla la derivada de la funcion f(x) = 2x* + 3x — 2 en el punto x = 0 utilizando la definicion.

8. Halla, aplicando la definicién, la funcién derivada de las siguientes funciones:

a) f(x) =3x — 1 c) f(x) = 3x* + 4 e) f(x) = 2x°
x — 1
b) f(x) = x> + 3 d) f(x) = f f(x) =
X + 1 x + 1
9. ¢Para qué valor de x la derivada de la funcién y = 2x*> — x vale 3?
10 Halla la ecuacidn de la recta tangente a la curva y = x* en el punto de abscisa x = 2.

11 Halla el punto de la curvay = 2x*> + 1 en el que la recta tangente tiene pendiente m = 8.

12 La tabla muestra la evolucién de la poblacién mundial entre 1920 y 1980.

Ano 1920 | 1930 1940 1950 1960 | 1970 1980

NuUm. de habitantes (en millones) | 1810 | 2015 | 2250 | 2515 | 3020 | 3690 | 4450

a) ¢Cual ha sido el crecimiento de la poblacion en el periodo 1920-19807
b) ¢Cual ha sido el crecimiento de la poblacién en el periodo 1970-19807?
c) ¢Cudl ha sido el crecimiento medio de la poblacién en el periodo 1920-19807

d) ¢Cudl ha sido el crecimiento medio de la poblacién en el periodo 1970-19807

\ e) El crecimiento relativo de la poblacién (TVM), ifue mayor entre 1920 y 1980 o entre 1970 y 19807

4
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SOLUCIONES

1. Tvio, 41 =4 — f0) = 8 — (—4) = 12
2. TV[2,5]1 = f(5) — f(2) = 32 — 5 = 27
7 20
3. TV, 31 =f3) —f1) =+ -3 =—-2"
9 9
f3) — f(—1) 7+ 5
4. tymr-1, 31 = = =3
3 — (-1 4
f2 + h) — 2
5. f(2) = |im 2w =@
h—0 h
42+ h —-1-7 . 4h .
= |lim =|lim— =1lim4 = 4
h—o h h—o h h—0
f3 + h) — (3
6. £3) = lim oW 1G)
"o h
G+h+1-10
= [im =|limé6 + h =6
h—0 h h—o0
0 + h) — (0
7. 70 = lim 0 = MO
h—0 h
2+ 3h -2 — (=2
= |im =lim2h + 3 =3
h—o0 h h—o0
+ —_
8. 2 DBx— 1) = im0
h—0 h
3x+h)—1—-03Bx—1) . 3h
= |im = |lim— =3
h—0 h h—0 h

b) D(x* + 3) = lim2x + h = 2x

h—0

c) D(3x% + 4) = lim6x + 3h = 6éx

~

h—o0
1 — —

oo )

x+1 o NX+ DD (x+h+1) (x+ 1)2
e) D (2x’) = lim 6x? + 6xh + 2h? = 6x?

h—0

h D (x ) Cim fx + ) — f0 _

x + 1 h—0 h

2 2

= [im =
o X + 1) (x +h + 1) (x + 1)?

Actividades de refuerzo

9. Utilizando las tablas de derivadas se obtiene que

la derivada de y = f(x) = 2x* — x es:
y' =4x — 1
y =3 & 4x—-1=3 & x=1

10 La ecuacién de la recta tangente a la curva
y = f(x) = x® en el punto de abscisa x = 2 es
y — f(2) = f'(2) (x — 2).
f(2) = 22 =4,y = f(x) = 2x = f(2) =4
y —2 =4k — 2),dedonde 4x —y — 6 =0

11 Que la pendiente de la recta tangente a la curva
y = f(x) = 2x?> + 1 en el punto buscado sea igual
a 8 significa que en la abscisa de ese punto la
derivada y' = f'(x) vale 8.
, . fix + h) — fx) . 2h*> + 4xh
f'(x) = lim = lim =

h—o0 h h—0 h
= lim 2h + 4x = 4x
h—o0

Se tiene: 4x = 8 = x = 2.
El punto buscado tiene de abscisa x = 2, por tan-
to es (2, f(2)); es decir, (2, 9).

12 a) EIl crecimiento es la diferencia entre la pobla-

cién en 1980 y la que habia en 1920.

f(1980) — f(1920) =
bitantes.

2 640 millones de ha-

b) La poblacion en el periodo 1970-1980 aumen-
té en f(1980) — f(1970) = 760 millones de
habitantes.

c) El crecimiento medio de la poblacién en un pe-
riodo corresponde a la tasa de variacion media
en dicho periodo; por tanto:

f(1980) — f(1920) _

TVM[1920, 1980] =
1980 — 1920

2 640
= o0 = 44 millones de habitantes/afo.

f(1980) — f(1970)

d) TVM[1970, 19801 =
1980 — 1970

760
= o = 76 millones de habitantes/afno.
e) Comparando las TVM en ambos periodos, se
concluye que el crecimiento relativo de la po-
blacion fue mayor en el periodo 1970-1980.
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

14 ‘ Calculo de tasas de variacion y derivadas

Calcula las siguientes derivadas:
a) D> —5x> 4+ 4x — 1) c) D (7x> — 3x%
b) D (6x® — 2x> + 5x + 8) d) D (5x> — 2x* + x)

Calcula las siguientes derivadas realizando previamente las operaciones entre polinomios:

a) D&’ + 1) (x* — 3) b) D (x + 1)° o) DBx>—=7) (2x + 1)

Calcula las siguientes derivadas:
52 — X
a) DV/x b) D (x\/x) c) DW

Es preferible pasar antes las raices a forma potencial.

Calcula las siguientes derivadas:

241 7
a) D(X ) 0) D( )
x — 1 X+ 5
2 _ _
b)D<X2 3) d)D( X)
X°+ 3 X + 2
Calcula las siguientes derivadas:
a) D (\/§ + cos x) d) D tgx g) D (e*- 3x?)
X + sen x
b) D (x*sen x) e) D (x® cos x) h) D (—)
X + cos X
c) D (sen x cos x) ) D7 - %%
Calcula las siguientes derivadas:
1 2
a) D (x> + 3x)? b) D(2 >
X+ 1
Calcula las siguientes derivadas:
a) D [sen (x* + 4x)] c) De* e) D/sen x g) D5>°®
b) D (sen® x cos? x) d) D L(7x? i D L\/x2 + 3 h) D [cos (7* + 4x)]

Halla la ecuacién de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos que se indican:

a)y = \/ﬂ en el punto de abscisa x = 2. b) y = x> — 3x + 1 en el punto de abscisa x = 1.

Se sabe que la pardbola y = ax® + bx + c pasa por el punto P(1, 0) y que f'(1) = 1y f'(2) = 5. Calcula
a, byec.

X + 1
x — 1

Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y =
la recta tangente en x = 1? Razdnalo.

en el punto de abscisa x = 2. ¢Se puede hallar
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SOLUCIONES

a) D (sen (x* + 4x)) = cos (x? + 4x) - (2x + 4) =
= (2x + 4) cos (x* + 4x)

b) D [sen? x cos® x] = 2 sen x cos x cos® x +
+ sen?x (2 cos x (—sen x)) =

= 2sen x cos®> X — 2 cos X sen’ x

c) De™ = 5e>*

) ) 1 2
o) DL(7Tx) =D(L7 + Lx?) = 5 - 2x = —
X X
e) D1y/sen _1 cos cos X
X = X =
2\/sen x 2\/sen x
R 1 1 X
i DLyx*+3 = : 22X = ———
v VXP+3 2yx* +3 x>+ 3

g) D578 =5%8. | 5.2 =25 58
h) D [cos (7* + 4x)]1 = — (7*- L7 + 4) sen (7* + 4x)

a) La recta tangente buscada es:
y — f(2) = f'(2) (x — 2)

f(2) =2,y =f(x) = $ f'(2) =

1
y—2=5(x—2)$x—2y+2=0

b) La recta tangente buscada es:
y — f(1) = (1) (x — 1)
f=-Ly =fx=2x—-3 = (1) = —
y+1=—-1(x — 1), de donde x +y =0

Como pasa por (1, 0) se tiene que a + b + ¢ = 0.
f'(x) = 2ax + b; por tanto:

ff(l) =2a+b=1,f@ =4a+b=
a+b+ ¢c=0 a=2

2a + b =1=> b=-3
4a + b =5 c=1

1. Aplicando las reglas de derivacion: 7
a) DX — 5x* + 4x — 1) = 3x*> — 10x + 4
b) D (6x* — 2x> + 5x + 8) = 24x> — 6x* + 5
c) D (7x> — 3x% = 35x* — 12x°
d) D(5x> — 2x* + x) = 15x* — 4x + 1
2. a) D(x* — 3x> + x* — 3) = 5x* — 9x® + 2x
b) D(x + 1)> =D(x*+ 2x + 1) = 2x + 2
c) D(6x° + 3x> — 14x — 7) = 36x> + 15x* — 14
4 1 4
3. @ DY =D () = 5= 55
3 1 34/x
b) D X\ﬂ—(xz)—gz \Tf
X 1 2 1
c) \/———D(x 3)=5x3=33—\/?
4. o <x+1):2x(x—1)—(x2+1)-1: 8.
x — 1 (x — 1)?
Z—2x —1
o (x — 1)?
b D(XZ—B): 12x
x>+ 3 (x* + 3)?
ool 1) =ro( )= T
X+ 5 X +5 (x + 5)?
) D( X >= 2
X + 2 (x + 2)?
5. a)D(\/;-i-cosx):i—senx
2%
b) D (x* sen x) = 2x sen x + x*cos X 0.
¢) D (sen x cos x) = cos® X — sen®x
d Dtgx =1 + tg°x = .
cos® X
e) D (x* cos x) = 3x? cos x — x> sen x
) D(7°-x*) = x*- 7 L7 + 7°2x
g) D(e*-3x%) = ¢e*-3x*> + - 6x = 3xe*(x + 2)
b D<x+senx>: 10.
X + Ccos X
1+ (1 + x)cosx + (x — 1) senx
B (x + cos x)?
6. 2 D¢ + 3% = 20¢ + 3% BX + 3)

b)D< 1 )2_ —4x
x>+ 1 x* + 1)

Actividades de refuerzo

a) La recta tangente buscada es:
y — f(2) = f'(2) (x — 2)
[ =3y =f0=— 2 = f@) = -
Y (x — 1)?

y — 3= —2(x — 2),de donde 2x +y — 7 =
0

b) No, puesto que para x = 1 no existe la curv_a./
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

15 ‘ Monotonia y curvatura

1. A vista de la grafica de la funcidn f, determina: Y
a) Los maximos y minimos de la funcién. f)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. [ t
¢) Los puntos de inflexion. [ o \'L/

d) Los intervalos de concavidad y convexidad.

2. Calcula los maximos y los minimos de las siguientes funciones:

a) fx) = x> — 12x b) f(x) =

> o fx) = Lix + 1)
X*+ 1

3. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:

a) fx) = 4 — x? b) f(x) =

x? — 1
4. Calcula los puntos de inflexion de las siguientes funciones:
a) fx) = x° — 3x* + 6 b) f(x) = x* — 6x? o fx) = X2X_2 2
5. Estudia los intervalos de concavidad y convexidad de las siguientes funciones:
a) fx) = x> — 6 b) f(x) = x> + 2x* = 5 o fx) =4x + 1

6. Dada la funcién f(x) = x* + bx + ¢, halla b y ¢ para que f tenga un minimo en (2, —9).

7. La grafica representa la funcion derivada de una funcién f.

|y |
\

//O
N
—

Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos de la funcién f.

2

8. Considera la funcion f(x) = y calcula:

a) Su dominio.

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
¢) Los maximos y los minimos.

d) Los puntos de inflexion.

e) Los intervalos de concavidad y convexidad.

9. Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva y = x> — 6x* + 9 en su punto de inflexion.

4
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SOLUCIONES

5.

(=1, 2) es un maximo y (1, —2) es un minimo.

La funcion es creciente en (=, —1) y (1, +©);
es decreciente en (=1, 1).

abMm=R
f'(x) = 2%, f"(x) = 2 >0 = fes siempre convexa.
b) D) =R
2
f'(x) = 3x* + 4x, f"(x) = 6x + 4 = 6<x + 5)

2 2
fes concava en (—oc, - 3); convexaen (‘ 3 +°°)-

2 —119 , .,
El punto {——, ——— es de inflexién.
3 27

c) D) =[-1, +)

1 1
PV ESE axry 0
en todo su dominio; f es concava en [—1, +<).

f'ix) = f'tx) = —

b= -4

f2) =-9
|-

f(2) = 0

c) (0, 0), pues f pasa de cédncava a convexa.
d) Convexa en (0, +o0) y céncava en (—«, 0).
2. 2 F0 =3¢ —12,f(x) =0 & x = +2
f'(x) = 6x
f'(=2) = =12 < 0 = (=2, 16) es maximo.
f'(2) = 12 > 0 = (2, —16) es minimo.
b) Derivada primera: f'(x) = 1;)(2
P ' (x? + 1)?
ffix) =0 <& x= =1
—6X
f'ix) = —————
SERTONRETE
6 1 N 6.
f'(=1) = —>0 = |—=1, — =] es minimo.
4 2
6 1
') =——<0 = (1, —) es maximo. 7.
4 2
1 .. .
c) f'ix) = # 0. La funcioén no tiene extremos.
x + 1
3. 9 DM =R f = —-2x=>f(x) =0 & x =0
f es creciente en (—o%, 0) y es decreciente en

b)

(0, +®). En x = 0 no puede afirmarse nada.
DHh =R — {-1, 1}

Six < =2, f'(x) > 0= f(x) es creciente en (=0, —2).

Si —2 < x < 4, f'(x) < 0= f(x) es decreciente en
el intervalo (—2, 4).

Si x> 4, f'(x) > 0= f(x) es creciente en (4, +).

En el punto de abscisa x = —2, f alcanza un ma-
ximo, pues en él f pasa de creciente a decreciente,
y en el de abscisa x = 4, f alcanza un minimo, pues
en este punto f pasa de decreciente a creciente.

2X
—mjf’(x)zo < x=0

El signo de la primera derivada coincide con el
signo del numerador (—2x).

f es creciente en (—, —1) y (—1, 0); es decre-
ciente en (0, 1) y (1, +0). En x = £1 no puede
afirmarse nada.

f'(x) =

4. a)

b)

c) f'ix) = —

f'(x) = 3x* — 6x, f'(x) = 6x — 6 = 6(x — 1)
f'x) =0 <& x=1

En x = 1 la funcién pasa de concava a convexa,
luego (1, 4) es punto de inflexidn.

f'(x) = 4x® — 12x, f"(x) = 12x* — 12=

x+1 = + +
=126+ 1D (x — 1)
f/l(x) =0 & x = +1 f'(x)=12(x+1)(x=1) + ' - ' 4+

a D =R - {0}

xX* =1 (x—1) (x+ 1)
X2 X2
fxX)=0= x—1)Kxx+1)=0< x==x1
f es creciente en (—oo, —1) y (1, +=); es decre-
ciente en (=1, 0) y (0, 1).

¢) En (=1, —2) la funcién alcanza un maximo.

En (1, 2) alcanza un minimo.

b) f'(x) =

2
d) f'(x) = — # 0; f no tiene puntos de inflexién.
X

e) Six <0, f(x) < 0= fes concava en (=, 0).
Si x>0, f"(x) > 0 y— fes convexa en (0, +).

En x = —1 la funcién pasa de convexa a con-
cava, luego (=1, —5) es punto de inflexion.

En x = 1 la funcién pasa de céncava a convexa,
luego (1, —5) es punto de inflexién.

24x% + 32

x® — 42’ (x* — 4y

f'(x) = 0 & 24x*> + 32 = 0. Esto no sucede
nunca, la funcién no tiene puntos de inflexién.

f'(x) =

Actividades de refuerzo

D) = R

f'(x) = 3x* — 12x, f"(x) = 6x — 12 = 6(x — 2)
f'ix) =0 <& x =2

El punto de abscisa x = 2 es de inflexion pues en

él f pasa de concava a convexa.

Recta tangente y — f(2) = f'(2) (x — 2) =
$y+7=—12(x—2)$12x+y—17=0_/

m
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 16 ‘ Estudio y representacion de funciones

1. Considera la funcién f(x) = —x* — 3x + 10.
a) Calcula su dominio. d) Indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Halla los puntos de corte con los ejes coordenados. e) Estudia la curvatura.

c) Determina sus extremos. f) Dibuja su grafica.

2. A la vista de la siguiente grafica, determina:

Y
f(x)
il i\
/ \
o 1 X

a) El dominio de la funcién.

b) Las asintotas.

c) Los intervalos de monotonia.
d) Los extremos.

e) La curvatura.

f) Los puntos de inflexion.

3. La siguiente grafica representa la funcion derivada de una funcién f:

\ Y /

f'(x

[HEy

a) ¢Cual es el dominio de f?
b) ¢Puede tener f asintotas verticales?
c) ¢Donde crece y donde decrece f?

d) ¢Cuales son los maximos y los minimos de f?

4, Representa la funcién f(x)

I
<
|
<

., x2+ 1
5. Representa la funcién f(x) = .

iy 2x°
6. Representa la funcién f(x) .

4
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d)

e)
)

SOLUCIONES

D) =R
(=5, 0), (2, 00y (0, 10)
f'ix) = —2x — 3

3 49
f'x) = =2 < 0> (_E’ T) maximo.
3
f'ix) = —2<x + —)
2

3 3
f creciente en (—00, _E> y decreciente en <_E' +00>

f es siempre céncava ya que f"(x) = —2 < 0.
Y
/ f(x)

\
\

[N

|

[T To X

b)

c)

d)
e)

f)

DMHh =R - {-1, 1}

Las rectas x = —1 y x = 1 son las asintotas
verticales. La recta y = 0 es la asintota hori-
zontal. La funcién no tiene asintotas oblicuas.

f es creciente en (=, —1) y en (=1, 0), y es
decreciente en (0, 1) y en (1, +00).

Tiene un maximo en (0, —1). No tiene minimos.

f es convexa en (=%, —1) y en (1, ®), y es con-
cava en (—1, 1).

No tiene puntos de inflexion.

3. a)

b)
c)

d)

D () = R, pues su funcién derivada existe siem-
pre, luego f existe y es derivable en todo R.

No, por ser derivable en R, es continua en R.
Creciente en (—o, 1), pues f" > 0, y decreciente
en (1, +o), pues f" < 0.

No tiene extremos. El posible extremo seria el
punto (1, 0), pues f'(1) = 0, pero se trata de un
punto de inflexion ya que f"(1) = 0 (la tangente
a f' en el punto de abscisa x = 1 es horizontal)
y la funcién cambia de curvatura (a su izquierda
f” < 0 por ser f' decreciente y a su derecha
f” > 0 por ser f' creciente).

1
4. b= R, f'(x) =1—3x"= —3<x —\5) (x +

' (x)

f'(x) = —6x; f”(l) <0=> (

)
\/E
=0 & x =
1

\/§ ﬁ, 3\2/§> es maximo.

Actividades de refuerzo

1

f”(—%) >0 = <_ﬁ'

1 1
f es decreciente en (—00, ——> y (—, +00) y es
\/3 \/3
, < 1 1 )
creciente en | ——=, —=|.
V313
f'ix) =0 < x =0
f es convexa en (—, 0); N
f es céncava en (0, +o0). \

2 -
—— =] €S minimo.
3\/3>

Y

|
\ [ [f0=xtx
\

1
ES

El punto (0, 0) es de inflexidn.

D =R - {-2 2} T
10x 2. \

(X2 - 4)2 ,6 > X
30x* + 40

(x? — 4)°
ffix) =0 < x=0
f es creciente en (=, —2) y (2, 0), y es decreciente
en (0, 2) y (2, +o); f(0) < 0 = (O, %) es un
maximo.

f'(x) = 0 < 30x* + 40 = 0, lo que es imposible.
No hay puntos de inflexion.

Six < —2,f(x) > 0= fes convexa en (—o, —2).
Si —2<x <2, f'(x) < 0= fesconcava en (—2, 2).
Si x > 2, f(x) > 0, = f es convexa en (2, +»).

Las rectas x = —2 y x = 2 son asintotas verticales.
Como lim f(x) = 1, y = 1 es asintota horizontal.

X— oo

f'ix) = —

f'(x) =

| Y
D =R — {-1} £/ .
2x(x + 2) o 2 X
frl) = 22 :
0= 1) ;
A :
o0 = —— al
0=y |
ffx) =0 < x=10,x= -2

f'(—2) < 0 = (—2, —8) es un maximo.

f’(0) > 0 = (0, 0) es un minimo.

f es creciente en (=, —2) y (0, +o0), y es decre-
ciente en (=2, —1) y en (—1, 0).

f'(x) = 0 < 4 =0, lo que es imposible. No hay
puntos de inflexién.

Six < —1,f(x) <0 = fesconcava en (—oo, —1).
Six>—1,f(x) >0, = fesconvexaen (—1, +©).
La recta x = —1 es asintota vertical.
No hay asintotas horizontales.

La rectay = 2x — 2 es asintota oblicua.
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

4 17 ‘ Distribuciones unidimensionales y hidimensionales

Una zapateria vende en un dia 50 pares de zapatos de sefiora % 35 36 37 38 39 40
de los siguientes niimeros:
f 6 12 | 17 9 3 3

a) Calcula la media, la mediana y la moda de la distribucion.
b) Calcula el rango, la varianza y la desviacion tipica de la

distribucion.
c) ¢(Cuantos pares de zapatos hay en el intervalo (X — s, X + s)?
d) Halla el porcentaje de datos que hay en el intervalo (X — 2s, X + 25)
Representa el diagrama de dispersion y describe cualquier relacién que observes entre las variables de la serie
bidimensional siguiente:
Dureza del acero 36 41 42 43 44 45 47 50
%o de niquel 25 27 28 29 30 32 33 35
Representa el diagrama de dispersién y calcula el X 1 2 3 a 5 6 7
coeficiente de correlacion que corresponde a los
datos de la siguiente tabla: Y 2 3 1 4 6 7 5
Dada la distribucién bidimensional:

X 15 17 18 19 23 24 25 26 29

Y 14 18 17 19 23 23 25 24 28
a) Calcula la recta de regresion de Y sobre X.
b) Representa conjuntamente la recta anterior y el diagrama de dispersion.
c) Calcula el coeficiente de correlacion lineal.
d) Estima el valor correspondiente a la variable Y para X = 27.
Las tallas, en pulgadas, de 12 padres y sus primogénitos estan dadas por la siguiente tabla:
Padre 65 63 67 64 68 62 70 66 68 67 69 71
Hijo 68 66 68 65 69 66 68 65 71 67 68 70

a) Representa el diagrama de dispersion.

b) Calcula la recta de regresién de los hijos con respecto a los padres.

c) ¢Qué talla tendra un hijo si la del padre es de 72 pulgadas?

Una prueba de acceso a un puesto de trabajo consta de dos examenes. Ambos se califican sobre cuatro puntos.
Se presentan 100 personas y se obtienen los siguientes resultados:

Examen 1 3 4 3 3 2 3 0 2 4
Examen 2 3 3 4 2 3 0 1 2 4
Nimero de personas 8 6 8 7 10 8 12 15 16

a) Construye una tabla equivalente de doble entrada.

b) Calcula el coeficiente de correlacion y explica el tipo de dependencia que existe entre las calificaciones de

ambos examenes.

Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. I — 1.° Bachillerato
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1. a)

b)

c)

d)

SOLUCIONES

2 s

X = ——=-"—— =37
N 50

Mediana: 37 Moda: 37

Rango: 40 — 35 = 5

50
= X,
- .Z’ (x; — X, 84
N 50
S =14/1,68 = 1,3
(X —s, X +s) = (35,7,38,3)
En este intervalo hay 38 pares de zapatos.
(X — 25, X + 25) = (34,4,39,6)
En este intervalo hay 47 pares de zapatos.
Es decir, el 94 % de las ventas.

52 1,68

Relacion lineal positiva
304 weza MUy fuerte.
3. a)
_ 2xf, 28
X = —=— =4
N
; _ 3yf 28
= — = — = 4
Y TN
4
50
‘ - xiyif; o 134 L 2
Xy N y 7
X 140 _
S, = 2 e — —l6=144=2
N 7
Sy 140 —
S — -y = \[— — 16 =4 =2
A . v
r = Y — = 0,79
S-S, !
4. a) La recta de regresion de Y sobre X es:
S, o _
y—y= Szy(x - X); X =121,78;, y = 21,22
4325
S,, = R 21,78 - 21,22 = 18,39
4446
§2 = - 21,78% = 19,63

b)

y — 21,22 = 0,94(x — 21,78)

Y

Actividades de refuerzo

4213

o S, = 5 21,227 = 4,22;
S, = 1/19,63 = 4,43
S, 18,38
r o= = = 0,98
S-S, 4,434,222

d) y(27) = 21,22 + 0,94 - 5,22 = 26,1298

5. a) [fie

4 70! Padre

b) Sean Hy P las variables que miden las tallas de
los hijos y de los padres, respectivamente.

_ S
h—h="(q—-p; p= 6667 h=6758

St
54107
S, = — 66,67 - 67,58 = 3,36
12
, 53418 ,
2 = — 66,677 = 6,61
12

h — 67,58 = 0,51(p — 66,67)

c) Como h(72) = 70,3, se concluye que la talla del
hijo es de 70,3 pulgadas.

6. a)
X1 o 1 2 3 4
Y
0 0 0 0 8 0
1 12 0 7 0 0
2 0 0 15 7 0
3 0 0 10 8 6
4 0 3 0 8 16
_ 248 _ 243
b) X = — = 2,48; y=—=2,43
100 100
684
S, = —— — 6,03 =0,81
100
762 —
L=\l — 2,48° = /1,47 = 1,21
100

S, = /7,55 — 2,43° = \/165 = 1,28
0,81
f = ——"—=
1,21 - 1,28

No existe una dependencia fuerte entre las cali-
ficaciones de ambos examenes.

0,52
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 18 ‘ Distribuciones discretas. Distribucion hinomial

Se lanzan dos dados perfectos. Se define la variable aleatoria X del siguiente modo: X (a, b) = a - b, donde
(a, b) identifica los resultados que muestran los dados. Halla el recorrido de dicha variable aleatoria.

Se lanza una moneda tres veces y se define la variable aleatoria X que asigna a cada punto del espacio muestral
el nimero de caras consecutivas obtenido. Indica:

a) El recorrido de la variable.

b) La funcién de probabilidad y su representacidon grafica.

Una variable aleatoria tiene la siguiente distribucién de probabilidad:

X = x 3 4 5 6 7 8

1 1 5
p(X = XT) =N - — — — m J—
9 18 3 18 18

a) Calcula el valor de m.

b) Calcula la media y la desviacién tipica.

La variable aleatoria X toma los valores 1, 2, 3, ..., n — 1 y n con probabilidad p(X = i) = % para todo
i=1,2,3,..n

a) Representa la funcion de probabilidad.

b) Calcula p(X < 5) y p(X = 8).

Se lanza un dado corriente seis veces y se considera éxito la obtencion de 5 6 6.
a) (Este experimento se rige por el modelo binomial? Justificalo.

b) Calcula la probabilidad de obtener exactamente tres éxitos.

c) Describe el suceso fracaso.

d) Calcula la probabilidad de obtener exactamente 4 fracasos.

El 30 % de los clientes de una sucursal bancaria no tienen tarjeta de crédito. Si se eligen cuatro clientes al azar,
calcula:

a) Probabilidad de que exactamente dos no tengan tarjeta de crédito.
b) Probabilidad de que exactamente dos tengan tarjeta de crédito.

c) Probabilidad de que los cuatro tengan tarjeta de crédito.

Un jugador de baloncesto lanza todos los dias 100 tiros libres para entrenarse. Durante los Ultimos 30 dias la
distribucién de fallos ha sido:

Numero de fallos 0 1 2 3

Numero de dias 10 12 6 2

Ajusta una distribucion binomial a estos datos.
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SOLUCIONES

Tanto a como b pueden tomar los valores 1, 2, 3,
4, 5y 6; por lo tanto:

Recorrido de X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12,
15, 16, 18, 20, 24, 25, 30, 36}

Suceso CCC|CCX|CXC|XCC|CXX|XCX|XXC|IXXX
1 1 1 1 1 1 1 1

Probabilidad | — — — — — — — —
8 8 8 8 8 8 8 8

Valor de X 3 2 1 2 1 1 1 0

~

— La probabilidad de éxito es constante y por
tanto no varia de una tirada a otra.

La distribucion que indica el nimero de éxitos

1 1
es: B<6, 5), p(«éxito») = p(5) + p(6) = 3
566
=] (=] = 0,2195
3)\3/ \3

c) El suceso fracaso consiste en obtener 1, 2, 3 6 4.

b) p(X = 3) =

d) Obtener exactamente 4 fracasos es conseguir
exactamente 2 éxitos.

6 1 2 2 6—2
= 2= () () () = o2

a) Recorrido de X = {0, 1, 2, 3}
(X)
b) X=x [0[1]|2]|3
114|121
pX =x)|=|=|=|~=
8|18|8]|8
1 1 5 1
3. a Spi=1 =+ -+t —tm+t =1
9 18 3 18 18
15 1
>m=1-—===
18 6
11
b =2 xp = =55

a) P(X=x;=P;

S

b) pX <5 =pX=1) +pX =2) + p(X =3) +

1 4
+pX =4 =4 -—=—
n n
6 n—6
pX=8)=1-pX<7)=1—-—=
n n

a) Si, pues:

— En cada realizacion solo hay dos posibles re-
sultados: Exito o fracaso.

— EI resultado obtenido en cada tirada es in-
dependiente de los resultados anteriores.

Actividades de refuerzo

Si se considera como suceso éxito que un cliente no
tenga tarjeta de crédito, la variable aleatoria X que
indica el nimero de clientes sin tarjeta de crédito
sigue una distribucién B (4, 0,3).

a) pX =2) = (:) 0,32 0,7° = 0,2646

b) Es igual a la probabilidad de que exactamente
dos clientes no la tengan; por tanto, es 0,2646.

c) pX =0) = (g) -0,3°-0,7* = 0,2401

El ajuste es posible, pues:

— En cada lanzamiento solo son posibles dos re-
sultados: encesta o no encesta.

— Hay independencia. Que enceste o no en un lan-
zamiento no presupone nada para el siguiente.

— La probabilidad del suceso «no encestar» es
constante en cada lanzamiento.

La que mejor se ajusta serd la que tenga como me-
dia p, la media observada X.

0-10+1-12+2-6+3-2

30

1
R p p=>0p 100

1
La binomial sera: 8(30, —)
100
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

4 19 ‘ Distribuciones continuas. Distribucion normal

X
— si0=x=2
Sea la funcién: f(x) = 2
0, si x ¢ [0, 2]

a) Dibuja su gréafica.

b) Comprueba que es una funcién de densidad.

Se considera la tabla de frecuencias agrupadas:

Intervalo [60-63) [63-66) [66-69) [69-72) [72-75)

Frecuencia 5 18 42 27 8

a) Dibuja el histograma y calcula la media y la desviacidn tipica.

b) Calcula la probabilidad de que una variable normal, con media y desviacién tipica iguales a las obtenidas en
el apartado anterior, sea mayor que 69.

Los pesos de los nifos recién nacidos en una determinada comunidad estan normalmente distribuidos, con media
3,5 kilogramos y desviacion tipica 0,2 kilogramos.

Usa las indicaciones de probabilidad de las distribuciones normales y calcula los intervalos que contienen los
pesos del 68, 95 y 99 % de los recién nacidos en la comunidad.

Se sabe que Z es una variable aleatoria que se distribuye segiin una N(0, 1). Calcula:
a) p(Z < 1,25) b) p(Z = 0,03) c) p(Z < —1,87) d) p(=1,96 < Z < 1,25)

Determina el valor o los valores de la variable aleatoria Z en cada uno de los siguientes casos, en los que el
area dada se refiere a una distribucién N(0, 1):

a) Areaentre 0y z = 0,3770 b) Area a la izquierda de z = 0,8621

En una prueba de matematicas, sobre 10 puntos, la media de las calificaciones ha sido 6,7 y la desviacion tipica 1,2.
Sabiendo que las calificaciones son niimeros enteros y estan normalmente distribuidas, determina el porcentaje
de calificaciones iguales a 8 puntos.

Se sabe que un determinado modelo de magnetoscopio tiene una duracién media de 15 afios con una desviacion
tipica de 0,5 anos. Suponiendo una distribucion normal de la duracién, calcula la probabilidad de que uno de
estos magnetoscopios dure mas de 12 afos.

Una maquina produce botones, de los que el 10 % son defectuosos. Se toma al azar una muestra de 400 botones.
Calcula la probabilidad de que en la muestra:

a) Como mucho 30 botones sean defectuosos.

b) Haya entre 30 y 50 botones defectuosos.

La siguiente tabla muestra los resultados del estudio de la variable «consumo diario de leche maternizada en
ninos de dos meses»:

Consumo (g) [45, 50) | [50, 55) | [55, 60) | [60, 65) | [65, 70) | [70, 75) | [75, 80) | [80, 85)

Nimero de ninos 13 32 63 56 60 44 29 19

Halla la probabilidad de que un nifio, elegido al azar, consuma como maximo 60 gramos de leche al dia.
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SOLUCIONES

b) f(x) = 0 y el area ence-
rrada bajo la curva y el
eje OX es igual a la uni-

f(x)

[IN

ol 1 T_T dad.
o o _3xh _ 6795
A X=—"=——=6795
N 100
x2f.
g2 = 2Xh _ oo 462573 — 4617,2025 =

100 B
= 8,5275; S = /S* = 2,92
b) Sea X con distribucién: N(67,95; 2,92).
69 — 67,95\
2,92 ) a
=p(Z >0,36) =1 — p(Z < 0,36) = 0,3594

p(X > 69) = p(Z >

— En el intervalo (w — o, o + o) = (3,3; 3,7)
estan el 68,26 % de los individuos; por lo tanto,
aproximadamente el 68 % de los recién nacidos
tendran pesos comprendidos entre 3,3 y 3,7 kg.
En el intervalo (w — 20, p + 20) = (3,1; 3,9)
estan el 95,44 % de las observaciones; el 95 %
de los recién nacidos pesaran entre 3,1y 3,9 ko.

— En el intervalo (@ — 30, o + 30) = (2,9; 4,1)
esta el 99,74 % de los individuos; practicamente
todos los recién nacidos pesaran entre 2,9 y 4,1 kg.

a) p(Z < 1,25) = 0,8944
b) p(Z = 0,03) =1 — p(Z < 0,03) = 0,4880
o pZ <= —-1,87) =pZ >1,87) =

=1-—p(Z=<187) =1-—0,9693 = 0,0307
d) p(—1,96 < Z < 1,25) =

= p(Z = 1,25 — p(Z = —1,96

=pZ =1,25 —[1 —plZ =

= 0,8944 — [1 — 0,9750]1 =

=<
Il

,96)] =
0

a 03770 =pl0<Z=2=p=2 —p(Z=0) =
=p(Z<2—-05> p(Z<2=0,8770>2z=1,16
b) 0,8621 = p(Z <20 => z = 1,09

La variable aleatoria discreta X: «Puntuacién en la
prueba de matematicas» tiene como recorrido:
{0, 1,2,3,4,5, 6,7,8,9, 10}. Sin embargo, el
enunciado indica que se haga un tratamiento conti-
nuo del problema, lo que equivale a agrupar las pun-
tuaciones en intervalos de clase y trabajar con la
distribucién normal N(6,7; 1,2).

Intervalos: [—0,5; 0,5), [0,5 1,5), [1,5 2,5),
(2,5, 3,5, [3,5 4,5, [4,5 5,5), [55 6,5),
L¢,5;, 7,5), [7,5; 8,5), [8,5; 9,5) y [9,5; 10,5).

Actividades de refuerzo

~

p(7,5 = X = 8,5) = p(X = 8,5 — pX =75 =
=p(Z<-1,5) —p(Z=<0,67) =0,9332 — 0,7486 =
= 0,1846

El porcentaje pedido es 18,46 %.

La variable «duracién del magnetoscopio» sigue una
distribucién: N(15, 0,5)

12 — 15) B

0,5

=1-pZ<-6)=1-[1-pZ<61=1-[1-1]=1
Tedricamente, es seguro que el magnetoscopio dure
mas de 12 afos, si bien, debido a que la normal es
una curva asintotica, siempre hay un margen de error
que podria provocar que el magnetoscopio no durara
mas de 12 afos, aunque esto seria rarisimo. En la
practica es casi seguro que dure mas de 12 afos.

p(X>12)=1—p(X<12)=1—p(Z<

La variable X: «NUmero de botones defectuosos» si-
gue una distribucion B(400; 0,1).

Como np = 40 = 5y nq = 360 = 5, se aproxima
la variable X por la variable X’: N(40, 6).

a) p(X = 30) = p(X' =< 30,5) =

B p<z _30,5-40

6
=1—-p(Z=<1,58 =1-— 09429 = 0,0571
h) p(30 = X < 50) = p(29,5 < X' < 50,5) =
(29,5 — 40 50,5 — 40)
=pl—=Zs—— =

)= p(Z < —1,58) =

6 6
=p(=1,75 <Z < 1,75 = 1 — 2p(Z > 1,75)
=1-2[1-p(Z<1,751=1—2(1 — 0,9599) =
=1- 20,0401 = 0,9198

045 50 55 60 65 70 75 80 85 Consumo (g)

En vista de que recuerdan la curva normal, se pro-
cede al ajuste por una normal tomando como x; la
marca de clase del intervalo i-ésimo.

_ 3xf 20475
X =—= = 64,8
N 316
,  2xff, 1352725
= —— —xX*=—""—"—"—4199,04 = 81,74
100 100
S =1/S* = 9,04

La normal buscada es N(64,8; 9,04).
60 — 64,8
9,04
=1-p(Z<0,53=1- 07019 = 0,2981

La probabilidad pedida es 0,2981.

p(X < 60) = p<Z < ) = p(Z < —0,53) =

Algoritmo Matematicas aplicadas a las CC.SS. I — 1.° Bachillerato
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