ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

4 1 ‘ Matrices

Calcula los valores de las letras para que las siguientes matrices sean iguales:

Ao 1 a -2 —by o _ (e -3 1-f 5
2+c¢c =3 d+1 5 -3 2+59g -6 3h-—-1

1
Dadas la matriz fila A = (1 2 3 4)y la matriz columna B = _2)
a) Calcula A - B. 7
b) Calcula B - A.
1 -2 0 2 0 -1
Dadas las matrices A = | 0 3 =2|lyB=[0 -1 -2
0 —4 2 1 2 3
a) Calcula A+ B, A— By 2A — 3B.
b) Calcula A- By B - A.
. (1 0 (1 =2
Dadas las matrices I = <O 1) y A= (3 _4)
a) Calcula A%, A> y A%
b) Calcula A*> — 3A + 2L
(2 -1
Dada la matriz A = <3 _1)
a) Calcula la matriz inversa de A. b) Calcula la matriz X que verifica la ecuacion AX = (_; _i)

Calcula las matrices X e Y que verifican el siguiente sistema de ecuaciones matriciales:

_(—1 10
{X+2Y— -1 -3

2X + 3y = (71 16)
-2 -3

Calcula el rango de las matrices:

1 2 3 1 -1 4 -5 3
a) A=|-1 2 3 b) B=1|-3 6 8 —3 0
-1 -2 =3 —2 5 12 -8 3

En cierta zona de montafa existen cuatro refugios, A, B, Cy D, que

@
estdn comunicados por sendas segln se establece en el siguiente grafo: 9..3

Ten en cuenta que, debido a su pendiente, el recorrido en alguno de ©
los sentidos de ciertas sendas carece de interés para los deportistas.

a) Forma la matriz M asociada al grafo. b) Calcula la matriz M? e interpreta los resultados.
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SOLUCIONES

1. Si A = B entonces:

l=e a=-3 —2=1—-f —b=5
2+c=-3 —3=2+5g9 d+1=-6 5=3h-1

e=1 a=-—3 f=3 b=-5
= {c=—5 g=-—1 d=-7 h=2
1
2 - 2 -
. A A-B=(1234)- 5 = (50)
7
1 1 2 3 4
N |3 6 912
b) B- A = 5 (1234 = 510 15 20
7 7 14 21 28
3 =2 -1
3. aA+B=|0 2 -4
1 -2 5

2 2 3
b) A-B = (—2 -7 —12)
2 8 14
2 0 -2
B-A= (0 5 —2)
1 -8 2

A=

2= (—29 30
b) A* — 3

5

9

_(—4 6
“\-9 14
6. -2 20
=
—2X—3Y:( 1 _16>
2 3
(-1 4
Y‘( 0 —3)
=
1
1

1 2 3 1 2 3
1. 2 a=|-1 2 3 04 6| >

-1 —2 -3/ FR+F \0 0O O

Fo+ Fy

> rango A = 2

1 -1 4 -5 3

b) B=|-3 6 8 —3 0
_2 5 12 _8 3 F3:F1+Fz

1 -1 4 -5 3
-3 6 8 =3 0
Como las dos filas que quedan no son proporcio-
nales, se deduce que rango B = 2.

Actividades de refuerzo

= O O O
= O O O
o O o+
o O - O

by M? =

o O - O
O O - O
= O O O
= O O O

Esta matriz expresa de qué forma se puede ir de
un refugio a otro, o0 al mismo, pero pasando pre-
viamente por otro.
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ACTIVIDADES DE REFUERZO
4 2 ‘ Determinantes

1. Calcula el valor de los siguientes determinantes de segundo orden:

1 -3 1 2‘ -1 3‘

5 =2 b)34 6 7

a)

c)’

2. Aplicando la regla de Sarrus, calcula el valor de los siguientes determinantes de tercer orden:

1 2 3 -1 2 -3 1 -3 0 -1 5 8
a) |4 5 6 b) 4 -5 6 o |—5 7 1 d) 3 -5 9
7 8 9 7 8 —9 2 4 6 10 —10 19
3. Halla el valor de x en cada uno de los siguientes determinantes de segundo orden:
-1 3| _ 1 3 _ X =3 _ _ 2 —x 3| _
a)’ XZ—O b) 44—x_2 c) ox 4’— 5 d)‘s_x4’—0
4. Halla el valor de x en cada uno de los siguientes determinantes de tercer orden:
-1 0 «x X 2x 3x 1 —x 2x— 3 0
a)|—2 5 6[=0 b) 4 -5 6= 48 c) 5 0 1= —143
1 1 1 -1 2 -3 0 2 -3

5. Desarrolla cada uno de los determinantes siguientes por los elementos de la fila o columna que mas ceros posea
y, posteriormente, calcula su valor:

01 6 0 -1 2 o0 -3
2 0 5 4 4 -3 -1 2
Al3 3 ¢ 4 L
2 5 1 2 3 2 3 1

6. Calcula la inversa de las siguientes matrices:

1 -3 0 -3 1 -1 3 -1 0 3
A:<2 _7> 5:(1 5) C=(2 -1 1) D=<2 11
1

2 -1

7. Calcula el rango de las siguientes matrices:

-1 3 2 -1 3 2 1 -2 1 -2 1 2 3 4
A= 2 4 0 B = 2 4 0 c=13 0 -1 1 D={-1 0 -1 0
2 2 2 7 —1 —6 4 =2 0 5 3 -4 -1 -8

8. Resuelve la ecuacion matricial A - X — B = C siendo:
-1 2 1 1 2 3 —1 0 -1
A = 0 2 O B=|—-4 -5 -6 C = 2 -2 2
-2 1 1 7 8 9 -3 0 -3

1
9. Calcula el rango de la matriz A para los diferentes valores del parametro t: A = (2
t

o b N

O ~+ ~+
v
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SOLUCIONES

1. 9 -2+ 15 =13 0 —7 — 18 = —25
by 4 — 6= -2 d) 8 + 10 = 18
2. a) 45 + 96 + 84 — (105 + 48 + 72) = 0
b) —45 — 96 — 84 — (=105 — 48 — 72) = 0
)42 —0—6—(0+ 4+ 90) = —58
d) 95 — 240 + 450 — (—400 + 90 + 285) = 330
2
3. a)—2—3x=0$x=—§
) 4 —x—12=2 > x=—10
1
c)4x+6x=—5©x=—5
d 8 —4x—15+3x=0 > x = —7
1
4. ) =5 - 2x—5x+6=0= x=
b) 15x + 24x — 12x — 15x — 12x + 24x = 48 —
> x =2
) —2 4+ 2x + 30x — 45 = —143 = x = —3
01600 sy 204
5. @ =(-1-|3 0 4|+6-|3 3 a|=
3304 212 252
2512
= —14 + 48 = 34
-1 2 0 -3
4 -3 -1 2
b) 1 -2 0 2|
3 2 3 1
-1 2 -3 -1 2 -3
=—(-1D| 1 -2 2|-3| 4 -3 2|=
3 2 1 1 -2 2
= -8 —15= —23
6. A= 1 Gadia)y= —1- (_7 _2>t -
) Y 301

(1)

_ 1 : 1 (5 —1Y)
] L e t— . =
B |B\(adJB) 3 <3 0)

Wl WL
o

Actividades de refuerzo

t
R Y AL
=l =—-@dj0)'=—-[—-7 —19 —4| =
| C] 1

2 5 1
11 —7 2
=128 —19 5
6 —41
t
) 1 . 1 -3 1 5
'DIZT(adJD)t:E' 6 4 2 =
D R
o1
6 3 6
| 2 7
18 9 18
> L1
18 9 18
7. - |A| = —-28%#0 = rango A = 3
-|B|=Oy‘_;z‘=—10#0$rang08=2
1 -2 =2
* |C|=|3 0 1|=36%#0 = rango C=3
4 -2 5

= C, y C, son independientes y ademas:

1 2 3 1 2 4
-1 0 —-1|=0y]|—1 0 0|=0 —
3 -4 -1 3 -4 -8
— rango D = 2
8. x=a1-(c+ 8 =
1
1 — -1
1 0 2 2
=0 J of|-2 -7 4=
3 4 8 6
2 -2 -1
2
5
-3 -2 -2
2
7
=l-1-- -2
2
13
2 = 4
2
9. |a] = 22 +6t=0 =
N t=0=> rango A = 2
t=3=>rango A = 2

Para cualquier otro valor de t, el rango de la matriz
es 3.

Algoritmo Matematicas IT — 2.° Bachillerato




ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 3 ‘ Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

1. Resuelve los siguientes sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas utilizando el método de Cramer:

2x 7

2) 2x — 3y = 7 b) 5x + 2y = —23 ) —x + 3y =15 4 ?—By—g
5x — 4y = 14 —2x + 4y = —10 —5x — y =27 x_ 2y _ 21

2 5 60

2. Resuelve los siguientes sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incognitas utilizando el método de Cramer:

X — 2y + 3z = 14 X -y - z= 3 2x — 3y + 4z = 30
a)y —2x + y — 2z = -10 b)) i2x —y+ z= 0 )y 3x + y — 5z= —33
3x — 2y + 5z = 22 3x +y + 2z = -1 -X — y + 3z = 15
3. Resuelve los siguientes sistemas aplicando el método de Gauss:
X — 2y — z= 3 X — 3y + 2z = 4
a1 x — 4y + z= 11 b) 2x + y + 3z =0
X + 3y — 2z = —9 —X — 3y + 3z =17

4. Aplicando el teorema de Rouché, estudia la compatibilidad de cada uno de los siguientes sistemas e indica las
soluciones en los casos en que existan:

2x — y + 3z = —14 2x —y + 3z = —14
a) 3x — y— z= —4 b) 3x — y — z = —4
—3x + 2y + 2z = 2 —Xx — y + 15z = —40

5. En un centro educativo se ofertan para los alumnos del segundo curso de Bachillerato las materias optativas de
Tecnologia de la Informacién, Francés y Geologia; cada alumno debe cursar dos y solo dos de estas materias.
Se sabe que en una clase, en la que hay un total de 35 alumnos, 28 estudian Tecnologia de la Informacién y
15 estudian Francés.

a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que permita averiguar cuantos alumnos de ese grupo estudian
Tecnologia de la Informacién y Francés, cuantos estudian Tecnologia de la Informacién y Geologia y cuantos
estudian Francés y Geologia.

b) Indica el nimero de alumnos que estudian Geologia.

6. Elena comprd cuatro lapiceros y seis gomas de borrar y pagd 1,60 euros; Javier comprd cinco lapiceros y tres
boligrafos y pagd 2,45 euros, y Julio pagd 1,30 euros por cinco gomas de borrar y dos boligrafos.

a) Averigua el precio de cada uno de los materiales de papeleria mencionados.

b) ¢Cuanto deberad pagar Ana por cinco lapiceros, cinco gomas de borrar y diez boligrafos?

7. a) Calcula el valor de a para que el siguiente sistema de ecuaciones lineales sea compatible indeterminado y
expresa, para este valor, sus infinitas soluciones con ayuda de un parametro.

2x — 3y + z = 15
X — 2y + z =11
X -z = a

\ b) ¢Existe algln valor real de a para el cual el sistema anterior sea compatible determinado?
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SOLUCIONES ™

7 -3 2 7 2-1 3 2-1 3-14
1. a 14 —4 5 14 4. 2 w=| 3-1-1 M= 3-1-1 —4
a) x = =2 y=+———= -1 _ _
‘2 _3‘ ‘2 _3‘ 3 2 2 3 2 2 2
5 —4 5 —4 rango M = rango M = 3 =
‘_23 2’ ’ 5 _23’ = El sistema es compatible determinado.
—10 4 —2 —10 i6n Gni oy = — = = —
b) x = - 3 y — 4 La solucién Unica es: x 2, y=1, 2z 3
5 2 5 2
—2 4 —2 4 2—1 3 2—1 3 -—14
by M=| 3-1-1 M= 3-1-1 —4
53 -1 -1-1 15 —1 -1 15 —40
27 -1 -5 27
c)x=_1—3=—6 y=_143=3 rango M = 2, rango M" = 3 =
‘_5 _1‘ ‘_5 _1‘ — El sistema es incompatible.
5. a) Sea x el nimero de alumnos que estudian Tec-
7 3 2 7 nologia de la Informacién y Francés, y el nimero
3 3 3 de alumnos que estudian Tecnologia de la Infor-
21 2 1 21 macién y Geologia, y z el nimero de alumnos que
60 5 7 2 60 28 estudian Francés y Geologia.
d) X= = — y= = —
2 74 2 37
5 -3 5 -3 X+y+z=35
1 2 1 2 X+ y=28 > x=8,y=20,2z=17
E _g E _g X+z=15
b) El nimero de alumnos que estudian Geologia es:
14 —2 3 1 14 3 y+z=27
-10 1 -2 -2 —10 -2
2 22 —2 3 22 5 6. a) Sea x el precio de cada lapicero, y el de cada
. ) x= 1 —2 3 =ly= 1 —2 3 =2 goma de borrar y z el de cada boligrafo.
-2 1 =2 -2 1 =2
3 —2 5 3 —2 5 4x+ 6y =1,60 x = 0,25
5x+3z=2,45 = 1y = 0,10
L -2 14 5y+2z=1,30 z=0,40
-2 1 —10
L, - 3 =2 22 _ 5 b) Ana debe pagar:
1 -2 3 5-0,25+5-0,10 + 10 - 0,40 = 5,75 euros
-2 1 —2
3 —2 5 2 —3 1 2 —3 1 15
7. a m=1{1-2 1 M ={1-2 111
by x=1, y=0, z= =2 10 -1 . 1 0__15*_
rango M = 2 = EI sistema es compatible in-
. . _ determinado cuando el rango de M~ también es
0 x=2 y=-2, z=5 o
2, y para ello se debe verificar que:
2 —3 15
X — 2y — z 3 _ -~
3. a -yt z=4=2x=1y=-2,2=2 1 -2111=0~ a= -3
_ 1 0 a
4z 8
Las infinitas soluciones se pueden expresar de la
X—3y+ 2z= 4 forma:
b) 7y— z=-8=x=-1,y=-1,z=1 x=-3+t, y=-7+t z=1t
29z= 29

b) Es imposible, ya que el rango de M es siempre_z/
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 4 ‘ Curvas en el plano: Lugares geométricos

1. Escribe las ecuaciones implicita y explicita de la recta cuyas ecuaciones paramétricas son:
x =2t — 1
y =4 — 3t

2. Escribe la ecuacion implicita de la circunferencia cuyas ecuaciones paramétricas son:

X = 1 + 2cost
y = —2 + 2sent

3. Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta 2x — 3y + 4 = 0.
4. Escribe las ecuaciones paramétricas de la circunferencia 2x*> + 2y* — 3 = 0.

5. Halla la ecuacion implicita de la elipse cuyas ecuaciones paramétricas son:

X 2 cost
y = 4sent

6. Halla la ecuacién implicita de la hipérbola cuyas ecuaciones paramétricas son:

2
X =—
cos t
y=41tgt

7. Escribe las ecuaciones implicita y explicita de la parabola cuyas ecuaciones paramétricas son:
X =t
y = 20 — 3t+ 2

8. Escribe las ecuaciones paramétricas de la elipse 9x* + 4y® — 36 = 0.

9. Escribe las ecuaciones paramétricas de la hipérbola 25x* — 144y*> — 3600 = 0.

10 Escribe las ecuaciones paramétricas de la pardbola y = 2x* — 5x + 10.

m
11. Pasa a coordenadas polares los puntos A(Z, T) y B(3, —3).

3
12 Pasa a coordenadas cartesianas los puntos A(Z, %) y 8(2, _11-)

13 Determina la ecuacién en coordenadas polares de la circunferencia x? + y? = 36.

\14 Determina la ecuacién en coordenadas rectangulares de la circunferencia r = 8 cos a.

n] Algoritmo Matematicas II — 2.° Bachillerato Actividades de refuerzo



SOLUCIONES

Despejando t en las dos ecuaciones:
x+1 4—y
2 3

t =

=

5 — 3x

Ecuacion implicita: 3x + 2y — 5 = 0
=
2

Ecuacion explicita: y =

Despejando sen t y costy calculando la suma de
sus cuadrados, se obtiene:

(y + 2 (x— 1)
+ =
4 4
— Ecuacién implicita: x> + y* = 2x + 4y + 1 =0

1=

sen’t + cos’t =

Punto: P(—=2, 0) =
Vector direccional: U = (3, 2)
= Ecuaciones paramétricas: {X : 2_t2 + 3t

3
2x2+2y2—3=o©x2+y2=;

\f

X = \/—cost

2
—\/Esent

Y 2

Ecuaciones paramétricas:

Despejando sen ty cos ty realizando la suma de sus
cuadrados, se obtiene:

y2 XZ
sent+ cos’t="—+ —=1 >

16 4

— Ecuacién implicita: 4x* + y*> — 16 = 0

Recordando las férmulas fundamentales de trigono-
metria:

1 y? x?

1+ tg?t= 14+ ==

9 cos® t = 16 4

— Ecuacién implicita: 4x*> — y*> — 16 = 0

=

Sustituyendo el valor de t:

Ecuacién explicita: y = 2x* — 3x + 2
Ecuacion implicita: 2x*> = 3x —y+ 2 =0

2 2

y

X
9X2+4y2—36=0$§+¥:1$
— Ecuaciones paramétricas: {X f 2 cost

y=3sent

Actividades de refuerzo

2

y

9. 25x* — 144y — 3600 = 0 > T m=1o
—> Ecuaciones paramétricas: {; : 1; f;ctt
10 Las ecuaciones paramétricas de la parabola
y=2x*—-5x+ 10 son:{;i ;tz 5t 410

11.

F=AXE Yt =37 4 37 = 32
Alr, o) =

y 3
a = arctg = = arctg — =
X 3

=> A(B\/Z; E)

4

r=AX2 4y =132+ (=32 =32
=

B (r, o): y ~3 7a
a =arctg==arctg—=—
X 3 4
— 7
= 5(3\/2; —)
4
T
X =rcosa = 2cos — =\/2
12. A p: 4 =
0y
y = rsena = 2 sen Z=\/§
= AG2,4/2)
3
X = rcosa = 2 Cos %T: —\/5
B(x, y): 3 =
T —
Y= rsena = 2 sen TIVZ
= B(—\/2,1/2)
13 (rcosa)? + (rsena)? = 36 >
= r?(cos’a + sen*a) = 36
Ecuacion en polares r = 6
14. tga = Y >
X
1 X
= cosa = \|[——— = =
« 1+tg®a VX2 + y?
La ecuacion de la circunferencia en coordenadas
polares es:
— 8x
X2+ y = — X2+ y?—8x=0
\/ g \/x2 + y? - Y _/
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

/

1.

5 ‘ Los vectores del espacio

Efectla las siguientes operaciones:

a) (5, —=3,2) + (=3, -1, —-1)

b) (—=2,4, 1) + (=1) (2, =1, 2) + (—=1) (=3, —4, O)]
o (=2) (3, —3,3) + 3(—=3,3,0 + (1,0, —1)

d) 3[2(=2,3,2) + (=2) (3, =4, D] + (-1, =2, 0)

Dados los vectores U = (=2, 1, 0) y Vv = (=1, 1, 3), calcula:
a) Los mddulos de Ty de V.

b) El producto escalar de Uy V.

¢) La medida del angulo que forman Ty V.

d) La proyecciéon de U sobre V.

e) La proyeccion de V sobre .

Dados los vectores U = (x, =3, ) yv= (1 + x, 1, —3):
a) Calcula los posibles valores de x que hacen que los vectores Uy V sean ortogonales.

b) Calcula el valor del producto escalar de Uy vV para x = —1.

Escribe un vector paralelo al que tiene por coordenadas & = (=1, 2, —2) y que sea unitario, es decir, que su
moédulo sea la unidad.

Escribe un vector pﬁlelo al que tiene por origen el extremo del vector 0A = (=1, 2, 0) y por extremo el
extremo del vector 0B = (2, 0, —1) y que, ademas, tenga por médulo 2 unidades de longitud.

Dados los vectores U = (=2, 1, 0) y v= (=1, 1, 2):
a) Calcula el producto vectorial U X V.

b) Calcula el area del paralelogramo determinado por ambos vectores.

Dados los vectores U = (=2, 1, 0), v= (2,2, —)yw= (=1, 1, 2):
a) Calcula el producto mixto [T, v, wi.

b) Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por los tres vectores.

-

Calcula los valores de x e y para que el vector T
v=2i—j+ ky w=2j+ 3k

=1+ x 7+ y7 — 2k sea ortogonal a los vectores

Calcula los posibles valores de x que hacen que la proyeccion del vector U = (=1, 2, 2 — x) sobre el vector
V= (1, x, 2) sea igual a la unidad.

z
Dada la figura: 5 v
a) Calcula las coordenadas de los vectores U, Vy W.
0 Y
b) Calcula el volumen del paralelepipedo determinado por los tres vectores. X W
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SOLUCIONES

l. 2 5-3 -3-1,2-1=0( -4 1
b) (=2,4,1) —[(2, —1,2) + (3,4, 01 =
=(-2,4,1) —(5,3,2 =(-7,1, -1)
Q) (—6,6, —6) +(—9,9,0) + (1,0, —1) =
= (—14, 15, —7)
d) 3[(—=4,6,4) + (=6,8, —2)1 + (=1, —2,0) =
= 3(—-10, 14, 2) + (=1, =2, 0) =
= (—30,42,6) + (=1, =2, 0) = (=31, 40, 6)
2. a |U| =\2P F P+ 0? =15
V] = (D% + 17 + 32 =11
b g-v=(=2-(-1)+1-14+0-3=23
) —_— u-v 3 3
¢) cos(U-V) = =———=— = =
G [v] V5 V11 V55
e 3
(4, v) = arccos ——=—= =~ 66° 8’ 20"
\/55
o _ __u-v 3
d) Proyeccion de U sobre V= —x— = —
e
L _ . u-v 3
e) Proyeccién de Vsobre U = —=— = —=
a5
3. a) Como los vectores dados son no nulos, se verifica
que U es ortogonal a V. & UV =0
T-v=xQ+x)—3—-3=x>+x—6=0
> x=2,x=—3
b) U= (-1, -3, 1)yv=1(0,1, —3) >
> T-V=0-3-3=-6
4. 17| =P+ 22+ (—27 =3
Uno de los dos vectores cuya direccion es la de Uy
cuyo mddulo es 1 es:
R u (—1 2 —2)
V = —— = _[ _[ RN
U | 33" 3
5. 0A+2B=08=> AB=0B-0A=(3, -2, 1)

|AB| =1/37 + (=27 + (-1’ = /14

. 2AB (6 —4 2)
V:

(4B | \y1a’ 14’ yia

Actividades de refuerzo

o i J ok _ L
A uXv=|—-210|=2/i+4] — k>
-1 1 2

b) S=|TX7V| =42+ 4+ (-1)7° =

= 1/21 =~ 4,58
2 1 0
7. amvm=| 2 2 -1|=-13
-1 1 2
by V=|0ovw|=|-13] =13
R TR
8. A vXw=|2 -1 1|= -5/ — 6j + 4k =
0o 2 3
S UXw= (=5 —-6,4) >
1+ x -2
= :i:_j
-5 —6 4
3
> x==,y=3
> Y
u-v
9. Proyeccion de U sobre v = \\7| =
-1+ 2x + 4 — 2x

V1 + x* + 4

DY +5=3> x+5=9 >

> x=2,x= -2

103
b) [G,7, W1 =|0 5 3| =—15—-15= —30 =
150
= V= |Mvw|=]-30] =30
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 6 ‘ Ecuaciones de rectas y planos

1. En cada uno de los siguientes casos calcula las coordenadas del vector libre, sabiendo que uno de sus repre-
sentantes fijos tiene por origen el punto A y por extremo el punto B:

a) A@,3, -1)y B(4,5,2) b) A(—-1,2,0 y B4, =3, —2)

2. a) Del vector PQ = (5, 3, —1) se sabe que P(—1, 2, 3). Calcula las coordenadas del extremo Q.

b) Del vector RS = (=1, 3, —2) se sabe que S(—2, 8, —1). Calcula las coordenadas del origen R.

3. Calcula las coordenadas del punto medio del segmento que tiene por extremos los puntos A(2, 3, —2) y
B(—4, 3, —2).

4. Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuacidon en forma continua de la recta r que cumple las siguientes
condiciones:

a) Pasa por el punto A(—1, 3, —2) y tiene como direccion la del vector U = (=3, —2, 4).
b) Pasa por los puntos A(—1, 2, 4) y B(=3, 4, —7).

¢) Pasa por el punto A(—=3, 4, 0) y su direccién es perpendicular a la de los vectores U = (=1, 2, =3) y
7= (0, —2, 5).

5. Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuacion general del plano o que cumple las siguientes condiciones:
a) Pasa por el punto A(1, 2, —2) y tiene como vectores directores U = (=1, =2, 0) y v = (—1, 1, 2).
b) Pasa por los puntos A(—1, 2, —1), B(=1, 0, 3)y C(—1, 2, 3).

c) Pasa por el punto A(—3, —2, 1) y uno de sus vectores normales es el 7 = (1, —2, —3).

6. Decide, en cada uno de los siguientes casos, si los puntos A, B 'y C estan alineados o forman triangulo:

a) A, 3, -1, B(—1,4, —=3),C(3,2, 1) b) A(1, 2, —2), B(2,0, 1), C(0, 4, —4)
7. Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto P(—1, 1, 2) y R
i . x—1 y—2 s
contiene a la recta dada por la ecuacién r: = =z

—2 -1

r
8. Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos A(—=3, 2, 0) y /

B(1, 0, —1) y que es paralelo a la recta que tiene por ecuaciones paramétricas

x=—-2+1
rryy==t A/
z

—t o e

9. Calcula el valor de m para que los puntos del espacio A(—=1, m — 1, 0), B(O, m + 2, 1) y C(1, 5, 2)
pertenezcan a una misma recta.

10 Calcula todos los valores de m que hacen que los puntos del espacio A(0, 2, 2), B(1, 1, m* — 1)y C(2, 0, 2m)
pertenezcan a una misma recta.
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SOLUCIONES

l. o aB=w-25-32+1) =102 3

) AB=(4+1,-3—2,—2+0) =(5 -5, —2)

2. a)

qg=p+PQ >
= qg= (-1,
= Q

b) r=s— RS =

= F=(-2,8,-1)—(—1,3,-2)=(-1,5,1) =

—> R(-1,5,1

2,3) +(5 3, —1) = (4,5 2 =

c) El plano pedido es de la forma:

X—2y—3z+ D=0
Como debe pasarpor A: =3 +4 -3+ D=0 =

> D=2 => x—2y—3z+2=0

3. -1 |
« X, = —(@2 —4) = -1
2
1
ym=?(3+3)=3 > M(-1, 3, —2)
1
Z, = —(=2—-2)= =2
2 J

6.

A, B'y C estan alineados = rango (AB, AC) = 1

-2 1 =2

2 -1 2)21?

a) rango <

— A, By C estan alineados.

1 -2 3

-1 2—2)22?

b) rango (

= A, By C forman tridngulo.

x = —1— 3t
x+1 -3 z+ 2
4.a){y 3-2t > ==t 2

z= -2+ 4t

b) Un vector director es AB = (=2, 2, —11) =

z=4 — 11t
x+1 y—2 z—4
—2 2 —11

x=—-1—2t
> jy=2+2t =

=

c¢) Un vector director es:

La recta r pasa por A(1, 2, 0) y tiene como di-
reccion la del vector 7 = (2, 1, —1)

El plano pedido es el determinado por o (A4, 3, AP)
Entonces: det (AX, u, AP) = 0 =
x—1 y—2 z

2 1 -1
—2 -1 2

= =0 > x—2y+3=0

La recta r tiene como direccion la del vector
U=1(1,1, —1.

El plano pedido sera el determinado por o (4, E, AB).
Entonces: det (AX, U, AB) = 0 =
xX+3 y—2 z

1 1 -1
4 —2 -1

> =0 >

> x+y+2z=0

TT k
uXv=|—-1 2 —3|=4i+ 5+ 2k >
0 -2 5
X = —3 + 4t
x+ 3 — 4 Z
ﬁ{y=4+5t > = =7 -2
z = 2t 5
B. 2 det@x o, m=0>
XxX—1y—22z+2
=> | -1 -2 0 =0 >
-1 1 2
= 4x — 2y + 3z+ 6 =0
b) det (AX, AB, AC) = 0 =
xX+1ly—2z+1
= 0 -2 4 |=0=> x+1=0
0 0 4

Actividades de refuerzo

A, By C estan alineados = rango (ﬁ, AC) =1

3
6 —m

rango (1 > ! =

1
2 6-m 2)_1$?_

> 6-m=6 > m=0

10.

A, By Cestan alineados = rango (ﬁ, AC) =1

(1 -1 m? -3
rango

1 m -3
2 -2 2m—2>_1$2

2m -2

> m-m—-2=0=> m=2m= -1 _/
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

4 7 ‘ Posiciones de rectas y planos

Estudia la posicién relativa de los planos o y B en los siguientes casos:
QA w2x—y+z—2=0 b) i x+y—1=
B: —6x + 3y —3z—2=0 B: x+z—2=

[
o o

a:3x+ 2y —z+ 1=

Estudia la posicién relativa de los planos o, B y 7y en los siguientes casos:

.| |

Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 0, —3) y es paralela a la

x —1 y+ 2 z
r: = =

ax+ty—2z=0
P:3x +2y+1=0
vox+2z+1=0

a2x —y+3z=4
P:x —2y—z= -7
Yo 2x ty—2z=2

1 —2 2

X
Determina la ecuacion del plano que contiene a la recta r: —
—1
-2 y—3 z+2
2 2

X
y es paralelo a la recta s:

Determina la ecuacion del plano perpendicular a la recta
x—1 y+ 2
r: =
1 -2

V4
P y que pasa por el punto P(2, —1, 4).

2x +y—2z=0
xXt+y+z—1=0
a) Escribe la expresidon algebraica del haz de planos cuya arista es la recta r.

11.

Dada la recta r:{

2. Estudia la posicion relativa de las rectas vy s en los siguientes casos:
a x y—2 z-—5 b) x y =z c) X
== = === ==
3 2 4 1 2 3 2
x= -3+t X
sy y=-5—1 GX-t_y-1_z =17
z=6+ 3t ©3 2 1 z
3. Estudia la posicion relativa de la recta ry del plano a en los siguientes casos:
a x_ .y _Z b) X =10 — 3t
1 -1 1 pl oy = -7+ 2t
a:2x+ty—2z=20 z=-—-1+1

recta

‘ .P

Determina las ecuaciones de la recta perpendicular al plano a: 2x + y — 3z = 0 y que pasa por el punto

esté contenida en el plano

P(=2, 1, 0).
9. Escribe la ecuacién del plano que pasa por los puntos P(2, 0, —3) y Q@(3, 3, —1) y es paralelo a la recta de
x =1+ 2t
ecuaciones paramétricas r:§y y = —1 + t
z =2t
x=1+1
10 Calcula el valor de k para que la recta de ecuaciones paramétricas r:y y =1 + t
de ecuacién general a: 2x + 3y — kz = 0. z=1+1t

b) Determina la ecuacion del plano que contiene a la recta ry que pasa por el punto P(—1, 2, 2).
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SOLUCIONES

_ 2 -1 1\
1. a rango M = rango <—6 3 _3) =1
. [ 2-1 1 2\_
rango V' = (—6 3 _3 2) =2
Planos paralelos.
110
b) rango M = rango <1 0 1) =2
. _(1101) _
rango M —(1 01 2)—2
Planos secantes.
2. a A(0,2,5 A(-3 -56 T =32 4
U, = (1, -1,3) AA = (-3 -7, D
rango (G, U,) = 2 y rango (AA,, u,, u) =2 —

b)

c)

— Las rectas se cortan.

A0,0,0 A1 10 T =23
0.=@G3,2 1 AA =(1,1,0

rango (U, T,) = 2 y rango (AA,, 4, u) = 3 =
= Las rectas se cruzan.

A0,2,0 AG5,55 U =(2 2 3)
U, = (4,460 AA =(53,5

rango (U,, U) = 1y rango (AA,, U, u) = 2 =
—> Las rectas son paralelas.

a)

b)

Escribiendo la recta » en paramétricas y susti-
tuyendo en el plano, se obtiene: 2t — t — t =10
= 0-t=0 = La recta esta contenida en el
plano.

3(10 -3 +2(—-7+2)+1—t+1=0—>
— —6-t=—18 — t= 3 = La recta corta
al plano en el punto P(1, —1, 2).

5.

La recta buscada tiene el mismo vector de direc-
cién que r. Por tanto, su ecuacion es:

\

El plano pedido pasa por el punto P(0, 0, 1) y
tiene como vectores directores a U, = (=1, 1, 3)
y au, = (1, 2, 2). Por tanto, su ecuacién es:

x y z—1
-1 1 3 |=0>
1 2 2

—> 4x —5y+3z—3=0

El vector normal del plano es 7 = (1,
y, por tanto, su ecuacién es:

-2, 4

X—2y+t4z+D=0=>2+2+16+D=0=
> D=-20 > x—2y+4z—-20=0

El vector de direccion de la recta es el normal al
plano, 7 = (2, 1, —3) y, por tanto, su ecuacion es:

a (P, PQ, u) siendo 0 =
direccion de r.

(2, 1, 2) el vector de

X—2 y z+3
1 3 2
2 1 2

> 4x + 2y —5z2—23=0

=0 =

a)

b)

11-1 11 -1 0
M=13 2 0 M={(32 0 -1|=
10 2 10 2 -1

— rango M =2y rango M = 2 =
= Los tres planos se cortan en una recta.

2 -1 3
M = 1 —2 -1
-2 1 -1

2 -1 3 4
1 -2 -1 -7|>
-2 1 -1 2

— rango M = 3 y rango M" =
= Se cortan en un punto.

M =

3 =

Actividades de refuerzo

10.

Para cualquier valor del parametro t el punto de
la recta (1 + ¢t 1 + ¢t 1 + 1) debe verificar la
ecuacion del plano.

20+ +3Q0+t—-kQ+t=0 >
> 5 —k -t=k—5

Para k = 5 la recta esta contenida en el plano.

11.

a t-2x+y—2)+s-x+y+z—1)=0

b) —2t+2s=0 > t=5s >
> 2x+y—-2)+Kx+y+z-1=0>
= 3x+2y—1=0
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

/

10.

8 ‘ Propiedades métricas

x =1+ 2t
. 3 -1 y+3 z-1
Determina el angulo formado por las rectas r: = 1 = > y Siqy=1-—-1t
z=2—-1

Determina el angulo formado por los planos a: 2x + 3y —z+ 6 =0y B: 2y — z+ 5 = 0.

. ; x — 1 y z — 10
Determina el angulo que forma la recta r: ] = 1 = > con el plano a: 2x — y = 0.

Escribe la ecuacion de la recta perpendicular al plano a: 2x — y + z = 3 y que pasa por el punto P(—1, 0, 3).

x=1—1
Halla la ecuacién del plano perpendicular a la recta r: § y = 2 — 3t y que pasa por el punto P(0, —1, 2).
z= —t

Calcula la distancia que separa al punto P(1, —2, 3) del plano a: 2x + y + z + 3 = 0.

x=1+1
Calcula la distancia que separa al punto P(1, 0, —3) de la recta r: {y =2 -t
z=1t
X 1+t
X y z—1
Dadas las rectas r: — = — = y s3y=1-—2t
1 -2 1
z t
a) Demuestra que son paralelas.
b) Calcula la distancia que separa a ambas rectas.
Dados los planos a: x + y+ z=0 y PB:2x+ 2y + 2z+ 3 = 0:
a) Demuestra que son paralelos.
b) Calcula la distancia que separa a ambos planos.
X 1+t
X y z
Dadas las rectas r: — = == — 'y s:qy=t
1 1 —1 _
z t r
a) Demuestra que se cruzan. /E/
b) Escribe la ecuacién del plano B que contiene a sy es paralelo a r. o
c) Demuestra que P (2, 2, —2) es un punto de ry calcula la distancia \
que separa a P de B. ¢Coémo sera esta distancia en relacién a la distancia \
que separa a las rectas ry s? B N
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SOLUCIONES

1. Vectores directores de ry de s: 8 a) Vectores directores de ry de s:
D)r = (1/ _1/ 2) yﬁs = (2/ _1/ -1 ﬁr = (1, _2, 1) yl_J: = (1, _2, 1)
. 1T, - T, 1 1 Al ser iguales, las rectas son paralelas o coin-
cos(r, §) = =——=— = ==— = i .
) T - |5 \6-\6 6 cidentes
1 Como el punto A (0, 0, 1) pertenece a r pero
= (r,s) = arccosz ~ 80° 24’ no a s, se deduce que ry s son paralelas.
b) Si P (1, 1, 0) es un punto de s:
2. Vectores normales de de B: — = —
A= (2,3 —1 *ay(o 2B 1) A ) = dea, s = LAl 2 V6
n, = —_ Ny, = — f = , == =
e =y VAL 14 |u5| \/6 3
— | A, - g | 7 7
cos (o, B) = —= S = = ===
B 7| - 17| 14 -4/5 /70 9. 2 Los vectores normales a los planos son propor-
N (m) — arccos L ~ 33° 13’ cionales; por t.ant'o, los planos son paralelo's ya
\/70 que no son coincidentes (« pasa por el origen
y B no).
3. Vector normal de a: 7, = (2, —1, 0) b) Si 0(0, 0, 0) es uno de los puntos de a y
Vector director de r: U, = (1, 1, —2) A (0/ 0, _3> un punto de B:
2 . _
— ;] A0 - n 3 3
Sen(OL, r) = _|)n°‘ Ur_)| = 71 — = Lj d(Ol,B):d(O,B): | B» B‘ = —:\/_
Al - 10| \5-v6 130 | g | viz 2
= (a1 1 10y
«, ¥) = arcsen ~
\/30 10. 2 A0,0,0 A, 0 0
U=1(1,1 -1 u=(1,1,1
4. El vector normal del plano es un vector director de A_rAs) = (1, 0, 0)
la recta. o L
X+ 1 y ;-3 rango (4, U) = 2 y rango (AA,, u, u) =3 =
Por tanto: r: > 1 1 = Las rectas se cruzan.
5. El vector director de la recta es un vector normal o x— Ly z
del plano. Por tanto: b) BA, T, 0) = 1 1 -1=0=
a: —x—3y—z+ D=0 1 1 1
CoOmPEa = 3—-2+D=0=D=-1= Z Bx-y-1=0
> ax+3y+z+1=0 2 2 -2
d ) —=—=—=> PEVY
6 1 1 -1
. Punto del plano: A, (0, 0, —3)
Vv Io|o||u| ChL = d(pg):—|_1‘ _ V2
ector normal del plano: A, = (2, 1, 1) ’ \/12 T 12 + 02 2
AP = (1, —2,6)
d(P, B) = d(r, s)
AP - n 6 —
d(P,a):—‘ S < =T=\/6
| M| Ve
7. Punto de la recta: A, (1, 2, 0)
Vector director de la recta: ¥, = (1, —1, 1)
AP =0, —2, —3)
AP -1 -1 3
d(P/r):| r» V|:‘ _|:£
14| Vi s )
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

/

10.

11.
12.
13.

9 ‘ Curvas y superficies

Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos A0, 2, —1) y B(—1, 2, —4).

Escribe las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por los puntos A(—1, 2, —3), B(—=1, 3, —2) y
c@, —1, 0).

x=1—-t—s5s
Halla la ecuacion implicita del plano que tiene por ecuaciones paramétricas a: {y =t+ 2s
z=—2+3t—s

Determina las coordenadas cilindricas del punto P (3, \/5, 3).

Determina las coordenadas cartesianas de un punto P cuyas coordenadas cilindricas son P (2, 30°, —3).
Determina las coordenadas esféricas del punto P(0, 1, 1).

Determina las coordenadas cartesianas de un punto P cuyas coordenadas esféricas son P(Z\/E, 270° 135°).

X = 2cost
Halla la ecuacion implicita de la superficie cilindrica de directriz la curva C: {y = 2 sent y de generatrices
paralelas al vector v.= (=1, 0, —1). z=2

Escribe las ecuaciones paramétricas de la superficie conica formada por todas las rectas que pasan por el

X = 2t
vértice V (=1, 0, 2) y se apoyan en la directriz C: { y = 2 sent
z=2cost

X 2+t X =S

Dadas las curvas C,: {y =2-—-t y Cyu {y = s, halla la ecuacion implicita de la superficie de traslacion
z=1 z=20

engendrada por C, cuando se mueve sobre C,.

Escribe la ecuacién de la esfera cuyo centro estd situado en el punto C(2, 0, —3) y cuyo radio mide r = 4.

Escribe la ecuacion de la esfera que tiene por diametro el segmento de extremos A(—1, 2, 0) y B(3, —2, 4).

Dada la esfera de ecuacion x* + y>* + z2 — 22— 3 =0
a) Calcula las coordenadas de su centro y la medida de su radio.

b) Calcula la ecuacién del plano tangente a la esfera en el punto P(0, 0, 3).
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SOLUCIONES

Vector director de la recta: AB = (=1, 0, —3)

X = —t
Ecuaciones paramétricas: r: {y =2
z=—1— 3t

Vectores directores: AB = 0,1, Dy AC = (2, =3, 3)

x = —1+ 25
Ecuaciones paramétricas: ¢ y = 2 + t — 3s
z= -3+ t+ 3s

A(1, 0, —2) es un punto del plano.
U= (-1,1,3) yVv= (=1, 2, —1) son vectores de
direccion.

La ecuacion implicita del plano es:

x—1 y z+2

-1 1 3|=0=>7x+4y+2z—-5=0
-1 2 -1

r=1\/x*+y? r=1/3%+ (\_/5)22\/52 2\/3

V3 _

T
azarctgz —> 4 a=arctg—=—rad =30° =
X 3 6

z=7z z=3

> P(z\/i,:rad, 3) = (2\/3, 30°, 3)

y=rsenoa => { y=2sn30°=1 =
z=2z z=-—3

{x=rcoso¢ {x=2c0530°=\/§

= PG/3,1, -3)

Y e PR e e Y

1
a=arcth > a=arctga=90° =
X

X2+ y? 1
B=arctg \/—y B =arctg 1245"
z

= P(/2, 90°, 45

8.

Ecuaciones paramétricas de la superficie:

X=2¢cst—s
y=2sent >
z=2—35
2 (x + s)?

= sen2t+coszt:yz+T:1$

2 (x — z+ 2)?
:>y_+7:1

4 4

Ecuaciones paramétricas de la superficie:

i-

X=2st+ s—1
— Jy=2ssent

z=2scost— 25+ 2

-1+ s@t+ 1)
s-2sent >
2 + s(2cost— 2)

<
I

10.

El punto comin a las dos curvas es el A(2, 2, 0).

Las ecuaciones paramétricas de la superficie de
traslacién son:

XxX=2+t+s—2 X=s+t
y=2—-t+s—-2 > Jy=s—1t>

z=t"4+0—-0 z= 1t

S 2t=x—yoNz=x—y>z="""-

11.

x—2%+ Yy + (z+3)° =4 =
> xX2+ y?+ 722 —4x+ 62z—3 =0

— /2
X = rsen B cosa x=2\/2-\/7-020
2
y = rsenBsena= y=2\/§-%-1=—2$
z=rcosP z=2\/§~_T\/2=—2

- P(, =2, —2)

Actividades de refuerzo

12.

El centro de la esfera es el punto medio del seg-
mento AB: M (1, 0, 2)

El radio coincide con la distancia que separa al
centro de A: r = d(M, A)

P+ D7+ 0 - 27 + 2 - 0°=\12>
= (x— D4y 4 (2 - 22 = (12 =

> xX2+y?+ 722 —-2x—4z—-7=0

13.

D= 0= —-2a a=20

2 = = —2b b=0
F=—-2=—-2¢c —>c=1
G=—3=a*tb*+c’—r* r=1\/4=2

= Centro: (0, 0, 1), radio: 2

b) EI vector CP = (0, 0, 1) es un vector normal
al plano tangente. Por tanto, dicho plano tendra
por ecuacion: z + D = 0. Como debe pasar por

P$3+D=O$D=—3$z—3zy
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ACTIVIDADES DE REFUERZO
4 10 ‘ Sucesiones y limites

1. Calcula los tres términos siguientes de cada una de las siguientes sucesiones:
1 3 5 7 9
a) 4, 7, 10, 13, 16, ... by —, —, —, —
¢ 1, 4,9, 16, 25, ... d) 2,5 10, 17, 26, ...

2. Halla el término general de las siguientes sucesiones:
a) 10,7, 4,1, -2, ... © 1,8, 27, 64, 125, ...

2 4 6 8 10
) =, =, =, = . d) 0, 7, 26, 63, 124, ...

L L n—1
3. Dada la sucesion de término general a, = - 1:
n

a) Calcula sus tres primeros términos.

15
b) Halla el lugar que ocupa el término a, = 17

c¢) Demuestra que es estrictamente creciente.
d) Halla, si es que existen, una cota superior y una cota inferior.

e) Calcula el limite de la sucesion.

4. Dadas las sucesiones:
a:1,3,57,9, .. b:5, 4,3 2,1, .. c:2,7,12,17, 22, ...
a) Halla los tres primeros términos de la sucesion 2a, — 3b, + c,.
b) Halla los tres primeros términos de la sucesion a, - (2b, — c,).

. o o a
¢) Halla los tres primeros términos de la sucesién —-.

n

1
5. Dada la sucesiéon a, = 3 + —:
n

a) Demuestra que es estrictamente decreciente y acotada inferiormente.
b) Calcula su limite.
c) Averigua a partir de qué término los términos siguientes se aproximan a 3 con un error menor de ¢ = 0,001.

6. En el afo 2002 y en un cierto bosque habia 10 000 m> de madera. Si se supone que cada afio la cantidad de
madera crece en un 4 %:

a) Escribe los tres primeros términos de la sucesion de las cantidades de madera segun los afios transcurridos.
b) Escribe el término general de dicha sucesion.
¢) ¢Cuanta madera habria en el ano 2048 si se siguieran dando estas mismas condiciones?

7. Calcula los siguientes Iimites:

. 2n*+2n—3 _@n+3)-(=3n+4+2) + 3 o 2l8n+ 3) - (—n + 3)
a) lim ————— d) lim 5 g) lim >
n°- +n 2n° —n+ 7 n°-— 3n+ 6
. 2”3 + 2/72 -3 ) 2n + 3 n+1 . 2n + 5\x+1
b) l[im #4—3 e) [im 2—1 . 5 h) lim 7
n® — 2n n® — n —
2 + _ + . .
¢ lim % f) lim 4/7 +33 i lim (\/2n*> + 1 — n)
n® — 3n n

\ D limG/2n* + 1 —/n” + 1

n] Algoritmo Matematicas II — 2.° Bachillerato Actividades de refuerzo
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1. a) a, = 19 a, = 22 ag =
11 13 15
b) a, = — a, = — a; = —
12 14 16
c) a, = 36 a, = 49 a, = 64
d) a, = 37 a, = 50 ag = 65
2. a a =10+ n—-1) -(=3) = —3n+ 13
2n
b) a, = c)a =n da=n-1
2n + 1
3 a)a—g—o a—l a—i—l
) o2 3 >4 2
15 s—1
b) a, = — = - 15 (s + 1) =
17 s+ 1
=17-(s—1) = s=16
Es el término que ocupa el lugar nimero 16.
n n—1 2
C) an+1 - an = - = 2
n+ 2 n+1 n® + 3n+ 2
Esta expresion es siempre positiva. Por tanto,
a,., > a,y la sucesion es estrictamente creciente.
d)a,=1-— . Una cota superior es 1 y una
n+1
cota inferior es 0.
1
1 —_
.oon = . n 1
e) lim = lim =—=1
n 1 1
1+ —
n
4, 2) 2, =-11 a=1 a =13
b) a, = 8 a =3 a, = —30
1 3 5
c)a1=g a2=Z a3=;
5 a —a, =3+ ! —3—i—— !
IR " n+1 n n? +n
La Ultima expresion es siempre negativa. Por tanto,
a,> a,., Yy lasucesion es estrictamente decreciente.
Por ejemplo, una cota inferior de la sucesion es 3.
. 1
Im3+—=3+0=3
n
1
la, — 3| <0,001$‘3+—3‘<o,001©
n
1
©7< 0,001 > n= 1001
6. 2) 10000, 10400, 10816, ...
b) a, = 10000 - 1 - 04"
C) a,s = 65705

Actividades de refuerzo

b)

c)

d)

f)

9)

h)

j)

+2 3
. 2n*+2n-3 . z n? 0
[im 3 P = |im =—=0
n>+n 1 1
1+—
2+2 3
o 2n*+2n*—3 ) n n? 2
lim — = |lim = — =0
n®—2n+3 1 2 3 0
Tt
n n n
2 3
2 _ 2+ - ——=
. 2n® + 2n 3 . n n 2
lim —————— = Iim = —
3n®—3n+ 5 3 5 3
3-—+
n n
. @n+3)-(=3n+2)+3 . —6n*—5n+9
lim > = lim > =
2n“—n+7 2n“—n+7
5 9
-6 - —+
. n -6
= [|im =— = -3
7 2
2 ——+ =
n n
2n+3 n+1 . 2n*+5n+ 3
li 5 . = |im 5 =
n®—1 5 5n° — 5n
5 3
2+ — + =
= |lim mo_2
5 5
5__
n 3
1+—
. n+3 .on+ . n
[im ="\/lim = |/lim =
4n+ 3 4n+ 3 3
4 +—
YR 4
4 2

n+9

_ V(8n+3)-(—n+3)
lim 5 =
n“—3nt+6

n
lim (/2n* + 1 — n) =

Sl —8n?+21
lim——;
n‘—3n+6

fim W2n* + 1 —n - G2n° + 1+
= | —_—
\V2n® + 1 +n
2n> + 1 — n? 1

Ve’ +1+n 0+0
lim (/2n* + 1 —\/n* + 1) =
n? 1

:“m\/zn2+1+\/n2+1:o+o

[ee]
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

10.

4 11 ‘ Funciones. Limites y continuidad

x? —2x — 3
Halla los puntos de discontinuidad de la funcién f(x) = =3 indicando el tipo de discontinuidad que
¥ —
presenta en ellos. Indica el salto de discontinuidad o, en su caso, el verdadero valor de la funcidon en esos
puntos.
x>+ x— 6
2

Halla los puntos de discontinuidad de la funcion f(x) = indicando el tipo de discontinuidad que

presenta en ellos. Indica el salto de discontinuidad o, en su caso, el verdadero valor de la funcién en esos
puntos.

X — 6

2 —\x—2
presenta en ellos. Indica el salto de discontinuidad o, en su caso, el verdadero valor de la funcidon en esos
puntos.

Halla los puntos de discontinuidad de la funcién f(x) = indicando el tipo de discontinuidad que

x? — 2 x<1

Estudia la continuidad de la funcién f(x) = {XZ T3y 41 x>1

6 — x x < =2
Estudia la continuidad de la funciéon f(x) = 6 —2=x<3
x> =3 x=3
. L x> =1 x<1 .
Halla el valor del parametro a para que la funcién f(x) = sea continua en toda la
ax — 1 x=1

recta real.

Halla el valor del parametro a para que la funcién f(x) = sea continua en

{x2+ax+a—1 x <2
2
toda la recta real.

L(x — 1) X =

sen x x <0
Halla los valores de los pardmetros a y b que hacen que la funcion f(x) = { x*+ax+b 0<x<3
X+ 9 X=3

sea continua en toda la recta real.

X

Comprueba si la funcién f(x) =

R

1 . . . .
1 verifica las condiciones del teorema de Weierstrass en el intervalo

[1, 41. ¢Se puede asegurar que la funcién estd acotada en ese intervalo? (Se puede asegurar que la funcién
estd acotada en todo su dominio?

x* -1 —2=x<

0 .. .
ox — 1 0< x<?2 esta acotada en el intervalo [—2, 21.

Estudia si la funcion f(x) = {

Algoritmo Matematicas IT — 2.° Bachillerato Actividades de refuerzo



1.

SOLUCIONES

El dominio de f(x) es R — {3}.

En x = 3 tiene una discontinuidad evitable, ya que:
(x+ 1) - (x—3)
X —3
siendo el verdadero valor en x = 3: f(3) = 4

=|limx+ 1) =4

X—3

[im f(x) = lim

xX—3 xX—3

El dominio de f(x) es R — {—1, 2}.

En x = 2 tiene una discontinuidad evitable, ya que:
. o x—=2) - (x+ 3) o x+3 5
lim f(x) = lim = |im = —
X—2 x—2 (X + 1)-(x—2) =x=2x+1 3

5
El verdadero valor es f(2) = 3

En x = —1, f(x) tiene una discontinuidad inevitable de
salto infinito: lim  f(x) = 'y |lim f(x) = —»

x——1 X——1%"

El dominio de la funcién es [2, ) — {6}. En x = 6
tiene una discontinuidad evitable:
(X —6)- (2 +1/x—2)

lim 00 = I
R N N R

o x—6)-2+\x—2)
= |lim = —4
6 — X
siendo el verdadero valor en x = 6: f(6) = —4

X—6

Se estudia la continuidad en x = 1
f(1) = lim f(x) =lim (x* —2) = —1
X—1- X—1-

lim f(x) =Ilim (x* —3x+ 1) = —1
x—1+t x—1t

Como f(1) = lim f(x) = —1, la funcién es continua
x—1

en toda la recta real.

La funcién es continua salvo, quiza, en x = =2y
en x = 3. Se estudia la continuidad en esos puntos:

= En x = —2:
{ [im f(x)=1Ilim (b6 —-x) =38
X——2- X— —2- =
f(=2) = |i|’l’12+ f(x) = Iin12+ 6=6

— la funcidén tiene una discontinuidad inevitable
de salto finito igual a 2.

= En x = 3, la funcién es continua:
f(3) = lim f(x) = 6
X—3

{ Iirr}]i f(x) = Iin; 6=6
f(3) = Iim+ f(x) = Iim+ (x?=3)=9—-3=6b

x—3 Xx—3

Por tanto, la funcién es continua en R — {—2}

Actividades de refuerzo

\

Para que la funcién sea continua en toda la recta
real, debe ser continua en x = 1:

f1) = lim f0) = lim_ 00

lim fx)=1Iim (x¥’-=1)=0
xX—1- xX—1-

—>a=1
f(L)=Ilim f(x)=Iim (ax—1)=a—1
x—1* x—1*

Para que la funcidén sea continua en toda la recta
real, debe ser continua en x = 2:

f(2) = lim f(x) = Iim+ f(x)
lim f(x) =2+ 2a+a—1=23+ 3a
X—2 j

f(2) = lim f(x) = L1 =20

x—2*

> 3+3a=0 > a= -1

Para que la funcidén sea continua en toda la recta
real, debe ser continua en x = 0 y en x = 3:
= f(0) = lim f(x) = lim f(x)

x—0" x—07%

x—0~

lim f(x) =lim senx=sen0 =0
x—0 j

f(0) = Iin?ﬁ f(x) = |ing+ (x*+ax+b)=b

= b=0
= f(3) = Iim f(x) = lim f(x)
x—07* x—3*
[im f&x)=Iim (x*+ax+b)=9+3a+b
X—3" X—3" j
f(3) = Iin;+ f(x) = Iing+ (x+9)=3+9=12

> 9+3a=12 > a=1

f(x) es continua en todo su dominio R — {0}; por
tanto, es continua en [1, 41.

Como verifica las condiciones del teorema de
Weierstrass, se puede asegurar que estd acotada
en el intervalo; sin embargo, no estd acotada en
el dominio, ya que:
lim f(x) = —% y

x—0~

lim f(x) = o

x—0+

10.

Se estudia la continuidad de la funcién en x = 0:

lim f(x) =lim (x> — 1) = —1
x—0" x—0"
f(0) = lim x =Ilim 2x — 1) = —1
x—0+ x—0*t
Como f(0) = lim f(x) = —1. La funcién es con-
x—0

tinua en x = 0y, por tanto, en [—2, 2]1. Como
verifica las condiciones del teorema de Weiers-
trass, se puede asegurar que estd acotada en ese
intervalo.
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

10.

11.

4 12 ‘ Tasas de variacion y derivadas

a) Halla la tasa de variaciéon media de la funcién f(x) = 3x®> — x en el intervalo [2, 41.

b) Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) = —x* + x + 2 en el intervalo [—2, 21.

a) Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) =

2x? — 2 en el intervalo [2, 2+h1.

b) Halla la tasa de variacién media de la funciéon f(x) = x — 3x*> + 1 en el intervalo [—2, —2+h].

Aplicando la definicién, calcula la derivada de la funcién f(x) = 3x* en el punto x = —5.

Aplicando la definicién, calcula la derivada de la funciéon f(x) = x> + 2x* en el punto x = 2.

Aplicando la definicién, calcula la funcién derivada de la funcién f(x) = x* — 5x + 6.

Un moévil se desplaza segin la ecuacion s(t) = 2t* — 2t + 3, donde t es el tiempo

desplazamiento en metros efectuado después de t segundos.

a) Calcula la velocidad media del movil en el

b) Calcula la velocidad del mévil cuando han

Estudia la continuidad y la derivabilidad en x

Estudia la continuidad y la derivabilidad en x

Estudia la continuidad y la derivabilidad de la funcion f(x) =

tando graficamente esta funcion.

Estudia la continuidad y la derivabilidad de la funcion f(x) =

del parametro a.

Determina el valor de los parametros a y b para que la funcién {

intervalo [0, 21.

pasado exactamente 3 segundos.

= 0 de la funcién f(x) = {;

2

= 0 de la funcion f(x) = {13

‘ 2

a+ L0+ x
x> 4+ ax + a°

Si
si

si
si

>
VoA
o

six<0
six>0

x> + 3si x<O0
ax + b si 0 < x < 1 sea continua en
3 —2xsi x=1

toda la recta real. Para esos valores, ila funcion es derivable en x = 0?, iy en x = 17

Algoritmo Matematicas IT — 2.° Bachillerato
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en segundos y s(t) es el

y comprueba tus resultados represen-

seglin los valores



SOLUCIONES

f(4) — f(2) 44 — 10

4-2 2
f) - f=2) _0-(=4
2 — (=2 4

a) TVM(£(x), [2,4]) = 17

b) TVM(f(x), [2,2]) =

fo + h) — f2)

2+ h—2
2-+h2—2—-6 2h*+8h
h a h a

a) TVM(f(x), [2, 2+h]) =

=2h+ 8
b) TVM(f(x), [=2, =2+ h]) =
=2+ h) — f(=2)
. =24+ h+2
=2+ h=-3-(=2+ M+ 1+13
h

—3h% + 13h
=—— = “3h+13

f(—=5 + — f(—
sy = (i FB M = f=5)
h—0 h

3h* — 30h
—_— = /L”T[]) (3h — 30) = —30

f2 + h) — 2
F2) = tim D2 2 2
h—0 h
_ @+h’+2-@2+h —16
_hm h =
h®> + 8h* + 20h
= lim ——————— = lim (h* + 8h + 20) = 20

h—0 h h—

fx + h) — Fx)

— -

~ im (x+h?—=5x+h+6—x>+5x—6 _
h—0 h

h? 4+ 2xh — 5h

h

f'(x) = lim
h—0

= lim =lim(h+2x—5)=2x—5
h—0 h—o0

s(2) —s0) 7 —3
2-0 2
s(3 + h) — s(3)
h

a) TVMIo, 2] = =2m/s

= 10 m/s

b) TVI(3) = Ihim

f(x) es continua en x = 0, ya que:
f(0) = Iim f(x) = Iim f(x) =0
x—0~ x—0*

No es derivable en x = 0, ya que:
ff(07)=1y f O =0
1 six <0

Df(X):[ZX si x>0

f(x) es continua en x = 0, ya que:
f(0) = Iirrgif(x) = Iirr(]ﬁf(x) = 0; es derivable en

x = 0,yaque: f(0) =0

\

] 2x six=<0

Dro) = {3x2 si x>0

x —1 six <0
fx) =71 —x sio<x=<1

x—1 six>1
f(x) es discontinua en x = 0, ya que:
lim f(x) = =1y lim f(x) = 1, tiene una dis-
xX—0~ x—0+t

continuidad inevitable de salto finito igual a 2. En
el resto de los valores es continua. f(x) no es de-
rivable en x = 0, por no ser continua, ni en x = 1,

ya que en ese punto f(17) = =1y f (17 =1
1 six <0
Dfix) =3 -1 si0o<x<1
1 six>1
Y
(X
X

Para que sea continua en x = 0:
f(0) = le_n?r flx) = lm+ flx) > a=a* =
> a=0,a=1

1

Como Df(x) = 4 1 T X
2Xx + a

derivable en x = 0: f/(07) = f(0") > a=1

six <0
para que sea
six =0

Actividades de refuerzo

Para que sea continua en x = 0:
f(0) = Iirpi f(x) = Iing+ flx) = 3 = b,

y para que sea continua en x = 1:

lim f(x) = Iim+f(x):3a+b=1$a=—2

x—1"
x>+ 3 six<o0

La funcion f(x) =4 —2x + 3 si 0 < x < 1es
3 —2xsi x=1

continua en toda la recta real, pero no es derivable
en x = 0, su derivada es:

_3x*si o x<0
Df(X)_{—Z si x>0
en x = 0 son distintas.

y las derivadas laterales
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

1.

10.
11.
12.
13.

4 13 ‘ Calculo de derivadas

Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2x — 1 sen x + cos x
b) f = @2x + 1) -y2x + 1 f = —
3 1 ) f(x) (2x ) - \/2x o) f(x) wen x

a) flx) =

Calcula la primera, segunda y tercera derivadas de la funciéon f(x) =
pondientes de la forma mas simple posible.

X ,
R dando las expresiones corres-

Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
x? — b6x + 5)
X —3

X

_l’_
b) f(x) = arctg (ex X)
e — x

a) f(x) = tg(

Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

X2+ 1 2
71 b) f(x) = ew 7
X2 —

a) flx) =

Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1 X
a) flx) = (1 + 7) b) f(x) = x*

Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2x

e
a) f(x) = arctge” — L . b) f(x) = L(L%x - L’x))
1+ e
ex _ efx
Deriva la funcién f(x) = o1 o 7 calcula el valor de la funcién derivada en x = 0 y en x = —1.
e e

Calcula las derivadas primera, segunda y tercera de la funciéon f(x) = sen x - sen 2x.

X

. . .. €
Calcula las cuatro primeras derivadas de la funcion f(x) = —.
X

Halla la expresion de la derivada de orden n de la funcidén f(x) = para a y b constantes.

+ b

Halla la expresion de la derivada de orden n de la funcién f(x) = L(x + 1).

1
Obtén la expresion de la derivada de orden n de la funcién f(x) = ~

El espacio, en metros, recorrido por un movil en funcién del tiempo, en segundos, viene dado por la expresion:
s = 0,05t — 0,3t> + 3t

a) Halla la velocidad de moévil en cada instante.

b) Halla la velocidad cuando han transcurrido 5 segundos.

c) Halla la aceleracién cuando han transcurrido 10 segundos.

Los lados de un rectangulo crecen a razén de 20 y 30 centimetros por minuto, respectivamente. Halla la
velocidad con la que crece el area de dicho rectangulo en el momento que su lado mas pequefio mide 800 cm.

Algoritmo Matematicas IT — 2.° Bachillerato Actividades de refuerzo



SOLUCIONES

1 a)Df(x)_(3X+1)-2—(2x—1)-3_ 5
’ (3x + 1) (3x + 1)
— 2-(2x +1
b D) = 22X + 1 + X D
2\/2x + 1
va+ 2x+1 2(2x+1)+2x+1
= X
Vex+1 Vex+1
_ ex+3 _ 3@x+Dy2x+1
T V2x+1 y2x+1yBx+1 yaxtl
oS X
c) flx) = =
sen x
sen x - (—sen x) — COS X * COS X
D f(x) = =
= D f(x) <o x
_ 1
sen? x
2 2
2.Df :(X—l)'Z—ZX'ZX:—ZX—Z
) x* — 1) (x* — 1)
D2 f(X)_(xz—1)2(—4x)+(2X2+2)-2(x2—1)-2x_
(x*—1)*
XD (—ax)+ (2x2+2)-2-2x  4x7+ 12x
(x> —1)° (x> —1)
D’f(x) =
(X 1A2x°+12) - (4xX°+12x)-3(x* —1)%-2x
(x?—1)°
=1 - (12x* +12) — (4x° + 12x) - 3 - 2x
(x> —1)*
_—l2xt — 72x* — 12
B (x* — 1)*
3. a pf) = ! X bxt 13
) cos? (xz — bx + 5> (x — 3)?
X —3
1 2e*(1 — x)
b) Df(x) = . =
X - (ex + x)z (" — x)?
er(l — x) & T X
e + x?
-2
4. a pfo = _
5 5 x°+ 1
x* = 1) - 5
x°—1
_2X 2
Dflx) = — <2 . oo
b) Df(x) x_ 19 °©
1\" 1 1
. a Dfx) =1+ — L1+ —| —
5. 0 o0 = (1 ) |1+ ) - 3]
X X X+ 1
b) Df(x) = x° - x2- (1 + 3 Lx)
=1
6. 2 DFx) = =
e+ 1
6 +2L
) DFx) = X

X - Lx - Lx - L*x

Actividades de refuerzo

(¥4 e™* — (¥ —e™? 4
7. b = — = v
(e*+e™ (eX+ e
1 4¢?
f(0) =— f(-1) =——
4 (e? + 1)?
8. Df(x) = 2 sen x cos 2x + co0S x sen 2x
D?f(x) = 4 cos x oS 2x — 5 sen x sen 2x
D?’f(x) = —14 sen x cos 2x — 13 cos x sen 2x
1 1
9. pr =e (— - —)
X X

1 2 2
D*f(x) = ex(— — —3>
X X X
1 3 6
D?*f(x) = ex< -+ = - 64>
X X X X
1 4 12 24 24
D*f(x) = ex(— -+t —=-—=+ —5>
X X X X X
10. pro = —2—
X (ax + b)2
2a’
D2f(x) = ————
X = ax + by
6a’
D*f(x) = ———o—
W= T by
D) = (—1)7 —
(ax + b7+t
1
11. pr = D*(x) = ————
X+ 1 x + 1)
(n— D!
D*f(x) = o DGO = (—1)
X (x + 1)° X (x +1)"
—2
12. prn == D* fl0 = —,
6 !
D flx) = —... D" fx) = (1)t —
X X
13. & v=y5 =015 — 0,6t + 3
b) v(5) = 3,75 m/s
¢c)a=vVv =0,3t— 0,6 = a(l0) = 2,4 m/s*

14.

Los lados miden, en funcion del tiempo:
a = 20t b = 30t

El &rea medird: S = 600t?

La velocidad con la que crece el area es:
v=3S = 1200t

Cuando el lado pequefio mide:

a= 20t=800 > t= 40

Por tanto:

v(40) = 48000 cm?’/min = 4,8 m*/min
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

9.

10.

11.

12.

4 14 | Funciones derivables: propiedades locales

y globales

Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva de ecuacién y = 32" en el punto de abscisa x = 0.

Halla la ecuacion de la tangente a la curva y = x?> — 5x + 6 en el punto de abscisa x = 1 y comprueba si
es paralela a la recta de ecuacion 2x — 3y + 1 = 0.

Determina la ecuacién de una parabola que pase por los puntos A(0, 1) y B(2, 3) y halla un punto en el
segmento de parabola comprendido entre ellos en el que la tangente a la curva sea paralela a la cuerda
determinada por Ay B.

Comprueba que la funcién f(x) = L(e + sen x) verifica las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo
[0, 57] y halla los puntos en los que la recta tangente a la grafica de f(x) es horizontal.

Determina el valor de k para que la funcion f(x) = 3x* + 4x — 4 verifique las hipbtesis del teorema de Rolle
en el intervalo [—2, k1 y halla el valor x = c establecido por dicho teorema.

Dada la funcién f(x) = 3x*> + 4x — 3, halla el valor medio establecido por el teorema de Lagrange en el
intervalo [1, 31.

six <1
Determina los valores de ay b para que la funcién f(x) =4 X — cumpla las hipétesis del teorema
x>+ bsix=1

de Lagrange en el intervalo [—1, 21 y halla el valor intermedio correspondiente.

Calcula los limites siguientes:

X2 — 4x? — 12x x> =1
a) lim P b) lim
x—0 X° — bXx x—1 X° —

Calcula los Iimites siguientes:

oeX—1 oo tgx — x
a) lim b) lim ——

x—0 Sen x x—0 X — Sen x
Calcula los Ilimites siguientes:

. e¥ — cosx .1 — cosx
a) lim ———— b) lim ~————

x—0t 1 — c0s® X x—o (e — 1)

1
Calcula el valor del siguiente limite: A = lim (1 + x?) T-csx
x—0

1+ senx — e* |
T Six#0
Estudia la continuidad de la funcién f(x) = et -1
0 six=20
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SOLUCIONES

Df(x) = 4x - 3>*"1. 13 = f(0) =0
Ademas, f(0) = 3, el punto de tangencia es (0, 3).
La ecuacion de la tangente es y — 3 = 0.

Dfix) =2x —5 = ' (1) = =3

Ademas, f(1) = 2, el punto de tangencia es (1, 2)
La ecuacién de la tangenteesy — 2 = =3 - (x — 1) =
= 3x + y— 5 =0, que no es paralela a la recta
2x — 3y +1=0.

La pardbola f(x) = x* — x + 1 verifica las hipé-

tesis del teorema de Lagrange en el intervalo [0, 2];
el valor intermedio nos da el punto en que la tan-
gente es paralela a la cuerda AB:

f(2) — f(0) 1

f'(¢c) =
2—0

Dfix) =2x—1;f(c)=2c—1=1=>c¢c=1

El punto buscado es C(1, —1).

Como e + sen x > 0 y es continua, la funcién f(x)
estd definida y es continua en [0, 5]; es derivable

oS X
con derivada Df(x) = ; ademas

e + sen x
f(0) = f(5m) = 1, por lo que cumple las hipdtesis
del teorema de Rolle. Existe ¢ € (0, 5m) tal que:

cos ¢
f'ic) =0 = =0 = cosc = 0; por

e + senc

m
tanto, ¢ = > + kwcon k=0, 1, ..., 4.

f(x) es continua y derivable en todo R por ser un
polinomio, luego lo es en [—2, kJ; por tanto:

2
f(=2) = ftk) > 3k + 4k -4 =0 = /<=?

El valor c tal que f'(¢c) = 0esbc+ 4 =0 >

2
> = —
3

f(x) es continua y derivable en [1, 31 por serlo
en R = existe ¢ € (1, 3) tal que:

f(3) — f(1) 36 — 4
f'(c)=———

> 6ct 4=
3 -1

> c=2

Para que sea continua en x = 1:

A1) = lim fO0) = lim fx) = —g —14+0b
x—1 x—1*

Para que sea derivable en x = 1:

1) =Fa) = —g -2

Actividades de refuerzo

Resolviendo el sistema a = —8y b = 3.

six <1
La funcién f(x) = 4 X — 3
x>+ 3six=1

es continua y derivable en [—1, 2]; por el teorema
de Lagrange, existe ¢ € (—1, 2) tal que:

f(2) — f(=1) _5

f(c) = -
¢ 2 - (-1 3
8 .
—s six<l1
Dfx) = ¢ X = 3) , igualando la deri-
2x six=1

. . 2
vada el Unico valor valido es ¢ = + E\/BO.

x> —4x*—12x 3x2—8x—12_2

8. a I e —ox @AM ax—b6
X3 -1 2 3Xx 3
) lim o 5 lim 2 = jim = = =
=1 x2 — 1@ x=1 oy =12 2
e =1 . )
9. ¥ lim = |im =1
x—0 Sen x @ x_o COS X
tg x — x tg® x

x—ox—senxax—t)l —cosx(_l)

2tg x(1 + tg® x)

2(1 +tg* %)
9 -

= |im = |im
x—0 sen x X—0 CoSs X
10 . eX—cosx e* + sen x
. lim —— =

im ———— =
x—0+ 1 — cos? x @ x—o+ 2 €OS X Sen x

b) Iim1—cosx_ - sen x B
x—0 (¥ — 1)2 @ x—0 2 (e — 1)e* @
i cosx 1
x—0 4e2* — 2e* 2
11 Tomando logaritmos:
L@+ x» . 2X
LA = lim = |im 5 =
x=0 1 — cos x P x—o (1 + x*)sen x @
2

= |im =2 > A=¢?

x—02x sen x + (1L + x?) cos x

12.

Nota:

Para que sea continua en x = 0: f(0) = lim f(x)

x—0

. 1 +senx — e” . cosx — e~
[im = |im
X—0 e — 1 D x—o e

por tanto, la funcién es continua en x = 0.

=0 = f(0)

@ Aplicando la regla de L’Hépital.

Algoritmo Matematicas IT — 2.° Bachillerato




ACTIVIDADES DE REFUERZO

/

1.

2.

3.

4.

5.

6.

7.

15 ‘ Monotonia y curvatura

1 .
x2 —1

Dada la funcion f(x) =

a) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

b) Calcula los puntos en los que alcanza un méaximo o un minimo relativo.

4x
Dada la funcién f(x) = ———— se pide:
xX° + 4

a) Sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
b) Sus intervalos de concavidad y convexidad.

¢) Los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion.

Estudia la curvatura de la funcién f(x) = x - e * determinando sus intervalos de concavidad y convexidad y los
puntos de inflexion.

La funcién f(x) = a - e + b - x*> + c tiene un punto de inflexién en (0, 3) y la pendiente de la recta tangente

. . 2Xx
en ese punto es igual al valor L = lim ————————. Calcula los valores de a, by c.
x—0 2 sen X — X

¢Cuales deben ser las dimensiones (altura y radio de la base) de un depdsito de agua cilindrico de volumen
maximo, si su superficie total, incluidas las dos tapas, es de 300 m??

s
-

Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (=1, 3) y corta los ejes de coordenadas determinando un
tridngulo de area maxima.

[IN

Considera la funcidén f(x) = x> + bx® + cx + d.

a) (Qué valores deben tomar b, ¢y d para que la funcién tenga un punto de inflexion en x = 1 y la recta
tangente a la grafica de f(x) en ese punto sea y = 2x — 37

b) Para esos valores, estudia el crecimiento y la curvatura de la funcion.
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1.

SOLUCIONES

2Xx

Dominio: R — {—-1, 1}; ' (x) = T2 - 1y

se anula en x = 0. Signo de f'(x):

0 - 1 -
La funcién es creciente en (=, —1) y (=1, 0) y es
decreciente en (0, 1) y (1, %)

+ -1 +

Maximo: (0, —1)
2. Dominio: R
16 — 4x*  4-(2 — x)-(2 + x)
frix) =—; S = P B
(x* + 4) (x* + 4)
Seanulaen x = =2y x =2
- -2 + 2 -

La funcién es creciente en (=2, 2) y es decreciente
en (=%, —2) y en (2, »).
Minimo relativo: (=2, —1). Maximo relativo: (2, 1)
., 8x> — 96x  8x - (x* — 12)
" (x) = 3 T = 2 3

(x* + 4) (x> + 4)

Seanulaen x = 0, x = —2\/3 y en x = 2\/3

- 2¥3 + 0 - 23 +
f(x) es céncava en (=, —21/3) y en (0, 2/3) y es
convexa en (—21/3, 0) y en (21/3, ).
Puntos de inflexion:

( 2\/3, \/_> 0,0y <2\/§,\/§>

flix) =e* (1 — 2x3
f"(x) = 2x - (2x* — 3) - e~
La derivada segunda se anula en x = 0
\/6
= + Y=
yenx == >
Signo de " (x):
- <6 + 0 - \6 +
2

(5549

Actividades de refuerzo

\

ff(x) =2a-e*+ 2bxy f'(x) = 4a - e + 2b
Aplicando la regla de L’Hopital:
2
=lim——mmm—=2 2> () =2 >

x=0 2 cosx — 1
> 2a=2=> a=1
Como (0, 3) es punto de inflexidn:
f0)=3 > a+c=3 > ¢c=2
f7(0) =0 > 4a+2b=0 > b= —2
La funcién es: f(x) = e — 2x* + 2

Superficie: 2mx? + 2wxy = 300 =
300 — 2mwx?
> y=——
2mX
Volumen: C(x, y) = wx*y = V(x) = 150x — wx’

Se busca el maximo de V(x) anulando la derivada
primera, V' (x) = 150 — 3wx?

Oﬁxztﬁ

I

V' (x) = . La solucién negativa

5\/2m
\/) < 0, se alcanza
m

sew
T

no tiene sentido. Como V”(

el volumen maximo para x =
_ 10\/2'11'

w

6.

La recta es de la forma y — 3 = m(x + 1)

. 3+ m
Los puntos de corte con los ejes son: (— o O)
y (0, m + 3). El &rea del triangulo depende de la
. 1 3+ m
pendiente m, A(m) = > (— )-(m + 3)

9
1+ —2> se anula en
m

1
La derivada A’ (m) = > (—

9
m = *3. Como A"(m) = —— — A"(3) <0, el
m

area es maxima para m = 3.

La recta buscada es: y — 3 = 3(x + 1)
1. F00=32+2bx+c y () =6x+2b
a (1) =0 = 6+2b=0=> b= -3 la

pendiente de la tangente esm = 2: f' (1) = 2 =
> 34+2b+c=2=> c=5f1=-1=>

S 1+b+c+d=-1>d= —4 la
funcién es f(x) = x> — 3x* + 5x — 4.
b) Como ' (x) = 3x* — 6x + 5 > 0, la funcién

es siempre creciente. Estudiando el signo de
" (x) = 6x — 6 vemos que la funcion es concava
en (—o, 1) y convexa en (1, »), ya que el Unico
punto de inflexién es (1, —1).
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

/

16 | Estudio y representacion
de funciones

a) Dibuja la gréfica de la funcién f(x) = x* — 2x — 3 atendiendo a los siguientes puntos: dominio de definicion,
corte con los ejes, intervalos de monotonia e intervalos de curvatura. A partir de la grafica anterior, establece
razonadamente como serian las graficas de las funciones:

D gx)=x"—2]|x| —3
i) mx) = —x*+ 2x + 3
i) n(x) = (x—2?%—2(x—2) — 3

b) Dibuja las graficas de las tres funciones anteriores.

Representa la funcion f(x) = | x* — 2x — 3| y estudia sus simetrias.

Dada la funcién f(x) = , se pide:

a) Representa la funcion.
b) Indica su dominio y la ecuacién de sus asintotas.

¢) Indica sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

x>+ 3x? — 4

Dada la funcién f(x) = e , se pide:

a) Dominio y puntos de corte con los ejes.
b) Extremos relativos y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
¢) Asintotas verticales y oblicuas.

d) Representa la grafica de la funcién.

Determina el valor del parametro k para que la recta y = 2x + 6 sea una asintota oblicua de la funcién
2

X iy p ‘7
f(x) = p y halla la ecuacién de las restantes asintotas de esta funcién.
x — k

Halla las asintotas de la funcién f(x) = x® - e™* y comprueba si en algin caso la asintota corta la grafica de
la funcidn, calculando el punto de corte.
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SOLUCIONES

1. a) Dominio: R. Puntos de corte con los ejes: (0, —3),

(=1, 0), (3, 0); f'(x) = 2x — 2 se anula en
x = 1, la funcién decrece en (—, 1) y crece en
(1, ); minimo (1, —4); como f'(x) = 2 > 0
la funcidén es convexa.

\ Y [

\ [fx)
\

—O|

) g(x) = f(| x|) su gréfica coincide con la de
f(x) en los valores positivos y es simétrica

respecto al eje OY.
i) m(x) = —f(x) su grafica es simétrica res-

pecto al eje OX de la de f(x).
i) n(x) = f(x — 2) es la funcion trasladada

seguin el vector U = (2, 0).

b)
\ [T ]y | Y Y[\ /
A‘g(x / m(x) \ n(x)/
4 / b \ AA /
ol 1 X of 1 X| |0 X
\ / / \ \ /
/ \
| \

Se representa la parabola g(x) = x> — 2x — 3y
como f(x) = | g(x) |, los trozos negativos se susti-

tuyen por sus simétricos respecto al eje 0X.
Como proviene de una parabola, es simétrica res-

pecto al eje x = 1.

\ [y |
f(x) = | X°—Px-3l
\ [
\ |
\WAREAY.
o 1 X

3. a) El estudio y la grafica se obtienen a partir de la

2

funcién g(x) = ] teniendo en cuenta que

los trozos negativos de esta (x < 1) se sustituyen
por sus simétricos respecto al eje OX.

Y[ 1 /
\ /
N\ .
N 1) = |22 ]
N X+ 11
NG
0] 1 X

b) Dominio: R — {1}
= Asintota vertical: x = 1
lim f(x) = lim f(x) = =
x—1- x—1t
= Asintotas oblicuas: y = —x — 1 si x — —oo,
y=x+1lsix—x

Actividades de refuerzo

\

c) f(x) es creciente en (0, 1) U (2, ») y decreciente
en (=, 0) U (1, 2)

a) Dominio R — {0}

Puntos de corte con los ejes: (=2, 0) y (1, 0)

3

b) f'(x) = X se anula en x = —2

X3

Signo de ' (x)

+ -2 - 0 +
La funcién crece en (=, —2) U (0, o) y decrece
en (=2, 0). Tiene un maximo relativo en (=2, 0)

c) = x = 0 es asintota vertical:

lim f(x) =

x—0"

—oy l@ﬁ f(x) = —oo

= y = x + 3 es asintota oblicua:

o fx) x>+ 3x% —4
m=lm-—=I|lm-————=1
X— 00 X X— 0 X
. . 3x*— 4
n=Ilim(fx) — x) = lim ——— =3
@ Y[ T/
il
/ 1 X
dill
pd |1L] | x3+3x%-4
pd 1% >
f(x)
5. como lim TX = 2 debe ser lim (fx) — 2x) = 6
2 2
$6=Iim( —2x>—|im—=2/$
X— X — I x—o0w X —
> k=3

2
3 y tiene ademas una

La funcion es f(x) =

asintota vertical en x = 3.

Dominio R. No tiene asintotas verticales.

x? 2X 2
lim f(x) = lim — = |lim — =

X— +o0 x—® @ x—o @

y = 0 es asintota horizontal cuando x — o

Punto de corte (0, 0)

[im x? - e > =

X— —%

lim f(x) = o, no hay asintota

oo
horizontal cuando x — —o

[im (x - e =

X— —%

—oo, no hay

_/

m = lim

X— —®

asintota oblicua cuando x — —oo.
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

17 y 18 | Integrales indefinidas.

Métodos de integracion

X
Calcula la primitiva de la funcién f(x) = ——=—== que cumple la condicién de que su grafica pasa por el punto
0, 3). VXt A+ 1

Halla la ecuacién de una curva y = f(x) sabiendo que pasa por el origen de coordenadas y que la pendiente de
la recta tangente en el punto genérico de abscisa x es m(x) = 3x* + 1.

Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a) J’ex - (e + 1)*dx b) jx- et 2 dx

Calcula las siguientes integrales indefinidas:

L2 1
a) J—X dx b) j dx
X X - Lx

Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a) Jx- sen x dx b) sz - 2% dx

Calcula las siguientes integrales indefinidas:

2x + 5 + 1
a)Jf dx b)fx dx
x°+ 1

Calcula las siguientes integrales indefinidas:

X'+ x> —x*=-x+3 x> — 4
a)J 5 dx b)‘[3 5 dx
X° + x x>+ x°—x—1

X+ 3
x> — 3x* + 4x — 12

Determina todas las primitivas de la funciéon f(x) =

Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a) je* “y/1 — e dx b) Jsen X - sen 2x dx

Algoritmo Matematicas IT — 2.° Bachillerato Actividades de refuerzo



SOLUCIONES

Nota: Siguiendo el criterio del libro, la constante C
se sobrentiende, por lo que solo se escribe cuando
se pide su valor.

1. r :J — X+ 1+
(x) \/ +1 X C
Como F(0) =3 = C=2y F(x) =\x>+1+2
2. f(x)=Jm(x)dx=[(3x2+1)dx=x3+x+C
f0) =0 > C=0yflx) =x>+ x

a) Cambio de variable: t = e* + 1; dt = e* dx

t° 1
Jt“dt=—=—(ex+ 1)°
5 5
b) Cambio de variable: t = x* + 2; dt = 2x dx
1 1 1,
f—etc)’i.‘:—et:—ex+2
2 2 2
ax t? 1
4, o sit= Lx; dt=—$Jt2dt=—=—L3x
X 3 3
ax 1
b) Sit=Lx; dt =— = JTdt= Lt = L(Lx)
X
5. a) Integracién por partes:
u=x,dv=senx-dx = du=dx, v= —cosx
I=—xcosx—J(—cosx) dx = —xcos x + sen x
2X
b) u=x? dv=2dx = du=2xdx,v=E
2'2X 2)( 2.2)( 2
I:X —JZX'—O’X:X Jx 2% dx
L2 L2 L2 L2
Integrando de nuevo:
u=x, dv=2"dx du = dx, v =—
/ j / |_2
x2 -2 2 (x-zx Jz* )
I= - — - dx| =
L2 L2 L2 L2
2‘2x X'2X+1 2x+1
T TIPS
2x 5
6. a)I=J2 dx+J2 dx =
x-+ 1 x-+ 1

=L|x*+ 1| + 5 arctg x

1
b)1=j X zdx—I—j dx =
9 + x 9 + x

Actividades de refuerzo

1

1 3
+ — |————dx =
3 X
1+ =
3

1 2Xx
=—J S dx
2)9 + x
X

1 1
=—L|9+ x*| +— arctg—
2 3 3

b)

Haciendo la division entera:

3
I=j(x2—1+xz+x)dx

Descomponiendo en fracciones simples:
3 A B
. ==+
X° + x X x+ 1
es decir, 3 = A(x + 1) + Bx
Dando valores a x se obtiene A = 3y B =

3 3
I = 214+ - - dx =
- J(X X x+1)x

3

X
Z?—X+3L‘X‘—3L|X+1|

X+ x*=-x—-—1=(x-1 (x + 17
Descomponiendo en fracciones simples:

3J dx 7J dx BJ dx
== +— += | —=
4 Ix—1 4)x+1 2)x+1)7?

3 7 3 1
=—>L|x—1|+—Lix+1| ——
4 4 2 x+1

8.

P = 3x*+ 4x — 12 =
Descomponiendo en fracciones simples:

6 J dx 6 J X 5 J dx
= — - ax — =
13)x—3 13 )x*+ 4 13 ) x?2 + 4

(x> + 4) (x — 3)

6 3 5
—L|x—3| +—L|x + 4| ——arctg—
13 26

9. a)

b)

Cambio de variable e* = sen t, e*dx = cos t dx

IZJ\/l—senzt-costdtZJcosztdtz

J1+c052t 1
= |— cos t

1
dt = —t+ —sent-
2 2 2

Deshaciendo el cambio de variable:

1 1 .
I= ~ arcsen X + ?ex V1 — e

2X — x) — cos (2x +
I:JCOS(X x)2cos(x X)dx

1
= —Jcosxd
2

1 1
= —sen x —— sen 3x
2 6 _/
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ACTIVIDADES DE REFUERZO
4 19 ‘ Integral definida

1. Calcula el valor de las siguientes integrales definidas:

2 g
a) j X - e ¥ dx b) J X2 sen x dx

0 0
2. Calcula el valor de las siguientes integrales definidas:

1 B
a) J X arctg x dx b) J sen® x dx
0

0

3. Calcula el valor de las siguientes integrales definidas:

e 3 - 2tgx
a) J (LX) dx b)j V3 - 2tgx
, 0 cos? x

4. calcula el valor de las siguientes integrales definidas:

x4+ X = x + ’ d
a)JX XX b)J X
Lo xXP+x=2 ,(x— 1) (x + 2)?

2x

5. calcula los puntos donde se anula la derivada de la funcién f(x) = —2x + J’ pt? ~ 10t 24 gt
0

dx =0

1
6. a) Mediante el calculo directo de la integral definida, demuestra que J T 2
X2 =

b) Demuestra la igualdad anterior aplicando las propiedades de la integral definida.

7. Halla una aproximacion por defecto del area de la region que aparece en la Y
figura y que esta limitada por la funciéon f(x) = 9 — x*y el eje 0X en el
intervalo [1, 3] dividiendo este en tres partes iguales.

N

1 X

0
. Halla una aproximacion por exceso del area de la region limitada por la funcion f(x) = —

y el eje OX en el
intervalo [2, 4], dividiendo este en dos partes iguales. X

x2

9. Calcula la derivada de la funcion F(x) = J (t? — 1)dt

0
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SOLUCIONES

1. a) 6

s

2 2
2 _1 2
x-e ™dx = [— e“]
4

(]

1
=— (1 —¢e9
4

sen x dx =
m

=m’ — 4
0

II%

x?
[ Xx? cos x + 2xsenx+2cosx]

a) J x arctg x dx =
0

1

1 1
arctg x — x + — arctg x| =
9 5 5 9]

0

2

| ——
N | X

4>|=]

1
2 s
S R e
= Cos X + — cos” x| = —
3 0 3

e

a) Descomponiendo en fracciones simples:

jl X 1( 1 l )
2 _ +
- X 4 T \x+2 x—2

1., | 1
=|ZL[x*—4]| =ZL[3] -ZL® =
2 a2 2

X
b) La funcién f(x) = —; T es impar, es decir,

f(—x) = —f(x), lo cual implica que:

a 0
J f(x)dx = —J f(x) dx
Por tanto:

0
1 0
X
e
1 X —4 .

2

1
dx+J de=0
o X'

x2—

—e—2

: 7.

(Lx) 2 dx = [X(LX)Z — 2xLlx + ZX]

J
3.j
o

V3 + 2 tg x VE2tax [_Vw3+-2tgxf]§ _
cos? x 3 0
33 -1
-5
4. fcxstx _X+5d =
L X+ x -2

0

2 1
j<x+ - )dx=
1 x —1 X+ 2

0
=[x2+2L|x—1| - L|x+ 2] =
-1

Se consideran los tres rectdngulos que aparecen en
la figura y que tienen por bases 1 y por alturas:

f(1)=9—-1=8 f(2)=9—4=5 f3)=9—-9=0
Y
=9 x?
N\
/PN
ol 1 X
Por tanto: S=1:-84+1-5+1-0 = 13 uc

1
= —= — 312
2

r dx
b) =
, (x — 1) (x + 2)°

s 1 1 1
J( 9 9 3 )dx=
) + +
X —1 x+2 (x+ 2)7?

1 1 F
—L|X—1|——L|x+2|+—— =

3 x+2
1 8 1
)
9 5 60

5. Se considera F(x) =

Se consideran los dos rectdngulos que aparecen en
la figura y que tienen por bases 1 y por alturas:

1 1
f(2) = — f3) = =
2
Y
=1
1 X
0} 1 2 3 X
1 1 5
Por tanto: S=1-—+1-—-=—uc
2 3 6

G) = J e ~10t *24 gt con
u=2xyu =2 °

Entonces F' (x) = dF _ dG(w) du _
dX du dX

u' = 2™ 22 eg decir:
—2 4+ 2e4x2—20x+24 =

1 =

0> x=2yx=23

w2 —10u + 24
f'(x) =
$ f/ (X) =0 si e4x2720x+24 —
= 4x® — 20x + 24 =

= €

Actividades de refuerzo

u

F(x) = Gu) = J (t?* — 1) dt con u = x?

0

Aplicando la regla de la cadena:

Foo _ 9F _d6 v SN
X = — = —— ¢ — = —_— . u =
dx  du dx
= (x* — 1) - 2x = 2x° — 2x
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ACTIVIDADES DE REFUERZO

/

20 ‘ Aplicaciones de la integral definida

Representa la curva y = y halla el valor del area limitada por esa curva, el eje OX y las rectas

2
x=—-1yx=1. L+x

Sea el polinomio P(x) = x*> — ax®.

a) Determina el valor de a de modo que en x = 1 la funcién P (x) tenga un punto de inflexién.

b) Halla el valor del area del recinto limitado por la grafica de P(x) y el eje OX.
Halla el area limitada por la grafica de la funcién f(x) = Lx y las rectas x = 1, x = >
Halla el area comprendida entre las graficas de las funciones f(x) = x* — 2x + 3y g(x) = 2x*> — 4x + 3.

Calcula el volumen del cuerpo que se obtiene al girar la curva y = WG alrededor del eje de abscisas entre
Xx=0yx=1/2 V X

X+ 1six=<0

. . i _ 2 _
Se consideran las funciones: f(x) X 1 g(x) {—x F1lsix>0

a) Dibuja las graficas de ambas funciones en los mismos ejes de coordenadas.

b) Calcula el area del recinto acotado limitado por las graficas de ambas funciones.

Calcula el volumen del sélido de revolucién obtenido al girar alrededor del eje el recinto limitado por la grafica
de la funciéon y = y/xsenx, con 0 < x < 1, y el eje OX.

Y

33N

El area de una elipse de semiejes ay bes S = w - a - b. Calcula el volumen de una C}

superficie cilindrica que tiene por base una elipse de semiejes 5y 4 cm, respectivamente,
y por altura 10 cm.

10

Un cuerpo de tres dimensiones tiene por base un circulo de radio 5 cm. Todas las secciones perpendiculares a
un diametro fijo de dicho circulo son cuadrados. Halla el volumen del sélido.

Algoritmo Matematicas IT — 2.° Bachillerato Actividades de refuerzo



6. a) Puntos de corte en x = —1 si x =

b) Area =

\

Oyx=1
si x > 0.

1-1 [}
2-(——J (x*—1) dx) =
2 0

\ [y /
\ /
\ /
y=x+1
N4/
L X
y=x#1 yEx+1
m \/_
7. V= w(/xsen x)? dx = X sen x dx =
0 0

= m[—x cos x + sen x]J7 = w* unidades culbicas

o
1. AreaZJ S dx = Y
41+ x 1
! o| 1 X
= |arctg x = — uc
. ) £ L
1 +|x
2. a) P'(x) = 3x? — 2axy P"(x) = bx — 2a
entonces P"(1) = 0 > a= 3
b) La funcién es P(x) = x*> — 3x?
3 4 3
Area = —j (x> — 3x?%) dx = —[X— - X3:| =
27 b 4 0
= —uc
4
Y[ 1]
|
ol 1]
|
2[ X
[\/
(1
[T =x3+3
, 2
3. AreazJLxdx= Y
1 5 f(x)|= Lx
2 1 |
= — = gl
[XLX X]l o[A X
1 5
=<5 L— - 3) uc
2 2
4. Puntos de corte en x = 0 y x =2
, 2 I [fix)
Area = | (x* — 2x + 3) dx — \
\\ I/
J(Zx — 4x + 3) dx =
0 1\/%0()
|
J (—x? + 2x) dx = ol 1| X
-[57ee] -3
= —uc
3
\/E 1 2 Y - 1
e
\/2 X _’;_‘_,_
VE o dx © X
- L 2+ x -

unidades cubicas.

_ [L . L}\’E_W_Z
—T\/Eal’cg\/go—4\/§

Actividades de refuerzo

8.

Las secciones que se obtienen al cortar el cilindro
por planos paralelos a la base son siempre elipses
de area

A(x) = 4 -5 -1 = 20mw. Por tanto:

10
V=J 20m dx = 20w - [x1° = 20w - 10 =

0

= 2007 unidades cubicas.

Las secciones que se obtienen al cortar el cuerpo
por planos perpendiculares al didmetro son cuadra-
dos de lado 21/25 — x* y por tanto:

Alx) = 4 - (25 — x?)

El volumen se puede calcular mediante la integral:
° X

V=j 4-(25—x2)-dx=4<25x—>
. 3 _/
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