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GEOMETRIA EN EL ESPACIO
1. PUNTOS Y VECTORES
OPERACION TEORIA Y FORMULACION EJEMPLO
Coordenadas de P(2,-1,0)

P ) )
un punto (P +Py:P2)

Punto medio de

1
un segmento Myp =3 a +b,a,+by,a,+b,)

2+0 -1+53-1
2 2 72

A2,-1,3)
B(0,5,—1)

) S M(1,21)

1]

o

1
M=33+0,-1+102+4) > M(132)

Dividir un 12 ..m AG3,—12)
segmentoenn | M= a +b ,a,+by,a,+b,) B(0,10.4) ]~ 5
partes iguales " N=3 3+0,—-1+10,2+4) > N(2,64)
Coordenadas de — A(2, —1,3)} —

=b — - - AB=B—-A= 04,-1)— 2,-13)= -25,—4

un vector AB= b —a,by—ayb,—a,) B(04, -1 ) ) )
Sumayrestade | d+v=(u +v,u,+v,u,+v,) i 2,-3,0) } L utv= 230+ (1,-2-1)= 3,-5-1)

VectOI’eS ﬁ)—ﬁ: u —v Iuy—vy‘uz—yz) 17(1,—2,—1) ﬁ—‘l_i)= 2,—3,0)— 1,—2,—1) = 1,—1,1)

Producto de un
vector por un
escalar

A= Auy, duy, du,)

%2-30) > 3i=3-2,-30)= 6-90)

Modulo de un

il = |u 2+uy?+u,?

U 2,-3,1) - |ul =22+ (—3)2 + 12 =Vidu

vector
Vector unitario U, (u el uz) i 2,-31) > uy (2 -3 1)
=(—, = 12,-31)-u=———
Y \Jul Jul” ul v \V1d'Vid Vi

Da como resultado un escalar el cual

representa la medida de la proyeccién de =5
Producto escalar un vector sobre otro u 2,-30) U-v=2-14+ -3)-240-1=-4
entre dos N v(L,2,-1) ¢ > o . 3.VE 11693° — —4
vectores UV=U -V +Uy Uyt U a=11693° WP =N VErCos 10957 ==
U-v=|ul-|¥| cosa
Da como resultado otro vector, de
direccion perpendicular a éstos, sentido
el de un tornillo que gire desde u hasta ¥ s L -
Producto y médulo [ x 3| = [@] - 5] - sina. @213y . . |t TR oL
vectorial entre L, - 5(0,1.4) > Uxv=|y 1 3|=71-8+2k > w= 1,-872)
dos vectores I L o 0 1 4
uxv=|u u, u,
vy, U
Producto mixto u Uy U u-2,13) -2 1 3
entre dos u- vxw)=[v. v v 7(0,-14)p»u- vxw)=[0 -1 4|=11
vectores wow, W, w —1,2,1) -1 2 1
Dependencia . , ineaiment i -2,1,3) -2 1 3 Linealmente
; res vectores son linealmente >
. . . ,—1,4 - =11 . .
lineal e{]tre tres independientes, es decir, forman una Z(O 0 _01 21 ;L - independientes
vectores base en R3, si el determinante de la w-121)
; matriz que forman es distinto de cero. 7 -213
i Deylaendfenc[a} La base mas conocida en la base 500 ’1'4) -2 1 3 0o k=7 (k=7>LD.
ineal en funcion canénica: {(1,0,0); (0,1,0): (0,0.1)}. FO-14) >0 -1 4/=0-k=7~ {k -
de un parametro w —2,0,k) -2 0 k

Expresar un
vector como

Un vector siempre puede expresarse
como combinacion lineal de otros tres

Expresar el vector i = 3,5,3) como combinacion lineal de

d(1,1,0),5(0,2,1)y ¢(1,3,2).
3,5,3) = a(1,1,0) + b(0,2,1) + c(1,3,2) -

combinacion vectores siempre que éstos formen
lineal de otros una base, es decir, no sean a+c=3 a=1 .
tres linealmente dependientes. - {a +2b+3c=5 - {b =—-1 > U=d—-b+2¢
b+2c=3 c=2

Un vector dado en un base concreta

Cambio de base | puede expresarse en otra base dada.

Sea el vector i = 3,5,3)en R3 en base canénica. Expresar sus
coordenadas en la siguiente base {(1,1,0); (0,2,1); (1,3,2)}

3,5,3) = a(1,1,0) + b(0,2,1) + ¢(1,3,2) -

de un vector El vector sigue siendo el mismo _ _
n n rdenad a+c=3 a=1

aunque no sus coordenadas. Sla+2b+3c=5 - b=-1 - @ 1,-12)
b+2c=3 c=2
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2. ECUACIONES DE LA RECTA

La ecuacién de una recta se define mediante un punto P(a, b,c) y un vector director 1 u,, u,, u3). Veamos un
ejemplo con el punto P(2,—1,3) y el vector director %(3,4,5).

FORMA ECUACION EJEMPLO
Vectorial r= x,v,z)= a,b,c)+ t(uy,uy us) r= x,v2z) = 2,-1,3)+t(3,45)
x=a+tu -t x=2+3t
Parameétrica TE[y=b+u2-t r={y=—1+4t
zZ=c+us-t z=3+5t
: x—a -b z-c -2 +1 -3
Continua r = =Y = rzx =y _Z
Uy U, Us 3 4 5
General, x;Z=yT+1—>4—(x—2):3(y+1)—>4-x—3y—11:0
. Ax + By + Cz + D=0 x-2_z2-3
= = -5—-2)=3(z—-3)>5x—-32—-1=0
cartesiana r= {A’x +By+Cz+D =0 3
o implicita r5{4x_3y_1120

5x—3z—-1=0

e Ecuacién de larecta conocidos dos puntos: la ecuacion de la recta también puede definirse mediante dos

puntos Ay B ya que con ellos puede obtenerse el vector director AB o BA.

e Pertenencia de un punto a unarecta: para comprobar si un punto pertenece a una recta basta con sustituir
sus coordenadas en la “X’, la “y” y la “z” de la recta y comprobar que se verifican su/s ecuacion/es.

e Alineacién de puntos: para comprobar si tres puntos estéan alineados, se toman dos de ellos, se halla la recta
que forman y se sustituye el tercer punto en dicha recta. Si pertenece es que los tres puntos estan alineados.

3. ECUACIONES DEL PLANO

La ecuacién de un plano se define mediante un punto P(a, b, ¢) y dos vectores directores U u;,u,, uz) y
V(v4,v,, v3). Veamos un ejemplo con el punto P(2,—1,3) y los vectores %(3,4,5) y $(1,0,—2).

FORMA

ECUACION

EJEMPLO

Vectorial

T= x,¥2)= ab,c)+aluy,uyuz) + vy, v,,vs)

T= x,y2) = 2,-1,3)+a(3,45) + p(1,0,-1)

Paramétrica

x=a+u -at+v-f
nz{y=b+uz~a+v1-ﬁ

x=24+3a+p
nE{y=—1+4a

z=cHus-a+v,-p z=3+5a-p
General,
x—a y-b z-c x—2 y+1 z-3
cartesiana Uy Uy U3 |=0->m=Ax+By+Cz+D=0 3 4 5 |=0->n=x-2y+2z—-7=0
. ;. 121 %) V3 1 0 1
o implicita
Segmentaria @,0,0) Xy z 2,0,0) c y 2
o?:anénica 0,6,0) > w=o+p+-=1 0,-10) > m=5-T+3=1
0,0,¢) “ ¢ 0,0,3)

e Ecuacion del plano conocidos tres puntos: la ecuacion del plano también puede definirse mediante tres

puntos A, By C ya que con ellos puede obtenerse dos vectores directores, por ejemplo, AB y AC.

e Pertenencia de un punto a un plano: para comprobar si un punto pertenece a un plano basta con sustituir
sus coordenadas en la “x”, la “y” y la “z” del plano y comprobar que se verifican su/s ecuacion/es.

e Pertenencia de unarecta a un plano: una recta pertenece a un plano si dos puntos arbitrarios de ésta
pertenecen a dicho plano.

e Coplaneidad de puntos: para comprobar si cuatro puntos son coplanarios (que pertenecen a un mismo
plano), se toman tres de ellos, se halla el plano que forman y se sustituye el cuarto punto en dicho plano. Si
pertenece es que los cuatro puntos son coplanarios.
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4. POSICION RELATIVA

4.1.Posicion relativa entre dos rectas

Opcidn 1:
xX=x1+tu -a x=x,+v,-f U vg U Uy Xp— X
{y:Jﬁ"‘uz‘a ; {y=y2+v2-ﬁ - A=(u2 Uz);A*=<u2 V2 3’2_}’1>
Z=Zl+u3-0( Z=ZZ+‘]]3-‘B Uz V3 Uz V3 Zp —2Z¢
Rangos Tipo de sistema Posicion relativa Solucion
rg(A)=rg (A¥)=2 Compatible determinado Secantes Un punto
rg(A)=rg (A¥) =1 Compatible indeterminado Coincidentes La recta
rg(A)=1#rg(A¥) =2 Incompatible Paralelas Sin soluciéon
rg (A)=2#rg (A*) =3 Incompatible Se cruzan Sin solucion
Opcidn 2:
r= {Alx + Bly + C1Z + Dl == O Al A2 A3 Al A2 A3 A4
- Azx + Bzy + CzZ + Dz = 0 A Bl Bz B3 . A* _ Bl Bz B3 B4
_ {A3x + B3y +C3z+D;=0 G, C ¢ T\l ¢ Glc,
- A4X + B4_y + C4Z + D4 = 0 Dl D2 D3 Dl D2 D3 D4
Rangos Tipo de sistema Posicion relativa Solucién
rg(A)=rg (A*) =3 Compatible determinado Secantes Un punto
rg(A)=rg (A¥) =2 Compatible indeterminado Coincidentes La recta
rg(A)=2#rg(A¥) =3 Incompatible Paralelas Sin solucién
rg (A)=3#rg(A¥) =4 Incompatible Se cruzan Sin solucion
4.2.Posicion relativa entre dos planos
T[l = Alx + Bly + C1Z + D1 = 0 A _ (Al Bl Cl) . A* _ (Al Bl Cl Dl)
7T2 = Azx + Bzy + C2Z + Dz = 0 - Az BZ Cz ! - Az B2 C2 Dz
Estudio de rangos Tipos de sistemas Posicion relativa Solucion
rg(A)=rg (A" =2 Compatible indeterminado Secantes Una recta
rg(A)=rg (A¥) =1 Compatible indeterminado Coincidentes El plano
rg (A)=1#rg (A*)=2 Incompatible Paralelos Sin solucion
4.3.Posicion relativa entre unarectay un plano
_ {Alx + Bly + C1Z + D]_ = 0 Al Bl Cl A]_ Bl Cl D1
- Azx + Bzy + C2Z + D2 = 0 - A = <A2 BZ C2> N A* = (AZ BZ CZ Dz)
T = A3x + B3y + ng + D3 =0 A3 B3 C3 A3 B3 C3 D3
Estudio de rangos Tipos de sistemas Posicion relativa Solucion
rg(A)=rg (A*) =3 Compatible determinado Secantes Un punto
rg(A)=rg (A¥) =2 Compatible indeterminado Coincidentes La recta
rg (A)=2#rg(A*)=3 Incompatible Paralelos Sin solucion
4.4.Posicion relativa entre tres planos
T[l = Alx + Bly + Clz + D1 = 0 A1 Bl Cl A1 Bl Cl D1
T[Z = Azx + Bzy + sz + DZ == 0 - A = (AZ BZ C2> 5 A* = <A2 BZ Cz D2>
7T3 = A3X + B3y + C3Z + D3 = 0 A3 B3 C3 A3 B3 C3 D3
Estudio de rangos Tipos de sistemas Posicién relativa Solucién
rg (A)=rg (A*) =3 SCD Los tres secantes Un punto
rg(A)=2#rg (A*)=3 S| Los tres secantes Sin solucién
(sin dos ecuaciones proporcionales) (Tres rectas)
rg (A) = 2 #rg (A") =.3 Sl Dos paralelos y uno secante a ellos Sin solucién
(con dos ecuaciones proporcionales) (Dos rectas)
. g (A) =rg (A" = 2 SCI Los tres secantes Una recta
(sin dos ecuaciones proporcionales)
rg(A)=rg (A" =2 scl Dos coincidentes y uno secante a ellos Una recta
(con dos ecuaciones proporcionales)
_Tg(A)=17#rg(A)=2 Sl Los tres paralelos Sin solucién
(sin dos ecuaciones proporcionales)
rg (A) = 1 #1g (A%) =.2 Sl Dos coincidentes y uno paralelo a ellos Sin solucion
(con dos ecuaciones proporcionales) (Un plano)
rg (A)=rg (A*) =1 SCI Los tres coincidentes El plano
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5. ANGULOS
ANGULO ENTRE FORMULA PROCEDIMIENTO
- 1. Hallar el producto escalar i - ¥ = u, - v + Uy - vy + U, - v,.
Dos vectores @ = arccos W 2. Sustituirlo en la otra férmula (¥ - ¥ = |i]| - |¥| - cos @) y despejar
uj- v el angulo a.
1. Hallar el &ngulo que forman sus dos vectores directores como
Dos rectas angulo entre dos vectores.
Dos planos [A-A"+B-B'+C-C| 1. Hallar el angulo que forman sus dos vectores normales como

a =
VAZ+B?+(C%-VA? +

B2+ (2 angulo entre dos vectores.

Una recta y un plano

|A'u1+B'u2+C'u3|

1. Hallar el &ngulo que forman el vector director de la recta y el

vector normal del plano como angulo entre dos vectores.

a:
VAZ+ B2 +C? - \Jus? + up? +us?

2. Hallar su complementario (90 — a).

6. DISTANCIAS

DISTANCIA ENTRE FORMULA PROCEDIMIENTO
Dos puntos d(p,0Q) = \/(xﬁ)z + (yw)z + (ZW)Z 1. Hallar el vector PQ y calcular sumédulo.
|Ax + By + Cz + D| 1. Hallar la recta n normal a T y que pase por P.
Un punto y un plano d(P,m) = 2. Hallar I, punto interseccion de ny .
VA% + B% + C? 3. Hallar la distancia de P a | como distancia entre dos puntos.
|A_ﬁ x 1—]>| 1. Hallar el plano 1 normal a r y que pase por P.
Un punto y una recta d(P,r) = ——=— 2. Hallar |, punto intersecciénde r y .
|v| 3. Hallar la distancia de P a | como distancia entre dos puntos.
|D' — D] 1. Tomar un punto arbitrario de uno de los planos.
Dos planos paralelos d(ma) = ——— 2. Calcular la distancia de dicho punto al otro plano como
VA% + B%Z + (C? distancia de un punto a un plano.
1. Tomar una de las dos rectas y un punto arbitrario de la otra.
Dos rectas paralelas 2. Hallar la distancia de un punto a una recta.
Un plano Yy una recta 1. Tomar el plano y un punto arbitrario de la recta.
paralela 2. Hallar la distancia como distancia de un punto a un plano.
1. Hallar el vector w perpendicular a u y v mediante el producto
vectorial.
Dos rectas que se . 2. Hallar el plano T que contenga a u y w.
cruzan 4B - (i x )| * 3. Hallar el plano B que contenga a v y w.
(Perpendicular dlr.s) = i x 3l - 4. Hallar la recta t, perpendicular comun (interseccién de 1y ).
comun) uxv 5. Hallar P y Q, puntos interseccion de t conrytcon s
respectivamente.
6. Hallar la distancia de P a Q como distancia entre dos puntos.
7. EQUIDISTANCIAS
EQUIDISTANCIA DATOS RESOLUCION
P(2,3,1) —
Puntos de una recta x=—1+4t 1. Hallar el punto R genérico de r y obtener el vector RP
que distan de un r=y=—2+t R(-1+t,-2+¢tt)>RP= 3—t,5—t,1—1t)
punto un numero de Z=t 2.1gualar la distancia de R a P a V8,despejar t y hallar el punto

unidades dado

Distancia = V8 u

JB-1t)2+ 5-t)2+ 1-t)2=V8-t=3-5(21,3)

Puntos de una recta
que distan de un
plano un nimero de
unidades dado

n=x—2y+z—2=0
x=—-14+t
rE{ y=-2+t
z =2t
Distancia = V3 u

1.Igualar la distancia del punto R genérico de la recta al plano m a V3
—1+t)—-2(-2+¢t)+ 2t)—2 =
d(R,n)zl( ) —2( ) ) |=\/§_){t 2

Y12+ —1)2+12 t=—4

2.Sustituir t en la recta y obtener los puntos
S; 1,04) y S, —5,-6,-8)

Punto de una recta
que equidiste de
otros dos puntos

conocidos

P(2,1,—-1); Q(-2,0,5)
x=1+4+2t

rE{y—Z—t
z=—-1+4+t

1. Hallar el punto R genérico de r y obtenger los vectores RP y ﬁj
R(1+2t2—t—1+¢) > {E = 1-26-1+6-0)
R —3—-2t,-2+t,6—1)
2.1gualar la distancia de R ap y la distancia de R a Q
JA =202+ —1+6)2+ —)2=4/(-3-2t)2+ —2-t)2+(6—t)2
3.Despejar t y sustituirlo en la recta para obtener el punto
t=-4,7 - R(10'4,-2'7,3'7)
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8. AREAS Y VOLUMENES

PARALELOGRAMO TRIANGULO PARALELEPIPEDO TETRAEDRO
A=ldxd| 4= lixdl Vo= Bxw) v, =& vxw)
2 6
i u
O i 3 Z
9. INTERSECCIONES
INTERSECCION DATOS RESOLUCION
- _1_ 342t=1-2s _ _ x=1
_x—3+2t _x—l 2s 4_3t:7+4s_)2t+25: 2}_){t: 1}_}}]:7
Dos rectas r=4y=4-3t ; s=yy=7+4s 54 4r— 13 3t+4s=-3 s=0 7 =1
z=5+4t z=1-3s Sustituimos t y s en la 32 ecuacion para verificar que se cortan
Dos planos a=2x+3y—z+1=0 ={2x+3y—z+1=0
P B=x—-3y+5z—-2=0 “lx—-3y+5z-2=0
r={;ii+§i 2B+20+3(4 -3~ (5+4t)—4=0 >t=1
B x=3+2-1=5
Rectay plano z=5+4t —>r5{y=4—3-1=1 - P(5,1,9)
n=2x+3y—z—4=0 z=5+4-1=9
Plano con los Eje 0X:(x,00) > x+3:04+2-0-6=0->x=6—-> 6,0,0)
ejes de T=x+3y+2z—-6=0 Eje0Y:(0,y,0) > 0+3y+2:-0—6=0-y=2- 0,2,0)
coordenadas Eje0Z:(0,0,z2) >0+3:0+2z2—6=0-2z=3- 0,0,3)

10. PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD

PARALELISMO DATOS RESOLUCION
P(-1,0,2) 1. El vector director de r lo es también de s:
Recta paralela a otra recta x=34+2t P(=1,02) x=-142s
y que pase por un punto r={y=4-3t 5= 2'_'34)}—>55{y=—3s
z=54+4t ST z=2+4s
1. El vector normal de a lo es también de S:
Plano paralelo a otro P(=1,0,2) B=2x—-3y+4z+D=0

plano y que pase por un
punto

a=2x—-3y+4z+1=0

2. Sustituir el punto,despejar D y obtener el plano
-2-(-1)-3-0+4-2+D=0->D=-6-
mT=2x—3y+4z—-6=0

PERPENDICULARIDAD DATOS RESOLUCION
Recta perpendicular a un P(=1,02) 1. El vector normal del plano es direct_or_dlelazzecta:
plano y que pase por un _ " P(-1,0,2) } r= x= 3t
puntO 7T=2x+3y—z+1=0 b= 2[3’_1) =\ =
z=2-t
) P(~1,0,2) 1. El vector director de la recta es normal del plano:
Plano perpendicular a una o 5 n=2x—-3y+4z+D=0
recta y que pase por un _ x=3+2t 2.Sustituir el punto,despejar D y obtener el plano
punto rE)y=4-3t 52.(-1)—3-0+4-24D=0->D=—6—
z=54+4t mT=2x—3y+4z—-6=0
1.Hallar el plano & perpendicular ar y que pase por P
n=2x—-3y+4z+D=0->
-2:0-3-1+4- -3)+D=0->D=15-
n=2x—3y+4z+15=0
. P(0,1,-3) 2.Hallar Q,punto interseccién entrer y m
Recta perpendicular a otra =342t 2B+26)—3(4—30) +4(5+40)+15=0—¢t=—1
recta a la cual corte y que )y —a_3; x=1
pase por un punto r=y= -1y =7 - 0Q(17,1)
zZ = 5 + 4t z7=1
3.Hallar la recta s definida por los puntos Py Q
P01 — X=Ss
_)(0, ,—3) }esz{y=1+6s
PQ = 164 7= —3+4s
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11. SIMETRIA
SIMETRIA DATOS RESOLUCION
1. Hallar P'simétrico de P sabiendo que M es punto medio de ellos
2+a
S P(2,3,1 = =—
Punto simétrico ( ) ( 2 0-a 2
de otro respecto M(0,2,3) P(231) 3+b
e O e
F M = P" a,b,c) | 15 ¢ ;
2 °TcT
P(2,3,1) 1. Hallar el plano ©w perpendicular ar y que pase por P.
" n=x+4y+3z+D=0-2+4+4-34+3-1+D=0->D=-17->nm
- 14t =x+4y+3z—-17=0
_ x= + 2.Hallar el punto M intersecciondery
Punto simétrico rEyy=-2+4t —1+ ) +4(=2+4t)+3(Bt)—17=0>t =1 M(0,2,3)
z =3t 3. Hallar P'simétrico de P sabiendo que M es punto medio de ellos
de otro respecto 2t+a
a una recta |r > =0-a=-2
P(23,1) b
P Ml M(0,2,3) T __=2-5b=1 - P(-215)
- P’ a,b,c) 1%¢ ; ;
= Exd =
> c
1.Hallar la recta r perpendicular a &y que pase por P
P(4,-1,0)

Punto simétrico
de otro respecto

n=x—-y—z—2=0

P(4,—1,0 } x =4;'t
- - = -1
5(,-1,-0f TP I
2.Hallar el punto M intersecciéondemy r
4+4t)—- —-1-t)— —t)—-2=0->t=-1->M(3,0,1)
3.Hallar P'simétrico de P sabiendo que M es punto medio de ellos

a un plano . N (4te_. .—>
I PG,-10)  |_ %,
MBOD) (54 =""=0-b=1 - P(212)
P' a,b,c) 01 c . ,
= — =
> c
12. COMPLETAR FIGURAS
FIGURA DATOS RESOLUCION
Triangulo B(2,1,-1); €(=2,0,5) | 1 Hallar el punto genérico de r y obtenger los vectores AB y AC
rectangulo " ’ > AB= 1-2t,—1+¢t—t)
conocidos dos x=1+2t AQ+2t2—t,-1+8) >4 '
. r={y=2-t AC= —3-2t,-2+t6—1t)
vertices y la recta i
z=—14+t¢t 2. Al ser perpendiculares, el producto escalar entre ellos debe ser nulo

que contiene al
tercero
(Similar a: Rectangulo

conocidos dos vértices
consecutivos y la recta

que contiene a otro)

Rectangulo en A

AB-AC=0-> 1-2t)(-3-2)+ —-1+0)(=2+8)+ —t)(6—1) =0
3. Obtener t, sustituirla en el punto genérico y hallar las 2 soluciones
tl = 1 g A1 3,1,0)

> 6t2-5t—1=0- . —_1—>A <2 13 —7)
276 2\3’6"’ 6

Paralelogramo
conocidos tres

1. Hallar las rectas que contienen a los lados AD y CD
x =3 —4t

A(3,1,0) €(=2,0,5) x=-2+s
— }—>TE y=1-t ; = }—»sE y=0
BC —4,-1,6) 6t B4 1,0,1) et

2.Hallar el punto D, intersecciéon de ambas rectas

€(-2,0,5)
vértices ; - 3_4t=-2+s x=-1
t=1
A D = - zZ=6
1. Hallar C simétrico de A sabiendo que O es punto medio de ellos
A(3,1,0) 3+a
Paralelogramo B(1,1,—2) =l-a=-1
conocidos dos ' A(3,1,0) 1 i b
vértices 0(1,0,1) 0(1L,01) f>{——=0-b=-1 - P'(-1,-12)
consecutivos y el 5 c C(a,b,c)
F 0+c
centro '( - =1-c=2
A o

2.Realizar el mismo procedimiento para D — D(1,—-1,4)




