Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Angulos
1 Halla el 4ngulo que forman las rectas » y s en cada caso. Comprueba, previamente, que se
cortan:
x=5-2A x=5—- A
a)r: y=4+3A st y=4+5A
z= =2\ z= A
e _ 3 x=3+3\
b) r: yoos siyy= 2\
y+2z=15
z=15+5\
) x=y x=0
DRER TS s y=0

a) d,(-2,3,-2); P(5,4,0)
d, (1,5, 1); P'(5,4,0)
Como P=P'y d, noesporporcionala d,, entonces sabemos que se cortan en el punto P.
Para ver el dngulo que forman, hacemos el producto escalar de d y d:
|d. « & =1](=2,3,-2)+ (=1,5,1)] = |2 + 15 - 2| = |15]
|d) | = E+9+4={17; |d|= [1+25+1=427

cos Ol = % =0,7 = o =45°33"42"
b) Las ecuaciones paramétricas de 7 son:
x=3+A
re1y=A
z=15-L

Por lo tanto:

d (1,1,-1); P(3,0,15)

d,(3,2,5) P'(3,0,15)

Como P=P'y df no es proporcional a E:, entonces sabemos que 7 y s se cortan en el punto 2.
|d, - d]=1](1,1,-1) (3,2,5)|=3+2-5=0

Como su producto escalar es 0, sabemos que son perpendiculares, por lo que o = 90°.
0) d;=(1,-1,0x (0,0, 1) = (-1,~1,0) = ~1(1, 1, 0)
d,=(1,0,00x(0,1,0) = (0,0, 1)

o= (7s)

(1,1,0)-(0,0,1)‘_0
21 )

a:%ma’% rls

COSOCZ‘



2 Halla el valor de m para que 7 y s formen un dngulo de 90°:

x=2-5\ x=2+ A
riiy= A siyy=2A
z=-2-A z=  mh\

E: (_5) 1; _1)1 a: (1’ 27 m)
Para que 7 y s formen 90°, el producto escalar de d, y d, tiene que ser 0:

d d =(51,-1)-(1,2,m=-"5+2-m=0 — m=-3

3 Halla, en cada caso, el dngulo que forman la recta y el plano:

a)r: x+1=3’+3=z

-2 4 2
Tx—2y—-2+1=0

b)rix=A, y=1+2A, z=-2

M:2x—y+2=0

T:x+z=17

a) a) (_2) 47 2)) H (1> _23 _1)

d.-n 2-8-2
cos (90° — 1) = d-n] _ | l_12 5 90°—a=0 — 0, =90°

1d[|n| V24-46 12

-
Observacion: Los vectores d 'y n tienen la misma direccién, luego la recta y el plano son per-

pendiculares, es decir, o= 90°.

b) d(1,2,00; n(2,-1,1)
_|den]  |2-2+0]
|d|[|n| Y546

o d@21,1); n(1,0,1)

cos (90° — o) =0 - 90°-0=90° - a=0°

|d-n| _[2+1] 3 3 43 90°— o =30° — o =60°

cos (90° - Q) = ————= = = =
|d||n|] V6-¥2 V12 243 2

4 Calcula, en cada caso, el 4ngulo que forman los siguientes pares de planos:
a)o:z=3 b)o:2x+y-3=0
B:x—y+22+4=0 B:x+2-1=0

a) ng (0,0,1); np(1,-1,2)

—>.n—>
0s P = |i(f _B)| = 2 =0,816 — (P=35° 15' 52"
Ing|Ing| 146

b) ng (2, 1,0); ng(1,0,1)

2,1,0)-(1,0,1)] _ 3
542 {10

- (E,B) = arc cos % =50°47"'

cos (a1, B) =



5 Calcula los tres dngulos de los tridngulos cuyos vértices son:
a) A(0,0,0), B(1,2,1), C(3,1,1)
b)A(2,7,3), B({,2,5), C(-1,-2,5)
a) AB = (1,2, 1)

AC =(3,1,1)
sA=AB-AC _ 6 _( 73855 - 4-42°23 31"

" |AB||AC| J6-411
BA = (-1,-2,-1)
BC =(2,-1,0)

n Eq)’ﬁ O D o
os B= 22~ - =0 > B=90
|BA||BC| +6-45

C=180—A— B =47°36'29"

b) AB = (-1,-5,2)

A_C:: (_35 _9) 2)
1 A—B)'E 52 7 o ' "
cos A = 2= = =0,97922 —> A=11°42'6
|AB||AC| V3094
BA =(1,5,-2)
BC = (=2, -4, 0)
cosB- BA-BC _ 22 _ 4398 —5 B -153°54 56"

~ |BA|BC| V30420
C=180—-A4—-B=14°22'58"

6 Calcula el dngulo que forma el plano 7 con cada uno de los ejes coordenados:
Tx—-2y+z=0

El dngulo entre una recta y un plano es complementario del que forma dicha recta con la direccién
normal al plano.

El vector normala T es H(l,—Z, 1).
* El dngulo que forma T con el eje X, de vector director (1, 0, 0), es:
_ 110,021

— 90° -0 =065°54"19" — o =24°5"41"

cos (90° — o) = 0,408 —

* El dngulo que forma T con el eje ¥, de vector director (0, 1, 0), es:

0,1,0-(1,-2,1)] _ |-2]
[(0,1,0)]-] (1,-2,1)] {6

— 90°— B =35°15'52" — B =54°44'8"

cos (90° - PB) = =0,8165 —

* El dngulo que forma T con el eje Z, de vector director (0, 0, 1), es:
|(O) 07 1)'(1)_2) 1)| 1
cos (90° —7) = =— =0,408 >
V= 00010210 " 6

6
— 90°—y=65°54'19" — y=24°5'41"




7 Calcula el valor de m para que las rectas 7 y s formen un dngulo de 60°.

x=1+7 x = u
ridy= 42y siyy=1l+mu
z=1-vy z=1+ U
E;:(la‘/za_l)
d,=(1,m 1)
o= (75
s | LA2-D-QmD) | 1 | 2m |1
22+m? 2 2\2+m?| 2
2m

bl\)

=1
J2 4 m? . Rm=A2+m*> = m=4y2
m 1 «/Em:— 2+m2%m=—«/§

V2 m* -

+

M Distancias

8 Tenemos larecta r ylos planos T y G siguientes:

x=2 81 Tx+2y—2z=1
= C:x— y+z=3
z2=3—-06\A

a) Halla el punto P en el que se cortan la recta r y el plano .
b) Calcula las coordenadas del punto Q donde se cortan r y G.
¢) Obtén la distancia que separa a los puntos P y Q de los apartados anteriores.
a) La interseccién de 7 con T la podemos hallar sustituyendo las coordenadas de » en m:
8L+2(2)-(3-6M)=1 > A=0
Por lo que el puntoes P= (0, 2, 3).
b) De la misma forma hallamos Q:
BL-2+3-6Ah=3 > A=1
Asi, Q=(8,2,-3).
o) dist (P, Q) = | PQ | =(8,0,-6)| =10 u

9 Calcula, en cada caso, la distancia entre el punto P y el plano m:
ayP2,-3,1) Tm:3x-4z=3 b) P(0, 1, 3) Tix—y—22+3=0
cP2,0,1) Tx+y—2z=0 d)P3,-4,1) T:y=3

D die P 13224131 1 5y

V3% + 42 5

0-1-2-3+3] 4

b) dist (P, ) = —~ =1,633 u
J1+1+22 V6
o dis Py = 1222 oy
1+1+4

_4-3]

d) dist (P, ) = | T =7 u



10

11

12

Calcula la distancia entre el punto Q(2, -1, 0) y el plano que contiene al punto P(2, 0, 4) y
a la recta:

x=3-2\
si1y=2+3\
z=4

El plano T, que contienea P ya s, tiene como vectores direccién d, y PP’ , siendo P’ un
punto de s como P'(3, 2, 4).

Hallamos el vector normal al plano:

n=d xPP =(-2,3,0)x(1,2,0) = (0,0,-7)

Tomamos un vector proporcionala n: (0,0, 1)

Por tanto, el plano es : z = 4
04|
J1

dist (Q, T) = =4u
Halla la distancia entre los siguientes pares de planos:
A)M:x—2y+3=0; T):2x—4y+1=0
b)m:3x—2y+2-2=0; Tp:2x—y+2z=-5
a) Vemos claramente que los dos planos son paralelos. Por tanto, tomamos un punto de P de m; y
hallamos la distancia del punto P al plano ,.
P(=3,0,0) € T,
2:3e1]_ s

V22 + 42 20

b) Los vectores normales a los dos planos no son proporcionales, por lo que los planos se cortan. La
distancia es, por tanto, cero.

dist (P, w,) = =1,12u

Halla la distancia de la recta 7 al plano T en cada caso:

x= 2+4\ x=3+2\
a)r:yy= 30 m:3x—-4y-3=0 b)r:{y=5 T:7x-2y—2+1=0
z==1+7\ z2=4+ A

Lo primero que tenemos que ver es si el plano y la recta se cortan: si el vector normal al plano es
perpendicular al vector direccidn de la recta, entonces, o son paralelos, o la recta estd contenida en el
plano.

a) E: (4’ 33 7); H (3’ _4’ 0)
d,

~.n=12-12=0 — son perpendiculares
Como el punto P(2,0,-1) € r no estd contenido en el plano, » y 7 son paralelos, por lo que la

distanciade 7 a T esigual a la distancia de cualquier punto de » a m. Tomamos P como punto

de 7. 4
dist (n10) = dist Py < 12222402313 g6

V3% + 47 5

b) d.(2,0,1)
n(7,-2,-1)
4

.t n=14-1=13%0 — no son perpendiculares — 7 y T se cortan.

dist (r, T) =0 u



x= 4+4\
13 Calcula la distancia que hay entre el punto P(3,1,6) ylarecta »: {y= 2+ A mediante los
z=-1-3\

siguientes pasos:
a) Halla un plano, 7, que sea perpendicular a » y que contengaa P.
b) Obtén la interseccién del plano hallado, 7, con 7. Llama a ese punto Q.
¢) Calcula la distanciade P a Q.
a) El vector normal al plano 7 es el vector direccién de la recta 7.
La ecuacién de T es:
4(x-3)+(y-1)-3(z-6)=0 = M4x+y—-32+5=0

b) Para hallar la interseccién de T con 7, sustituimos las coordenadas genéricas de 7 en la ecuacién
de m:

4(4+40) + (2+AN)=3=1-30)+5=0 > A=-1

Sustituimos A en las ecuaciones paramétricas de » — Q(0, 1, 2)

o) dist (P, 7) = dist (P, Q) = {3—-0)2+(1-1)2+(6-2)2=49+16 =5u
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14 Calcula la distancia que hay entre la recta y el punto del ejercicio anterior mediante los siguien-
tes pasos:
a) Halla el vector P—Q: siendo Q un punto de la recta 7.
b) Halla el 4rea del paralelogramo descrito por el vector PQ y el vector direccién de 7.

c) Divide el 4rea calculada entre el médulo del vector direccién de 7.

P

*
[y

a) P(3,1,6), Q4,2,-1) e r
PQ (1,1,-7)

Q
b) PQ xd_ = (4,-25,-3)

Area del paralelogramo = | PQ x d. | = 4% + 257 +3% = /650 u>
Area del paralelogramo  |PQ x d,| 650

dist (P, r) = = =
) dist (P, 7) Longitud de la base |g:| 426 Su
x= 9+12A
15 Halla la distancia entre el punto P(2,2,-11) ylarecta 7: {y=-1- 3\ siguiendo los pasos de
z= 6+ 5\

los ejercicios anteriores.

P2,2,-11)
a)

Q(9) _1; 6)
b) PQ x d, = (36, 169, 15)

Area del paralelogramo = | PQ xd | = {36 +169% +15% = 30 082 u>

Area del paralelogramo ~ |P—Q) X E:| 30082
Longitud de la base |dj| 178

— PQ(7,-3,17)

c) dist (P, r) = 13u



16 Calcula la distancia que hay entre estas rectas:

X = 4 x=2-12A
r:{y=-10-3\ siyy=1+ 9L
z=  94+5L z=4+ A

Para ello, sigue estos pasos:
a) Halla el plano m que contenga a la recta 7 y sea paralelo a la recta s.

b) Halla la distancia de un punto (el que quieras) de s al plano .
r: R(0,-10,9), d.(4,-3,5)
5:8(2,1,4), d,(-12,9,1)
a) d. x d, =(4,-3,5 % (12,9, 1) = (-48,-64,0) // (3,4,0) L =
T estd definido por un punto, R(0,-10,9), y un vector normal, (3, 4, 0).

7:3(x—0) +4(y+10) + 0(z—9) =0 — m:3x+4y+40=0

b) dist (r, s) = dist (s, W) = dist (S, ) = 3-2+4:-1440 _50 _ 10 u

V3% + 4% +0? 5

17 Halla la distancia que hay entre estas rectas siguiendo los pasos del ejercicio anterior:

x=-7+ SA x=10-10A
riiy= 4+ A s:yy=-2+ 5A
z=19+12A 2=26-24A

e El vector normal a T serd n = (T, X di =(5,1,12) X (-10, 5, -24) = (-84, 0, 35)
—84(x+7)+35(z—-19) =0 — m:-84x+35z—-1253=0

« Q(10,-2,26) € s

|-84-10+35-26-1253| 1183

dist (r, s) = dist (Q, T) = = =13u
(847 + 357 o
18 Calcula la distancia que hay entre estas rectas:
x=-2+3\ x= 1- A
riiy= 2\ siyy= 5\
z= 1+ A z=-2+ A

Para ello, haz lo siguiente:

a) Halla el vector PQ, siendo P y Q puntos de las rectas r y s, respectivamente.

b) Halla el volumen, V; del paralelepipedo descrito por PQ y los vectores direccién de 7 y s.
¢) Halla el drea, A, del paralelogramo descrito por los vectores direccién de 7 y s.

d) La distancia de » a s coincide con el resultado de dividir V entre A.

{cT,(s, 2,1) {I(—l,s,l)
a) r: ;s

P(-2,0,1)° Q(1,0,-2)
PQ =(1,0,-2)—(=2,0,1) = (3,0, -3)
3 2 1
byV=|-1 5 1|=|-60]=60u’
3 0 -3

o Area=|d, X d,|=]3,2,1)x (1,5, 1)| =|(=3, -4, 17)] = y9+16+289 = {314 u?

d) dist (r, 5) = «/% u




M Areas y volumenes

19 Halla el 4rea de cada uno de los tridngulos ABC donde:

20

2l

a)'A(Z’ 7’ 3)’ B(l’ _5’ 4)’ C(7’ 0’ 11) b)A(3’ _7’ 4)’ B(_l’ 2’ 5), C(_S’ 11’ 6)
Justifica la solucién del segundo.
a) 4B (-1,-12,1); AC (5,7, 8)

|AB x AC| |(-89,13,67)| {12579
2 - 2 - 2
b) AB (-4,9,1); AC (-8, 18,2)
Las coordenadas son proporcionales, luego los puntos estdn alineados:

| AB x AC | =0

Area = ~ 56,08 u?

Calcula, en cada caso, el volumen del tetraedro de vértices:
a) (2’ 1) 4)5 (1’ 0’ 2)5 (4’ 3’ 2)5 (1’ 5’ 6) b) (4’ 1) 2)5 (2) 0; 1)5 (2) 3, 4)5 (6’ 5’ 1)
a) A(2,1,4); B(1,0,2); C4,3,2); D(1,5,06)

AB (-1,-1,-2); AC (2,2,-2); AD (-1, 4,2)

-1 -1 =2
2 2 -2|=-30 — Volumen = % .30=5ud
-1 4 2

b) A4, 1,2); B(2,0,1); C2,3,4); D(,5,1)
AB (<2,-1,-1); AC (=2,2,2); AD (2, 4, 1)

-2 -1 -1
-2 2 2 =30—)Volumen:%~30=5u3
2 4 -1

Calcula el 4rea total y el volumen del tetraedro de vértices:
A2,3,1), B(4,1,-2), C(6,3,7), D(-5,-4,8)
e Area del tridngulo ABC:
AB x AC = (2,-2,-3) X (4, 0, 6) = (=12, —24, 8)

Area = |AB>2<AC| = 7284:%:14u2

e Area del tridgngulo ABD:
AB X AD = (2,-2,-3) X (7,7, 7) = (-35,7,-28)

|AB x AD| _ {2058
2 )

o Area del tridngulo ACD:
AC x AD = (4,0, 6) X (=7, -7, 7) = (42, —70, —28)

Area = |AC>2<AD| = 7348 = 43,15 u?

e Area del tridngulo BCD:
BC x BD = (2,2,9) X (-9, -5, 10) = (65,-101, 8)

|BC xBD| 14490
2 - 2

Area = ~ 22,68 u?

Area = = 60,19 u?




o Area total = 14 + 22,68 + 43,15 + 60,19 = 140,02 u?
e Volumen = AB (2, -2, -3); AC (4,0,6); AD (-7,-7,7)

2 2 -3
4 0 6/|=308 %Volumen=¥:51,33u3
7 -7 7

22 Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes coordenados y el plano:
T: 6x—5y+32-30=0
* Hallamos los vértices:
x=0,y=0 — 2=10 = A(0,0, 10)
y=0,2=0 - x=5 = B(5,0,0)
x=0,2=0 = y=-6 — C(0,-6,0)

¢ Calculamos el volumen:
-1 .140.5.6)= 2
V= 3 2(10 5:6)=50u

* Lo calculamos utilizando el producto mixto:

0 0 10
V:%|[E4’,E§,T]|=%| 5 0 0]=50u?
0 -6 0
23 Halla la ecuacién del plano 7t perpendicular a la recta 7: * ; 3. yT_4 = % y que pasa por el

punto (-1, 1, 0), y calcula el volumen de la figura limitada por 7 y los tres planos coordenados.
Un vector normal al plano es n (2, 3, 4).
La ecuacién del plano es:

2+ 1) +3(y—1) +4(2—0)=0 = 2x+3y+4z-1=0

Calculamos los vértices:

o _ 1 1

x=y=0 — z= 4 —)A(0,0,4>

_z-0 5> x= L+ 5 B(L o0

y 2 2’ bl

x=2z=0 —>y=l —)C(O,l,0>
3 3

1 (11 1)__1 3
Volumen = c <4 5 3) u

W Esfera

24 Justifica cudles de las siguientes ecuaciones corresponden a esferas y di su centro y su radio:
aA)x?+y?-2x+4y-8=0 b) 2x? —29% + 222 + 4x-16=0
0)2x2 +2y? +22% + 4x-16 =0 dDx?+3)2 +22-2x2-4=0
€) 3x2+3)? +322 + 6x-122-3=0 ) 3x% + 392 + 322 + 6x—122-30=0

2 2x? +2y? + 222 —4x+ 6y-3/2=0

a) No tiene término en z2. No es una esfera.

b) Los coeficientes de x2, yz, z2 no son iguales, luego no es una esfera.



¢) Los coeficientes de x2, yz, z% son iguales. Dividimos la ecuacién entre 2:

2 2 42x-8=0

x2 2 z
2 2 2
(A> +<£) +<£) ~D=1+0+0-(-8)=9 — rdio= 9 =3
2 2 2
B _C\__
2) )_(]"O’O)

A
Centro= -4, -2
entro (
2

d) Los coeficientes de x2, y2, 22 no son iguales, luego no es una esfera.

2

e) Los coeficientes de x2, yz, z~ son iguales. Dividimos la ecuacién entre 3:

x2, },2) z2 +2x—4z-1=0

2 2 2
(A) +<£) +(£> —-D=1+0+4—(-1)=6 — radio= 6

2 2 2
(.4 _B _C)_._
Cmtro-( 2T 2) (-1,0,2)

2

f) Los coeficientes de x2, yz, z~ son iguales. Dividimos la ecuacién entre 3:

x2, yz, 22 ¥ 2x—4z-10=0

( ) ( ) ( )_ D=1+0+4-(-10)=15 — radio= {15
g

A
Centro= (-4, B _C) _(1,0,2
entro = ( > 2) (- )
g) Los coeficientes de x2, 2, 2% son iguales. Dividimos la ecuacién entre 2:
x2, yz, z2 +2x—+3y— % =0
2 2 2
A)Y (B) (C€) _p-1+2 c0-(-3)- 0=
<2>+<2 +(2> D 1+4+0 <4) 4 — radio =2

(A _B _C)_[(_4_3
Cmtro—( 2T 2) (1, 2,0>

25 Halla la ecuacidén de las siguientes esferas:
a) Centro (1, 0, —5) y radio 1. b) Didmetro ABconA (3,-4,2), B (5,2,0).
¢) Centro (4, -2, 3) y tangente al plano x—z=0. d) Centro (3,-1,2) ytangenteal plano YZ.

a) (x— 1)2+y2+ (z+5)% =1, obien, x2+y2+zz—2x+ 10z2+25=0
b) El centro es el punto medio de AB:

C- <3+5 442 2+o> -1, 1)

2 27 2
El radio es la distancia de C' a uno de los puntos:
|ﬁ| = «/12+32+12:«/ﬁ
La ecuacién es:
(x—4)?+(p+1)>+(z=1)2=11, obien, x* +y? + 22— 8x+2y—22+7=0
¢) El radio es la distancia del centro C(4, -2, 3) al plano m: x—2z=0:

_ C14-30 2 1
r=dist (C, ) = T_E > 7 =5
La ecuacién sera:
(x—4)2+(y+2)2+(z-3)?= %, o bien:
5

/ =0 — 2x2+2y2+2z2—16x+8y—12z+57=0

x2 49?422 —8x+4y—6z+ 5



d) El plano YZ esel plano m: x = 0.
El radio es la distancia del centro C(3, -1, 2) al plano m:
r=dist (C,m) =3
La ecuacién serd:

(x—3)2+y2+z2—6x+2y—4z+5=O

26 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia al punto (2, -1, 4) es igual a 7.
Es una esfera de centro (2, -1, 4) y radio 7:
(x—2)2 + (y+ 1)2 + (z—4)2, o bien, x2 +y2 + 22— 4x + 2y—8z-28=0
2'7 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a A (-2, 3, 4) sea el doble de la distancia
a B(3,-1,-2).

Consideramos un punto genérico: P(x, y, z)

dist (P, A) = 2dist (P, B)
Jx+2)24(0-3)2+-42=2{x-3)2+(+1)2+(z+2)>

422+ (=32 + (-4 =4((x=32+ (+ 1)+ (z+ 2)?)

x% + 4+ y? —6y+ 22— 82+ 29— (4x? = 24x + 4y% + 8y + 427 + 162 + 56) = 0

—3x% +28x— 3y — 14y — 322~ 242-27 =0
3x2 + 392 + 322 - 28x+ 14y + 242+ 27 =0

Es la ecuacién de una circunferencia.

28 Dados A(4,2,0) y B(2,6,—4), halla el lugar geométrico de los puntos P tales que PA sea
perpendicular a PB.

Consideramos un punto genérico: P(x, y, 2)
PA=(4,2,00-(52=G-x2-y-2)
PB=(2,6,-4) - (x52)=2-x6-y —2-4)
PA-PB=0
(4-x2-y,-2)-2-x,6-9-2-4)=0
x?+y?+ 22— 6x—8y+42+20=0

Es la ecuacién de una circunferencia de centro el punto medio entre A y B.
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Para resolver

29 Halla los puntos delarecta 7: x—1 =y + 2 = z que equidistan de los planos 0: 4x—3y—-1=0
y B:3x+4y—-1=0.
Punto genérico de la recta: P(1 + A, -2 + A, A)
dist (P, o) = dist (P, B)
[4(1+0)-3(2+M)-1)] [3(1+N)+4(2+N)—1]|
25 25

A+9=7A-6 — —6AL+15=0 — k:%

- |[A+9]=|7A-6] —

%
A+9=—(7h—6) — 8AL+3=0 — x:_%



Hay dos soluciones:

x+ y—2z+1=0 )
_o Vs perpendicular

30 a) Halla la ecuacién del plano T que contiene a la recta 7: {
x+2y+2

al plano G:2x—y+32+1=0.

b) Obtén las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por @ y ©.

¢) Halla el 4ngulo que forma la recta 7 con el plano ©.

a) Obtenemos un punto y un vector direccién de la recta 7:
Pl,-1,1)er > P(1,-1,1)emn
(LL-Dx(1,2,)=3G,-21)=d//r—> dG,-2,)/I=n

Si T esortogonal a G, el vector normal de © es paraleloa m:
ng(2,-1,3) Lo — 2,-1,3) /I

Obtenemos un vector normal a 7
(3, -2, )x(2,-1,3)=(5-71) = 5,7,-1)

La ecuacién del plano m es:
Sc—=1)+7(+1)—1(z—1)=0 = 5x+7y—2+3=0

b) Ecuaciones paramétricas de la recta determninada por ® y ©:
T5x+7y— 2+3=0
O:2x — y+3z+1=0}

Vector direccién de la recta:
(5,7,-1)x(2,-1, 3) = (20, -17,-19)

Punto de la recta:

)’:_L
x=0 = 7y—2z+3=0 2 R(O _L_l>
—-y+3z+1=0 1 ’
2

z=-

Ecuaciones de la recta:

x =20\
y=—%—177x
z=—%—197x
o) o= (rs)
B=(rng)
o =90°—B
s B - G221  _6-2+3 1 g g

B2 (2412221 (c1)2432 (1414 2
oL = 90° — 60° = 30°



31

32

-2z+3=0
Si 7: {x yo zz:r 4oo Y T EH 2y + 3z—1 =0, hallala ecuacién de una recta situada en el plano
T, que pase por el punto P(2,1,-1) y sea perpendicular a 7.
Un vector direccién de 7 es:

(1; 0> _2) X (03 1) _1) = (23 1, 1)

La recta que buscamos ha de ser perpendicular a (2, 1, 1) y perpendicular a (1, 2, 3) (pues estd situada
en el plano 7). Un vector direccién de la recta es:

(2,1, 1) x(1,2,3)=(1,-5, 3)

El punto P(2, 1,-1) pertenece al plano y debe pertenecer a la recta buscada. Luego la recta es:

x= 2+ A
y= 1-5\
z=-1+3\
Determina la recta perpendicular comun a las rectas siguientes:
X+ y=2+4 x -2=0
r:{x+2y= 7 s:{ y+3=0
Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:
x+ y=z+4
" {x +2y=7
Restando la 1.2 ecuacién a la 2.2
y=3-2 5> x=7-2y=7-23-2)=1+2z2
Haciendo z=A:
(x=1+21
r: 1y=3-A — Un punto genérico de r es R(1 +2A,3 -7, A)
(z2=2A
x=2=0 x=2
5t — s5: yy=-3 — Un punto genérico de s es S(2, -3, W)
y+3=0 -

Un vector variable de origen en 7 y extremo en s es ﬁ(l —2A, =6+ A, L—A).
Este vector debe ser perpendiculara » ya s:
RS -(2,-1,1)=0 — 2-4A+6-A+U-A=0 > —6AL+U+8=0
RS.(0,0,1)=0 = H—-A=0 = w=A = p=AXA

SA+8=0 — k:%; u:%

Asi:

La perpendicular comtn a las rectas es:
x=2+A
y=-3+2A
z=8/5



33 a) Halla p para que las rectas 7; y 7, sean perpendiculares:

,,1:1:3’__1:1 rzzx—1=J’_P=z—3
4° 2 2 1 p-1_ 3
b) Calcula su punto de interseccién y la ecuacién del plano que las contiene para el valor de p
que has hallado.
D) (422 -(1,p-1,3)=4-20+2+6=12-2p=0 = p=6
x= 4\ x=1+ N
b) r;: yy=1-2A 7yt 17 =06+5U
z= 2\ z=3+3U
* Punto de interseccidn:
4h=1+ U
1-2A=6+5; Sumando las dos tltimas ecuaciones: 1=9 + 8 — -8 =8u — w=-1
2h=3+3u

A= 3+3u=3_3 _0

2 2
1.2 ecuacién: 4-0=1-1. Luego A =0, u=-1I.

Sustituyendo A =0 en las ecuaciones de 7, (o bien w=-1 enlasde r,), obtenemos el punto
de corte: (0, 1, 0).

* Ecuacién del plano que las contiene:
(4,-2,2)x(1,5,3) = (-16,-10,22) — (8,5,-11) es un vector normal al plano.
Ecuacién:

8(x—0)+5(—-1)-11(z—-0)=0 — 8x+5y—112—-5=0

34 Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1, 2, 1) y corta perpendicularmente a la recta
siguiente:

x +z=2

{x—y—z:l
r:

Escribimos 7 en forma paramétrica:

x—y—2=1— y=x—2-1=2-2-2-1=1-2z2
" X+ z2=2 > x=2-2z

x=2— A
reqy=1-2A
z= A

Un punto genéricode 7 es: R(2—A, 1 —2A, A)

P(1,2,1) Si llamamos al punto P(1, 2, 1), el vector PR ha de ser perpen-
B 4 dicular a 7, es decir, perpendiculara d (-1, -2, 1).

Por tanto, como PR (1-A,-1=2A,-1+A):
PR -d=0—> (1-A-1-20-1+N)-(-1,-2,1)=0
~1+A+2+4h-1+A=0 > 6AL=0 > A=0
La recta que buscamos pasa por el punto P(1, 2, 1) y por el punto Q(2,1,0) (Q se obtiene susti-
tuyendo A =0 en las ecuaciones de 7).
Un vector direccién sera: P—Q) (1,-1,-1)
x=1+A
Larectaes: {y=2-2A
z=1-A



35

36

37

Los vértices del tridngulo ABC son los puntos de corte del plano 2x + y — 3z = 6 con los ejes
coordenados. Halla la ecuacién de la altura que parte del vértice B que estd en el eje Y.

Los vértices del tridngulo son:
y=0,2=0 > 2x=6 > x=3 — A(3,0,0)
x=0,2=0 = y=6 = B(0,6,0)
x=0,9=0 = -32=6 = z=-2 = (C(0,0,-2)
Debemos hallar la ecuacién de la altura que parte de B.
Su vector direccién d (a, b, ¢) debe ser:
* Ortogonala AC — AC -d =0

* Ortogonal al vector normal del plano ABC, es decir, del plano 2x + y—3z =6, puesto que laaltura
debe estar contenida en dicho plano — (2,1,-3)- d =0.

Luego tenemos que:
AC -d=0 = (-3,0,-2)-(2,b,0)=0 — 3a+2c=0
2,1,3):d=0 = (2,1,-3)-(1,6,0=0 — 2a+b-3c=0
Soluciones: (-2t, 13t,3¢t) — Si t=-1, d (2,-13,-3)

Ecuacién de la altura que pasa por B:

x =2\
y=6-13A
z=-3\
x—1_Jy+1 2 .
Halla el punto P delarecta 7: 2 =1 T3 que equidiste de los planos:
x=-3+A
ouwx+y+z=-3 y P:iy= -—-A+u
z2=—-6 +|

* Un punto genérico de larecta 7 es: R(1 + 2A, =1 + A, 31)

* Escribimos el plano B en forma implicita:

x+3 1 0
y -1 1|=0 > B:ix+y-2-3=0
z+6 0 1

* Ladistanciade R a o ya B hadeserla misma: dist (R, o) = dist (R, B)

| 1420 -1+ A +3A+3] [1+2A—1+A—3A-3]
V14141 V1141

6AL+3=3 > 6A=0 —> A=0
6h+31 =3 < ) 5 5 e o Aot

, es decir:

Hay dos soluciones: P(1,-1,0) y P'(-1,-2,-3)

Determina la ecuacién de un plano 7 paralelo al plano 6: x—2y + 32+ 6 = 0 y que dista 12
unidades del origen.

Un plano paraleloa x—2y+3z+6=0 esdelaforma m: x—2y+ 3z + k=0. Tenemos que hallar 4
para que la distancia al origen sea de 12 unidades:

| O k=12{14
dist [(0, 0, 0), ] = \/1+4+9_\/ﬁ_12<k=_12m

Hay dos planos: x—2y+3z+12y14 =0 y x—2y+3z—12/14 =0




38 a) Halla las ecuaciones de la recta que corta perpendicularmentea » y s:

x=-3+ A x= 3
ri1y=-2+5A s:1y=—6+4L
z=0 z= 2+ A

b) Calcula la distancia entre 7 y s.

da.s,0 |d0,4,1)
Y7 p(es, -2,0) "103,-6,2)

Vector perpendicular comtin:
v=d xd =(1,50)%(0,4,1) = (5-1,4)
La recta ¢ perpendicular comun es la interseccién ® M @', con T, plano que contienea 7 y es

paraleloa v y m', plano que contiene a s y es paraleloa v.

x+3 y+2 z
| 1 5 0]=0— 20x—4y—26z+52=0
5 -1 4

x—3 y+6 z-2
w:| 0 4 1 |=0 = 17x+5y-202+19=0
5 -1 4
20x —4y —262+52=0
:{17x+5y—20z+19=0
b)Pe r - P(=3+A,-2+5A,0)
Qes — QB,-6+4W,2+W)
El vector perpendicular comun verifica:
PQ -d, =0 (6 -4l —Sh—4, 1 +2)+(1,5,0)=0 — 20— 26\ —14=0
ﬁ-I:O} {(6—x,4u—5x—4,u+2)-(0,4,1)=0 — 170 —20A—14=0
A=1, u=2
Los puntos que determinan la distancia minima son:
P=(-3+1,-2+5,0)=(-2,3,0)
Q=03,-6+82+2)=3,2,4)

dist (r, $) = dist (P, Q) = {B3+2)2+(2—=3)2+(4-0)2= {42 u

39 Sea r larecta de interseccién de los planos ax+9y—3z2=8 y x+ay—z=0.
Determina el valor de 4 para que:
a) Los dos planos sean paralelos.
b) Los dos planos sean perpendiculares.

¢) Larecta r corte al plano XY en un punto cuya distancia al origen de coordenadas sea igual

ay2.

a) Las coordenadas de (2, 9,-3) y (1,4, —1) han de ser proporcionales:

a_ -3

SZ=—" — a=3
a_9_-3 1 -l a=3
1 a -1 9 -3 -

—=— — a=3

a -1

b) Los vectores normales han de ser perpendiculares:

(@ 9,-3)- (1, ,—1) =a+92+3=102+3=0 — a= I_g



o) El plano OXY es el plano z= 0. Hallamos el punto de corte de » con el plano OXY:
ax+9y—3z=8 ﬂx+9y=8} A a 9

=a* -9
x+ay— z2=0¢p x+ay=0 a

z=0

(El problema solo tiene solucién si 42 -9 20, esdecir, si a#3 ya=-3.Sia=3 0 a=-3, el
sistema es incompatible).

8 9
A= | =8
A= |? 8- s
41=11 o] =~
8a -8
X = ;Y= ; 2=0
a* -9 / a* -9

El punto de corte es P( 8a 2_78

-9
dist (P, 0):\/< 8a ) ( )
a” -9

%

( 8a )2 +< -8 >2 -2 64ﬂ + 64 -2
2 2 - 2
a“ -9 a -9 (@*-9)

64a? + 64 = 2(a* + 81 — 1842) — 64a? + 64 = 2a% + 162 — 3642

R ) Su distancia al origen ha de ser V2

0=24%-10042+98 — 2% -504%2+49=0

22 50 +42500-196 50+ 42304 50+48 <a 2.49 > 4=27

2 - 2 2=1> a=+1

Hay cuatro soluciones: @; =—7, a,=7, az=-1, a5;=1

40 Dibuja un cubo de 6 unidades de lado, con un vértice en el origen y los tres vértices contiguos
sobre los ejes de coordenadas. Halla la minima distancia de una diagonal del cubo a una diago-
nal de una cara, sabiendo que las rectas que contienen a las diagonales se cruzan.

* La diagonal del cubo para por O(0, 0, 0) y por C(6, 6, 6):

x=A
riyy=A
z=A

* La diagonal de la cara pasa por A(6, 0, 6) y por B(6, 6, 0):

=6
u
=6-

“
N‘~<><
Il

u

Volumen del paralelepipedo  |[d, d', OA]]

o dist (r,5) = _ =
Area de la base [dxd'|
11 1
(4, d,04]1=1{0 1 -1|=-6
6 0 6

dxd =(1,1,1)x(0,1,-1) = (2,1,1) = |dxd|= 6

Por tanto: dist (r, 5) = % =J6 u



41 Halla la ecuacién del plano cuyo punto més préximo al origen es (1, 3, 2).

Si el punto mds préximo al origen es P(1, 3, 2), el vector oP (1, 3,2) es normal al plano.

Por tanto, la ecuacién del plano es:

lx—1) +3(p-3)+2(2—2)=0 = x+3y+2z-14=0

42 Halla los puntos simétricos de P (1,2, 3) respecto del plano o: x—3y—2z+ 4 =0 y respecto de
la recta:

x-y +3=0
"laxr -z =0

— Simétrico respecto del plano:

* Ecuacién de la recta que pasa por P y es perpendicular a a:

x=1+ A
y:2—37b
z2=3-2A\

* Punto de corte de a con la recta anterior:
(1+A)-32-30)-2(3-2M) +4=0
l+A-6+9A-6+4A+4=0
140 -7=0 = A= %

%, %, 2). Este es el punto medio del segmento PP’, siendo

P’ el simétrico de P respecto del plano o. Luego, si P'(x, y, 2), entonces:

x+1 J+2 z+3) (3 1 "y
( )_<2,2,2) = P'2,-1,1)

La recta y el plano se cortan en (

2727 2
— Simétrico respecto de la recta:

* Escribimos la recta en paramétricas:

x=A
x—y+3=0— y=x+3 3000
4x-2=0 — z=4«x RO

z =4\

* Hallamos la ecuacién del plano perpendicular a » que pasa por P:
lx—=1)+1(y—2) +4(2—-3)=0 = x+y+42-15=0
* Obtenemos el punto de interseccién de la recta 7 con el plano:

A+3+A+16A-15=0
18L-12=0 — A= 2

3
El punto de corte es (%’ %, g) Este es el punto medio del segmento PP", siendo P el

simétrico de P respecto de la recta 7. Asi,si P"(a, b, ¢), entonces:

a+l b+2 c+3) (2 11 8 (1 16 7
( 2 2 0 2 )‘(3’3’3>%P<3’3’3>




=0
43 a) Encuentra los puntos de 7: ][x vy

b) Obtén los puntos de T que distan % de los puntos hallados en el apartado anterior.

a) Escribimos 7 en forma paramétrica:

x=M\
y——x} — r:yy=-A — Unpuntode 7 esdelaforma R(A, -\, A)
Z=x
z=A\
SAh+1=1 = A=0
dist (R, ) = |27\,+7y+27»+1|=|57u+1|=i +

14 3T3 T Shelool o A--25
Hay dos puntos: (0,0, 0) y (— %, %, _%>

b) Los dos puntos obtenidos estdn a distancia % de m.

Se trata de encontrar la proyeccién de estos puntos sobre el plano .
e Para (0, 0, 0):
Obtenemos la recta que pasa por (0, 0, 0) y es perpendicular a 7:

x =2\
y=-A
z =2\
Hallamos el punto de corte de esta recta con
Padedhe1=0 > 9=l » h=myg
Bl _;Lrl>
punto es ( 99

_2>
bl 5 .

Hallamos la recta que pasa por este punto y es perpendicular a m:

2
hd P —_
ara ( 5

vt

x==2/5+2A\
y=2/5-A\
z2==2/5+2\

Obtenemos el punto de corte de esta recta con

_2 (2 _ _2 _
2( 5+27x> (5 7»)+2( 5+27\.>+1 0

_4 2 .5_4 _
5+47» 5+7\. 5+47\,+1 0

A-1=0 > A= -
9 - 9

Elpuntoes( 8§ 13 l)

4545 45

Lo0 due disten % del plano m:2x—y+2z+1=0.



44 Dados los puntos A(-1, 3,-1), B(-3,1,-7) y C(0,5,1):
a) Prueba que son los vértices de un tridngulo.
b) Halla la longitud del segmento que determina el punto B y su proyeccién sobre AC.

a) Es suficiente probar que no estdn alineados:
AB = (-3,1,-7) - (-1, 3,-1) = (-2, -2, -6)
AC =(0,5,1) - (-1,3,-1) = (1,2,2)

2,2 — Los puntos no estdn alineados, son vértices de un tridngulo.

1 2
b) El segmento que nos piden es la altura del tridngulo que forman.
Calculamos el 4rea del paralelogramo, A,, que forman AB y AC , ladividimos entre la medida

de la base, | AC | y obtenemos la altura:
Ay |AB x AC | =](-2,-2,-6) X (1,2,2)] = [(8,2,2)| = /64 +4+4=6/2
Medida de la base: |AC |= {1+4+4 =3

La longitud del segmento que determina el punto B y su proyeccién sobre AC es:

62 55,
3
3x+2y+22=0

¥—2y+25=0 y otro sobre

45 Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta #: {

x-3_)-1_z45
2 -1 2

a) Calcula el drea del cuadrado.

s

b) Si uno de los vértices del cuadrado es (0, 0, 0), ;cudl es el otro vértice situado sobre la recta 72

3x+2y+2z=0 1
a)r: %x:—k,)/:_k’ zz?\‘
x—2y+2z=0 2
3(—1,L,1) L@ -1,-2)
r 2 5 s: P
Pr(os 0; 0) 5(3)1;_5)

I =-2 E: = rlls
El lado del cuadrado es la distancia entre las rectas.

[ =dist (r, s) = dist (P, 5) = |PrP’_,X d,] = G,1, =5) x(2, -1, -2)] =
|d:| |(2) _1)_2)|

_ |(_7)_4)_5)| _ V49+16+25 :m u
|(2)_1)_2)| \/4+1+4

Area = 10 u?

b) Un punto genérico de 7 es:

1
A (—l, 57», 7»)

2
%Mﬂﬁﬁ0%$%%%wMde%%ﬁﬂm»

— A= %m k=—%m

Hay dos posibles soluciones:

A(~2 10, 310.2 410) y 4°(2 10,1 10,2 f10)
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46 Halla el punto del plano de ecuacién x — z = 3 que estd mds cerca del punto P (3, 1, 4), asi
como la distancia entre el punto P y el plano dado.

* Hallamos la ecuacién de la recta perpendicular al plano que pasa por P(3, 1, 4):

x=3+A
r:qyy=1
z=4—M\

* El punto que buscamos es el punto de corte de 7 y el plano:
B+AMN-(4-1=3
3+A-4+A=3 > 2A=4 > A=2
El puntoes P'(5, 1, 2).

* La distancia entre P vy el plano es igual a la distancia entre P y P"

dist (P, P') = | PP | = [(2,0,-2)| = Y4+ 4=1y8 ~2,83u

4'7 Se consideran los puntos P(2,1,-1), Q(1,4,1) y R(1,3,1):
a) Comprueba que no estdn alineados y halla el drea del tridngulo que determinan.

b) Si desde el punto V(1, 1,-1) se trazan rectas a cada uno de los puntos P, Q y R, se obtiene
una pirdmide. Halla la altura de dicha pirdmide y su volumen.

PQ(-1,3,2)
Y PR(-1,2,2)

No tienen las coordenadas proporcionales, luego los puntos no estin alineados.

P—Q>Xﬁ€:(2’0’l) - APARALELOGRAM0:|P—Q)XP—R)|: V4 + :B
4 /5

- 2
TRIANGULO — 7 ~1,12u

b) La altura es la distancia de V" al plano determinado por P, Q y R.
Un vector normal al plano es TQ> x PR = (2,0, 1). Laecuacién del plano es:
26—2)+ 1(z+ 1) =0
T2x+2-3=0
[2-1-3]|

Altura = dist (V, ) = T=% u
52 1 3

Volumen = %|Area base - altura] = =~ ===-u

1. 4.2 1
325 3

48 Halla el volumen de un paralelepipedo de bases ABCD y EFGH sabiendo que A(1, 0, 0),
B(2,3,0), C(4,0,5) y E(7,6,3).

Halla las coordenadas de los restantes vértices del paralelepipedo.
Hallamos las coordenadas de los restantes vértices:
» Vértice D(d,, d,, ds):
BA=CD — (-1,-3,0) = (dy — 4, dy, dy - 5)
D(3,-3,5)
» Vértice F(f1, o f5):
AE =BF = (6,6,3)=(fi-2/-3f)
F(8,9,3)

A(1,0,0) B(2,3,0)



» Vértice G (g, g9, g3) y vértice H(hy, by, h3):
AE =CG - (6,6,3) = (g1~ 4 £ 5~ 5)

G (10, 6, 8)
AE =DH — (6,6,3) = (hy =3, by + 3, h3—5)
H(9,3,38)
AB(1,3,0), AD(2,-3,5), AE(6,6,3)
1 3 0
[AB, AD, AE1=|2 -3 5| =33 — Volumen =33 u®
6 6 3
49 Dadas las rectas:
r_x—1=J’+1=z—2 st X—y+z=2
1 2 1 |3x-y-z=-4

determina su posicidn relativa y el 4rea de uno de los cuadrados, dos de cuyos lados estdn sobre
ry s

* Escribimos la recta s en forma paramétrica:

EANRE Sumando: —2y=-2-4x = y=1+2x; 2=2-x+y=3+x
—y—z=—4-3x
x=A
styy=1+2A
z=3+A
* Estudiamos la posicién relativa de las dos rectas:
d (1,2, 1); P(1,-1,2)
d,(1,2,1); Q(0,1,3)
Las rectas tienen la misma direccién; P e 7, pero P ¢ s; luego las rectas 7 y s son paralelas.

* El lado del cuadrado es igual a la distancia entre las rectas 7 y .
@; (1> _2: _1)

QP xd;=(1,-2,-1)x (1,2, 1) = (0, -2, 4)

dist (7, s) = dist (P, 5) = |PQ:< d,] = [0, -2, 4)] =
|d,| |(1,2,1)]

i 16
14+ 41+ \/7 \/7

¢ FEl drea del cuadrado es:

2
A 10 10 2
A = — | =—
rea < 3 ) 3 u



-1
50 Halla la ecuacién de la proyeccién ortogonal ' de la recta 7: x; 1_2 = z ; 2 sobre el

plano o: x-3y+2z+12=0.

La proyeccién ortogonal de » sobre o es la recta interseccién del plano o con otro plano, T, per-
pendicular a o0 y que contiene a 7.

P(1,1,2); d,(2,1,2); n(1,-3,2)
d xn=021,2x(1,-3,2)=8,-2,-7)
La ecuacién de T es:
8x—1)-2(y-1)-7(z-2)=0 = m:8x—2y—72+8=0
La proyeccién ortogonal de » sobre o es:
x—=3y+2z+12=0
" 8x—2y 72+ 8=0

51 Considera las rectas r y s:

x=Q
r: x;3=%=211 s3 y=_u
s=—Ht

Halla los puntos que dan la minima distancia y determina la ecuacién de la perpendicular co-
muna 7y s.

Un punto genéricode 7 es R(3+2A, A, 1 + )
Un punto genérico de s es S(U, -1, —L)

Un vector genérico de origen en 7 y extremo en s es:
RS (<3 —=2N + [, A — 1, =1 = A — )
Este vector debe ser perpendiculara » ya s:
RS-@21,1)=0 = —6A-7-0 — h=-7
RS -(1,-1,-1)=0 — —2+3u=0 — u:%

Los puntos que dan la minima distancia son:

2 7 1 2 2 2
R(s’ 3 6)”(3’ 3 3)

La perpendicular comtn es la recta que pasa por R y S:
RS (o L _1 d _
& (0.3.-1) > do.1.

La recta es:




52 Los puntos P(0,1,0) y Q(-1,1,1) son dos vértices de un tridngulo, y el tercero, S, pertenece a
x=4

la recta 7: o1’ La recta que contienea P ya § es perpendicular a la recta 7.

a) Determina las coordenadas de S.

b) Calcula el 4rea del tridngulo PQS.

) PSLd — PS.d =0 QC1,1,1)
4,,-1,1)-(0,1,0)=A-1=0 = A=1 PO, 19)

S(4,1,1) )
b) PS (4,0,1); PQ (-1,0, 1)
PS x PQ =(4,0,1)x (1,0, 1) = (0, -5, 0)

) PS x PQ
Area = %:% =2,5u?

53 Considera un cuadrado cuyo centro es el punto C(1,1,-1) y tiene uno de sus lados en la recta:

x-2_Yy-1 21
1 1 0

a) Halla la ecuacién del plano en el que se encuentra el cuadrado.

b) Calcula la longitud del lado del cuadrado.

a) Es el plano, m, que contienea C ya r: ct(l, 1,0); P(2,1,1) € r
ca,1,-1)

a PC (-1,0,-2) /I m

Un vector normal al plano es:

n=(1,1,0)x(1,0,2) = (2,-2,-1)

La ecuacién del plano es:

20=1)-2(-1)-1(z+1)=0 = 2x—2y—2-1=0

r:

b) La distanciade C a r esla mitad del lado del cuadrado.
d x PC =(1,1,0) X (=1,0,-2) = (-2, 2, 1)

T]= a1

; |P4Q>XE| V4+4+1 J9 3 32

dist (C, r) = - = L A B A
|d| 2 2 2 2

%=¥ — lado del cuadrado = /= 342 =~ 4,24 u

54 En lafigura adjunta, calcula el ingulo que formala recta BC con la recta que
une B con el punto medio del lado AD. B

Vamos a considerar el cubo de lado 1 con un vértice en el origen:

Ast: A(1,0,0); B(1,1,1); C0,1,0); D(1,0,1); M(l,O,%)
BC (-1, 0, -1); W(o,— —%)

oo 1BC-BM| 1
|BC||BM| 42-{5/4 {10

~ 0,316 = o=71°33" 54"




3x+2y—2-1=0
55 Sealarecta r:{ rray-#
x+ y -1=0

a) Determina la ecuacién de la recta s que corta perpendicularmente a » y pasa por (0, 2, 2), y
las coordenadas del punto P intersecciénde r y s.

b) Halla la ecuacién del plano © que contienea » ya s, yladelarecta ¢ perpendiculara w
por el punto P.

©) Si Q es cualquier punto de 7, explica, sin hacer ningtin cilculo, qué relaciéon hay entre las
distanciasde Q a , a s ya T.

a) Escribimos 7 en forma paramétrica:

=\
3x+2y—2-1=0 = z2=3x+2y—-1=1+x *
1=0 — y=1 ry=1-h
X+ -1= =1l-x
! J z=1+A
Un punto genéricode 7 es R(A, 1 -=A, 1 +A).
A4(0,2,2) AR ha de ser perpendicular a 7; es decir, AR - d, = 0.

A -1-A-1+A)-(1,-1,1)=0

A+1+A-1+A=0 - 3A=0 > A=0
v
R 1M1+ R(0,1,1)

Larecta s pasa por A(0, 2,2) ypor R(0, 1, 1).

x=0
RA(0,1,1) — st {y=1+A
z=1+A

El punto de intersecciéon de » y s es P(0, 1, 1).
b) Ecuacién del plano ® que contienea r ya s:
n=(1,-1,1)%x(0,1,1) = (=2,-1,1); P(0,1,)ex
2x-0-1@p-1)+1(z—=1)=0 > m: 2x—y+2=0

Ecuacién de la recta # perpendiculara m por el punto P:

x==2N\
t: y:l—?x,
z=1+A

o Si Qe t = dist (Q, r) =dist (Q, 5) = dist (Q, ™) = dist (Q, P)

Las tres distancias coinciden con la distancia de @Q al punto P, luego las tres son iguales entre si.

56 a) Halla la distancia del punto P(1, -1, 3) a la recta que pasa por los puntos Q(1,2,1) y
R(1,0,-1).

b) Encuentra todos los puntos S del plano determinado por P, Q y R, de manera que el cua-
drildtero de vértices P, Q, R y S sea un paralelogramo.
a) Si 7 es la recta que pasa por R y por Q, entonces:
i RP x RQ
dist (P, 7) = Area _ | A Q|
Bse |RQ|

RP(0, -1, 4)

. RP x RQ =(~10,0,0
RQ(0,2,2) Q= )

|(-10,0,0)] 19 10

_10 _ _5 .
[(0,2,2)]  V4+4 8 242 2

dist (P, r) =



b) Hay tres posibilidades: que 2 y Q no formen un lado del paralelogramo, que P y R no formen
un lado o que Q y R no formen un lado.

N
_,ol
.
P .- 5
P 2o
S, 5 !
e . '
. ~.\'R
) ',
. .
Q™ :
\
\
\
N
)
S3

* Si Py R no forman un lado del paralelogramo, obtenemos S (x, y, 2):
QP =RS; — (0,-3,2)=(x—1,53,2+1) = S5(1,-3,1)

«Si Py Q noforman un lado del paralelogramo, obtenemos S,(, b, o):
RP=QS, — (0,-1,4) =(a—1,b-2,c-1) = 81, 1,5)

* Si Q y R no forman un lado del paralelogramo, obtenemos S;(c., 3, 7):
PQ =RS; — (0,3,-2)=(—1,B,y+1) = S(1,3,-3)

57 Halla el plano de la familia mx + y + z— (m + 1) = 0 que estd situado a distancia 1 del origen de
coordenadas.

Hallamos la distancia del origen, (0, 0, 0), al plano y la igualamos a 1:
|m-0+0+0—(m+1)| |m+1]
«/mz +1+1 «/mz +2

m+ll=vm*+2 = m+1)2=m?+2 > m>+1+2m=m?+2

dist = 1u

1
dm=1 — = =
m m 2

El plano es: %x+y+z—%=0; esdecir: x+2y+2z-3=0

x=3z+3

y-4z-1 a los ejes coordenados.

58 Halla la distancia de la recta 7: {

Hallaremos el plano ™ que contiene a 7 y es paralelo a cada uno de los ¢jes de coordenadas.
|x -3z-3=0
r

hra1o0 — x=3+3Ny=-1+4A, z=1A
y—4z+1=

d,3,4,1)
" Pr(35 _1;0)

* Eje OX:

EOX(LO’O)} x;S y; T 4z+1=0
— M, =y—4z+1=
Py (0,0,0 x

ox ( ) 1 0 0

|0—0+1|_ 1

dist (OX, r) = dist (OX, ,) = NiPST: Vit u
+




* Eje OY:

dov(0,1,0) x=3 y+l 2
- Ty 3 4 1|l=—=x+32z+3=0

Ppy(0,0,0) 0 ] 0

4 _ [0+0+3| 3

dist (OY, r) = dist (OY, Tl:},)= S =«/E u

* Eje OZ:

EOZ(O’O’D% x;S y; T bx —3y—15=0
—> T_: =4x — }/— =

P zZ

dist (0Z, 7) - dise (0z,m) = 10=0=151 15 5,

16+9 5

59 a) Determina el valor de 2 y & para que los tres planos se corten en una misma recta.
x+ay+ z=0
x+y-2z=b
2x+y+ z=-2
b) Halla el simétrico del origen de coordenadas respecto de la recta comun a los tres planos da-

dos.

a) Para que los tres planos se corten en una recta, los rangos de la matriz de coeficientes y de la matriz
ampliada tienen que ser iguales a 2.

1 a 1 1 2 1 O
A=[1 1 =2; A'=|1 1 =2 b
-2 1 1 21 1 =2

Para que ran(A) = 2, tiene que ser |A|=0.

1 a 1 1 2
1 1 2(=32+6=0 — a=-2; 1 1‘=3¢0
-2 1 1

Para que 7an(A') = 2, anadimos al menor anterior la cuarta columna y el menor obtenido también
tiene que ser igual a 0.

1 -2 0
1 1 b6|=3b-6=0— b=2
-2 1 =2

b) Para a=-2 y b =2, elsistema es equivalente a:

x—2y+ z=0
r: 4 —>x:£+7u,y:£+7u,z=7u
x+ y—2z=2 3

Calculamos el plano perpendicular a » que pasa por O.
Tx+y+z=0

El punto de interseccién M =r N T es el punto medio entre O y su simétrico O'(a, b, ¢) respecto
de la recta.



60 Los puntos A(0,0,0) y B(1, 1, 1) son dos de los vértices de un tridngulo, cuyo tercer vértice,

61

62

=2
C, esta contenido en 7: {: _ IJ’. Si el drea del tridngulo es V212, scudles pueden ser las coorde-
nadas de C?
AB=(1,1,1)-(0,0,0)= (1,1, 1)
x—2y=0
r > x=2Ny=Az=1
z=1
El punto CQ2A, A, 1)
AC 20\ 1)
La expresién M nos da el drea del tridngulo que forman los tres puntos.
[4B x AC| |(LLDX@LAD] [1-A420 -1, J1-17+ QA=D1+ (D>
2 - 2 - 2 - 2
2
W% 5 AT Gh4 242 > A=1,A=0

Los puntosson C(2,1,1) y C'(0,0, 1).

Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y, z) que equidistan de los puntos A (1,-1,0) y
B(2, 3, —4). Comprueba que obtienes un plano perpendicular a AB y que pasa por el punto
medio de AB.

Si P(x, 5, z) es un punto del lugar geométrico:
dist (P, A) = dist (P, B) — «/(x—l)z+(y+1)2+z2=«/(x—2)2+(y+3)2+(z+4)2

;(Z—2x+1+/+2)/+1+,zz=)(z—4x+4+/—6y+9+,zz+8z+16

m: 2x + 8y — 82— 27 =0 — Ecuacién de un plano.

* Veamos que T es perpendiculara AB :
AB = (1,4,-4)
Vector normal al plano — n(2,8-8)// AB
Luego AB L.

* Comprobamos que T pasa por el punto medio de AB:

e <1+2’—1+3, 0—4)=<2,1,_z>
2 2 2 2

2-(%>+8-1—8-(—2)—27=0 > Men

El plano w es el plano mediador del segmento AB.

Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos o: 3x+y—-2z+1=0y
B: x—3y+2z-3=0.

Si P(x, y, 2) es un punto del lugar geométrico:

|3x+ y—2z+1] |x—3y+2z-3|
O+1+4  J1+9+4

[3x+y—2z+1|=|x-3y+2z-3] >

<

Son los planos bisectores del diedro que determinan o, y P.

dist (P, o) = dist (P, B) —

3x+y—2z+1l=x-3y+22-3 = 2x+4y—4z+4=0 = x+2y—-2z+2=0
3x+y—2z+l=-x+3y—-22+3 = 4x—-2y-2=0 = 2x—y—-1=0
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63 Halla las ecuaciones del lugar geométrico de todos los puntos del plano x =y que distan 1 del
plano 2x—y + 2z=2.

Si P es un punto del plano x =y, entonces es de la forma P(x, y, z). La distancia de P al plano
dado ha de ser igual a 1, es decir:

_ _ _ x+2z-2=3 - x+2z-5=0
|2x¢% = |x+23z s e+ 2020 =3 < 3 s xe22e1=0
Son dos rectas:
x+2z-5=0 x+2z+1=0

64 a) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos de ecuaciones:
o:3x—4y+5=0 B:2x-2y+2+9=0
b) ;:Qué puntos del eje Y equidistan de ambos planos?
a) Si P(x, y, z) esuno de los puntos del lugar geométrico, entonces:
|3x — 4y + 5| ) [2x -2y +z+9] N |3x — 4y +5| ) |2x -2y + 2z +9|
316 il 5 3

3|3x—4y+5|=5|2x-2y+2z+9|

<9x—12y+15=10x—10y+5z+45 — x+2y+5z+30=0
9x —12y +15=-10x +10y =52 — 45 — 19x — 22y +5z+60=0

Son los planos bisectores del diedro que determinan los dos planos dados.
b) Un punto del eje OY es de la forma Q(0, y, 0). La distancia de Q a cada uno de los planos ha

de ser la misma, es decir:
|—4y + 5] _ |2y +9| N | -4y +5] _ |2y +9|
JoO+16  Jd+4+1 5 3
—12y +15=-10y +45 — -2y=30 — y=-15
3|_4y+5|=5|_2),+9|<—12)/+15=10y—45 - 22y=-60 > y=39

Hay dos puntos:

Q,(0,-15,0) y Q, (o,%o)

65 Calcula el conjunto de puntos de IR3 que estdn ala misma distanciade P(-1,2,5) y Q(-3,4, 1).
:A qué distancia se encuentra el punto P de dicho conjunto?
Si A(x, y, z) esun punto del conjunto, su distanciaa P ya Q ha de ser la misma, es decir:
dist (A, P) = dist (4, Q) —
> -+ D21 (-2%+ (-5 ={(x+3) 2+ (-4 +(z-1) -
- )(Z+2x+1+/Z—4y+4+,ZZ—102+25:)(Z+6x+9+/—8y+16+,zz—2z+1 -
— —4x+4y-82+4=0 > mx—y+2z-1=0

Es el plano mediador del segmento que une P y Q.

La distancia de P a dicho plano serd igual a la mitad de la distancia entre P y Q:

dist (P, Q) = |PQ|=](-2,2,-4)|=y4+4+16=424=2/6 —

— dist (P, ) = 22—£=«@ ~2,45u



66

67

68

a) Halla la ecuacién del plano tangente a la esfera x2 + y? + 22 —2x — 4y + 4 = 0 en el punto
r1,2,1).

b) ;Cual es el punto diametralmente opuesto a P en la esfera dada?
a) El punto P es un punto de la esfera.
El centro de la esferaes C(1, 2, 0).
El plano que buscamos pasa por P y es perpendicular al vector CP (0, 0, 1).
Su ecuacién es:
0-(x—=1)+0-(y—2)+1-(2—1)=0, esdecir: 2—1=0
b) Es el simétrico de P respecto del centro de la esfera.

Sillamamos P'(x, y, z) al punto que buscamos, C es el punto medio del segmento PP, es decir:

lex 2+) l+z ,
, , =(1,2,0 P'(1,2,-1
( 1z 220 1s ) (1,2,0) > P'(1,2,-1)

Halla la ecuacién de la esfera tangente a los planos x—2z-8=0 y 2x—z+5 =0 y cuyo centro

pertenece a la recta:
x=-2
r: y=0

El centro de la esfera es de la forma C(-2, 0, z) (pues pertenece a la recta 7).

La distancia del centro a cada uno de los planos es la misma. Ademds, esta distancia es el radio de la
esfera:

|-2-22-8] [-4-z+5| N |2z —10] |-z +1]
J1+4 V4 +1 J5 J5
2z-10=—=2+1 > z=-11 —» C,(-2,0,-11)
:|—z+1|< !
2x-10=2-1 = -32=9 = z=-3 = (,(-2,0,-3)

- |-2z-10|=

Hay dos soluciones:

e C;(-2,0,-11) — Radio = 12
1 5

Ecuacién: (x+2)2 +y% + (z+ 11)? = 144

5

: 4
° C (_2’ 09 _3) - Radlo = —
2 5

Ecuacién: (x+2)2+y2+ (z+3)% = 15—6

La esfera (x—3)2+ (y+2)% + (z—1)? = 25 cortaal plano 2x—2y + z—2 = 0 en una circunfe-
rencia.

Halla su centro y su radio.
* Obtengamos el centro de la circunferencia:
— El centro de la esfera es P(3, -2, 1).

— La recta que pasa por P y es perpendicular al plano es:

x=3+2\
y=-2-2A
z=1+A

— El punto de corte de esta recta con el plano dado es el centro de la circunferencia:
2B3+20) —2(2-20) + (1 +A)=2=0
6+4Ah+4+4h+1+A-2=0 > 9L +9=0 > A=-1
Q(1,0,0)



e Calculamos el radio de la circunferencia:
La distancia entre los centros P y Q es:
d=|QP|=|(2.-2,1)|=4+4+1=3
El radio de la esferaes R = 5.

Luego el radio de la circunferencia es:

r=\R*—d*=25-9=16=4

69 a) Halla la ecuacién de la esfera que pasa por los puntos 4 (4,1,-3) y B(3,2,1) y que tiene su

x-8_Y=3 244
2 1 -1

b) ;Cudl es la ecuacién del plano tangente en B a dicha esfera?

centro en la recta

a) Escribimos la recta en paramétricas:

x=8+2\
y=3+X
z=—4—- A

Como el centro pertenece a esta recta, es de la forma C(8 + 24, 3 + A, —4 — A).

La distanciade C alos puntos A y B ha de ser la misma. Ademds, esta distancia es el radio de la
esfera:

dist (A, C) = dist (B, C) — |AC|=|BC]|

QAL+ 4, A +2,A-1)|=|QA+5A+1,-A-5)]

oA+ 42+ M+ 22+ (A =12 ={2A+5) 2+ A+ 1) %+ (A —5)?

A 4164160+ X+ 4+ 4N+ )F + 1420 =47 4254200+ X% + 1+ 20+ X% + 25+ 10A
-10A=30 > A=-3 — C(2,0,-1)

|AC|=| BC|=3 = radio de la esfera

La ecuacién es:

(x=2)2+92+(z+1)>=9, obien: x?2+y2+ 22 —4x+2z-4=0
b) Un vector normal al plano es CB - (1,2, 2).

El plano pasa por B(3, 2, 1). Su ecuacidn es:
1 (x=3)+2- (=2 +2-(z—1)=0
x=3+2y—4+22-2=0
x+2y+22-9=0

70 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a (2, 0, 0) y (-2, 0, 0) sea igual

a 6.

Si P(x, 7, z) esun punto del lugar geométrico:
\/(x—2)2+y2+zz+\/(x+2)2+y2+z2:6
«/(x—2)2+y2+z2:6—\/(x+2)2+y2+z2
P —dx iy yP 2P =364 1 hxdr 12— 12 (0 +2)2 4 P 4 2

12\/(x+2)2+y2+z2=8x+36 - 3«/(x+2)2+y2+z2:2x+9

9[x2+4x+4+)/2+z2]:4x2+36x+81 - 9x2+36x+36+9y2+9zz:4x2+36x+81
2 2 2
2 2 2 x> ) =
_45 5 X, ) 2z
5x7+9y” + 92" =45 o t5 s
Es un elipsoide.



71 Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de (0, 0, 3) y del plano z=-3.
Sea P(x, y, z) un punto del lugar geométrico pedido. Entonces:

dist = (P, (0, 0, 3)) = dist (P, {z=-3})

|z + 3| ~

n

«/x2+y2+(z—3)2=
Por tanto:
xz+yz+(z—3)2=(z:+3)2
x2+y2+zz—6z+9:,zz+6z+2(
x2+y2—12z=0

Se trata de un paraboloide.

| z + 3|

72 Halla el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a (0, 5, 0) y (0, -5, 0) sea
igual a 4.

Si P(x, y, z) esun punto del lugar geométrico:

|«/x2+(y—5)2+z2—\/x2+(y+5)2+z2|:4

«/x2+y2—10y+25+z2—\/x2+y2+10y+25+z2:i4

«/xz+)/2—10}/+25+z2=i4+\/x2+)/2+10)/+25+z2

Py —10y+25+2° =16+ 5"+ > +10y + 25+ 22 £ 8yx% + 37 + 10y + 25+ 2°

i8\/x2+y2+10y+25+22=20)/+16

J_rZ‘/x2+y2+10y+25+z2:5y+4
4(x2+y2+10y+25+z2)=25y2+40y+16
4x? + 4y + 40y +100 + 427 = 25y” + 40y + 16

4y — 21y2 +42° = -84

_xm )y
21 4 21
Es un hiperboloide.

73 ;Cudl es el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los puntos (2, 3, 4) y
(2, 3,-4) esigual a 82

J6-2240-3)2+G-42+{x-22+(p+3)2+(z-4)>=8
(=22 +()=3)2+ (z=4) =6h+ (x=2) % +(y+3)% + (z=4)° —

—16\/(95—2)2+(y+3)2+(2—4)2

16«/(x—Z)z+(}/+3)2+(z—4)2=64+12y

40x=22+(y+3) 2 +(z—4)?=16+3y
16(X2—4X+4+_y2+6_)/+9+22—8Z+16)=256+96)/+9}/2

16x% + 7y* +162% — G4x — 128z + 208 =0

Se trata de un elipsoide.



74 Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan del plano x =y y del punto (0, -2, 1).

dist (P, ) = |x—ﬁy|

dist (P, Q) = \/x2+(y+2)2+(z—1)2

2
(lx‘/_jﬂ) =x2+y2+4)/+4+z2—2z+1

x2+y2—2xy=2x2+2y2+8y+8+2z2—4z+2
x2+y2+2z2+2x)/+8)/—4z+10=0

Se trata de un paraboloide.

Cuestiones tedricas

75 ;Verdadero o falso? Justifica y pon ejemplos.
a) La ecuacién ax + by + cz + d = 0 representa un plano:
I) Sia=0y b=0 el plano es perpendicular al plano XY.
II) Si 5=0 y c=0 el plano es paralelo al plano YZ.
IINSi a=0 y c=0 el plano es perpendicular al eje Y.
b) Si P e r hay infinitas rectas perpendiculares a » que pasan por P.
¢©) No es posible calcular la distancia entre el plano x +y—2z-5=0 ylarecta x=y = z.
d) El punto P’'(2, 6,-3) es el simétrico de P(~1, 3, 3) respecto del plano x +y—2z-5=0.
e) No es posible hallar el punto de corte de las rectas
x—l_2y—1_2z—3 s x—3=2}'+3=z

r: =

2 -6 6 ) 2 4

x=1+t+s
f) La distancia entre los planos o:x+y—2=1y B: {y=1-¢ es igual a 3w

z2=2 +s

g) El plano 2x+ y + 2= 2 determina con los ejes de coordenadas un tridngulo de drea 6 u?.

h)Si A(x;, y;> 3;) es un punto que estd contenido en el plano T: ax + by + cz+d =0 y
B(x5, 5, ;) es un punto tal que AB . (a, b, c) =0, entonces B e T.

a) I) Falso, pues el plano es perpendicular a (0, 0, 1), que es la direccién del eje OZ, y es paralelo al
plano XY, no perpendicular.

II) Verdadero, pues el plano es perpendicular a (1, 0, 0), que es la direccién del eje OX, y es pa-
ralelo al plano YZ.

I1I) Verdadero, pues el plano es perpendicular a (0, 1, 0), que es la direccién del eje OY.
b) Verdadero, todas las rectas del plano ® perpendiculara » que pasan por P verifican la condicién.
c) Falso, siempre es posible calcular la distancia entre un plano y una recta.

En este caso, como nTt . I, =(1,1,-2)-(1,1,1) =0 yel punto (0, 0, 0) de la recta no estd en
el plano, r// m.

La distancia dist (r, ) es la distancia de cualquier punto de la recta al plano.

: I el B
dle(O,TC)— ﬁ—g\/@ u



d) PP"=(2,6,-3) - (-1,3,3)=(3,3,-6)=3(1,1,2) - PP Lm

El punto medio es M = (2_1, 6+3,_3+3>:(1 9 0)

2727 2 2’2
Sustituimos las coordenadas de M en m:
% " % ~5-0 - Men
Luego el segmento PP' es perpendicular a 7 y lo corta en su punto medio. La afirmacién es ver-
dadera.
d;(2,-3,3) d.(-2,1,4)

e) r: 13) s ( -3 )
Pr(l’?z B350

B (33 o)_(1 L3\_.(r_»_3
P’Pf'<3’ 2’0> (1’2’2> (2’ > 2)

2 -3 3
-2 1 4 | =420 — Verdadero, las rectas se cruzan.
2 =2 =3/2

f) nTi: (1,-1,0) x(1,0,1) =—(1,1,-1) = —nTX — Los planos son paralelos.

x—=1 y-1 z-2
B: | 1 -1 0 [=0 > Brz—y-x=0

1 0 1
dist (0, B) = | dist (O, &) — dist (O, B)| = ‘L_o‘zi u
B)=| Bl 5 5
Falso, la distancia es L u.
J3

g A=0XNmn=(1,0,0)
B=0YNmw-=(0,2,0)
C=0ZN1=(0,0,2)

AB (-1,2,0); AC (-1,0,2)

|AB x AC| |(-1,2,00x(-1,0,2)| |(4,2,2)] J16+4+4 )
2 2 =Ty e,

Area =

Verdadero.
h) Verdadero, porque AB L nTc

Si A e =, todo vector con origen en A y perpendicular al vector normal al plano tiene su extremo
en T, luego Be m.

X=*%1 _ Y= _32-%

76 ]Justifica que la distancia del punto A (x,, y,, 2,) alarecta 7: 5 .

€s:

dist(A, r) = | (x2 — %15 ¥2— y1> 22 — 21) X (@, b, 0|

Va? + b% + c2

Llamamos P(x;, y;,2;) ¥ d (@ b, ). P esun punto delarectay d
un vector direccién de esta.

La distancia de A ala recta 7 es igual a la altura del paralelogramo

determinado por PA y d, es decir:

dist (A, 7) = Area paralelogramo _ |PA xd| _ |Gey = %15 Y2 — y15 29— 2

Base |g| (2024 2




77 Sean r la recta determinada por el punto A vy el vector director d, y s la recta determinada

78

por By d,. Sisuponemos que r y s se cruzan:
[4B,d,, &)
|d, xd]
b) Justifica que la perpedicular comin a » ya s se puede obtener asi:
det (AX,d,d, xd,)=0
det (BX,d,d.xd,)=0

a) Justifica la igualdad dist (7, s) =

a) dist (r, s) = altura del paralelepipedo determinado por:

AF, @y & - Volumen _ [45.d,d]
T * Area de la base |E;><HZ|

b) La recta, p, perpendiculara » ya s, tiene por vector direccién d, X d,. Estarecta, p, esla
interseccién de los planos o y B, siendo:

o: Plano que contiene a s yal vector d, X d,; es decir:
o det(AX,d,d.xd.) =0, donde X = (x, 5, 2)
B: Plano que contiene a 7 y al vector E; X E: ; es decir:
B: der(BX,d,,d, xd})=0
det (AX, d,,d, xd))=0

Por tanto, »: e e s s
OrtAntO 23 oy (BX, &, dx d)=0

Comprueba que los puntos A(A, 2, A), B(2,-A,0) y C(A, 0, A +2) forman un tridngulo isds-
celes.

dist (A, B) = V2= N2+ (A=2)2+ (N 2=4302+8
dist (4, C) = {0 =22+ (D% + A+ 2-17 =242
dist B, C) = {h=2)2 + (M) 2+ (AL +2)2 =302 +8

Los lados AB y BC miden lo mismo, luego el tridngulo es isdsceles.
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Para profundizar

79

Los puntos P(1,-1,1) y Q(3,-3,3) son dos vértices opuestos de un cuadrado. Sabemos que
dicho cuadrado estd contenido en un plano perpendicular al plano de ecuacién x +y = 0.

a) Halla los vértices restantes.
b) Calcula el perimetro del cuadrado.

a) Los otros dos vértices, R y S, pertenecen a la mediatriz del segmento

.
.
.
.
.
P R
. .
s
.
.

La mediatriz del segmento PQ tiene como vector direccién el vector "
normal al plano x + y = 0; es decir, (1, 1, 0). A
Pasa por el punto medio del segmento PQ; es decir, por M(2,-2, 2). - 5
Luego la ecuacién de la mediatriz es:
x=2+A
reyy=—2+A
z=2

Un punto de 7 esdelaforma R(2 +A, -2+ A, 2).



Buscamos R tal que PR . @3) =0 (esdecir PR L @))

PR(1+ A, -1+ A1)
QR(-1+ A, 1+, 1)

xﬁ@

2
435’_4;@2%5(4 6 —4- %)2)

PR-QR =A> 14\ —1-1=22> 3= o<

Los vértices son: R (

La longitud de la diagonal es:
= |PQ|=](2,-2,2)|= 412
d?=P+1? =5 d*=20> - 12=2/> > [= {6

El perimetro serd: P = 46 u

Considera las rectas 7, s y ¢ siguientes:

x=- x= u x= Y
riqy= A styiy=  —-U tryy=-1-7y
z= A z=-2-2U z= Y

Halla un punto P que esté en larecta ¢ y tal que el plano que determina con la recta s contenga
alarecta 7.

Pet—> P=(-1-v7

d,(0,1,1)
"1 P.(-2,0,0)

a;(la _1) _2)
* R(Or 0) _2)

PP (f,-1—9,7+2)

7: plano que contienea P ya s

X y z+2
w1l -1 2 |=0 5> m@+3x+2+37)y+2+2=0
Y -1-7 v+2

Calculamos el valor de y para que P, € m:
Penm — (4+3))-(-2)+2=0 > -8-6y+2=0 = y=-1

—

La condicién para que » C T es que E; 1 n—; - E; e ng =0.
HT? = (3 + 2% Y; _Y) = (]-’_1) 1)
dy o0y =0, 1,1)-(1,-1,1)=0

Luego rc .
El punto pedido es P(-1, 0, -1).



2
2 2
81 Halla las intersecciones de la superficie *_ + Y+ 2 _1 conlos tres planos coordenados.

25 169

:Qué figura obtienes? ;Cémo se llama la superficie dada?

N

25716 9 7!
2 2

Con x=0 {_6 %—1 — Elipse de semiejes 4 y 3.
2 2

Con y=0: ;—5 %—1 — Elipse de semiejes 5 y 3.
2y

- A
Con z=0: 5 "6 1 — Elipse de semiejes 5 y 4.

Es un elipsoide.

82 Halla el centro y las longitudes de los ejes del elipsoide siguiente:
2% +3)2 + 22— 8x+6y—42-3=0
2x2 + 392+ 22— 8x+ 6y—42-3=0
22 —4x+4) + 32+ 2y + 1) + (22— 42+ 4) =3 +8+3+4
2022 +3(p+ 1)? + (2—-2)* =18
(-2 0+D’ (-2

9 6 s
Centro: (2, -1, 2)
Semiejes: 3, 6 y {18 = 342
2 yz
83 Halla las intersecciones de la superficie % S T—G =1 con los planos coordenados, y descri-

be qué tipo de curvas obtienes. ;Cémo se llama la superficie dada?

9 16
2 2

Con x=0 yT - ’IZ—G =1 — Hipérbola, semieje real 2.
2 2

Con y=0 % + T—G =1 — Hipérbola, semieje real 3.
2 2

Con z=0: % + y? =1 — Elipse de semiejes 3 y 2.

Es un hiperboloide.




84 Haz de planos

T:2x+3y—-2-4=0
O: x—2y+2z+ 1=0
El conjunto de todos los planos que contienen a r se llama HAZ DE PLANOS de arista 7, y su
expresion analitica es:

La recta 7: es la interseccién de los planos 7 y ©.

ax+3y-2-4) +b(x-2y+2z+1)=0

- M
—\

Para cada par de valoresde a2 y b (salvo para a=0 y b = 0), se obtiene la ecuacién de un plano

del haz.
a) Halla el plano del haz que pasa por el origen de coordenadas.

-2
b) ;Para qué valor de % uno de los planos del haz es perpendicular a la recta #: % = Y=Lz

3 5 k

:Cudl es ese plano?

¢) Halla dos puntos que pertenezcan a todos los planos del haz anterior.

x-5_Jy+1_z-3
3 -2 1

d) Escribe la expresion del haz de planos cuya arista es la recta s:

e) ;Cudl de los planos de este haz dista mas del origen de coordenadas?

a) El término independiente serd cero: —4a+ b=0 — b =4a. Luego:
a(2x+3y—z—4) +4a(x—2y+z+ 1) =0; es decir:
2x+3y—2z—4+4(x-2y+2+1)=0
2x+3y—2z—4+4x—8y+4z+4=0
6x—5y+32=0

b) Un plano del haz es:
Ra+b)x+ Ba-2b)y+ (—a+b)z+(~4a+b)=0

Un vector normal al plano es:

H(Zﬂ+ b,3a—2b,—a+ b)

Para que el plano sea perpendicular a la recta, el vector normal del plano y el vector direccién de la
recta han de ser paralelos, es decir, sus coordenadas deben ser proporcionales:

2a+b _3a—-2b _—a+b
3 5 k

102 +56=9a2—-6b | 4+116=0 — a=-11b
Qka+kb=-3a+3b| Qk+3)a+(k-3)b=0

112k +3)+(k=3)=0 — —22k-33+k-3=0

. _ _ _ =36 _-12 =12
21k 36_Oak_—21 == ak_—7

El plano del haz es:
—116(2x+3y—2-4) + b(x—2y+2+1)=0
“112x+3y—2-4) + (x—2y+2+1)=0
—22x-33y+ 1lz+44+x-2y+2+1=0
—21x—35y+ 122+ 45=0



Otra resolucién:
Si la recta es perpendicular a un cierto plano del haz, serd perpendicular a todas las rectas contenidas
en ese plano, y, en concreto, a la recta 7, arista del haz.

Vector direccién de 7: d = 2,3,-1)x(1,-2,1)=(1,-3,-7)
Vector direccién de #: d = (3,5, k)
d-d=0—> (1,-3,-7)- (3,5, k) =3-15-Tk=0 — k= #

A partir de aqui, obtendriamos la relacidén entre @ y 4, y el plano del haz como en el caso anterior.

) Los puntos que pertenecen a todos los planos del haz son los puntos de la recta 7. Por ejemplo:
(13 07 _2) Y (01 3) 5)

d) Escribimos la recta s en forma implicita:

_ 1
Y5 T 0x410=3y+3 — —2x-3y+7=0

3 -2

x;S =% - x-5=32-9 > x—32+4=0
2x+3y-7=0

s
x—3z+4=0

La expresion del haz de planos cuya arista es s es:
ax+3y—7)+b(x-3z+4)=0

e) Es el plano que contiene a la recta (puesto que es del haz) y es perpendicular a OO’ , siendo
0(0,0,0) y O’ la proyeccién de O sobre la recta.

Lo calculamos en el caso de la recta s:
0(0, 0, 0)
e

Un punto genérico de la recta s es:

PGB +3A-1-2A3+A)
Un vector direccién de s es dt (3, -2, 1).

Elvector OP ha de ser perpendiculara d.:

OP +d, =0 = 3(5+30)-2(-1-20)+(3+A1) =0

15490 +2+40h+3+A=0 — 140 +20=0 — A= %:#
Luego:
O'(%, 1—73,1—71>; y el vector normal al plano es OO’ (%, %, %), o bien (5, 13, 11).

El plano sera:

5<x—%>+13< —$>+11<z—%>=0 — 5x+ 13y +112-45=0



Autoevaluacién
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1 a) Calculala distancia del punto A (1,0, 0) al plano que pasa por P(1,-1,-2) yes paralelo al plano
T:x+2y+32+6=0.
b) Halla el punto simétrico de A respecto del plano .
¢) ;Qué dngulo forma la recta que pasa por A y P conm?
a)T:x+2y+3z+k=0
Pemw = 1-2-6+k=0 — k=7 > m:x+2y+32+7=0

dZ.St(A,TC'): %:éﬁﬁ u
+4+

b) A'(x, y, z): simétrico de A respecto de .
r: recta perpendicular a T que pasa por A.
x=1+A
ri 9y =2\
z =3\
M=rNn = (1+A)+20QA) +3BL) +6=0 = A=—

ot

L
2

2’ 2

A'(x, y, 2): simétrico de A respecto de M.

(l _1,_i)=<x+1 7 ﬁ) — x=0, y=-2, z2=-3 — A'=(0,-2,-3)

2’ 2 27272
¢) AP =(1,-1,-2) - (1,0,0) = (0,~1,-2)
d(0,-1,-2)
- = |(0’_1)_2)'(1’2;3)| 4 - 3
, ) = = 2 = (s,m= 2
sen (s, ) N «/%f (s, ) arcsen‘/%«/—

& a) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de P(5,1,3) y Q(3,7,-1).

b) Comprueba que el plano que obtienes, T, es perpendicular al segmento PQ en su punto me-
dio.

c) El plano T corta a los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Calcula el 4rea del tridngulo
ABC.

d) Calcula el volumen del tetraedro de vértices A, B, C y O (origen de coordenadas).
a) A(x, y, 2): punto genérico.
dist (A, P) = dist (4, Q)
V=52 +(-1D)%+(-3)2={x=3)2+(-7) +(c+1)?
x2—10x+y2—2y+z2—6z+35=x2—6x+y2—14y+z2+2z+59

x2—10x+y2—2}/+zz—6z+35:(x2—6x+y2—14y+z2+2z+59):0
—4x+12y—-82-24=0
Es un plano:

T:—x+3y—22—-6=0



b) n, (-1,3,-2)
PQ =(3,7,-1)-(5,1,3) = (-2,6,-4) =2(-1,3,-2) - PQ // n, — nl PQ

(88 2)_
M_<2,2,2> 4 4,1)

Sustituimos las coordenadas de M en m:
-4+12-2-6=0 > Mem
Luego T es perpendicular al segmento y pasa por su punto medio.

) A(=6,0,0), B(0,2,0), C(0,0,-3)
AB (6,2, 0)
AC (6,0,-3)
Area = %| (6,2,0)><(6,0,—3)|=%| (—6,18,—12)|=%| (-1,3,-2)|=3/1+ 9+ 4 =314 2

d) m (_6) O: O)a O_B> (0) 2; O)! W (Oa Oa _3)

60 0
V:%O 2 0|=6u3
0 0 -3

8 Determina el punto simétrico del punto A (-3, 1, 6) respecto de la recta » de ecuacién:

y+3 241
—1=—=—.
o 2 2

Buscamos un punto M de la recta de manera que el vector AM  sea perpendicular al vector direccién

de .

Un punto de 7 esdela forma (1, -3, -1) + A(1,2,2) = (1 + A, =3 + 2A, =1 + 2Q).
AM (4 + N, —4 + 21, —7 + 2

El vector direccién de la recta es (1, 2, 2).
AM «d, =4+Xh—8+4h—14+4h=-18+9L=0 — L =2

El punto M es (3, 1, 3).

Buscamos un punto A'(a, B,y) simétrico de A respecto de M:
A'=M+ AM =(3,1,3)+(6,0,-3) = (9, 1, 0)

4 Considera la recta y el plano siguientes:

x-1_J)~ 2 _2-3
-4 3 1
a) Comprueba que son paralelos y calcula dist(r, 7).

r:

:3x+4y-6=0

b) Halla las ecuaciones de dos rectas distintas que estén contenidas en T y que sean paralelasa r
y calcula la distancia entre ellas.

d,(-4,3,1)
Y Pa,2,3)

T:3x+4y—-6=0
a;(_4) 3> 1)) ;7:(3) 4) 0)

o

en, =0 d Ln, > rlin

dist (. ) = dist (P, ) = ‘@‘ “1u



b) Tomamos dos puntos de 7 distintos, P y P.

d =d =(-4,3,1)

Pr2,0,1)
d,=d,=(-4,3,1)
t:
P(2,0,2)
. . |PP"xd,| ](0,0,1)x(~4,3,1)] |(=3,-4,0)] 5
dist (s, t) = dist (P, t) = — = = =
o 1) = i (B0) |d | J16+9+1 26 26 "
x=3+2A
2x — 4=0
8 Dadas las rectas 7: {y=5— A y s:{ SEEAN :
Y x +3z =0

a) Halla la ecuacion de la recta que corta perpendicularmentea r ya s.

b) Calcula la distancia entre 7 y s.
a) d,2,-1,1); d=2,-1,1)x(1,0,3) = (-3,-5, 1)
Por tanto, si llamamos # a la recta que buscamos:

d,=(@2,-1,1)x(-3,-5,1) = (4,-5,-13)

Plano 0. que contienea # ya 7r:

P(3,5,4) x-3 2 4
d@2,-1,1) \ = o:ly-5 -1 —5|=0 - o:3x+5y-2-30=0
d;(4,-5,-13) z-4 1 -13

Plano B que contienea ¢ ya s:

Hallamos primero un punto de s haciendo x =0 en las ecuaciones de s:

—y+z+4=0 z=0
- — Q(0,4,0)

3z=0 y=4
Por tanto:
_Q)(O, 4,0) x -3 4
d,(-3,-5,1) ¢ = B:ly-4 -5 5|=0 > P:2x—y+z+4=0
3(4,_5’_13) z 1 -13

Larecta ¢ es:
3x+5y-2-30=0
r:
2x—y+2+4=0

b) Expresamos la recta s en ecuaciones paramétricas para que sea ficil tomar un punto, P, y un vector

director, d,, de dicha recta. Hacemos z = A y despejamos:

x==3\
st 4y=4-5\ P(0,4,0es  d(3,-51)
z=A

Q y d, son, respectivamente, un punto y un vector director de la recta 7:

Q3,54 er; d.(2,-1,1)



Hallamos el vector FQ> (3,1, 4)

dist (r, s) = —l [d,, d, PQ]]|

d, xd,

2 -1 1
[d,d,PQ)=|-3 -5 1|=-45

3 1 4

|4 x & | =]-4,5 13| = 42 +52+13% =210

, _ =45 _ 45 34210
dist (1, s) = B0 20 14 u

6 a) Halla el centro y el radio de esta esfera:
S:x?+y?+22-4x+22-20=0
b) Calcula el radio de la circunferencia que determina el plano 3x—4z+5 =0 al cortara S.
a) Completamos cuadrados en la ecuacién de la esfera:
(x—2)? +y2 +(z+1)2=52
Por tanto, el radio es 5, y el centro, C(2, 0, -1).

b) Hallamos la distancia del centro de la esfera al plano m: 3x — 4z + 5 = 0:
[3-2-4(-1)+5| _15 5,

Y32+ 42 e
Por Pitdgoras:
r=45*-3* - 4u

dist (C, 1) =

L



