E Planos y rectas en el espacio

Propuesta A

1. En cada uno de los siguientes casos calcula las coordenadas del vector libre, sabiendo que uno de sus
representantes fijos tiene como origen el punto A y por extremo el punto B.

a)A(2,3,-1)yB@4,5, 2) b) A(-1,2,0)y B4, -3, -2)
2. Calcula las coordenadas del punto medio del segmento que tiene por extremos A(2, 3, -2) y B(-4, 3, -2).

3. Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuacion en forma continua de la recta r que cumple:
a) Pasa por el punto A(-1, 3, -2) y tiene como direccién la del vector u = (-3,-2, 4).
b) Pasa por los puntos A(-1, 2, 4) y B(-3, 4, -7).

c) Pasa por el punto A(-3, 4, 0) y su direccién es perpendicular a la de los vectores u =(-1,2,-3) y v =(0,-2, 5).

4. Dado el segmento de extremos A(1, 2, -3) y B(-4, 12, 2), calcula las coordenadas de un punto interior a dicho

segmento de manera que la distancia que lo separa de A sea % de la longitud del segmento AB.

X+y+z-4=0
X+2y-z+1=0

5. Se considera la recta de ecuacion implicita r :{ . Determina:

a) Un punto y el vector director. b) La ecuacién en forma paramétrica.  c¢) La ecuacion en forma continua.
6. Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuacion general del plano que cumple las siguientes condiciones:

a) Pasa por el punto A(4, 0, —1) y tiene como vectores directores u =(0,-2, 3) y v =(5,-1,2).

b) Pasa por los puntos A(3, -2, 1), B(0, 0, -2) y C(1, 1, 1).

c) Pasa por el punto A(-3, 4, 0) y contiene a larecta r: % =Z—= .

7. Decide en cada uno de los siguientes casos si los puntos A, By C estan alineados o forman un triangulo:
a)A(1,3,-1),B(-1,4,-3)y C(3, 2, 1) b) A(1, 2, -2), B(2, 0, 1) y C(0, 4, -4)

8. Calcula la ecuacion del plano simétrico de n: x-11y +2z+3 =0 respecto de P(-2, 1, 0).

9. Calcula m para que A(-1, m-1,0), B(0, m+ 2, 1)y C(1, 5, 2) pertenezcan a una recta. ¢ Cual es su ecuacion?

10. Tres aristas concurrentes en el vértice A(2, 0, 0) de un paralelepipedo son AB, AC y AD. Sabiendo que B(5, 0, 1),
C(3, 1, -3) y D(1, 10, 3), determina:

a) Los otros cuatro vértices. b) El volumen del paralelepipedo. c) Comprueba que es un ortoedro.

11. Estudia la posicion relativa de los planos:
nax—-y+z=0
m,:x+ay =0
my:2x+az=0

MATERIAL FOTOCOPIABLE
20 E Actividades complementarias



Propuesta B

1. a) Del vector PQ = (5, 3,—1) se sabe que P(-1, 2, 3). Calcula las coordenadas del extremo Q.

b) Del vector RS = (-1, 3,—2) se sabe que S(-2, 8, -1). Calcula las coordenadas del origen R.

2. El punto M(-6, 5, 1) es el punto medio del segmento AB. Halla el punto A si el punto B es (10, -7, 0).

3. Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuaciéon en forma continua de la recta r que cumple:
a) Pasa por el punto A(6, -1, —2) y tiene como direccién la del vector u =(3, 1, 0).

b) Pasa por los puntos A(5, 2, -1) y B(5, 4, —-1).

c) Pasa por el punto A(-3, 4, 0) y es paralela alarecta s: X2 ===

4. Dado el segmento de extremos A(-3, 4, 4) y B(1, 12, 0), calcula las coordenadas de tres puntos P, Qy R que
dividan al segmento en cuatro partes iguales.

5. Se define la recta r como interseccion de los planos n:2x-3y+z=3 y 6: x—-z=6.Determinade r:

a) Un punto y el vector director. b) La ecuacion en forma paramétrica.  ¢) La ecuacion en forma continua.

6. Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuacion general del plano que cumple las siguientes condiciones:
a) Pasa por el punto A(1, 2, -2) y tiene como vectores directores u =(-1,-2,0) y v=(-112).
b) Pasa por los puntos A(-1, 2, -1), B(-1, 0, 3) y C(-1, 2, 3).

c) Pasa por el punto A(-3, 4, 0) y uno de sus vectores normales es n = (1,-2,-3) .

7. Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto P(-1, 1, 2) y contiene a la recta r: X—_21 = y_—12 =Zz.
8. a) Calcula las coordenadas del punto simétrico de A(2, 1, 3) respecto de P(-2, 1, 0).
x =142t
b) Halla la ecuacion en forma paramétrica de la recta simétricade r:qy =0 respecto de P(-2, 1, 0).
z=-2-t

9. Un cubo tiene un vértice en el punto A(1, 1, 1) y el centro en el punto C(2, 2, 2).

¢,Cual es su volumen?

10. Estudia la posicién relativa de los planos:
m3Xx-y+2z=1
T, X+4y+z=>b
Ty :2x—-5y+az=-2
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Soluciones propuesta A

1. a) AB=b-3=(4,52)-(2 3,-1)=(2 2, 3)
b) AB=b-3a=(4,-3,-2)— (-1, 2, 0)=(5,-5,-2)

1 1 1
2. M(§(2—4), 53+3) 5(—2—2)j=M(—1, 3,-2)

x=-1-3t 1 3 5
3. a)ly=3-2t =X* :y'2 =ZZ
z=-2+4t B

b) Un vector director es u = AB = (-2, 2,-11).

x=-1-2t 1 9 4
y=2+2t =X =y; =Z;1
z=4-11t -

c¢) Un vector director es uxv =(4, 5, 2) .

X =-3+4t 3 4
y=4+5t = X2 Y0

z=2t

4. p=d+2AB-a+2(b-8)=25+25=
5 5 5 5

b =%(1, 2,—3)+§(4, 12,2)= P (-1, 6,—1)

5. a) A0,13),d=(12-1)x(111)=(3,-2,-1)

x =3\
b) {y=1-2A
z=3-\

X
c _:_:
)3

0 5 x-4
-2 1

y |=0=
3 2 z+1

y=-2A—p =

x=4+5n
z=-1+3A+2u

= x+15y+10z+14 =0

b) n:(B; BA, BC), donde BA=(3,-2,3) y

BC=(11,3)

x=3\A 4+ 3 1 X
y=-27A+u =2 1 y |=0=
z=-2+31+3u |3 3 z+2

= -9x-6y+5z+10=0

c) U=(20,-1), B(0, 1,-3)er, AB=(3,-3,-3)

x=-3+2A+3u
n(A; H,Ké): y=4-3u
z=-A-3u

nX—-y+2z+7=0

10.

1.

a) AB=(-21-2), AC=(2-12)

Como tienen igual direccion, los tres puntos
estan alineados.

b) AB =(1,-2,3), AC = (-1, 2,-2)

Como tienen distinta direccion, los tres puntos
no estan alineados y forman un triangulo.

El plano simétrico sera paralelo al plano dado y
pasara por un punto simétrico de un punto
cualquiera del plano dado, por ejemplo:
A(1,0,-2)ern

(”1,”0,2"2):(—2,1,0):>A'(-5,2,2)
22 2

n':x-11y+2z2+D=0=-5-22+4+D=0=
=>D=23=n":x-11y+2z+23=0

AB=(13,1), AC=(2 6-m, 2). Para que los
tres puntos estén alineados:

=>m=0

1\)|_x

1
2 6—m

a)AB ~CE = (3,0,1)=(x-3,y -1, z+3)=

= E(8, 1,-2)
Anéalogamente se obtienen:
G(4, 10, 4) c E
F(5,11,1) T B
H(2, 11, 0) :
'y
e [ F
D G
I3 0 1
b) V=|[AB,AC,AD]|= 1 1 -3 =110
-1 10 3

c) AB-AC=0, AC-AD=0, AB-AD=0

a -1 1
1 a 0
2 0 a

=a’-a=a(a*-1)

Sia=0, n,=m; y m, los corta.

Si a = £1, tienen una recta en comun y no son
paralelos ni coincidentes entre si.

Si a#0, a# 1, tienen un punto en comun que es
el origen de coordenadas.
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Soluciones propuesta B

a) g=p+PQ=(-12 3)+(53,-1)=
=(4,52)=Q(4,5,2)

b) r=5s-RS=(-28 -1)-(-13-2)=
=(-1,51)= R(-15,1)

X, +10
X, =—6=2A"_*
M 2
yu=5=22"1 = A22,17,2)
z,+0 7
z, =1==4
M 2
X=6+3t 5 1 5
a) y:—1+t:>x_ _yrl_z+
L 3 1 0

b) Un vector director es u = AB = (0,2,0).

x=5 8.

x-5 y-2 z+1

=2+2t
y = 2 0

z=-1

c¢) Un vector director es u =(2,-3, 1).

X =-3+2t 3 4
y=4-3t X2 Y72 2
-3 1

z=t
- - 1,- - 3. -
p=a+—AB=a+—(b-a)=—a+—b=>

4 4
9.

- 3 1
p=—(-3,4,4)+—(1,12,0)=(-2, 6, 3)

4 4
~o1. 1=

=—a+—b=(-18,2
q=5a+5 ( )
F=15+§5:(0,10,1)

4 4
Por tanto: P(-2, 6, 3), Q(-1, 8, 2), R(0, 10, 1)
a) A(0,-3,-6), u=(2,-3,1)x(1,0,-1) ~(3,3,3)

X=A
b) iy =-3+A

z=-6+A
o X_y+3_z+6

1 1 1

X=1=h-p 14 1 x-1
a)Jy=2-2A+u=10-2 1 y-2=0=>

Z=—2+2].l 0 2 zZ+2

=4x-2y+3z+6=0
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10.

b) n:(A; 4, V), donde u=AB=(0,-24) y
v=AC=(0,0,4)

x=-1 0 0 x+1
y=2-2A =12 0 y-2=0=x+1=0
z=—1+dr+4p |4 4 z+1

c) El plano pedido es de la forma:
x—-2y-3z+D =0,y como debe pasar por A,

-11+D=0=>D=11=x-2y-3z+11=0

La recta r pasa por A(1, 2, 0) y tiene como vector
director u =(2, 1, —1). El plano pedido es el

determinado por : (A; u, AP) .

2 -2 x-1
1 -1 y-2[=0=x-2y+3=0
-1 2 z

" [x+2, y+1‘z+3):(_2,1, 0) = A'(-6, 1,-3)
2 272

b) La recta sera paralela a ry pasara por el punto
simétrico de B(1, 0, —2).

x+1 XZ—Z o "
( > 22 j_( 2,1,0):>B( 5, 2, 2)

x=-5+2t
y=2
z=2-t

r.

Se traslada el cubo segun el vector (-1, -1, - 1),
de modo que su vértice es ahora A’(0, 0, 0) y su
centro es C'(1, 1, 1), mientras que su volumen no
ha variado.

Hay infinitos cubos con vértice A’ y centro C’, pero
todos tienen el mismo volumen. Se toma, por
tanto, el cubo con las caras paralelas a los planos
coordenados. Tres aristas del cubo quedan sobre
los ejes coordenados.

La proyeccion del centro C'(1, 1, 1) sobre cada
uno de los ejes da los puntos (1, 0, 0), (0, 1, 0) y
(0, 0, 1), que son los puntos medios de las aristas
del cubo. Por tanto, los puntos (2, 0, 0), (0, 2,0) y
(0, 0, 2) son vértices del cubo, luego la arista del
cubo mide 2 unidades.

El volumen del cubo es V = 2° = 8 u®.

3 -1 2 3 -1 1
1 4 1|=13@-1)[1 4 b|=13(b-3)
2 5 a 2 5 -2

Si a#1, los tres planos se cortan en un punto.

Sia=1yb=3, los planos se cortan dos a dos
determinando tres rectas paralelas.

Sia=1yb =3, tienen una recta en comun.
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