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Tema 6. Planos y rectas en el espacio. Problemas métricos 

 
(Ángulos, paralelismo y perpendicularidad, simetrías, distancias…) 

 
1. Ángulos entre rectas y planos en el espacio 

1.1. Ángulo entre dos rectas  
El ángulo entre dos rectas es el determinado por sus respectivos 
vectores de dirección. Este ángulo no depende de que las rectas se 
corten o no. 
Su valor se obtiene aplicando el producto escalar. 
Si las rectas son: rvaxr 

λ+=≡  y svbxs 





λ+=≡  ⇒  
⇒ ángulo (r, s) = ángulo )  ,( sr vv 

  
En consecuencia: 

cos (r, s) =
sr

sr
sr vv

vv
vv








 ·
·

)  ,cos( =  

1) Suele elegirse siempre el valor del ángulo agudo; por tanto, si 
Observaciones: 

)  ,cos( sr vv 
  fuese negativo 

se tomará en valor absoluto.  

2) Recuérdese:  ),·cos(·· wvwvwv 

=  ⇒ 
wv
wvv






 ·
·)w  ,cos( = .  

Si ),,( 321 aaav =
  y ),,( 321 bbbw =



⇒ 

 332211· bababawv ++=
 ; 2

3
2

2
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1 aaav ++=
 ; 2

3
2

2
2

1 bbbw ++=
  

 
Ejemplo: 

El ángulo que forman las rectas 
3

3=
1
2=

2
1: −

−
+− zyxr   y 
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3
51

41
 :

z
ty

tx
s  es el que forman 

los vectores rv = (2, −1, 3) y sv = (4, 5, 0): 

 cos (r, s) =
sr

sr
sr vv

vv
vv








 ·
·

)  ,cos( =  = 
574
3

41·14
3

=   ⇒  α = 
574
3arccos  = 82,8º. 

Observación
 

: Se toma el ángulo más pequeño, el agudo, y con signo positivo. 

1.2. Ángulo entre dos planos 
El ángulo entre dos planos es el determinado por sus vectores 
característicos. 
Si los planos son:  

0: =+++π dczbyax  y 0´´´´´: =+++π dzcybxa  ⇒ 
⇒ ángulo (π, π´) = ángulo )  ,( ´ππ vv 

  
En consecuencia:  

( ) ( )
´

´
´ ·

·
 ,cos´ ,cos

ππ

ππ
ππ vv

v v
v v ==ππ
  = 

222222 ´´´·

·´·´·

cbacbá

ccbbaa

++++

++  
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Ejemplos: 
a) El ángulo que forman los planos 03: =−−−π zyx  y 02´: =+−+π zyx  es el formado 
por los vectores normales: πv  = (1, –1, –1) y ´πv  = (1, 1, –1). 
Luego, 

( )´ ,cos ππ v v  = 
3
1

33
111

=
+−  ⇒ ángulo (π, π´) = arccos 1/3 ≈ 70,5º. 

b) El ángulo que determinan los planos: 012: =+++π zyx  y 0´: =++−π zyx  es de 90º, 
pues:  

( )´ ,cos ππ v v   = ( ) ( )
222222 11)1(·112

1 ,1 ,1·1 ,1 ,2

++−++

−  = 0
3·6

0
=  ⇒ ángulo (π, π´) = 90º 

Por tanto, ambos planos son perpendiculares. 
 
1.3. Ángulo entre una recta y un plano 
Es el menor de los ángulos entre la recta r y cualquier recta contenida en el plano π; coincide 
con el ángulo entre r y r´, siendo r´ la proyección de r sobre π.  
Su valor es complementario del ángulo formado por el vector de 
dirección de la recta y el vector característico del plano. 
Esto es, 

ángulo (r, π) = 90º – ángulo )  ,( rvv 


π  
En consecuencia, 

sen (r, π) = ( )
rπ

rπ
rπ v· v

v· v
v, v =
cos . 

Recuérdese que sen α = cos (90º – α). 
→ Si α = 0º, la recta es paralela o está contenida en el plano; si α = 90º, la recta y el plano son 
perpendiculares. 
   
Ejemplos: 

a) El ángulo que forma la recta 
3

3=
1

2=
2

1: −+− zyxr  con el plano 03: =−−−π zyx  es el 

complementario del formado por los vectores rv  = (2, 1, 3) y πv  = (1, –1, –1). 
Luego, 

sen (r, π)  = ( )πr v v  ,cos = 
42
2

314
312 −

=
−−  = –0,3086 (se tomará su valor absoluto) ⇒  

⇒ ángulo ( )πr v v  ,  = arccos (0,3086) ≈ 72,03º ⇒ ángulo (r, π) ≈ 17,97º. 
 

b) El ángulo que determina la recta: 








=
=

+−=

tz
y

tx
r

       
2
1

:  con el plano 0: =π x  es el 

complementario del determinado por los vectores: rv  = (1, 0, 1) y πv  = (1, 0, 0). 
Luego, 

 sen (r, π) = 
2

1
12

0) 0, 1)·(1, 0, (1,
=  ⇒  ángulo (r, π) = π/4 → 45º. 
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2. Paralelismo y perpendicularidad entre rectas y planos en el espacio 

2.1. Paralelismo entre rectas y planos 
• Rectas paralelas 
Dos rectas son paralelas cuando tienen el mismo vector de dirección (o cuando son 
proporcionales: rs vkv 

= , k ≠ 0). Las rectas vaxr 

λ+=:  y vtbxs 





+=:  son paralelas. 
 
Ejemplos: 

a) Las rectas 
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:  son paralelas. 

b) La paralela a las rectas anteriores que pasa por el punto que P (x0, y0, z0
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+=
+=

tzz
tyy
txx
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3
:
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) es 

. 

• Planos paralelos 
Dos planos son paralelos cuando tienen el mismo vector característico (o cuando sus 
componentes son proporcionales: ´ππ = vkv  , k ≠ 0).  
Los planos 0: =+++π dczbyax  y 0´´: =+++π dczbyax  son paralelos: sus ecuaciones se 
diferencian en el término independiente. 
 
Ejemplos: 
a) Los planos 0342: =−+−π zyx  y 0542´: =++−π zyx  son paralelos. 
b) El plano paralelo a los anteriores que pasa por el punto que 
 P(x0, y0, z0 ( ) ( ) ( ) 042 000 =−+−−− zzyyxx) tiene por ecuación . 
En particular, el plano paralelo a π que contiene a P(3, –2, 1) es: 
 ( ) ( ) ( ) 014232 =−++−− zyx  ⇒ 01342 =−+− zyx  
 
• Recta y plano paralelos 
Una recta es paralela a un plano cuando el vector de dirección de la 
recta, rv , es perpendicular al característico del plano, πv . En 
consecuencia, rv  · πv = 0.  
Ejemplo: 

La recta 
12

3
2

1
−

=
−

=
−

≡
zyxr  es paralela al plano 034: =−++π zyx , pues los vectores  

rv = (2, 2, –1) y πv = (1, 1, 4) son perpendiculares. En efecto: rv · πv = 2 + 2 – 4 = 0. 
 
→ Existen infinitas rectas paralelas a un plano dado. Y recíprocamente, existen infinitos 
planos paralelos a una recta dada. Por tanto, para la determinación de un elemento a partir de 
otro habrá que añadir las condiciones necesarias. A continuación se ven dos casos concretos. 
 
• Plano paralelo a dos rectas que se cruzan 
Un plano paralelo a dos rectas debe contener a los vectores de dirección de cada una de ellas. 
Para determinarlo es necesario, además, conocer uno de sus puntos.  
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Ejemplo: 
Para hallar la ecuación del plano que pasa por el punto P(0, 3, 2) y es paralelo a las dos rectas 
siguientes:  

 1
2

3
1

:1 +=
+

=
−

zyxr   




=−+
=−

032
5

:2 zyx
zx

r  

1) Se observa que el plano pedido estará determinado por el 
punto P (0, 3, 2) y por los vectores de dirección de las 
rectas dadas, 1rv  y 2rv . 
El vector 1rv  = (−1, 2, 1). 
Para obtener 2rv  se expresa r2





=−+
=−

032
5

:2 zyx
zx

r

 en forma paramétrica. Para ello basta con despejar x en la 
primera ecuación y sustituir en la segunda. Así: 

 ⇔ 
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:2   → Por tanto, 2rv  = (3, −1, 3). 

2) La ecuación del plano (que queda definido P(0, 3, 2) , 1rv  = (−1, 2, 1) y 2rv  = (3, −1, 3)), 
será:  









µ+λ+=
µ−λ+=

µ+λ−=
π

32
23

3
:

z
y
x

  ⇔ 0
312
123

31
: =

−
−−

−
π

z
y

x
 ⇔ π: 0)2(5)3(67 =−−−+ zyx  ⇒  

⇒ π: 08567 =−−+ zyx . 
 
• Recta paralela a dos planos que se cortan 
El vector de dirección de la recta paralela a dos planos es perpendicular a cada uno de los 
vectores característicos de los planos dados. Por tanto, puede 
obtenerse multiplicando vectorialmente dichos vectores.  
Para determinar una recta concreta será necesario, además, conocer 
uno de sus puntos. 
 
Ejemplo: 
Para hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto P(–2, 3, 1) y que es paralela a los 
planos de ecuación 013:1 =−+−π zyx  y 053:2 =−+π yx . 
1) Se halla su vector de dirección, que es: rv  = 21 ππ × vv  . 

Como 1πv = (1, –3, 1) y 2πv  = (1, 3, 0) se tiene que:  21 ππ × vv   = ( )6  ,1  ,3
031
131
321

−=−
uuu 

  

2) Como contiene al punto P (–2, 3, 1), su ecuación será: 
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+=
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:  
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2.2. Perpendicularidad entre rectas y planos 
• Recta y plano perpendiculares 
Una recta y un plano son perpendiculares

rv
 cuando el vector de 

dirección de la recta, , es paralelo al característico del plano, πv . 
En consecuencia, π= vkvr

 · . 
 
Existen infinitas rectas perpendiculares a un plano dado. Y 
recíprocamente, existen infinitos planos perpendiculares a una 
recta dada. Por tanto, para la determinación de una recta concreta a 
partir de un plano, o de un plano a partir de una recta, habrá que 
añadir las condiciones necesarias; por ejemplo, un punto.  
 
Ejemplos: 

a) La recta 
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1

32
:  es perpendicular al plano 0323: =−−+π zyx , pues los vectores 

rv y πv son iguales: rv = πv = (3, 1, –2).  

b) Las rectas de ecuaciones 
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1

 y los planos de ecuación 023: =+−+π dzyx  

son perpendiculares. Para determinar una recta o un plano concreto bastará con dar un punto.  
 

c) La recta perpendicular a π que pasa por P(x0, y0, z0
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tzz
tyy
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3
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) es .  

En particular, si P = (1, –3, 5) la recta será 
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d) El plano perpendicular a r que pase por el punto Q(x0, y0, z0

 
) es  

( ) ( ) ( ) 023: 000 =−−−+−π zzyyxx  
En particular, si Q = (2, –1, 6) el plano es:  

( ) ( ) ( ) 062123: =−−++−π zyx  ⇔ 0723: =+−+π zyx . 
→ Obsérvese que en todos los casos π= vvr

  = (3, 1, –2). 
 
• Perpendicularidad entre dos rectas 
Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus respectivos vectores de 
dirección. 
Existen infinitas rectas perpendiculares a una dada. En particular, son 
perpendiculares a r todas las rectas contenidas en un plano π perpendicular a r. 
Por tanto, para la determinación una recta concreta habrá que añadir las 
condiciones necesarias; por ejemplo, un punto, una dirección, indicar que 
deben cortarse… 
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Ejemplos: 

a) Las rectas 
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x
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1
:  son perpendiculares, pues los vectores  

rv  = (3, 1, –2) y sv  = (0, –2, –1) lo son: rv · sv  = (3, 1, –2) · (0, –2, –1) = –2 + 2 = 0. 

b) Para hallar la recta perpendicular a 








λ+=
λ=
λ+=

22
       

32
:

z
y
x

r  que pase por el punto P(–2, 0, 1) y que 

además corte a r, puede hacerse lo siguiente: 
1) Hallar el plano π perpendicular a r que contenga a P.  
Como su vector característico, πv , debe ser igual a rv  = (3, 1, 2) y, además, 
contener a P, su ecuación es:  

( ) ( ) 01223: =−+++π zyx  ⇒ 0423: =+++π zyx  
2) Hallar el punto Q, intersección de r y π. Para ello se sustituyen las 
ecuaciones de la recta en la del plano: 
 ( ) ( ) 04222323 =+λ++λ+λ+  ⇒ λ = –1 ⇒ Q = (–1, –1, 0). 

3) La perpendicular pedida es la que pasa por los puntos P y Q. Su ecuación es: 
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p
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2
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• Perpendicularidad entre dos planos 
Dos planos son perpendiculares cuando lo son sus respectivos 
vectores característicos. 
Existen infinitos planos perpendiculares a uno dado. Por tanto, 
para la determinación uno concreto habrá que añadir las 
condiciones necesarias; por ejemplo, que contenga a un punto, que 
sea paralelo a una recta o que la contenga… (Recuérdese que un 
plano queda definido por un punto y dos vectores; en este caso, al 
ser perpendiculares al plano π, sólo se conoce uno de esos dos 
vectores, que es πv .) 
 
Ejemplos: 
a) Los planos 0423:1 =+++π zyx  y 02:2 =−π zy  son perpendiculares pues los vectores  

1πv  = (3, 1, 2) y 2πv  = (0, 2, –1) lo son: 1πv · 2πv  = (3, 1, 2) · (0, 2, –1) = 2 – 2 = 0. 
 
b) La ecuación del plano π´ perpendicular a 632 =+−≡π zyx y que 

contiene a la recta 








λ+=
=

λ−=
≡

1
0

    

z
y
x

r , viene determinada por el punto  

P(0, 0, –1) y los vectores rv  = (−1, 0, 1) y πv  = (2, −1, 3). 

Su ecuación es: 








µ+λ+=
µ−=

µ+λ−−=
≡π

34

23
´
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x
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´ =
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−+
≡π

z
y

x
 ⇒ 015´ =−++≡π zyx .  
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2.3. Perpendicular común a dos rectas 
Existen infinitas rectas perpendiculares a dos dadas. El vector de dirección 
de las perpendiculares se obtiene mediante el producto vectorial de los 
vectores de dirección de las rectas dadas; esto es: srp vvv 

×= . 
La recta perpendicular común que suele interesar (la que se busca) es la 
que corta a ambas rectas. 
 
• Perpendicular común a dos rectas que se cortan 
Viene definida por el punto P de corte y por el vector srp vvv 

×= . (Se trata, pues, de un 
problema sencillo). 
 
Ejemplo: 

Para determinar la perpendicular común, p, a las rectas 
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s , que 

se cortan en el punto P(1, 0, 2), basta con calcular el vector srp vvv 

×= . 

Como sr vv 

×  = ( )3  ,1  ,1
112
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• Perpendicular común a dos rectas que se cruzan 
Hay dos maneras de calcularla: 
Primer método
Se toman dos puntos genéricos, uno de cada una de las rectas dadas, R ∈ r y S ∈ s, y se 
impone la condición de que el vector RS (o SR) sea perpendicular a los de dirección de las 
rectas, 

: A partir de dos puntos genéricos. 

rv  y sv .  

Se obtiene así el sistema: 






=
=

0·
0·

s

r

vRS
vRS




. 

Se resuelve el sistema para obtener los puntos R y S concretos.  
La recta p queda definida por el punto R (o S) y el vector RS. 
 
Ejemplo: 
Para hallar la recta perpendicular común a las retas r y s, de ecuaciones:  

 
42

2
2
1:

−
=

−
=

−
+ zyxr  

1
2

1
1

3
2: +

=
+

=
− zyxs  

1) Se toman puntos genéricos de r y s: 
R = (−1 − 2h, 2 + 2h, –4h), S = (2 + 3t, −1 + t, –2 + t) 

El vector SR = (–3 −2h − 3t, 3 + 2h − t,  2 − 4h – t), que indica la dirección de la recta 
perpendicular común a r y s, debe ser perpendicular a los de dirección de r y s:   

rv  = (−2, 2, −4) y  sv  = (3, 1, 1). 
2) Se multiplica escalarmente (SR · rv  = 0, SR · sv  = 0), y se obtiene el sistema: 





=−−−
=++

04118
04824

th
th

 ⇒  
50
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=h  y 

25
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=t  
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Con esto:  
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 − .  

3) La recta perpendicular común, que pasa por R y lleva la dirección de RS es:  
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Segundo método
La perpendicular común puede obtenerse mediante la intersección de 
los planos π

: A partir de dos planos 

r y πs

El plano π
.  

r

rv
 viene determinado por la recta r, a la que contiene, y por 

el vector × sv . 
El plano πs

rv
 viene determinado por la recta s, a la que contiene, y por 

el vector × sv . 
 
Ejemplo: 

Para las rectas: 
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z
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s , la perpendicular común puede obtenerse 

como sigue: 

1) Se halla rv × sv = 
021
111
321

−
uuu 

 = (2, –1, 1). 

2) Se hallan πr y πs

• π

: 

r rv, determinado por r y × sv ⇒ 
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 ⇒ πr 033 =−− zy:  ⇔ 0=+ zy . 

• πs rv, determinado por s y × sv  ⇒  
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 ⇒ πs 0252 =+−− zyx: .  
3) Por tanto, la perpendicular común es:  
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Observación: El lector interesado debería hacer cada uno de estos ejemplos mediante el 
método alternativo; y comprobar que la solución es la misma. 
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3. Proyecciones en el espacio 

3.1. Proyección de un punto sobre un plano 
La proyección de un punto P sobre un plano π es el punto P´ del plano tal 
que el vector PP´ es perpendicular al plano; P´ es el punto más cercano de 
π a P.  Se puede encontrar hallando intersección de la recta r, 
perpendicular a π por P, con el plano π.  
Ejemplos: 
a) Para hallar la proyección de P(1, –1, 0) sobre el plano 0723: =+−+π zyx : 

1) Se halla la recta perpendicular a π que contiene a P → 
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tx
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31
: . 

2) Se halla el corte entre r y π → ( ) ( ) ( ) 07221313: =+−−+−++π ttt  ⇒ 14/9−=t . 
Por tanto, el punto P´= (–13/14, –23/14, 18/14). 
 
b) La proyección de un punto cualquiera sobre los planos 
cartesianos es inmediata. Basta con hacer 0 la coordenada 
correspondiente. Así, por ejemplo, la proyección de P(1, 2, 3) 
sobre el plano z = 0 es P´(1, 2, 0); sobre el plano y = 0 es P´´(1, 
0, 3); y, por último, sobre el plano x = 0 es P´´´(0, 2, 3). 
 
3.2. Proyección de una recta sobre un plano 
La proyección de una recta r sobre un plano π es la recta que se obtiene al proyectar dos 
puntos de r sobre π. También se puede encontrar hallando la intersección de los planos π y π´, 
siendo π´ el plano perpendicular a π que contiene a r. (Este plano π´ está determinado por la 
recta r y por el vector πv ; esto es, por un punto A ∈ r y por los vectores rv  y πv .) 

 
Ejemplos: 

a) Para hallar la proyección de la recta 
2

1
2

3
1

: +
=

+
=

−
zyxr  sobre el plano 

0723: =−−+π zyx : 
1) Se halla el plano π´ determinado por A(0, –3, –1) ∈ r, rv = (–1, 2, 2) y πv = (3, 1, −2). 

Su ecuación es 








−+−=
++−=

+−=
π

htz
hty
htx

221
23

3       
´:  ⇔ 0

221
123
31

´: =
−+

+
−

π
z
y

x
 ⇒ 05746´: =+−+−π zyx  

2) Las ecuaciones de la recta proyectada son: 

  




=+−+−
=−−+

05746
0723

´:
zyx

zyx
r   → En forma paramétrica: 









λ=
λ+=

λ+=

z
y
x

r 6/116/9
18/6/11

´: . 
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Observación

 

: El lector interesado debería comprobar que se obtiene el mismo resultado 
proyectando dos puntos de r sobre π; por ejemplo, los puntos P(0, –3, –1) y Q(–1, –1, 1). 

b) La proyección de una recta cualquiera sobre los planos cartesianos es algo más sencilla.  
Basta con hacer 0 la coordenada correspondiente.  

Así, por ejemplo, la proyección de la recta 








−=
+−=

+=

tz
ty

tx
r

23
1

31
:   sobre el plano z = 0 se halla 

proyectando, por ejemplo, los puntos P(1, –1, 3) y Q(4, 0, 1) de ella, obteniéndose los puntos 
P´(1, –1, 0) y Q´(4, 0, 0), respectivamente. 

La recta proyectada es: 








=
+−=

+=

0
1

31
´:

z
ty

tx
r . (Obsérvese que basta con hacer 0 la componente z.) 

 

→ Igualmente, la proyección de 








−=
+−=

+=

tz
ty

tx
r

23
1

31
:  sobre el plano x = 0 será 









−=
+−=

=

tz
ty

x
r

23
1

0
´´: .  

(En este caso se hace 0 la componente x.).  
 

→ Y sobre el plano y = 0 será 








−=
=

+=

tz
y

tx
r

23
0

31
´´´: .  

 
3.3. Proyección de un punto sobre una recta 
La proyección de un punto P sobre una recta r es el punto P´ de la recta 
tal que el vector PP´ es perpendicular a ella; el punto P´ es el más 
cercano de r a P.   
El punto P´ se puede encontrar hallando la intersección del plano π, 
perpendicular a r por P, con la recta r.  
 
Ejemplo: 

Para hallar la proyección de P(1, 2, –1) sobre la recta 








=
+−=

−=

3
1

21
:

z
ty
tx

r : 

1) Se halla el plano perpendicular a r que contiene a P → 02: =++−π dyx .  
Como debe contener a P(1, 2, –1) ⇒ 022 =++− d  ⇒ d = 0. El plano es 02: =+−π yx . 
 
2) Se halla el corte entre r y π → ( ) ( ) 01212: =+−+−−π tt  ⇒ t = 3/5. 
Por tanto, el punto P´= (–1/5, –2/5, 3). 
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4. Simetrías en el espacio  

4.1. Simetría de un punto respecto de otro 
Dado un punto P, su simétrico respecto de M, es otro punto P´ tal que el 
punto medio entre P y P´ es el punto M. 
Como P y M son conocidos, suponiendo que P´ = (x0, y0, z0) e imponiendo 
que las coordenadas de M sean las del punto medio, se deducen x0, y0 y z0
 

. 

Ejemplo: 
Si P = (2, 1, 7) y M = (1, 3, 5), suponiendo que el simétrico es P´ = (x0, y0, z0







 +++

2
7

  ,
2

1
  ,

2
2 000 zyx

), el punto 

medio entre P y P´ será: M =  

Como M = (1, 3, 5) ⇒ (1, 3, 5) = 





 +++

2
7

  ,
2

1
  ,

2
2 000 zyx

 ⇒   

 
2

2
1 0x+

=  ⇒ 00 =x ; 
2

1
3 0y+

=  ⇒ 50 =y ; 
2

7
5 0z+

=  ⇒ 30 =z  

Por tanto, P´ = (0, 5, 3). 
 
4.2. Simetría de un punto respecto de un plano 
Dado un punto P, su simétrico respecto de un plano π, es otro punto 
P´ tal que el punto medio entre P y P´ es el punto M ∈ π, y, además, 
el vector PP´ es perpendicular al plano.  
Por tanto, el punto P´, simétrico de P respecto del plano π, es el 
simétrico de P respecto de M, siendo M la intersección del plano π 
con la recta que pasa por P y es perpendicular al plano. 
 
Ejemplo: 
Para hallar el punto simétrico de P = (0, 1, –2) respecto de 0322: =−+−π zyx , se puede 
hacer lo siguiente: 
1) Se calcula el punto M: → es el de corte de la recta r, perpendicular a π por P, con dicho 
plano. 

Como πv  = (1, −2, 2), se deduce que 








λ+−=
λ−=

λ=

22
21

       
:

z
y
x

r  

Corte de la recta r con plano π: 
λ − 2(1 − 2λ) + 2(–2 + 2λ) – 3 = 0  ⇒  λ = 1 ⇒ M = (1, –1, 0).  

 
2) Suponiendo que el simétrico es P’= (x0, y0, z0

M = 

), el punto medio de P y P´ es: 







 +−+

2
2

  ,
2

1
  ,

2
000 zyx

 

Como M = (1, –1, 0) ⇒ (1, –1, 0) = 





 +−+

2
2

  ,
2

1
  ,

2
000 zyx

 ⇒   

 
2

1 0x
=  ⇒ 20 =x ; 

2
1

1 0y+
=−  ⇒ 30 −=y ; 

2
2

0 0z+−
=  ⇒ 20 =z  

Por tanto, el punto simétrico de P respecto de π es P´ = (2, –3, 2). 

http://www.matematicasjmmm.com/�


Matemáticas II (Bachillerato de Ciencias) Geometría del espacio: Problemas métricos.                                                     128 
 

www.matematicasjmmm.com                                                                                                       José María Martínez Mediano 

4.3. Simetría de un punto respecto de una recta 
Dado un punto P, su simétrico respecto de una recta r es otro punto P´, que cumple: 
1) El punto medio, M, entre P y P´ debe ser de la recta. 
2) El vector PM debe ser perpendicular al vector rv  de dirección de la 
recta. Esto es, debe cumplirse que rv · PM = 0. 
(El punto M puede determinarse mediante el corte de r con el plano π, 
que contiene a P y es perpendicular a r.) 
 
Ejemplos: 
a) Para hallar el punto simétrico de P = (1, 2, 9) respecto de la recta 









=
+=

=

tz
ty
tx

r
4     

3
       

: , puede hacerse lo siguiente: 

1) Sea M un punto genérico de la recta: M = (t, t + 3, 4t). 
Por tanto: 
 PM = (t, t + 3, 4t) − (1, 2, 9) = (t − 1, t + 1, 4t − 9); rv  = (1, 1, 4) 
Como debe cumplirse que rv · PM = 0, entonces: 

 (1, 1, 4) · (t − 1, t + 1, 4t − 9) = t − 1 + t + 1 + 16t − 36 = 0 ⇒ 18t = 36 ⇒ 2=t  
Luego, M = (2, 5, 8)  
 

2) Si P´ = (a, b, c), el punto medio entre P y P´ será: M = 





 +++

2
9,

2
2,

2
1 cba    

Como M = (2, 5, 8), igualando las coordenadas de ambos M se tiene: 

 2
2

1
=

+a  ⇒  a = 3;   5
2

2
=

+b  ⇒  b = 8;  8
2

9
=

+c
⇒  c = 7. 

Luego, el punto el punto simétrico de P respecto de r es: P´ = (3, 8, 7). 
 
b) Como se ha dicho arriba, un método alternativo para calcular M consiste en hallar el punto 
de intersección entre la recta y su plano perpendicular.  

Así, si P = (2, 0, 1) y la recta 




=
=+

≡
0

02
z

yx
r , para hallar su simétrico P´ se procede como 

sigue: 

1) Se hallan unas ecuaciones paramétricas de la recta: 








=
=
−=

≡
0

2

z
ty
tx

r . 

Por tanto, el plano π, perpendicular a r es 02: =++−π dyx ; y como contiene P = (2, 0, 1), 
se tendrá que –4 + d = 0 ⇒  d = 4. Luego, 042: =++−π yx  
 
2) Se calcula ahora el punto M, intersección de π con r: 

( ) 042·2 =++−− tt  ⇒  5t + 4 = 0 ⇒  t = –4/5. 
Luego, M = (8/5, –4/5, 0).  
 
3) Una alternativa a imponer que M sea el punto medio entre P y P´ es exigir que los vectores 
PM y MP´ sean iguales. 
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Si P´ = (a, b, c) se cumple: PM = MP´ 

PM = (8/5, –4/5, 0) – (2, 0, 1) = 2 4,   ,   1
5 5

 − − − 
 

 

MP´ = (a, b, c) – (8/5, –4/5, 0) – = 8 4,   ,   
5 5

a b c − + 
 

.  

Luego, 
2 8
5 5

a− = −  ⇒  6
5

a = ;  4 4
5 5

b− = +  ⇒ 8
5

b = − ;  –1 = c  ⇒  c = –1. 

El punto buscado es P´ = 6 8,   ,   1
5 5

 − − 
 

. 

 

 
5. Distancias en el espacio 

5.1. Distancia entre dos puntos 
La distancia entre dos puntos A y B, d(A, B), es igual al módulo del vector AB .  
Si las coordenadas de esos puntos fuesen A = ),,( 321 aaa  y B = ),,( 321 bbb , entonces 

 AB = ),,( 332211 ababab −−−  ⇒   

 ⇒  d(A, B ) = ( ) ( ) ( )2
33

2
22

2
11 abababAB −+−+−= . 

Ejemplo:   
Si A = (1, −2, 0) y B = (3, −1, 4), la distancia,  

d(A, B) =  21)04())2(1()13( 222 =−+−−−+− . 
Observa que coincide con el módulo del vector: 
 abAB 



−=  = (3, −1, 4) − (1, −2, 0) = (2, 1, 4)  →  21412 222 =++=AB  

Observa también que:  
 d(A, B) = d(B, A) = BA = 21)40())1(2()31( 222 =−+−−−+− . 
 
5.2. Distancia de un punto a un plano 
La distancia de un punto P a un plano π es la distancia entre P y su proyección P´ sobre π. 
Es la menor de las distancias entre P y cualquiera de los puntos de π. 
Se puede determinar proyectando el punto sobre el plano, para calcular después la distancia 
entre ambos puntos.  
Existe una fórmula que facilita su cálculo, que es: 

 ( )
222

000
000 0:),,,(

cba

dczbyax
dczbyaxzyxPd

++

+++
==+++π= . 

Sea P = (x
Obtención de esta fórmula 

0, y0, z0) y P´ = (x1, y1, z1
0: =+++π dczbyax

) su proyectado sobre el plano 
. 

Se cumple que los vectores P´P y πv  = (a, b, c) son paralelos. Por 
consiguiente:  

º0·cos·´·´ ππ = vPPvPP   ⇒ ππ = vPPvPP  ·´·´  ⇒ 
π

π==π
v

vPP
PPPd



·´
´),(  (*) 
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Como P´P = (x0, y0, z0) – (x1, y1, z1 ( )101010  , , zzyyxx −−−) = , el producto escalar 

( ) ( ) ( ) ( )111000101010·´ czbyaxczbyaxzzcyybxxavPP ++−++=−+−+−=π
  ⇒ 

⇒ dczbyaxvPP +++=π 000·´  , pues de 0111 =+++ dczbyax ⇒ ( ) dczbyax =++− 111 . 

Por otra parte, 222 cbavr ++=
 . 

Luego, sustituyendo en (*), queda:  

 ( )
222

000
000 0:),,,(

cba

dczbyax
dczbyaxzyxPd

++

+++
==+++π= .  

 
Ejemplo: 
La distancia del punto P = (–1, 3, 4) al plano 0752: =−+−π zyx  es: 

( )
2 2 2

2·( 1) 5·3 4 7( 1,  3,  4 ), : 2 5 7 0
2 ( 5) 1

d P x y z − − + −
= − π − + − = =

+ − +
 = 20 20

30 30
−

= . 

 
• Distancia entre dos planos paralelos  
La distancia entre dos planos paralelos π y π' es igual a la distancia de cualquier punto de π al 
plano π´: 

´),(´),( π=ππ Pdd , P ∈ π 
 
Ejemplo: 
La distancia entre los planos 0752: =−+−π zyx  y 0352: =++−π zyx  es igual a la 
distancia del punto P(0, 0, –3) ∈ π al plano π´. Vale: 

( )
2 2 2

3 7, ´
2 ( 5) 1

d P − −
π =

+ − +
 = 10

30
. 

 
5.3. Plano bisector de dos planos dados que se cortan 
Dados dos planos π1 y π2

 

 que se cortan en una recta, el plano bisector de 
ellos es el que divide el ángulo diedro que determinan en dos ángulos 
iguales. (Es el concepto análogo a la bisectriz de un ángulo determinado 
por dos rectas.) 

Todos los puntos del plano bisector están a la misma distancia de los 
planos dados. Esto es, si el punto P(x, y, z) pertenece al plano bisector π, 
se cumple que 

Propiedad 

( ) ( )21 ,, π=π PdPd .  
Por tanto, si los planos dados son:  

0: 11111 =+++π dzcybxa  y 0: 22222 =+++π dzcybxa , 
La ecuación del plano bisector será:  

 
2

2
2

2
2

2

2222

2
1

2
1

2
1

1111

cba

dzcybxa

cba

dzcybxa

++±

+++
=

++

+++  

El signo ± advierte que hay dos soluciones. 
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Ejemplo: 
El plano bisector de los planos 0643:1 =−−π yx  y 0122:2 =−+−π zyx , viene dado por 
la ecuación:  

 
22222 1)2(2

122
)4(3
643

+−+±

−+−
=

−+

−− zyxyx  ⇒ 
3

122
5

643
±

−+−
=

−− zyxyx  

Los planos bisectores son:  
( ) ( )12256433: −+−=−−+π zyxyx  ⇒ 01352: =+++π zyx  
( ) ( )12256433´: −+−=−−−π zyxyx  ⇒ 02352219´: =−+−π zyx  

Observación
 

: Puede verse que los planos bisectores son perpendiculares. 

5.4. Plano mediador de dos puntos (de un segmento) 
Dados dos puntos A y B, el plano mediador del segmento AB es el plano perpendicular al 
segmento y que contiene a su punto medio M.  
(Es el concepto análogo al de mediatriz de un segmento.) 

Todos los puntos del plano mediador están a la misma distancia de los 
extremos del segmento. Esto es, si el punto P(x, y, z) pertenece al plano 
mediador π, se cumple que 

Propiedad 

( ) ( )BPdAPd  , , = .  
La ecuación del plano mediador se halla fácilmente si se tiene en 
cuenta que su vector director es AB y que contiene al punto M. 

 
Ejemplo: 
Dados los puntos A(–2, 3, 0) y B(2, –1, 2), el plano mediador del segmento AB tiene por 
vector director a πv  = AB = (2, –1, 4) – (–2, 3, 2) = (4, –4, 2).  
Por tanto, su ecuación será: 0244: =++−π dzyx . 

Como contiene al punto M = 





 +−+−

2
20,

2
13,

2
22  = (0, 1, 1), debe cumplirse que d = 2. 

Luego, el plano mediador es 02244: =++−π zyx  ⇔ 0122: =++−π zyx . 
→ Si se aplica la propiedad ( ) ( )BPdAPd  , , = , suponiendo que P(x, y, z), se tendrá: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )BPdzyxzyxAPd  ,21232) ,( 222222 =−+++−=+−++=  
Elevando al cuadrado se obtiene la misma ecuación: 0122: =++−π zyx . 
 
5.5. Distancia de un punto a una recta 
La distancia de un punto P a una recta r es la distancia entre P y su proyección P´ sobre r. 
Es la menor de las distancias entre P y cualquiera de los puntos de π. 
Se puede determinar proyectando el punto sobre la recta, para calcular después la distancia 
entre ambos puntos.  
Existe una fórmula que facilita su cálculo, que es:  

 
r

r

v

vAP
rPd





×
=),(  

En la figura de la derecha se ha sombreado el triángulo determinado 
por los vectores 

Obtención de esta fórmula  

AP  y rv , A ∈ r. 
La superficie, S, del triángulo puede determinarse de dos formas: mediante el producto 

http://www.matematicasjmmm.com/�


Matemáticas II (Bachillerato de Ciencias) Geometría del espacio: Problemas métricos.                                                     132 
 

www.matematicasjmmm.com                                                                                                       José María Martínez Mediano 

vectorial; o a partir de su base y su altura, que es la distancia de P a r. 

Esto es: rvAPS 

×=
2
1  y 

2
),(·

2
· rPdvalturabaseS r



== . 

Igualando y despejando se obtiene:  

 rvAP 

×
2
1 = 

2
),(· rPdvr



 ⇒ ),(· rPdvvAP rr


=×  ⇒  
r

r

v

vAP
rPd





×
=),(  

 
Ejemplo: 

La distancia entre el punto P = (2, 0, −1) y la recta 








+−=
+=
−−=

≡
tz

ty
tx

r
31

2
21

 se calcula como sigue: 

1) Se determina el vector AP , con A = (−1, 2, −1) y el producto vectorial rvAP 

× :  

AP  = (2, 0, −1) – (−1, 2, −1) = (3, −2, 0) 

Como rv = (−2, 1, 3):  rvAP 

×  = )1 ,9 ,6(
312
023

321

−−=
−

−
uuu 

. 

Se tiene que 118)1(9)6( 222 =−++−=× rvAP  ; 1431)2( 222 =++−=rv . 

2) Se aplica la fórmula:  

 
r

r

v

vAP
rPd





×
=),(  = 

7
59

14
118

= . 

Observación
( ) ( )´,, PPdrPd =

: Es más intuitivo, y alguna vez más rápido, determinar esa distancia calculando 
el punto, P´, de corte del plano perpendicular a r que contiene a P → . 
 
5.6. Distancia entre dos rectas  
• Distancia entre dos rectas paralelas 
La distancia entre dos rectas paralelos r y s es igual a la distancia de 
cualquier punto de r a la recta s: 
  ),(),( sPdsrd = , P ∈ r. 
 
Ejemplo: 

La distancia entre las rectas paralelas 








+−=
+=
−−=

≡
tz

ty
tx

r
31

2
21

 y 








+=
+−=

−=
≡

tz
ty

tx
s

31
2
2

, se calcula como 

sigue: 
1) Se halla el plano perpendicular a las rectas por el punto P(–1, 2, –1) de r: su vector 
característico es rvv 

=π = (−2, 1, 3); y su ecuación:  
( ) ( ) ( ) 013212: =++−++−π zyx  ⇔ 0132: =−++−π zyx  

2) Se calcula el punto de corte, P´, de ese plano con la recta s: 
 ( ) ( ) ( ) 01313222 =−+++−+−− ttt  ⇒ t = 0 → P´ = (0, –2, 1). 

3) La distancia ´),(),(),( PPdsPdsrd == = 212)4(1 222 =+−+ . 
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• Distancia entre dos rectas que se cruzan 
La distancia ente dos rectas, r y s, es la menor de las distancias 
posibles. Es la distancia de un punto cualquiera de r al plano 
paralelo a ella que contiene a s:  
    ),(),( π= Pdsrd , P ∈ r y π plano paralelo a r que contiene a s.  
 
Ejemplo: 

La distancia entre las rectas que se cruzan 








+−=
+=
−−=

≡
tz

ty
tx

r
31

2
21

 y 








=
−=
+=

≡
tz
ty
tx

s
       

21
32

, se calcula así: 

1) Se halla el plano π, paralelo a r que contiene a s.  
Su ecuación, que viene determinada por s y por rv  = (–2, 1, 3), es: 

 








λ+=
λ+−=

λ−+=
π

3       
21

232
:

tz
ty
tx

 ⇔ 0
31
121
232

=−−
−−

z
y
x

 ⇒ π: 025117 =+−−− zyx . 

2) ),(),( π= Pdsrd , P(–1, 2, –1) ∈ r. Luego, 
222 )1()11()7(

25)1·(12·11)1·(7),(
−+−+−

+−−−−−
=srd  = 

171
11 . 

 
Observación

Esto es: 

: La distancia entre dos rectas también puede obtenerse a partir del producto 
mixto. Recuérdese que el volumen de un paralelepípedo, que es igual al área de una de sus 
bases por  la altura correspondiente, se halla también mediante el producto mixto de tres 
vectores que parten de un vértice y siguen la dirección de sus aristas; por otra parte, el área de 
una de sus bases se obtiene multiplicando vectorialmente los dos vectores que la determinan. 

[ ] dsvrvSRsvrvV ·,, 

×==  

Despejando ),( srdd = , se obtiene: 
[ ]

svrv

SRsvrv
srd





×
=

,,
),( , 

siendo SR  un vector que va de r a s: R ∈ r y S ∈ s. 
 
Ejemplo: 
Para las rectas del ejemplo anterior:  

rv  = (–2, 1, 3), sv  = (3, –2, 1) y SR = (–1, 2, –1) – (2, 1, 0) = (–3, 1, –1). 

El producto mixto vale: 11
113

123
312

−=
−−

−
−

.  

El producto vectorial, sr vv 

×  = 
123
312
321

−
−

uuu 

 = (7, 11, 1) ⇒ 171=× sr vv  . 

En consecuencia, 
[ ]

svrv

SRsvrv
srd





×
=

,,
),(  = 

171
11

171
11

=
−

. 
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Problemas propuestos 

 
Ángulos entre rectas y planos 

1. Dadas las rectas r y s de ecuaciones: zyxr −==−≡ 11 ; 




=+
−=−

≡
1

12
zy
yx

s .  

a) Comprueba que se cortan y halla su punto de corte. 
b) Determina el ángulo que forman r y s. 
c) Halla la ecuación del plano que contiene a r y s. 
 
2. (Propuesto en Selectividad en 2012, Murcia) 
Calcula el ángulo que forman la recta r y el plano π, siendo: 

1
2

1
1

2
1: −

=
−
−

=
+ zyxr  y 42: =−−π zyx  

 
3. Halla el ángulo que forma el plano 0: =++π zyx  con la recta de ecuaciones 





=+
=+

1
1

:
zy
yx

r . 

 

4. Halla el ángulo que forma la recta 




=−
=+

≡
1
1

yx
yx

r  con el plano 33 =−≡π zx .  

 
5. Determina el ángulo que forman los planos: 

0123:1 =++−π zyx  y 0152:2 =−−+π zyx  
 
6. Halla el ángulo que forman los planos 02:1 =+−π zyx  y 012:2 =−++π zyx  
 

 
Paralelismo y perpendicularidad 

7. Sea el punto P = (1, 2, 3) y la recta 
1
5

3
2

2
1:

−
−

=
+

=
− zyxr . 

a) Halla la ecuación del plano π que pasa por P y es perpendicular a la recta r. 
b) Halla el punto de corte entre la recta r y el plano π. 
 
8. (Propuesto en Selectividad en 2011, Asturias)  

Se considera la recta 




=−+
=−−

02
052

:
zx
yx

r . 

a) Determina el plano π que contiene a r y pasa por el origen de coordenadas.   
b) Halla la ecuación de la recta perpendicular a π que pasa por el punto (1, 0, 1). 

9. Sea α ≠ 0 un número real, y las rectas de ecuaciones: 
α

==≡
zyxr

2
; 









λ−=
λ=

λ+=
≡

23
2

41

z
y

x
s . 

Determina el valor de α para el que r y s son paralelas. En ese caso, halla la ecuación general 
del plano que las contiene.  
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10. Dadas las rectas de ecuaciones: 




=+−
=++

1
0

:
zyx
zyx

r ; 




=+
=++
0
0

´:
bzax

zyx
r  

a) ¿Qué relación debe existir entre a y b para que r y r´ sean paralelas? 
b) ¿Y para que sean perpendiculares? 
 
11. Halla la ecuación de la recta que pasa por el punto P(1, 3, −2) y que sea paralela a los 
planos:  012:1 =++−π zyx  y 013:2 =+−+−π zyx  
 
12. Halla la ecuación del un plano perpendicular a los planos π1 y π2

 

, del problema anterior, 
que pase por el punto Q(2, 0, −1). 

13. Dadas las rectas: 




=+
=+

≡
42
72

zy
yx

r , 
2

1
3

1 +
==−≡

zyxs .  

a) Comprueba que se cortan perpendicularmente. 
b) Halla la ecuación del plano que las contiene. 
c) Halla la recta perpendicular común a r y s. 
 

14. Dadas las rectas: 








λ−=
λ=
λ+=

≡
   
     
1

z
y
x

r  ; 








=
µ+=
µ=

≡
        0

22
        

z
y
x

s . 

a)  Estudia la posición relativa de las rectas r y s. 
b)  Halla la ecuación de una recta que sea perpendicular simultáneamente a r y s. 
 

15. Se consideran las rectas r y s de ecuaciones respectivas, 




=
=

≡
0
1

z
y

r  y 




=
=

≡
2
0

z
x

s . 

a) Estudia la posición relativa de r y s.  
b) Determina la recta que corta perpendicularmente a r y s.  
c) Halla la distancia ente r y s.  
 

16. Sean las rectas de ecuaciones 




=+
=−+

≡
72
4

yx
zyx

r  y 




−=
=

≡
5

2
y
x

s . 

a) Comprueba que se cruzan en el espacio.  
b) Halla un punto de r y otro de s tales que el vector con origen en uno y extremo en el otro 
sea perpendicular a ambas rectas. Halla la recta perpendicular común a r y a s. 
 
17. Halla las ecuaciones de la recta perpendicular común a r y s y que corta a ambas, siendo: 

 
2

3
2
1

1
−

=
−
−

=≡
zyxr ,  

1
1

13
2

−
+

==
−

≡
zyxs  

 

 
Proyecciones en el espacio 

18. Halla la proyección de P(1, –1, 0) sobre el plano 0723: =+−+π zyx : 
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19. Halla la proyección ortogonal de de la recta 
2

2
1

1
2

1 −
=

−
=

−
≡

zyxr  sobre el plano 

01223 =++−≡π zyx .  
Obtén la solución de las dos formas posibles:  
1) Mediante el corte de dos planos; 2) Proyectando dos puntos de r sobre el plano. 
 

20. Halla la proyección del punto P(2, −1, 1) sobre la recta 
21

1
3

3 zyx
=

+
=

− . 

 

 
Simetrías 

21. Halla las coordenadas del punto P´ simétrico de P(2, 0, −1) respecto de la recta 

 
3

1
1

2
2
1 +

=
−

=
−
+

≡
zyxr . 

 
22. (Propuesto en Selectividad en 2011, Islas Baleares)  
Dados el punto A = (1, 3, 0) y el plano 012: =−++π zyx , determina las coordenadas del 
punto A´, simétrico del punto A respecto del plano π. Calcula la distancia de A´ al plano π.  
 

 
Distancias 

23. Halla la distancia del punto P a la recta r en los siguientes casos: 

a) P(2, 0, −1); 
3

1
1

2
2
1 +

=
−

=
−
+

≡
zyxr .  

b) P(1, −1, 3); 








+=
−=
+=

λ
λ
λ

21
1
1

:
z
y
x

r    c) P(16, 0, 0) ; 




=+
=+

≡
42
72

zy
yx

r , 

 

24. Halla el punto de la recta 








λ+=
λ−=

λ=
≡

21
3

z
y

x
r  cuya distancia al punto P(1, 0, 2) sea 5 . 

 

25. Dados la recta 




=−
=+−

≡
42

02
zy

zyx
r  y el plano 02 =−++≡π zyx . 

a) Comprueba que la recta es paralela al plano. 
b) Halla la distancia de r a π.       
 
26. Halla la distancia entre la recta determinada por el punto S(1, 0, 0) y el vector v  = (1, 1, 0) 
y el plano 02 =−+−≡π zyx  
 

27. Halla los dos puntos de la recta 
21

1
1

2
−

=
−

=
−

≡
zyxr  que están a distancia 1 del plano  

0522 =−++≡π zyx .    
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28. Halla la distancia entre las rectas r y s de ecuaciones:  

a) 








−=
=

−=
≡

tz
ty
tx

r
411

       
3

; 








=
=

+−=
≡

4
        

5

z
hy
hx

s .  b) 








+=
−=
+=

≡
kz
ky
kx

r
3
1

22
; 









−=
+−=
+−=

≡
kz
ky

kx
s

24
31

1
. 

 
29. Halla la ecuación del plano π que es paralelo y equidistante a las rectas r y s de 
ecuaciones: 

 








−=
=

−=
≡

tz
ty
tx

r
411

       
3

; 








=
=

+−=
≡

4
        

5

z
hy
hx

s . 

Observación
 

: Estas son las rectas del apartado a) del problema anterior. 

30. Halla la distancia entre las rectas r y s de ecuaciones:  

a) 




=−
=−

≡
87
43

zx
yx

r ; 
4

3
3

22 −
=

−
=−≡

zyxs .  b) 








−=
=
=

≡
tz
ty

tx
r 3 ; 

1
1

31
2

−
−

==
−

≡
zyxs .  

 

 
Plano bisector y plano mediador 

31. Halla el plano bisector de los planos 0321 =+++≡π zyx  y 0622 =−−+≡π zyx . 
 
32. Comprueba para los planos del ejercicio anterior: 
a) Que el plano π´ forma con cada uno de los dos iniciales, π1 y π2, un ángulo que es la mitad 
que el que determinan los planos π1 y π2
b) Que los planos bisectores son perpendiculares. 

.  

 
33. Halla el plano mediador de los puntos P(1, −1, 0) y Q(−1, 3, 2). 
 
34. Dados los puntos del espacio P(0, 0, 0) y Q(0, 1, 2), halla la condición que debe cumplir 
un punto de coordenadas A(x, y, z) para que esté a la misma distancia de P y Q. 
 

 
Otros problemas 

35. a) Halla la recta r que pasa por el punto P(1, −1, −2) y es perpendicular al plano  
0632 =+++≡π zyx .  

b) Halla la ecuación de la recta s que pasa por los puntos A(1, 0, 0) y B(−1, −3, −4). 
c) Estudia la posición relativa de r y s. Si se cortan, calcula el punto de corte. 
d) Calcula la distancia del punto A(1, 0, 0) al plano π´ que pasa por el punto P(1, −1, −2) y es 
paralelo a π. 
 

36. Dado el punto P(0, 8, 3) y la recta 




=−
=+−

≡
02
07

zy
yx

s .  

a) Halla la ecuación del plano que contiene a P y a la recta s. 
b) Calcula la ecuación de la recta r, perpendicular al plano hallado y que contiene a P. 
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37. Encuentra los puntos de la recta 
23

1
2

1: zyxr =
−

=
+  que equidisten de los planos 

01431 =−+≡π yx  y 01341 =−−≡π zx . 
 

38. Dadas las rectas de ecuaciones: 




−=−
−=−

≡
47
13

zx
yx

r  y 
4

3
3

22 −
=

−
=−≡

zyxs .  

a) Estudia su posición relativa. 
b) Si se cruzan, calcula la distancia mínima entre ellas. 
 
39. a) Sea π el plano determinado por el punto P(2, 2, 2) y los vectores u  = (1, 0, −1) y v  = 
(1, 1, 0). Calcula el ángulo que forma el plano π con la recta que pasa por los puntos O(0, 0, 0) 
y Q(2, −2, 2). 
b) Calcula el punto simétrico de O(0, 0, 0) respecto del plano 02 =−+− zyx . 
 
40. (Propuesto en Selectividad en 2006, Madrid)  
Sean las rectas: 

42
2

2
1

−
=

−
=

−
+

≡
zyxr  

1
2

1
1

3
2 +

=
+

=
−

≡
zyxs  

a) Halla la ecuación de la recta t que pasa por el origen y corta a las dos rectas anteriores. 
b) Halla la recta perpendicular común a las retas r y s. 
 
41. Considera la recta y el plano siguientes: 

 
4

3
5
5

2
1: +

=
−
+

=
− zyxr  5442: =++π zyx  

a)  Comprueba que la recta r y el plano π son paralelos. 
b)  Calcula la distancia entre el plano π y la recta r. 
c)  Calcula la ecuación implícita del plano π´ que es perpendicular a π y contiene a r. 
 
42. (Propuesto en Selectividad en 2012, Castilla León)  
Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los puntos P(2, 1, 3) y Q(1, 3, 1); los otros dos 
sobre una recta r que pasa por el punto R(–4, 7, –6). 
a) Calcula la ecuación de la recta r. (0,5 puntos) 
b) Calcula la ecuación general del plano que contiene al cuadrado. (1 punto) 
c) Halla las coordenadas de uno de los otros vértices. (1,5 puntos) 
 
43. Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos de ecuaciones: 
  05431 =+−≡π yx  y 09222 =++−≡π zyx  
¿Qué puntos del eje OY equidistan de ambos planos? 
 
44. (Propuesto en Selectividad en 2009, Navarra)  
Dado el punto R(1, −1, 2), encuentra los puntos P y Q de la recta  





=−++
=−++

≡
0622

04
zyx

zyx
r  

tales que PQR sea un triángulo equilátero. 
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45. Los puntos P(1, –1, 1) y Q(3, –3, 3) son dos vértices opuestos de un cuadrado que está 
contenido en un plano perpendicular al plano de ecuación 0=+ yx . 
a) Determina los otros dos vértices. 
b) Calcula la ecuación de la recta que pasa por los vértices obtenidos en a). 
c) Calcula el perímetro del cuadrado construido.   
 
46. Los puntos P1(2, −3, 3) y P3

2
1

1
2

2
3 +

=
+

=
−
−

≡
zyxr

(0, 1, −1) son vértices de un cuadrado. Halla los otros dos 

vértices de ese cuadrado sabiendo que están en la recta . 

 

1. a) P(3, 2, −1). b) 19,47º. c) 
Soluciones 

01 =−+≡π zy . 
2. 30º.           3. 19,47º.        
4. 30º.           5. 75,88º.           
6. 60º.           7. a) 0532 =−−+≡π zyx . b) Q = (3, 1, 4). 

8. a) 052: =++π zyx . b) 








λ+=
λ=
λ+=

51
2

1
:

z
y

x
s . 

9. –1; 073 =−−≡π zyx      10. a) a = b, y ambos distintos de 0. b) a = −b. 

11. 








+−=
+=

−=

tz
ty
tx

52
3

21
.        12. 0952: =+++−π zyx . 

13. a) Se cortan en 







7
5 ,

7
18 ,

7
13P . b) 032 =−−+ zyx . c) 









λ−=
λ+=
λ+=

≡
27/5

7/18
3/13

z
y
x

p . 

14. Se cruzan. b) 








=
−=

=
≡

tz
ty
tx

p
2

.   15. a) Se cruzan. b) 




=
=

1
0

y
x

. c) 2. 

16. a) Se cruzan. b) R(5, 1, 2); S(2, −5, 2) ; 








=
λ−=
λ−=

≡
2

61
35

z
y
x

p . 

17. 








+=
+=

−=

pz
py

x

14/32
14/24
14/5

.      18. P´= (–13/14, –23/14, 18/14). 

19. 








λ=
λ+=

λ=
≡

22
234

25
´

z
y

x
r .      20. P´ = 






 −−

14
2 ,

14
15 ,

14
39 .    

21. 





 −−=

7
31 ,

7
20 ,

7
12´P .     22. A´= (–1, –1, –2); 6 .   
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23. a) 
7

59 . b) 2 . c) 
21

629 .   24. (1, 2, 3). 

25. a) Lo es. b) 
3

2 .       26. 
3

1 .    

27. P1 = (3, 2, −2); P2
28. a) 3. b) 0.          29. 

 = (0, −1, 4).   
019244: =+−−π zyx .    

30. a) 0. b) 
11
54  .       31. 092: =−−−π zyx  y 01´: =−+π yx . 

32. a) Si. b) Si.        33. 032 =+−− zyx . 
34. Pertenecer al plano 0542 =−+ zy . 

35. a) 








+−=
+−=

+=

tz
ty

tx
r

32
21

1
: . b) 









−=
−=
−=

hz
hy
hx

s
4   
3   
21

: . c) Se cortan en C(3, 3, 4). d) 
14
8 . 

36. a) 01422: =+−−π zyx . b) 








λ−=
λ−=
λ=

≡
23

8
2     

z
y
x

r  

37. 





 −−

=
16
10,

16
1,

16
26

1P ; 





 −

=
4
2,

4
7,

4
2

2P . 

38. a) Se cruzan. b) 
10
5   

39. a) La recta es perpendicular al plano. b) O´ = (4/3, −4/3, 4/3).  

40. a) 




=+−
=−+

058
024

:
zyx
zyx

t . b) 








+=
+=
−−=

  425/6
525/47
325/22

tz
ty
tx

. 

41. Lo son. b) 
6
35 . c) 052 =−− zx . 

42. a) 








−−=
+=

−−=
≡

tz
ty
tx

r
26
27

4
. b) 0322: =+−−π zyx . c) ( )2  ,1  ,0´ −=P .  

43. 03052 =+++ zyx ; 06052219 =++− zyx . (0, –15, 0) y ( )0 ,30/11 ,0 . 
44. P(2, 0, 2); Q(2, −1, 3).  

45. a) 







+−+ 2  ,

2
32  ,

2
32 ; 








−−− 2  ,

2
32  ,

2
32 . b) 









=
+−=

+=
≡

2
2

2

z
ty

tx
r . c) 64 . 

46. ( )1,2,32 −−=P  y ( )3,0,14 −=P . 
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