Ecuaciones de rectas y planos en el espacio.
Posiciones relativas Problemas Resueltos

Ecuaciones de rectas y planos

1. Halla, en sus diferentes formas, las ecuaciones de la recta definida por el punto A(2, -1, 1)
y el vector v = (-1, 0, 2).
¢ Pertenecen los puntos P(3, -1, -1) y Q(0, 2, 5) a la recta obtenida?

Solucién:
Vectorial: r:(x,y,z)=(2,-11)+A(-10,2).
X=2-A
Paramétricas: r:{ y=-1 . Continua: r:X=2_¥+1_2-1
z=1+2A -1 0 2
Un punto pertenece a una recta cuando cumple su ecuacion.
3=2-A
El punto P(3,-1,-1) e r, pues: < —1=-1 secumple para A =-1.
-1=1+2A

El punto Q(0, 2, 5) ¢ r, pues, en este caso, la segunda coordenada siempre debe valer 1.

2. Halla las ecuaciones de la recta s que pasa por los puntos A(1, 3, —4) y B(3, -5, -2).

Solucion:

La recta s viene determinada por el punto A(1, 3, —4) y por el vector
AB=(3,-5-2)-(1,3,-4)=(2,-8,2)=(1,-4,1)

Su ecuacion vectorial es: s=(x, y,z)=(13,—4)+h(l - 4,1).

x=1+h
Sus ecuaciones paramétricas son: s:<y =3-4h.
z=-4+h
En forma continua: s = X—+-Y¥=3_2+4
1 -4 1

3. Halla la ecuacion del plano determinado por los puntos A=(1,0,1),B=(2,2,2)y C = (1,
-1, 0).
Solucion:
Un plano queda determinado por un punto y dos vectores. EIl punto puede ser cualquiera de
los dados, por ejemplo A; los vectores, AB y AC. En este caso:
AB=(2,2,2)-(1,0,1)=(1,2,1); AC=(1,-1,0)—(1,0,1)=(0, -1, -1).

Su ecuacion sera:

x=1+A x-1 1 0

y=2A-p |y 2 -1=0=mnm-(x-)+y-(z-1)=0=

Z=1+A—p z-1 1 -

= m Xx-y+z-2=0.
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4. Halla la ecuacién del plano determinado por los puntos: A(1, 3, 2), B(2, 0, 1) y C(1, 4, 3).

¢ Pertenecen los puntos P(-1, 2, -3) y Q(0, 4, 3) al plano obtenido?

Solucién:

El plano queda determinado por el punto A (o el B o el C) y por los vectores AB y AC.
AB=(2,0,1)-(1,3,2)=(1,-3,-1);AC=(1,4,3)-(1,3,2)=(0, 1, 1).

Su ecuacion es:

X=1+2A x-1 1 0
n=<y=3-3A+u =>n=y-3 -3 1=0& n=2x+y-2z-3=0.
Z=2-A+U z-2 -1 1

Un punto pertenece a un plano cuando cumple su ecuacion. Por tanto:
P(-1,2,-3) e m,pues 2 - (-1) +2-(-3)-3=0;
Q(0,4,3) g m,pues2 - 0+4-3-3#0.

5. Calcula b para que los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2, b) y C(1, 0, 0) determinen un plano que
contenga al punto P(2, 0, 1). ¢Cuél es la ecuacion de dicho plano?
Solucion:
Si el punto P(2, 0, 1) pertenece al plano determinado por A, B y C, entonces los vectores AP,
BP y CP deben ser coplanarios y, en consecuencia, dar lugar a un determinante nulo.
Como AP=(1,-1,0),BP=(0,-2,1-b)yCP =(1, 0, 1), se tendra que:
1 -1 0
0 -2 1-b|=0 -3+b=0 = b=3.
1 0 1
Luego, el valor pedido es b = 3.
Por tanto, los puntos son A(1, 1, 1), B(2, 2, 3) y C(1, 0, 0); y el plano que determinan:
x-1 1 0
n.ly-1 1 -1§=0=n:x+y-z-1=0.
z-1 2 -

6. Determina la ecuacion del plano que pasa por el punto A(-1, -1, 1) y tiene por vector
normala v = (1, -2, -1).

Halla otro punto P del plano y comprueba que el vector AP es perpendiculara v .
Solucion:

Un vector normal del plano n:ax+by+cz+d =0 es V_ =(a,b,c).

Por tanto, la ecuacion del plano pedido sera: m:x—2y—-z+d =0.

Como debe contener al puntoA=1-(-1)-2:(-1)-1-1+d=0 =d=0.
Elplanoes: n:x-2y-z=0.

Otro punto P del plano puede ser P(1, 0, 1); de donde AP =(1,0, 1) - (-1,-1,1) =(2, 1, 0).
El producto escalar AP - v =(2,1,0) - (1, -2, -1) =2 -2 = 0. Luego ambos vectores son
perpendiculares.
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X= —A
7. Halla las ecuaciones del plano que contiene al punto P(5,0,-1)yalarectar:<y=-4
Z=2+\
Solucion:
El plano pedido viene determinado por el punto P y por los vectores Vv, , de direccion de la
recta, y PA (o AP), siendo A un punto der.
V. =(-1,0,1); A=(0,-4, 2); PA=(0,-4,2) - (5,0, -1) = (-5, 4, 3)
Las ecuaciones paramétricas del plano son:
X=5-A-5u
T Y= —4p
z=-1+A+3u
Su ecuacion general:
x-5 -1 -5
n:ly 0 -4=0o n:4x-5-2y+4z+1)=0 =n:2x-y+22-8=0.
z+1 1 3

8. Halla la ecuacion del plano que contiene al punto P(1, 1, 1) y a la recta
. x-3 y-1 z+1

3 2 -2
Solucion:
El plano pedido viene determinado por el punto P(1, 1, 1) y los vectores V, y RP, siendo R(3,
1,-1)er.

Luego: V, =(3,2,-2);RP=(1,1,1)-(3,1,-1) = (-2, 0, 2).
La ecuacion del plano pedido es:

x-1 3 -2
y-1 2 0|=0« 2x-y+2z-3=0.

z-1 -2 2

9. Obten las ecuaciones de las rectas que determinan los ejes cartesianos.
Solucion:

El eje OX pasa por origen, O(0, 0, 0) y lleva la direccién del vector Z
G, = (1, 0, 0). Su ecuacion sera: ro, :(x,y,z)=(0,0,0)+A(10,0) >
X=2 ST
fricac ¢ - Jy=0
— en paramétricas: rg, 11y =0 < ryy '{z o ¥ #&/G 5T
z=0 gl

El eje OY pasa por origen, O(0, 0, 0) y lleva la direccion del vector G, = (0, 1, 0). Su
x=0

. . x=0
ecuacion seré: ro, :(x,y,2)=(0,0,0)+21(0,1,0) < 1y, :{y =4 < 1y, :{z o
z=0 B
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El eje OZ pasa por origen, O(0, 0, 0) y lleva la direccion del vector G, = (0, 0, 1). Su ecuacion

Xx=0
, x=0
serd: r,, :(x,y,2)=(0,0,0)+1(0,0,1) & r,, :{y=0 < r,, :{ .
y=0
Z=X\
10. Obtén las ecuaciones de los planos cartesianos.
Solucion:
El plano XQY contiene al pasa por origen esta determinado por i
los vectores U, =(1,0,0)y u, = (0, 1, 0). Su ecuacion sera:
X=X =10
_ i
Tyoy 1Y = M < 2=0. y=0 [
7=0 ool % NY

i
De manera analoga, el plano XOZ sera y =0. //_= 1
Y el plano YOZ tendra por ecuacion x = 0. A o
Observacion: Como puede verse, la recta que contiene al eje OX

es el corte de los planos y =0 y z = 0. Naturalmente, su ecuacion es: ro, : {y
z

Otras formas de determinacion de planos y rectas

11. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta r interseccion de los planos de ecuaciones:
2X—-2y—-72=9 Yy 4x-y+z2=42
Indica uno de sus puntos y su vector de direccion.

Solucion:
X = p
2X—-2y—-2=9 —-2y—-7=9-2x
Larectares, r: ST S riqy=-17+2p.
4x—-y+z1=42 —-y+z=42-4x
2=25-2p

Un punto de la recta es P(0, =17, 25). Su vector de direccion es v, = (1, 2, -2).

12. (Propuesto en Selectividad en 2011, Aragon)
Halla la ecuacion del plano paralelo a las rectas de ecuaciones:
2X—-y+72=-2
r=2—-X= y = Z—+1’ S = y
2 —-X+y+3z=1
y que pasa por el punto A(Z, 1, 2).
Solucion:
El plano pedido viene determinado por el punto Ay por los vectores directores de las rectas
dadas.
Para la recta r se tiene V. = (-1, 1, 2).
Obsérvese que r=2—x = y:Z—Jrl or=Xz2_y_ztl
2 -1 1
Si se expresa la recta s en su forma paramétrica:
2X—-y+2=-2 2X—-y=-2-1 2X—-y=-2-12
S = < S= < S=
-X+y+3z=1 -X+y=1-3z E2+E1| x=-1-4z
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X=-1-4t
& s=q y=-7t =V, =(-4,-7,1).

z=t
La ecuacion del plano es:
X=1-h-4t x-1 -1 -4
n=<y=1+h-7t => n=ly-1 1 -7=0= n=15x-7y+11z-30=0.
z=2+2h+t z-2 2 1

13. Halla la ecuacién del plano que contiene a los puntos P(0, 1, 1) y Q (1, 0, 1) y es paralelo
X+3 y_z -1
0o 2

alarectar =

Solucién:
El plano pedido viene determinado por uno de los puntos dados y
por los vectores PQ y v, , de direccion de la recta. Esto es, por:

P(0,1,1); PQ=(1,0,1)-(0,1,1)=(1,-1,0); V. =(1,0, 2)
Su ecuacion es:
X 1 1

y-1 -1 0=0 o n=-2x-2(y-1)+(z-1)=0 = n=2x+2y-z-1=0.
z-1 0 2

14. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto P = (3, —1, 4) y es paralelo a las rectas

X=-1+2t . ) ,
r1yry, de ecuaciones: r, =4y =2+t ;rZEX+ _y-2_z+2
z= -3t 1 2 -3

Solucion:

El plano pedido viene determinado por el punto dado y
por los vectores de direccion de cada una de las rectas.
Esos vectores son: v, = (2, 1, -3); V., =(1, 2, -3).
Por tanto:

x=3+2t+h x-3 2 1
n=qy=-1l+t+2h = n=jy+1 1 2|=0=>n=x+y+2-6=0.
z=4-3t-3h z-4 -3 -3

X =
15. Dada la recta larecta r :{ y 1 y el punto A(1, 1, 1), calcula:
y-z=

a) Un vector director de la rectar.
b) El plano = que contiene a la recta r y al punto A.

Solucion:
a) Se expresa r en funcion de sus ecuaciones parametricas.
1 1 X=-1+t
X—y=— X=-1+
r: y Sr y<:>r: y = t=v, =(1,11).
y-z=1 z=-1+y

z=-1+t
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b) El plano = viene determinado por el punto P(-1, 0, -1), el

vector v, yel vector AP =(-1,0,-1)-(1,1,1) = (-2, -1, -2). P i
Su ecuacion es: -‘f/’: r

x+1 1 -2
|y 1 -1=0 = n:x-2=0.
z+1 1 -2

., . x—1
16. Halla la ecuacion general del plano que contiene a la recta r, : — - y=2-2Yyes

X-y—-z=0
paraleloalarectar, : :
X—-2y+2=0 ra
Solucion:
El plano pedido viene determinado por un punto cualquiera,

P e ry, y por los vectores V,, y V,,, de direccion de las

rectas ry y r,, respectivamente.
Para obtener el punto y los vectores se expresan ambas rectas en su forma parametrica.

x=1+2t
=——>=1n:y y=t -

z=2-t
- P=(1,0,2);v,,=(2,1,-1)

X-y-2=0 X-y=1
r, :{ y =T, :{ y — Restando ambas ecuaciones: E1 — E2:

X—-2y+2=0 X—2y=-12
x=3h
X=y=1 : : o=
= rzz{ y =22 — (haciendoz=h)=r,:qy=2h > V,,=(3, 2, 1).
z=h

Por tanto, el plano pedido es:
Xx=1+2t+3h x-1 2 3

niy= t+2h < |y 1 2=0< 3(x-1)-5y+z-2=0<
z=2-t+h z-2 -1 1
& n:3Xx-5y+z2-5=0.

17. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 2, -1) y es paralela a
pXl_y-3_z
2 2 -1
Halla también la ecuacion del plano que contenga a ambas rectas.
Solucion:
La recta pedida difiere de la dada sélo en su
posicién. Su ecuacion sera:
x-1 y-2 z+1
2 2 -1
El plano viene determinado por el punto A(1, 3,0) e
ry por los vectores vV, =(2,2,-1) yAP =(1,2,-1)-(1,3,0) = (0, -1, -1).

S

P(1,2,-1)
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Su ecuacion sera:

x-1 2 0
y-3 2 -1=0< m:-3x+2y—-2z-3=0.
z -1 -

Otros problemas (1)

18. Dibuja el triangulo de vertices los puntos A(0, 2, 0), B(2, 0, 0), C(0, 0, 2). Halla la
ecuacion del plano que lo contiene.
Solucion:
Los puntos dados se encuentran en los ejes cartesianos, como
se indica en la figura adjunta.
Dos de los vectores que determinan este plano son:
AB=(2,-2,0)y AC=(0,-2, 2).
Luego, su ecuacion sera:

X 2 0 _,.f". .

Tly-2 -2 —2=0:>11:—4X—4(y_2)_42:0:> ﬁf

z 0 2
> n:X+y+z-2=0.

19. (Propuesto en Selectividad en 2012, Castilla la Mancha)

Calcula el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos de interseccion del plano
n=X-Yy+3z=-3 con los ejes de coordenadas.

Solucion:

El plano corta a los ejes en los puntos: A(-3, 0, 0); B(0, 3, 0); C(0, 0, -1)

El rea del triangulo viene dada por: S = %‘ﬁ x AC|.

Los vectores AB y AC son:
AB=(0,3,0)-(-3,0,0)=(3,3,0); AC=(0,0,-1)-(-3,0,0) = (3,0, -1).
Luego:

—

Ul u, U,
- ‘ABXAC 3 =—| -3,3, 9)—)8_—«/9+9+8 = \/_u
3 0

20. Sean A, By C los puntos de interseccion del plano de ecuacion x +4y+2z—-4=0 con

los tres ejes coordenados OX, QY y OZ, respectivamente. Calcula:

a) El area del triangulo ABC.

b) El perimetro del triangulo ABC.

c) Los tres angulos interiores del triangulo ABC.

Solucion: z
El punto A se obtiene haciendo y =z = 0 y despejando en la 2| e
ecuacion del plano; se tiene x = 4. Por tanto, A = (4, 0, 0)
De manera analoga, B=(0,1,0)y C =(0, 0, 2).

La idea se indica en el dibujo adjunto. By
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1 _— —
a) El area del triangulo ABC viene dada por S = E‘AB x AC|,

En este caso:
AB=(0,1,0)-(4,0,0)=(-4,1,0); AC=(0,0,2)—(4,0,0)=(-4,0,2)
Luego,

ul UZ US
ABxAC=|-4 1 0 :(2,8,4):>‘ABxAC‘:\/22+82+42:\/@yS:@:\/ﬁ.
4 0 2

b) El perimetro del tridngulo es la suma de los médulos de los vectores que determinan sus
lados.

p =‘ﬁ‘+‘ﬁ‘+‘%‘ = \/(—4)2 +1° +\/(—4)2 +2° +\/(—1)2 +22 =417 +345.
El vector BC =(0,0,2) - (0, 1,0) =(0, -1, 2).

)

c) El coseno del &ngulo que forman los vectores G y V viene dado por cos(t,V) = % :
1]\Y

En este caso:
Angulo A: cos(ﬂé,ﬁf)= (410402 _ 16 ;. 29,81°.

J(4)? +17/(-4)2 +22 /340
Angulo B: cos(ﬁ,ﬁ): (4-100-12 _ 1  g._ 83,77°.

A+ ()22 +22 /85
Angulo C: cos(ﬁ,@)z (40-20L-2 _4  ¢s._ 66,42°.

VA2 + (2212 +(-2)? 10

x=1
21. Dados los puntos A(1, 1,0) y B(0, 0, 2) y larecta r:<y =1+ 4, halla un punto C € r de
z=1+41

forma que el tridngulo ABC sea rectangulo con el angulo recto en C.

Solucién:
La situacion es la representada en la figura adjunta.
El triangulo ABC sera rectangulo en C cuando los vectores ACy BC
sean perpendiculares. Paraello: AC - BC =0
El punto C de la recta es de la forma: C = (1,1 + A, 1 + A). Por tanto:
AC=(0,2,1+2), BC=(1,1+A,-1+2)
Luego:
AC-BC=20*+1-1=0 = A=120r=-1.
Se obtienen dos soluciones paca C:
Sia=1/2,C=(1,3/2,3/2);ysir=-1,C=(1,0,0).
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Posiciones relativas de dos vy tres planos

22. Halla la posicion relativa de los pares de planos siguientes. Si se cortan, halla la ecuacion
de la recta que determinan.

Q) t=2X+y—-2z+1=0y a=x-3y-z=0.

b) t=2x+y-z+1=0y a=-2x-y+z-2=0.

C) n=x—-3y+2z-1=0y a=2x-6y+4z-2=0

Solucion:

a) Como los vectores normales de ambos planos son distintos (no dependientes), los planos se
cortan: V. =(2, 1, -1);v,=(@ -3, -1).

La recta que determinan es:
{2x+y—z+1:0 {2x—z=—1—y El—E2{x=—1—4y
r: =2 = &

x-3y—-z=0 X—2=3y X—2=3y
X=-1-4t
Sriyy= t.
z=-1-Tt

Un punto de la recta es P(-1, 0, —-1). Su vector de direccion es vV, = (-4, 1, 7).

b) Los vectores normales de ambos planos son “iguales” (dependientes): V_ = (2, 1, —1);

V = (— 2, -1, 1). Por tanto, los planos son paralelos o iguales. Seran iguales cuando

cualquier punto de =, por ejemplo P(0, 0, 1), pertenezca a o.. Como no es asi, los planos son
paralelos.

c) Como resulta evidente, la ecuacién del segundo plano se obtiene multiplicando por 2 la
primera. Por tanto, ambos planos coinciden: son el mismo plano.

23. Dados los planos de ecuacion:
m,=2x+ky-z=1y n,=x-3y—-k’z=Kk
a) Estudia, en funcién del parametro k, su posicion relativa.
b) ¢Existe algun valor de k para el que los planos ©t; y wt, sean perpendiculares?
Solucion:
a) Dos planos pueden cortarse, coincidir o ser paralelos.
« Se cortan cuando sus vectores normales son independientes.
« Son paralelos cuando sus vectores normales son dependientes: V., =pV_,

« Son coincidentes cuando, ademas de ser paralelos, tienen un punto en comun.
ﬁ.r:l

Los vectores normales son: V., =(2, k, -1) yv, = (1, -3, —kz).
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Esos vectores son linealmente dependientes si sus coordenadas son proporcionales; esto es, sSi
2 k -1

1 -3 _k?
No hay ningun valor de k que cumpla esa relacion, pues:
de 2=k k=—pyde 2= —L -1
1 -2 1 —k? V2

En consecuencia, los planos dados se cortan para cualquier valor de k.

b) Los planos son perpendiculares cuando lo son sus vectores normales: Para ello, su
producto escalar debe ser cero: v, - V_,=0.

Vi V,=@2,k-1)-(1,-3-kK)=2-3k+k?=0 =k=1,k=2
Los planos son perpendiculares cuandok =10k =2,

24. Halla la posicion relativa de los tres planos siguientes:
M E2X+Y—-2=2; m,=X+2yYy-2=3; ny=X-2y-z=-1.
Si se cortan, halla el punto o la ecuacidn de la recta que determinan.
Solucioén:
N i2X+Yy—2=2
Hay que estudiar el sistema que determinan: <z, : Xx+2y—-z=3 — (Por Gauss) —»
My X—-2y—-z=-1
E1-E3[x+3y =3
= E2-E3 4y =4 =y=1;x=0,z=-1.
X-2y-z=-1
Los planos se cortan en el punto de coordenadas (0, 1, —1).

25. Halla la posicion relativa de los tres planos siguientes:
n,=X+10y-52=11; n,=Xx+2y-72=3; ny=Xx-2y+z=-1.
Si se cortan, halla el punto o la ecuacién de la recta que determinan.

Solucion:

El sistema asociado es:
m, :X+10y-5z=11 X+10y-5z=11 Xx+10y-5z=11
M, X+2y-z=3 = E2-El{ -8y+4z=-8 = -8y+4z=-8.
T X—-2y+z2=-1 E3-El| -12y+6z=-12 2E3-3E2 0=0

Como el sistema resulta compatible indeterminado, los tres planos tienen una recta en comun.
Su ecuacion es:
X+10y -5z =11 x=11-10y +5z
r= &S =
-8y+4z=-8 1=-2+2y
x=1

S r=qy= t
1=-2+2t
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26. Halla la posicion relativa de los tres planos siguientes:
n,=2X+8y-42=0; n,=X+2y-2=3; m;=X-2y+z=1.
Si se cortan, halla el punto o la ecuacidn de la recta que determinan.
Solucion: -

m,:2Xx+8y—-4z=0 M g
El sistema asociado es: {m,:x+2y—-z=3 — (Por Gauss) —

My X—-2y+z=1
E1-2E3( 12y-6z=-2 E1-3E2 0=-8
— E2-E3{ 4y-2z=2 = 4y-22=2 . /LJ\
Xx—-2y+z=1 X—2y+z=1 : -
El sistema resultante es incompatible; por tanto, los tres planos no tienen ningdn punto en
comun, se cortan dos a dos.

f

27. Halla la ecuacién del haz de planos determinado por
T:X—y+22-5=0y n:2x-y—-2z2+4=0

De ellos, halla el plano que pasa por el punto P(0, 11, 4).

Solucion:

La ecuacion del haz de planos es:
X—y+22-5+k(2x-y—-2z+4)=0

El plano que pasa por el punto P(0, -11, 4) cumple:
0-(-11)+24-5+k(0-(-11)-24+4)=0 = 14+7k =0 => k=-2,

Luego, el plano del haz que contiene a P es:
X—y+22-5-22x-y-22+4)=0 = —-3x+y+62-13=0

Xx-2y=-1
28. Halla la ecuacion del plano definido por el punto P(-1, 2, 0) y larecta s z{ y R
X—y+2z=

Solucion:

El plano pedido es uno del haz determinado por la recta, cuya ecuacion es:
x—2y+1+k(x-y+z-1)=0

Como debe contener a P(-1, 2, 0) = —4+k(-4)=0 = k=-1.

El plano pedido es: x—2y+1—(x-y+z-1)=0 = —y-z+2=0.

29. Estudia, para los diferentes valores del parametro m, la posicién relativa de los planos:
T, MX—Yy+3Z=m; m,:2X+4z2=1; m, : X-y+22=-2
Solucion:
mXx—y+3z=m
Hay que discutir el sistema asociado: 2X+4z=1
X—Yy+27=-2
Las matrices A, de coeficientes del sistema, y M, ampliada, son:
m -1 3| m
A=|2 0 4| 1 |=M.
1 -1 2|-2
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m -1 3

El determinante de A, [A=|2 0 4/=4m—6, que seanulaparam = %
1 -1 2

Por tanto:

. SIM # % = % el determinante A # 0 y el rango de A vale 3. En este caso, el sistema sera

compatible determinado, lo que indica que los tres planos tienen un nico punto en coman.

« Sim = g el determinante A = 0y el rango de A vale 2, pues el menor i _OJJ =-2+0
3/2 -1 3|3/2
LamatrizMqueda: | 2 0 4| 1 |[=M.
1 -1 2| -2
-1 3 3/2
Comoelmenor M, =0 4 1 |=10+3#0, se deduce que el rango de M es 3.
-1 2 -2

En consecuencia, sim = —, el sistema es incompatible, lo que indica que los planos no tiene

ningun punto en comun. Como ninguno de los planos es paralelo a otro, los planos se cortan
dos a dos.

30. Estudia, para los diferentes valores del parametro a, la posicion relativa de los planos:
T, iX+Yy+22=0; n,:x+ay+3z=1; n;:x+y+(2-a)z=a
Cuando sean del mismo haz, determina la recta comun.
Solucion:
X+y+2z2=0
Se discute el sistema x+ay+3z=1 en funcion del parametro a.
X+y+(2-a)z=a

11 2 0
Sea A la matriz de coeficientes y M la matriz ampliada: A=|{1 a 3 1/=M
1 1 2-aja
1 1 2
El determinante de A, |A|:1 a 3 |=a-a’=a(l-a) =>Seanulasia=0oa=1.
1 1 2-a

Con esto:
« Siaz0y1=r(A) =3=r(M). El sistema sera compatible determinado = Los tres planos
se cortan en un Unico punto.

. Sia=0setiene: A=

s

1
0
1

N W N

o R o
Il
<
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Como F3=F1 = r(A) = r(M) = 2. El sistema sera compatible indeterminado. Los tres planos
se cortan en una recta: son del mismo haz.

. . X+y+2z=0 X+Yy=-22
Para a = 0, el sistema inicial es equivalente a: &

x=1-3z
X=1-3t
Haciendo z =t se obtienen las ecuaciones paramétricas de la rectacon: r=<y =-1+t.

X+3z=1

z=t

. Sia=1lsetiene: A= =M . El rango de A es 2, las columnas 12 y 22 son

e
N
R oW N
=)

1 2 0
iguales. Sin embargo, el rango de M vale 3, pues |M1| =0 3 1/=2=#0.Luego el sistema
11 1

sera incompatible. En este caso, los planos no tiene ningun punto en comun: se cortan dos a
dos.

31. Halla, segun los valores del parametro a, la posicion relativa de los planos dados por las
n, =X+22=0

ecuaciones: {m, =3y+2=0.
ng=ax+z=0

Cuando sean del mismo haz, determina la recta comun.

Solucion:

Estos planos forman un sistema homogéneo. Como siempre es compatible, los planos se

cortaran en un punto (cuando el rango de la matriz de coeficientes sea 3) o determinaran una
recta (cuando el rango sea 2).

1 0 2
Lamatrizes A={0 3 1].
a 0 1

Su determinante: |A = 3(1-2a)= 0si a = 1/2. Con esto:

. Sia=1/2,r(A) =3, el sistema sera compatible determinado = Los planos se cortaran en
un anico punto.

. Sia=1/2, r(A) = 2. Sistema compatible indeterminado = Los planos tiene una recta en
comun: son del mismo haz.

X+2z2=0
X+22=0
En este caso (a = 1/2), el sistemaqueda { 3y+z=0 < {3 0 cuya solucion es la
y+z=
X/2+2=0

X = 6t
recta pedida: r=< y=t .
z=-3t
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Posiciones relativas de una recta y un plano

X= —A

32. Estudia la posicion relativade larecta r=qy=0 yelplano n=2x-y+3z=6.
z=1+A

En el caso de que se corten halla el punto coman.

Solucion:
Es inmediato comprobar que la recta y el plano no son paralelos pues el vector de direccién
de larecta, V. = (-1, 0, 1), y el normal al plano, vV, = (2, -1, 3), no son perpendiculares: su

producto escalar vale —2 + 3 # 0.
Tampoco la recta esta contenida en el plano, pues el punto A(0, 0, 1) € r no pertenece al
plano.

Por tanto, la recta corta al plano. 4 17,

El punto de corte puede hallarse sustituyendo las ecuaciones de la d | ;

recta en la del plano: e P -
n=2(-A)+3(1+A) =6 = 1 =3. T N

Para A = 3 se obtiene el punto P(-3, 0, 4).

33. Sea r la recta que pasa por el punto P(1, -1, 1) y tiene como vector director (1, 2, -2).
¢Existe algun valor de a para el cual la recta r esta contenida en el plano 2x+3y+4z=a?

Solucion:

X=1+t
Las ecuaciones paramétricas de larectar son: r=<y=-1+2t.
z=1-2t

La recta esta contenida en el plano cuando cualquier punto genérico de ella verifica la

ecuacion del plano. Esto es, cuando las ecuaciones de r cumplen la del plano:
2(L+t)+3(-1+2t)+4(1-2t) =a = 2-3+4+2t+6t-8t=a =>a=3.

Por tanto, la recta esta contenida en el plano cuando a = 3.

34. (Propuesto en Selectividad en 2012, Catalufia)
X+y+z=0
2X—y+2=10
a) Calcula el punto de interseccién entre el plano y la recta.
b) Calcula la ecuacién de la recta s que esta contenida en el plano =, es perpendicular a la
recta r y corta larectar.
Solucion:
a) El punto de corte es la solucion del sistema asociado a las ecuaciones de la recta y el plano:
X+y+z=0 X+y+z=0
2X-y+2=10 > E2-2E1{-3y-2=10 > E3+E2: -5y=15>y=-3;z=-1,x=4.
X—y+2z=5 E3-El1 |-2y+z=5
Punto P(4, -3, —1).

Dados el plano n:x—y+2z-5=0 ylarecta r:{

b) La recta pedida, s, viene determinada por P y por el vector v, que es perpendicular, a la
vez,aV, yV_=(1, -1, 2).Portanto, V, =V, xV_.
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Para determinar V, se expresa la recta r en paramétricas:

X+y+z=0 X+Yy=-2 X+Yy=-2
r: =r: =r: =
2Xx—-y+12=10 2x-y=10-z E2+E1|3x=10-2z
10 2
=———A
3 3 "\
=>r= y:—E—lk—Mﬂ:(—Z, -1, 3). i =
3 3 5 L
7=\ F \ T
Con esto,
u, U, U
V.=V xV =|-2 -1 3|=(7,3).
1 -1 2
X=4+t
En consecuencia, como P(4, =3, —1) es de la recta, sus ecuaciones son: s=<y =-3+7t
z=-1+3t

X+y+z-1=0 )
yelplano n:2x+y+mz-3=0, se pide:
-X-2y+2=0
a) La posicion relativa de la recta r y el plano = segun los valores del parametro m.
b) El punto de interseccion de la recta r y el plano m en el caso de m = 1.
Solucion:
a) Su posicion relativa se halla discutiendo el sistema determinado por la recta y el plano:

35. Dada larecta r :{

X+y+z-1=0 X+y+z=1
-X=2y+z=0 = J-x-2y+z=0
2X+y+mz—-3=0 2X+y+mz=3
Haciendo transformaciones de Gauss se tiene:
X+y+z=1 = X+y+z=1 = X+y+z=1
-Xx-2y+z=0 E2+El -y+2z=1 -y+2z=1
2X+y+mz=3 E3-2E1 |-y+(m-2)z=1 E3-E2 |(m-4)z=0

A partir de la tercera ecuacion se concluye:

. Sim =4, el sistema tiene solucidn unica. Esto significa que el plano y la recta se cortan en
un punto.

. Sim =4, el sistema es compatible indeterminado. Esto significa que la recta esta contenida
en el plano.

X+y+z=1
b) Param =1, el sistema queda: s —y+2z=1. Susoluciénes:z=0,y=-1,x=2.
-3z=0
Por tanto, la recta y el plano se cortan en el punto (2, -1, 0).
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Posiciones relativas de dos rectas

X= A X=1+t
36. Determina la posicion relativa entre las rectas: r:<y=2+X1; s:qy= 2t.
Z= -\ z=0

Solucion:
Debe estudiarse la dependencia lineal de los vectores V., vV y RS,
dgndeRerySes. _ ' _ 3 5,
Si los tres vectores son linealmente independientes, las rectas se '.
cruzan; si son linealmente dependientes, con V, # Vg, se cortan; si iz
V., = kv, las rectas son paralelas. " . Y
Se tiene:
v, =(1,1,-1),v,=(1,2,0) y RS=(1,0,0)-(0,2,0)=(1,-2,0)
1 1 -
Como[l 2 0|=4,los vectores son linealmente independientes.
1 -2 0
En consecuencia, las rectas r y s se cruzan.
X= 3A X=2+05t
37.Dadas lasrectas r:<y=a+2\ y s:<y=-1+7t, determina su posicion relativa
z=1+21 z=3+2t
dependiendo del valor de a.

Solucion:

Las rectas nunca pueden ser paralelas, pues V, = (3, 2, 2) y V,= (5, 7, 2) no indican la misma
direccion.

Las rectas se cortaran si los vectores V, = (3, 2, 2), V,= (5, 7, 2) y RS son linealmente

dependientes, siendo R un punto de r y S un punto de s.

SiR=(0,a,1)yS=(2,-1,3)=>RS=(2,-1-4, 2).

Los vectores seran linealmente dependientes cuando su determinante asociado valga 0.
3 2 2

5 7 2l=-4a-2 => —-4a-2=0 sia:—%.
2 -1-a 2

1 , 1
Las rectas se cortan cuando a = 5 En los demas casos se cruzan; esto es, cuando a # 5

38. Dadas las rectas r: X2 - Y=L _2=2 y s:{2X+ y+22+5_0.
3 2 -4 2X-y+2z+11=0

a) Comprueba que son paralelas.

b) Halla la ecuacion general del plano que las contiene.

Solucion:

a) Las ecuaciones de ambas rectas en forma paramétrica son:
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X=-5+3t
S riiy=1+2t >V, =(3,2,-4)

r.x+5_y—1_z—2
3 2 —-4

71=2-4t
2X+Yy+22+5=0 2X+Yy=-5-2z2
S: = S: — (Sumando E2 + E1) =
2X—-y+2+11=0 2X—-y=-11-z2
2X+y=-5-2z
S: y :>x:—4—§z; y:S—EZ.
4x =-16-3z 4 4
X=-4-3h
Haciendo z = 4h setiene: s:{ y=3-2h — V, =(-3,-2,4)
7= 4h

Resulta evidente que ambas rectas tienen el mismo vector de direccion: v, = -Vvj.

b) Si dos rectas son paralelas siempre hay un plano que las
contiene. Viene determinado por un punto de alguna de ellas,
por ejemplo R = (-5, 1, 2) € r, y por los vectores V, y RS,
siendo S = (-4, 3, 0) e s. El vector RS = (1, 2, -2).
Por tanto, la ecuacion del plano  es:

X=-5+3t+h x+5 3 1

niay=1+2t+2h < |ly-1 2 2|=0< n:2Xx+Yy+22+5=0
z=2-4t-2h z-2 -4 -2

39. Determina la posicién de las rectas r y s, de ecuaciones:
. SX+y—z=4 o= X—y=-5
~|2x-2y-z=-5 z=4

Solucion:
Sus ecuaciones en forma parametrica son:

SX+y—z=4 El-E2 3X+3y=9
r= = r= =
2X—2y—-2=-5 2X—-2y—-72=-5

Xx=3-t
= (haciendoy =t)=r=qy= t —>V, =(-1,1,-4),R=(3,0,11) er.
z=11-4t
X=-5+h

X—y=-5 X=-5
s= ) TV g2 Y s=ly=  h 5V.=(1,1,0),5=(50 4).
z2=4 72=4 )

La dependencia lineal de los vectores V., V; YRS, siendoR e ry 5

S € s, determina la posicion relativa de ambas rectas: si son .
linealmente independientes, las rectas se cruzan; si son \ 7
linealmente dependientes, estan en el mismo plano.
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En este caso:
vV, =(-1,1,-4),v,=(1,1,0) y RS=(-5,0,4)-(3,0,11) = (-8, 0, -7)

-1 1 -4
Como|l 1 O0|=7+7-32=0, losvectores son linealmente independientes. En
-8 0 -7

consecuencia, las rectas r Yy S Seé cruzan.

40. Determina la posicion relativa de las rectas r y s, siendo r la recta que pasa por los puntos

P(0,8,3)yQ(2,8,5ys: {Xy_ y2+27 :OO. Si se cortan, halla el punto de corte.
Solucién:
La recta r queda definida por P(0, 8, 3) y el vector PQ = (2, 8,5) — (0, 8, 3) = (2, 0, 2).
X =2t
Su ecuaciones: r:q y=8
z=3+2t
Las ecuaciones paramétricas de s son:
X=-7+2h
s:{x_er?:O & S:{x: y=1 — (haciendoz=h)= s:{ y=2h
y-2z=0 y=2z —h

La posicion relativa de r y s se deduce estudiando la dependencia lineal de los vectores:
vV, =(2,0,2),v,=(2,2,1) y PS=(-7,0,0)- (0, 8,3) = (-7, -8, —3), donde S = (-7, 0, 0)
es un punto de s.

2 0 2
Como|2 2 1|=4-4=0, los vectoresson linealmente dependientes. En
-7 -8 -3

consecuencia, las rectas r y s se cortan.
Para hallar el punto de corte se resuelve el sistema:

X=2t X=-7+2h 2t=-7+2h (=12
r:4{ y=8 = y=2h t:s=4 8=2h :>{h__4 .
z7=3+2t z=h 3+2h=h -

Para h = 4, sustituyendo en s, se obtiene M(1, 8, 4). (Obviamente, para t = 1/2, sustituyendo
en r, se obtiene el mismo punto).

41. (Propuesto en Selectividad en 2011, La Rioja)
X+3 y+4 7-3
==
Q(a, 1, 0) se cortan en un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte.

Solucion:

Las rectas se cortan cuando los vectores:
V., =(2,2,3),
V,=PQ=(,1,0)-(1,0,2)=(a-1,1,-2)y
RP=(1,0,2)-(-3,-4,3)=(4,4,-1)

La recta r de ecuacion y la recta s que pasa por los puntos P(1, 0, 2) y
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sean linealmente dependientes, siendo R(-3, —4, 3) un punto de r y P un punto de s,
Para ello:

2 2 3
a-1 1 -2=0=>14a-28=0=a=2.
4 4 -1
X=1+A
Sia=2,v,=(1,1,-2),ylarectassera: s=< y=»2
2=2-2A\
El punto de corte de ambas rectas se determina resolviendo el sistema:
Xx=1+A
rEx+3= y+4= 2—3; = y=2
2 2 3
2=2-2\
Expresando r en sus ecuaciones paramétricas e igualando coordenadas se tiene:
X=-3+2t -3+2t=1+A
2t—1 =4
r=y=—4+2t =< -4+2t=A = => A=-2;t=1.
dt+20=-1
z=3+3t 3+3t=2-21
x=1-2
El punto pedidoes: C=< y=-2 = C(-1, -2, 6).
z2=2+4
42. Demuestra que las rectas r y s se cruzan:
r:X—_l: y+2 =7-2, s:X—Jrl:l:Z—_l.
3 3 3 4 -3
Solucién:

Se consideran los vectores: V,, V; YRS, siendoR € ry S € s. Si esos vectores son

linealmente independientes, las rectas se cruzan.
V., =(3,3,1),Vv,=(3,4,-3);R=(1,-2,2),5S=(-1,0,1) > RS =(0, 2, -1)

3 3 1
Como |3 4 —-3=6+15=21+0, los vectores son linealmente independientes. En
0 2 -1

consecuencia, las rectas r y s se cruzan.

3 1 L X=1+6A\
43 Estudia la posicion relativa de las rectas r: >—> — y2_ _Z +2 y =4
- z=-4)

Si determinan un plano, halla su ecuacion.
Solucion:
Como vV, =(3,2,-2) y V= (6, 4, —4) = 2V,, las rectas

son paralelas o coincidentes.
AlserRS=(1,0,0)-(3,1,-1)=(-2,-1, 1), con
R(3,1,-1) e ry$S(1, 0, 0) € s, independiente de v, ,
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las rectas no son coincidentes. Por tanto, son paralelas y definen un plano.
El plano queda determinado por el punto R y por los vectores vV, y RS.
Su ecuacion es:

x-3 3 -2
y-1 2 -1=0«< y+z=0.
z+1 -2 1

44. Estudia en funcion de los valores del parametro a, la posicion relativa de las rectas r y s:
{x—ayzz {x—z:l
r= , S= .
ay+z=1 y+z=3
Solucion:
Hay dos métodos que permiten determinar esa posicion:
1) Discutir el sistema asociado (sistema de 4 ecuaciones con 3 incdgnitas). Si el sistema es
compatible determinado las rectas se cortan; si es incompatible, se cruzan. (Podria darse
también el paralelismo, pero esas dos posiciones se descubren vectorialmente).

2) Estudiar la dependencia lineal de los vectores v, , V y RS, siendoR e r y S e s. Si esos

vectores son linealmente independientes, las rectas se cruzan; si son linealmente
dependientes, estan en el mismo plano, pudiendo ser paralelas o cortarse.

Primer método

X —ay =2
) ) ay+z=1
Las rectas generan el sistema lineal :
X -z=1
y+z=3
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
1 -a 02 1 -a 0] 2
0 a 1|1 0 a 1|1
A= =M > (F3-F1) > A= =M
1 0 -1|1 0 a -1|-1
0 1 1.3 0 1 1|3
El determinante de M, desarrollado por la primera columna, es:
a 1 1
IM|=la -1 -1 =-2a-2a=-4a —suvaloresOsia=0.
1 1 3

Luego:
« Sia=0=r(M) =4, con lo que el sistema seria incompatible, pues del rango de A como
méaximo vale 3. En este caso, las rectas se cruzaran.
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10 0| 2
) ) 00 1|1 .
« Sia=0, las matrices quedan A= N 1117 M , cumpliendose que r(A) = r(M) =
01 1] 3

100
3, yaque |A1| =|0 0 1|=-1.En este caso el sistema es compatible determinado (solucion
011

Unica: los cuatro planos tienen un punto en comun), lo que indica que las rectas se cortaran.

Segundo método
Expresando las rectas en forma paramétrica se tiene:

X=2+at x=1+h
r=qy= t, s=<y=3-h.
z=1-at z= h
Por tanto: V, = (a, 1, -a), V,= (1, -1,1) y RS =(1,3,0)— (2,0, 1) = (-1, 3, -1).
a 1 -a
Como |1 -1 1 |=-2a-2a=-4a = los vectores son linealmente dependientes cuando
-1 3 -1

a =0, y linealmente independientes si a # 0.
En consecuencia, las rectas r y s se cruzan si a # 0; y se cortan si a = 0.

Otros problemas (11)

X-2z=1
45. Sear la recta que pasa por los puntos A(1,1,1) yB(3, 1, 2);y s = { ’_0"
y— =
Halla:
a) Su posicion relativa.
b) Si se cortan, su punto de interseccion.
c) Si existe, el plano que las contenga.

Solucion:
Las ecuaciones paramétricas de ambas rectas son:
x=1+2\
r=Jy=1 — El vector directores v, =b—-a =(3,1,2)-(1,1,1) = (2,0, 1).
z=1+A
X=1+2t
x—2z=1 . ~
S= ) O—)(haC|endoz:t)—>sE y=2 —-5V,=(201).
y=e= 7=t
a) Como V, =V, las rectas son paralelas.
. . o v, r
b) ¢Podrian ser coincidentes? No, pues en larectar la Y sf,»"f
componente y siempre vale 1, mientras que en s la misma s S Vs

componente siempre vale 2. n
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¢) Si dos rectas son paralelas siempre hay un plano que las contiene. Dicho plano viene
determinado por el punto A(1, 1, 1) € r, y por los vectores vV, y AS, siendo S cualquier punto
des.

Tomando S(1,2,0) = AS=(1,2,0)-(1,1,1)=(0, 1, -1).

x-1 2 0
El plano pedidoes: ly-1 0 1|=0 = n=-x+2y+2z-3=0.
z-1 1 -

46. (Propuesto en Selectividad 2012, Comunidad Valenciana)

X=1+2a x=-1
Sedanlasrectasr, =9 y=oa yr,=< y=1+f ,siendoay p parametros reales. Calcula
Z=2-a z=-1-28
las coordenadas del punto de corteder, yr,,.
Solucién:
1+2a=-1
Igualando las componentes de ambas rectas: a=1+f =a=-1,p=-2.
2—-a=-1-2

Por tanto, el punto de corte es P(-1, -1, 3).

47. a) Halla la ecuacion general del plano que pasa por los puntos (1, 2, 3), (2,3,1) y (3, 1, 2)
b) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos (1, 0, -1) y (1, -1, 0).
c) Determina la posicion relativa de la recta y el plano.
Solucion:
a) Sean A(1, 2, 3), B(2,3,1) yC(3, 1, 2).
El plano viene determinado por el punto A(1, 2, 3) y por los vectores
Vv=b-a =(2,3,1)-(1,2,3)=(1, 1, -2);
w=C-da=(3,1,2)-(1,2,3)=(2,-1,-1)
Su ecuacion es:

x-1 1 2
n|ly-2 1 -1=0< -3(x-1)-3(y-2)-3(z-3)=0<n: x+y+z-6=0.
z-3 -2 -

b) Sean P(1, 0, -1) y Q(1, -1, 0).
La recta pedida viene determinada por el punto P(1, 0, —1) y el vector:
PQ=(1,-1,0)—(1,0,-1)=(0,-1,1)

x=1
Suecuaciones: r:qy= -t
z=-1+t oo .
c) Para determinar la posicion relativa entre la recta y el plano se _'
sustituyen las ecuaciones de la recta en la del plano. Se obtiene: " T
4 v ...-B e
1-t-1+t-6=0= —6=0 //“""""_ e
Como esa igualdad no tiene sentido, se concluye que la recta y el / ¥ 4

plano no se cortan. Esto es, que la recta es paralela al plano.
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X+y-2=0

48. Halla la ecuacion de la paralela a la recta r: Y que pasa por el punto (0, 1,
2x—y+z=1

0).

Solucioén:

La ecuacion de la paralela, r’, viene dada por dos planos paralelos a los que determinan ry
que pasan por (0, 1, 0). Esto es:

,{x+(y—1)—z:0 { X+y—-z=1
r o or

2X—(y-D)+z=1 2X—-y+z=-1
x=0
Sus ecuaciones paramétricas, que se obtienen resolviendo el sistema, son: r':<y =1+t
z= t
De otra forma:
x=1/3 x=0
Las ecuaciones paramétricasde rson sy =-1/3+t > v, =(0,1, 1) = r:qy=1+t.
Z= t z= 1
49. Dadas las rectas de ecuaciones: r = {ZX —y=nm , S= {X ty=2 :
z2+2y=3 X+22=3
¢ Qué valor debe tomar m para que ambas rectas se corten?

Solucion:
Las rectas se cortaran cuando el sistema determinado por los cuatro planos que las definen
tenga solucion dnica.

; {Zx—y:m 2X—Yy =m

= 2 :3

El sistema es: z+2y=3 = yrz
.= X+y=2 X+y =2
C|x+2z=3 X +27=3

Este sistema serd compatible determinado cuando el rango de la matriz de coeficientes sea
igual al rango de la matriz ampliada, y ambos iguales a 3.

2 -1 0m
. 0 2 1|3
La matrices son: A= =M.
1 1 0|2
1 0 2|3
2 -1 0
El rango de A es 3, pues el menor |[A =0 2 1/=-3=0.
1 1 0

Para que el rango de M sea 3 es necesario que su determinante sea nulo. Luego, como
IM|=5(m-1) = m=1
Las rectas se cortan cuando m = 1.
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50. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 0, 0) y corta a las rectas
x-2 y-1 z X+2y+2-1=0
T T2 2_{
Solucién:
La recta pedida sera la interseccion de dos planos: w1, que pasa
por Py contiene a ry, y m,, que pasa por P y contiene ar,
Las ecuaciones paramétricas de las rectas dadas son:

- 2X-y—-2-3=0

X=2+t1
n=<y=1-t —Setiene V,, =(1,-1,2)yAery, A2, 1,0)
z= 2t
X= h
X+2y+2-1=0 X+z2=1-2y
r, = o0, = < L=< y=4+3h -
2Xx—-y—-2-3=0 2X—2=3+Yy
z=-7-7h

Setiene V., =(1,3,-7) yB e ry, B(0, 4, -7)
El plano m; viene dado por P, V., y AP = (-1, -1, 0), su ecuacion es:

x-1 1 -
m=ly -1 -1=0=mn=x-y-z-1=0.
z 2 0
El plano rt; viene dado por P, V,, y BP = (1, —4, 7), su ecuacion es:
x-1 1 1
T,=| Y 3 —-4=0 =>mn,=x+2y+2-1=0.
z -7 7
Por tanto, la recta pedida es:
X= t
rz{x—y—z—lzo S r=1y=2-2t & rzizy_—2=2_+3
X+2y+z2-1=0 1 -2 3

z=-3+3t

51. (Propuesto en Selectividad en 2011, Madrid)
Halla el volumen del tetraedro que tiene un vértice en el origen y los otros tres vertices en las
intersecciones de las rectas:
3 _|Jy=0 _|x=0
n=x=y=z2, r2={2=0, r3={2=0
conelplano n=2x+3y+7z=24.
Solucion:
Para determinar los otros tres vértices se hallan las intersecciones del plano con cada una de
las rectas:
e M NM T=2X+3X+7Xx=24 =>x=2.Punto A= (2, 2, 2).
e NN n=2x=24 = x=12. Punto B =(12, 0, 0).
« I3nm n=3y=24 = y=8.Punto C=(0, 8, 0).
Los vectores que determinan el tetraedro son:
OA=(2,2,2);0OB=(12,0,0)yOC =(0, 8, 0).
El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de esos tres vectores.
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2
V :% 12 0 0= %-2-12-8 = 32 unidades cubicas.
0 8

52. (Propuesto en Selectividad en 2012, UNED)

Halla ay b para que los tres planos n, : x+2y—-z=1, n,:2x+y+az=0y

n, 13X+ 3y — 2z = b contengan a una misma recta r. Determina unas ecuaciones paramétricas
der.

Solucion:

Tres planos contienen a una misma recta cuando son del mismo haz. Ello implica que el
sistema asociado debe ser compatible determinado con un grado de indeterminacion.

X+2y—-z=1
El sistemaes: { 2x+y+az =0 . Se necesita que r(A) = r(M) = 2, siendo A la matriz de
3x+3y—-2z=Db
1 2 -1|1
coeficientes y M la matrizampliada: A=|{2 1 a | 0(=M
3 3 =-2|b
1 2 -1
Para que r(A) = 2 debe cumplirseque [A/=2 1 a|=0=3a+3=0 >a=-1,
3 3 -2
Para que r(M) = 2 debe cumplirse, ademas, que cualquier otro menor de orden 3 sea también
1 -1 1
nulo. Por ejemplo (sustituida ya a por -1), [M,|=[2 -1 0/=0 = b-1=0 >b=1.
3 -2 b

En consecuencia, cuando a=-1y b =1, los tres planos contienen a la misma recta.

X+2y—-z=1

Su ecuacion se obtiene resolviendo el sistema < 2x+y—-z=0 <
3x+3y-2z=1

X—2=1-2y X—2=1-2y El-E2|-z=2-3y

< < :

2X—2=-Y E2-El1| x=-1+y x==-1+y

X+2y-z=1
o
2Xx+y—-2=0

X=-1+t
Haciendo y =t se obtienen las ecuaciones paramétricas de la recta: r = y=t
z2=-2+3t
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