Vectores. Bases. Producto escalar, vectorial y mixto; y aplicaciones

Observacion: La mayoria de los problemas resueltos a continuacion se han propuesto en
los examenes de Selectividad.

1. Dados los vectores u =(1,2)y v =(=3, 1):
a) Comprueba que u y v forman una base del espacio vectorial de los vectores del plano.
b) Encuentra las componentes del vector w = (=1, 5) en la base {u, v }.

Solucién:
a) Los vectores son linealmente independientes pues:
ML2)+u(=3,1)=(0,00) > A-3u=0;2L+u=0 = A=0yu=0

.. . ) A-3u=0

La tdnica solucién del sistema esA=0yu=0.
244+ u=0

Los vectores # y v forman un sistema generador, pues cualquier vector (x, y) puede ponerse
en funcion de ellos. En efecto:

X —3‘ ‘1 X
a—-3b=x 1 2 -2
(x,y) = a(1,2) + b(=3,]) = S ML N ) S D U
2a+b=1y 1 -3 7 1 -3 7
2 1 2 1
b) Para w = (-1, 5) ,estoes, x =—1, y =5, se tiene: a=_1+15=2,b=5;—2=1.

Luego w=2u+v.
La comprobacién es inmediata: 2u +v =2(1,2)+ (-3, 1)=2,4)+ (3, 1)=(-1,5 =w.

2. Considera los vectores de R*:
v =(=1,3,4), v, =(2,-1,-3)y v; =(1, 2k + 1, k + 3).
a) Halla el dnico valor de k para el cual estos vectores no son una base de R’.
b) Para un valor de k diferente del que has hallado en el apartado a), ;cudles son las
componentes del vector W =V, + 7, + ¥, en la base {V,,¥,,V;}?

Solucion:
a) Los vectores no forman base cuando son linealmente dependientes; para ello, el
determinante asociado debe ser 0.

-1 3 4
2 -1 -3|=0 & 5-15=0 = k=3
1 2k+1 k+3

b) Si k # 3, los vectores {V,,V,, 7, } forman una base, pues son linealmente independientes. En

consecuencia, las componentes de w =V, +V, +V; en funcién de esa base, son (1, 1, 1).



3. a) Se consideran los vectores: uy = (1, 1, 2), = (-1, 1,0) y vi=(0, -1, 1) y vo = (1, =2, 0).
Demostrar que para todo nimero real a, el vector (—2a,3a, a) es combinacién lineal de u; y u,
y también de v; y v;.

b) Elegir tres vectores linealmente independientes entre uj, Uy, vi y v, y escribir el otro como
combinacion lineal de ellos.

Solucion:
a) En ambos casos debe cumplirse que el determinante formado por los tres vectores valga 0.
1 1 2
e (—2a,3a,a) es combinacién lineal de uy y up si | —1 1 0/=0.
—2a 3a a
1 1 2
-1 1 O=a-(-a)+2(-3a+2a)=2a—-2a=0
—2a 3a a
0O -1 1
e (—2a,3a,a)es combinacion lineal de vi y vo si | 1 -2 0/=0
—2a 3a a
0o -1 1
I -2 0O=a+Q@Ba—-4a)=a-a=0
—2a 3a a
1 1 2
c¢) Como |-1 1 O0=1+1+4+2=4,]los vectores uy, u, y v; son linealmente independientes.
0 -1 1

Hay que escribir v, en funcién de u;, uy y v;. Esto es, encontrar las constantes X, y, z, tales
quevo=Xup+yuw+2zvi.

x—y=1
Osea: (1,-2,00=x(1,1,2)+y(-1,1,0) +z0, -1, 1) = <x+y—z=-2
2x+2z=0
Por Cramer:
1 -1 0 1 1 0 1 -1 1
-2 1 -1 1 -2 -1 1 1 =2
0o o0 1 1-2 1 2 0 1| =-2-3 5 2 0 0 2
TTCCr o] 4 47T o1 o] 4 T 4T o1 o] 4
1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
2 0 1 2 0 1 2 0 1
Luego:
- 1. 5. -
v2:—2u1—2u2+—v1



4. Sean A, By C tres puntos del espacio tridimensional que verifican la relacién
CB =-3CA
a) Calcula el valor que toma & en la expresion AC =kAB

b) Si A(l, 2, -1) y B(3, 6, 9), halla las coordenadas del punto C que cumple la relacién de
partida.

Solucién:
a) De CB=-3CA = BC=-3AC.
Sustituyendo en la igualdad AC = AB + BC, se tiene:

AC=AB+BC = AC=AB-3AC — 4AC=AB — R‘:%E

b) AB=(3,6,9)—(1,2,-1) = (2,4, 10)
Si O =(0, 0, 0), entonces:

oC = EH%E =(1,2,-1)+(1/2, 1,5/2) = (3/2, 3, 3/2)
Las coordenadas del punto C son (3/2, 3, 3/2).

5. Definir el producto escalar de vectores y enunciar su relacion con los conceptos de angulo y
distancia entre puntos.

Solucion:
Dados dos vectores v = (a,,b;,c;) y w=(a,,b,,c,) se define:

+ Producto escalar canénico v-w=aa, +bb, +cc,
« Producto escalar ordinario Ve = |V W]-cos(V, w)

Obviamente, ambas definiciones son equivalentes.

De la segunda definicion se deduce: cos(v, w) = m
Vi W

El médulo de un vector se define como: |\7| =+/VV = w/alz + b12 + c12

La distancia entre dos puntos A y B, d(A, B), es igual al médulo del vector AB. Si las
coordenadas de esos puntos fuesen, A = (a,,b,,¢;) y B = (a,,b,,c,), entonces

AB = (a2 _al,bz _bl,C2 _Cl)
d(A,B)=|AB|= \/(az —a)? +(by—b)* +(cy —¢,)?




6. Dados los vectores u=(1,2,0)y v=(0, 1, 2), calcula:

a) el producto vectorial de u y v

b) un vector unitario ortogonal a u y v

c) el drea del paralelogramo que tiene por lados los vectores u y v

Solucion:
Uy Uy Uy

a) uxv=|1 2 0[={4,-2,1)
0o 1 2

XV (4,-2)) (4 -2 1]

b) El vector pedido es —— = = , )
iixv] Ji6+4+1 \V21 V21 V21

c) El drea del paralelogramo viene dada por el médulo del producto vectorial, luego:

A =i xv| =21

7. Calcula los valores de x e y para que el vector (x, y, 1) sea ortogonal a los vectores (3, 2, 0)
y (2,0,-1).

Solucién:
Debe cumplirse que:
%y, 1)-3,2,00=0 = 3x+2y=0
Xy, 1)-(2,0,-1)=0 = 2x-1=0 - x=12 —» y=-3/4

El vector pedido es: (1/2, =3/4, 1).

8.a) Sean u y v dos vectores. Comprobar que si (4 + v )(u — v ) =0 entonces |L7| = |\7|

b) Calcule los vectores unitarios que sean perpendiculares a los vectores u = (—3,4, 1)y
v=(-2,1,0)

Solucién:
Q)Si(i +7V) (i —v)=0= d-id +i-v —v-id +v-v =0 =[] -} =0 =
|12|2 = |\7|2 = |12| = |\7| (La solucion |12| = —|\7| no es posible, pues el médulo de un vector

siempre es mayor o igual que cero.)

b) El producto vectorial de dos vectores da un vector perpendicular a ambos. Luego,

Uy Uy Uy
uxv=1|-3 4 1|=(-1,-2,5) es perpendicular a los vectores dados.
-2 1 0

Los vectores unitarios pedidos son:

XV L (-1-25) %(—1 -2 5)y(1 2 —5)
Clixd TW1+4+25 (V307430 V30 ) T (V30 7430 V30




9. Sean los puntos A(1, 2, 1), B(2, 3, 1), C(0, 5, 3) y D(—1, 4, 3).

a) Prueba que los cuatro puntos estdn en el mismo plano. (Halla la ecuacién de dicho plano.)
b) Demuestra que el poligono de vértices consecutivos ABCD es rectangulo.

c¢) Calcula el drea de dicho rectangulo.

Solucién:
a) Los cuatro puntos pertenecerdn al mismo plano si los vectores AB, AC y AD son
linealmente dependientes.
Estos vectores son:
AB=(2,3,1)-(1,2,1)=(1,1,0)
AC=(0,5,3)-(1,2,1)=(-1,3,2)
AD=(-1,4,3)-(1,2,1)=(-2,2,2)

1 1 0
Como -1 3 2/=0, los vectores, efectivamente, son linealmente dependientes.
-2 2 2

El plano que determinan viene dado, por ejemplo, por el punto A y por los vectores AB y AC.
Su ecuacion es:

x=1+t—-h x—1 1 -1
y=2+t+3h =|y-2 1 3|=0=x—y+2z-1=0
z=1+2h z—-1 0 2

Observacién: Puede verse que los cuatro puntos dados cumplen la ecuacion del plano.

b) El cuadrilatero sera rectangulo si los vectores AB y BC, y AB y AD son ortogonales.
Como: AB=(1,1,0),BC=(-2,2,2)yAD =(-2,2,2)

se tiene: AB-BC=AB-AD=(1,1,0)-(-2,2,2)=0

Por tanto, se trata de un rectangulo.

c) Al tratarse de un rectangulo, su superficie se halla multiplicando su base por su altura.
La base puede ser el mdédulo de AB; la altura, el médulo de AD.

AH=Vi+1=v2;  [AD=Va+a+d =412

Por tanto,

s i T

NOTA: La superficie también podria hallarse mediante el producto vectorial:

S:‘Exf



10. Si A, B y C son los puntos de coordenadas (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, O, 1), respectivamente
a) Calcula el 4rea del tridngulo que forman los puntos A, By C.
b) Determina el angulo que forman los vectores AB y AC.

Solucién:
l— —
a) El 4rea del triangulo de vértices A, B y C viene dada por S = E‘AB xXAC
Como AB = (0, 1,0) — (1,0, 0) = (-1, 1, 0) y AC = (0, 0, 1) — (1, 0, 0) = (~1, 0, 1) se tiene:

Uy, Uy Uy

- -

ABxAC=]-1 1 0(=1LD
-1 0 1

Luego:

S =%\/12 +12 412 :%\/5

b) Por el producto escalar:

- -
- - .
cos(AB, AC] = AB-AC = ! = % = el angulo que forman es de 60°.

V242

- | -
AB|AC

11. Si u y v son vectores ortogonales y de médulo 1, hallar los posibles valores del
pardmetro real a para que los vectores u +av y u —av formen un dngulo de 60°.

Solucion:

Los vectores # y v forman base ortogonal. Entonces, podemos expresar:
u+av=_~1,a), u—av=_1,-a)

Como

(la)(—a) _ 1-a’

= =cos 60° =
Vi+a® 1+ (-a)> 1+’

cos(u+av, u—av)= =

N | =

= 2-2d=1+d®> = 3d*=1 = a:i%

12. Halla la superficie del tridngulo de vértices P=(1,1,4),Q=(0,0,3)yR = (%, %, %) .

Solucién:
El tridngulo esta determinado por los vectores
PQ=(-1,-1,-1) y RQ = (—4/3, -2/3, 2/3)

Su superficie serd: S =1‘P—Q,XR_Q" -1 (—i,z,—zj _1 /ﬁ = E
2 20 3 3 2V9 3

u U us
El producto vectorial es: POXRQ =| —1 -1 —1|=(-4/3, 2, =2/3)
—-4/3 =2/3 2/3



13. Comprueba que los puntos A = (1,0, 3), B=(-2,5,4),C=(0,2,5) yD=(-1,4,7) son
coplanarios. De todos los tridngulos que se pueden construir teniendo como vértices tres de
esos cuatro puntos, ;cudl es el de mayor area? Halla el valor de dicha area.

Solucién:
Seréan coplanarios si los vectores AB, AC y AD son linealmente dependientes.

Veamos:

AB,=(-2,5,4)-(1,0,3)=(-3,5,1)

AC=(0,2,5-(1,0,3)=(-1,2,2)

AD=(-1,4,7)-(1,0,3)=(-2,4,4)
Como los vectores AC y AD son proporcionales, AD =2 - AC, los tres vectores son
linealmente dependientes. (También puede verse que el determinante asociado a esos vectores
vale 0.)
Si AD =2 - AC, los puntos A, C y D esta alineados como se indica en la figura.

E El triangulo de mayor superficie que puede construirse
es el de vértices A, B y D.

Su superficie es:

- S—l‘ﬁxﬁ)‘—lklmo-zﬂ
_‘lnj,‘_ 2 2 ’ ’

Luego,
S =%\/162 +10° +(-2)? =%\/360 =310

Uy U U
El producto vectorial ABXAD=|-3 5 1|=(16,10,-2)
-2 4 4

14. Comprueba si los puntos (1, 2, 3), (1, -2, 4) y (1, =3, 5) estan alineados. En caso negativo,
determina la ecuacidn del dnico plano que los contiene.

Solucién:

Sean A =(1,2,3),B=(1,-2,4)yC=(1,-3,5).

Como los vectores AB = (0, -4, 1) y AC = (0, -5, 2) son linealmente independientes (se ve de
manera inmediata, pues sus coordenadas no son proporcionales), los puntos no estan
alineados.

x-1 0 0
La ecuacién del plano que determinanes: [y—2 —-4 -5=0 = x—-1=0
z=3 1 2



