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Tema 11. La integral definida

1. Integral definida: area bajo una curva

La integral definida permite calcular el area del recinto J
limitado, en su parte superior por la gréfica de una /
funcién f(x), continua y no negativa, en su parte /1
inferior por el eje OX, y en los laterales por las rectas 5
X =ayXx=Dh. Esto es, el area S del recinto coloreado
en la figura adjunta.

En la antigiiedad esta area se calculaba, de manera Y=g x=h
aproximada, sumando las superficies de muchos

rectangulos de base muy pequefia y de altura el minimo (o el maximo) de la funcion en cada
uno de los subintervalos en los que se divide el intervalo [a, b], tal y como puede observarse
en las siguientes figuras.

x
J® — fe)
Y 4
& / 4
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d=Xy X X X; e X506 a=x; X X X Xy x.=£8
La suma de las areas de los rectangulos La suma de las areas de los rectangulos “exteriores”
“interiores” se Ilama suma inferior; puede se Ilama suma superior; puede denotarse por S;.
denotarse por s;. Evidentemente esta suma es Evidentemente esta suma es mayor que la superficie
menor que la superficie S: s; < S S: S<S;

Cuando se divide el intervalo en otros mas pequefios se dice que se hace una particién del
intervalo. Aqui se divide en n intervalos que pueden ser de la misma amplitud, o no. Si se

parte por los puntos a = Xg, X1, X2, ..., Xi, ..., Xn_1, Xn = b, las bases de los rectangulos
considerados seran:
X, = Xgy Xo =Xy eeny X=Xy oney X, — X, 4

. Silaaltura minima de la funcion en el intervalo [x,_,, ] es m;, la suma de las superficies
de los rectangulos “interiores” sera:

n

(X, = Xo )My + (X, = X, )M, 4o (X = Xy )M, A+ (X, = Xy )M, = Z(X‘ — Xy )M, =S,

i=1
. Silaaltura maxima de la funcién en el intervalo [x._;, x| es M;, la suma de las superficies
de los rectangulos “exteriores” sera:

n

(X, =% )My +(% =X )M, + .o+ (X =Xy )M+ (X, =X, )M, = Z(X‘ — X, )M; =S,

i=1
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Si se divide el intervalo en més partes, ambas sumas se aproximaran mas a la superficie real S.

” [ 7 [~
P | . |/
i h\ / A1 \_
[ 7

a=i x X X Xy =6 a=x; X X x; Xy x=4
En la suma inferior se ganan los trozos En la suma superior se pierden los trozos
sombreados en color mas claro. Si se denota por sombreados en color mas claro. Si se denota por
S, a esta suma se cumple que s; <s, <S S, a esta suma se cumple que S<S, <S;

Si este proceso de subdivision se repitiese muchas veces, se obtendrian dos sucesiones, {si} y
{Si} , una creciente y otra decreciente, que irian encajando la superficie buscada. Esto es:

1 <8< ... £§j...<S< ... §i£..£5,K5;
Se trata, pues, de un proceso de paso al limite. Cumpliéndose que lim{s,} =S =Ilim{S,}.

nN—o0

Al valor de este limite se le llama integral definida de f(x) entre ay b y se escribe como

b
sigue: I f(x)dx.
a

Observaciones:

1. El signo I es en realidad una ese (S de suma) estirada. Los nimeros a y b son los limites

(en el sentido de bordes) de integracion. La funcion f (x) se llama integrando. Asi pues,
b
I f (x)dx indica que hay que integrar (sumar) f(x) desde el punto a hasta el punto b.

Este proceso de notacion puede indicarse como sigue:

n Xi:b Xi:b b
(X=X )M = > (X -%,)f(x)= f(x)d ix:j f(x)d
El simbolo dx se lee diferencial de x, siendo x la variable independiente de la
funcién f. Esta variable puede designarse con cualquier letra, por ejemplo t. Esto 1)

es, j :f(x)dx - j :f(t)dt.

2. La expresion f (x)-dx puede considerarse el area del rectangulo sefialado a la
derecha, cuya base es dx y su altura, f(x); ambos variables, con dx pequefia.
3. La integral asi definida suele denominarse de Riemann.

dx
Ejemplo:
La superficie sombreada en la figura adjunta, donde la grafica |
3
eslade f(x)= 1, viene dada por I ldx.
X 1 X 1
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« A continuacidn se vera como puede procederse para calcular un
area mediante las sucesivas particiones del intervalo.
Ejemplo:

Calculo del area del recinto plano limitado por f (x) =%x+ 2,¢eleje

OXylasrectax=1yx=5. 0 2
Se trata de un trapecio de altura 4 y de bases f (1) = %-1+ 2 =g y f(5)= %-5+ 2= %

59
2 )"
Su 4rea puede hallarse sin ayuda del calculo integral; vale S =~=—=2 =14 |2,

Si se aplica el proceso de sushdivision del intervalo se obtiene.
Primera particion: Se divide el intervalo [1, 5] por los puntos de abscisa 1, 2, 3,4y 5.

Por tanto, las bases de los rectangulos valen 1. (El nimero de rectangulos es 4).
Las alturas inferiores valen: f (1) :%+ 2=2,5; f(2)=3; f(3)=3,5; f(4)=4.
La suma inferior sera: s, =1.2,5+1.3+1:3,5+14=13.

Las alturas superiores valen: f(2)=3; f(3)=3,5; f(4)=4; f(5)=4,5.

La suma superior sera: S, =13+13,5+14+14,5=15.

Ninguna de esas sumas da el area buscada S, pero es evidente que 13 < S < 15.

Segunda particién: Se divide el intervalo [1, 5] por los puntos de abscisa 1, 1,5, 2, 2,5, 3, 3,5,
4,45y5.

En este caso las bases de los rectangulos valen 0,5. (El nimero de rectangulos es 8).
Las alturas inferiores seran:

f)=25; f(1,5)=2,75; f(2)=3; f(2,5)=3,25;

f(3)=3,5; f(3,5)=375; f(4)=4,; f(4,5)=4,25.
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Y las alturas superiores:
f(1,5=2,75; f(2)=3; f(2,5)=3,25; f(3)=3,5;
f(3,5)=3,75; f(4)=4; f(4,5)=4,25; f(5)=4,5.
Por tanto, las nuevas sumas valen:

(2,5+4,25)8

s,=0,5(2,5+2,75+3+3,25+3,5+3,75+4+4,25)=0,5: =13,5

(2,75+4,5)8

S, :0,5-(2,75+3+3,25+3,5+3,75+4+4,25+4,5):0,5 =14,5

Ambas sumas se han hecho teniendo en cuenta que se trata de progresiones aritmeticas.

Particién genérica:

Si el intervalo [1, 5] se divide en n partes iguales, todas ellas de amplitud f por los puntos:
n

1, 1+£, 1+2£, 1+(n—1)i, 1+n-£=5
n n n n

Las alturas inferiores valdran:

F=25; f(1eo =212 |v2=25+22; {1422 |=25+ 225 ..
n 2 n 2 n n 2 n

f (1+ (n—1)ij _25+tmond
n 2 n
La suma del area de todos los rectangulos interiores valdra:

sn:i 2,5+ 2,5+li + 2,5+1-2i +..+ 2,5+1-(n—1)i — Operando:
n 2n 2 n 2 n

— | —_— 2_
S, :i(Z,S-n+i-l-(1+2+...+(n—1))]:10+E2(1+n D{n 1):10+4n 24n
n n?2 n n

4n? —4n

n2

n—o0

Pasando al limite: S = Iim(10+ j=10+4=14.

La suma de las areas de todos los rectangulos exteriores (el lector interesado determinara los
detalles) es:

Sn=£- 2,5+li + 2,5+1-2i .+ 2,5+1-(n—1)i + 2,5+l-ni -
n 2n 2 n 2 n 2 n

Operando:
1+n)n 2
Sn=f-(2,5-n+%-(1+2+...+(n—1)+n)j=10+i2._( M1 _jo, 4nttan
n n n n

2
Pasando al limite: S = Iim[10+ an +4nj=10+4=14.

n—oo n2
Puede verse que dos limites tienden a 14.

5
En definitiva, se tiene que S :.[ (%x+ Zjdx =14.
1

Observacién: El lector habra comprobado que este método es lento y puede que complicado.
Esta dificultad se subsana aplicando las técnicas de integracion que se detallaran mas adelante.
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2. Propiedades de la integral definida

Existen una serie de propiedades que permiten calcular el valor de la integral definida a partir
de la integral indefinida. La mas importante recibe el nombre de teorema fundamental del
célculo integral, siendo su aplicacién mas utilizada la llamada regla de Barrow.

Otras de esas propiedades son:

1. La integral definida de un nimero por una funcion es igual al nimero por la integral de la

b b
funcion: k-.[ f(x)dx:J. k-f(x)dx.

b b
En particular, si k = —l,J- (- f(x))dx = —I f(x)dx.
a a

2. La integral definida de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales definidas
de cada una de esas funciones:

b b b
L[f (x) £ g(x)Jdx = Lf (x)dx + I ag(x)dx

3. El intercambio de los limites de integracion cambia el signo de la integral definida:

J :f (x)dx = jj‘(x)dx

Por consiguiente, si b = a, J- f (x)dx=0. (EI nimero 0 es el Unico que es igual a su

opuesto).

b
4. Si k es una constante, I kdx=k{b-a). Sl =k
(Es el area de un rectangulo de base b — a y altura k.

o a

5. Si f(x) esuna funcién continua en el intervalo [a, b] y a <c <b, se cumple que

b c b
I f(x)dx = J f (x)dx +J f (x)dx )

a a c P p
Enel casode f(x)>0 en [a, b], lainterpretacion de la integral como = - s
area permite una compresion inmediata de esta propiedad: el &rea desde
a hasta b es igual al area desde a hasta ¢ mas el area desde ¢ hasta b. . —

& c
6. Teorema del valor medio del célculo integral
Si f(x) es una funcidn continua en [a, b], existe un nimero ¢ € [a, b] tal que
b
_[ f (x)dx = (b—a)-f (c)

a
Esto es, existe un rectangulo de base b —a y altura f(c) que  Af N £
tiene la misma area que la determinada por la integral. A f(c) il LN s
se le llama valor medio de f(x) en el intervalo [a, b]. e _ A e
La demostracion de esta propiedad se basa en la consideracion :
de que la “funcion area” es continua y estd comprendida entre a e 5
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(b—a)-m y (b- a)-M , siendo m y M los valores minimo y méximo de f(x) en el intervalo.

Por tanto, “la funcidn area”, la integral, toma todos los valores intermedios; luego sera igual al
area de un rectdngulo cuya alturaesté entremy M: m< f(c)<M .

2.1. Teorema fundamental del célculo integral

El teorema fundamental del calculo integral dice:
X

Si f(x) esuna funcién continua en [a, b] y F(x) se define como F(x) = J. f (t)dt, entonces
a

F(x) es derivable en [a, b] y su derivada es F"(x) = f (x).

Aclaracion: Si se observa la figura adjunta, cuando f (x) es

positiva, la funcion F(x) determina el area por debajo de la curva . ﬂ"")
de f(x) desde a hasta x. A —t
(x) ' Flx) [4-11x)
. Un apunte para la demostracion de este teorema es lo que sigue. | L1 : |
Aplicando la definicion de derivada a la funcion F(x) se tiene que: 4 i A b
F(x) = lim F(x+h)—F(x)
h—0 h
x+h X x+h x+h
Como F(x+h)—F(x) :I f(t)dt—jf(t)dt :If(t)dt — Fx+h)—F0=[  f)d t
a a X X

La Gltima integral corresponde al area del recinto estrecho sefialado en la figura. Pero en ese
intervalo [x, x + h], al tender h a 0, se tendra que el minimo y el m&ximo de f(x) tienden a

ser iguales y a valer lo mismo que f(x). Ademas, por el teorema del valor medio del calculo

x+h
integral: I f(t)dt= f(c)h;perosic—>x= f(c)—> f(x).

x+h

f (t)dt

h—0

Luego, F'(x) = lim = = lim f(z)-h = f(x)

b
Esto significa que la integral definida de una funcion, j f (x)dx , puede hallarse encontrando

otra funcion F(x), tal que f(x)=F’(x); esto es, encontrando una primitiva de f(x).
En definitiva, la integral definida y la indefinida estan relacionadas.

2.2. Regla de Barrow
Si F(x) :j f (t)dt, y conociendo que F"(x) = f(x), cualquier otra primitiva, G(x), de

f (x), se diferenciara de F(x) en una constante; esto es, F(x)—G(x) =c. O loqueeslo

mismo: F(x) =G(x)+c; obien, F(x)=| f(t)dt=G(x)+c, paratodo x de sudominio.

d a

Eligiendo los valores x = a y x = b, se tendra que:

F(a)=jaf(t)dt=G(a)+c; F(b) = .k;‘(t)dt:G(b)Jrc
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Como F(a)=G(a)+c=0 = c=-G(a). Y por tanto, F(b):J‘t}(t)dt:G(b)—G(a).

Por consiguiente, el valor de la integral definida es

b
I f(t)dt =G(b)-G(a), siendo G(x) cualquier primitiva de f(x).

Resumiendo: Si F(x) es una primitivade f(x), esto es I f (x)dx = F(x), entonces

b
I f (x)dx = F (b) — F (a)
Esta regla suele escribirse asi:

jb f(dx=(F(x) = F(b)-F(a) , siendo F'(x) = f(x).

Ejemplos:
a) La superficie sombreada en la figura adjunta, donde f(x) = —x* +3x+4, viene dada por la

integral 8
3 3
L A
I (—x*+3x+4)dx = | -ZxP+ x> +4x | = v
1 3 2 1
1 3 1 3 33 31 34 '
= |28 4232443 || -3 4212 441 =22 20220 2
3 2 3 2 2 6 3 —i=L ;
2 / 0 2 3\
Nota. La unidad de medida de esta area (u?) seré la correspondiente a cada caso: m?, dam? o la que sea. Si
suponemos que la variable x viene dada en cm, el resultado de este ejemplo seria 34/3 cm?.

b) Algunas veces suele pedirse calcular la superficie encerrada entre una curva y = f(x) y el

eje OX. En estos casos no se dan los extremos a y b del intervalo, sino que hay que
determinarlos. Para ello, basta con resolver la ecuacién f(x) =0, pues ay b son los puntos de

corte de la gréafica con el eje OX.
Asi, si se desea calcular la superficie encerrada entre la curva f(x) =—x? +3x+4 yel eje

OX, los limites de integracién se obtienen resolviendo la ecuacién — x? +3x+4=0. (En la
figura anterior se observa que esos puntos son -1y 4).

4
Por tanto, el area pedida vendré dada por la integral I (=X +3x+4)dx.
-1

3 2 6

4

Su valor es: I (—x2 +3x+4)dx = (—lx?’ +§x2 + 4x)
3 2

-1 ]

c¢) Conviene saber que la integral definida no siempre esta relacionada con un area y que, por
1

tanto, podria plantearse sin mas, el calculo de, por ejemplo: I (2—ex)dx.
0
1

Su valor es I (2—e")dx = (2x—exlz =2-e—(0-1)=3-e.

0
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3. Aplicacion de la integral definida al calculo de areas de recintos planos

Pueden presentarse los siguientes casos:

— — x
.‘_._—,,\ﬂ:_‘() - e N fﬂx) l 5 \,3:/ 5 \J/ft )
e S I R I _ — |8 A2PX
& 'd.‘ N ____FJ“".- ’r 'S'l \'\_I\I I \ ///- g('f) R E - g('f)
x=a v=5h a 5 5 a c\ b, a ‘b a c )
) . S:_"t //
Sx)
Caso I Cazo IT Caso IIT Caso IV Caso W

Caso I. La funcion f(x)>0 en todo el intervalo de integracion.

b
El &rea S viene dada por: S = I f (x)dx
a

El ejemplo a) visto anteriormente sirve de aclaracion.

Caso 1l. La funcidn es negativa en todo el intervalo de célculo: f (x) <0 paratodo x € [a, b]:

s =—J‘:} (x)dx

Es evidente que el recinto por debajo del eje, limitado por f(x)es ylasrectasx=ayx=Dbes
igual al recinto superior, limitado por — f(x) ylasrectasx=ayx =b.

Ejemplo:

El area del recinto limitado por la funcién f(x) = x? —2x yel eje OX viene

dada por: q
0

2

0

S :—J‘Z(x2 —2x)dx = —[%x*” —xzj

=_§+4=£' 1 2
0 3 3 A

Caso Ill. La funcion corta al eje OX en el intervalo de integracion. El punto c, de corte, se
obtiene resolviendo la ecuacion f (x) =0.

c b
S=S,+8, =I f(x)dx—J.f(x)dx

Ejemplos:
a) El area encerrada entre la grafica de f(x) = x* —3x y el eje OX, en el intervalo [0, 4] viene

dada por:

3 4

S=5+S,=- (x2—3x)dx+I (x2—3x)dx =
Jo 3
3\ (x 3
3 2 . 3 2 , s,
= - 9—£j+ %—24]— 9—£)=9. o/
2 3 2 3 !
B

Debe observarse que f(x) = x*> —3x corta al eje OX en la abscisa x = 3;

que la curva queda por debajo del eje OX entre 0y 3; y por arriba del eje entre 3y 4. Para ello
resulta conveniente hacer una representacion grafica.
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b) El area limitada por la graficade f(x)=cosx y el eje OX en el intervalo [0, 2x], viene
dada por la suma:

/2 3n/2 27
S=5,+S5,+S53= Icosxdx—jcosxdx+jcosxdx ﬁ\
0 /2 312 S A"'\
Por la simetria de la curva, el &rea es L |
xl2 . EI‘ nWun In
S= 4J. _4-(sin§—sin0j:4

Caso IV. Si el recinto viene limitado por dos curvas, con f(x) > g(x) paratodo x € [a, b]:

b
S :L(f(x)—g(x))dx.

En particular, cuando se pretende hallar el &rea comprendida entre dos curvas, habré que
determinar las abscisas a y b: se obtienen resolviendo la ecuacion f (x)=g(x).

Ejemplo: El area del recinto acotado, limitado por las gréaficas de f(x)=—-x*+3x+1y
g(x) =—x+4, que es el representado en la figura adjunta, viene N
dada por

S =J‘j— X2 +3x+1—(—x+4))dx = L(— x2 +4x—3))dx=

X i
= (——+ 2x° —3XJ
3

{44
. 4) 3

Los limites de integracion, 1y 3, se obtienen resolviendo la / o 1 2 3 \ 2
ecuacion: —x* +3x+1=-x+4. 1

34

it

Caso V. Si las curvas se cortanen ¢ € [a, b]:

c b
5=5,+5, = [ (F(9- 900k [ (909~ £ 00k

El punto c se halla resolviendo la ecuacion f (x) = g(x) .

Ejemplo: El area del recinto acotado, limitado por las gréficas de las \ N
funciones f(x)=x*-3x y g(x) =x* -3x*, que esel sombreadoenla .
figura adjunta, viene dada por

S = I x —3x) X+IZ(X2—3X)—(X3—3X2))dX:
- ﬁxs —4x? +3x)dx+J.Z— x3 + 4x2 —3x)dx =

0 1

4 3 2 o 4 3 2 )

1 4 3 81 27 1 4 3 5 9 5 37
1 (D) (4 25

gix)

4 2 4 3 2) 12 4 12
Los puntos de corte de las curvas se hallan resolviendo la ecuacion f (x) = g(x) <
x> —3x = x* —3x”. Se obtienen: x =0, x = 1y x = 3. (Hay que ver qué curva va por encima).
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4. Aplicacion de la integral definida al calculo de voliimenes de solidos de revolucion

Cuando un recinto plano gira sobre un eje se obtiene un solido de revolucion. Algunos
ejemplos sencillos son: al girar una semicircunferencia sobre su diametro se obtiene una
esfera; al girar un triangulo sobre uno de sus catetos se obtiene un cono; al girar un rectangulo
sobre uno de sus lados se obtiene un cilindro.

ARSRS R

ookt laivivial)

P R——
|

mmmmfm el

Igualmente, al girar un recinto plano, limitado por la gréafica de f (x), el eje OX y las rectas x =
ay x = b, también se obtiene un sélido de revolucion.

S Fie9
fix) S

b
El volumen de este sélido viene dado por la integral:  V = In(f (x))2 dx

La justificacion de este resultado se fundamenta en la siguiente consideracion: EI volumen de
un sélido de revolucién puede obtenerse como la suma de los voliumenes de un nimero cada
vez mayor de “rodajas” (cilindros de altura infinitesimal, dx., y radio de su base el valor de

f(x;),donde x; (a, b); vease la figura de arriba). Como el volumen de un cilindro es

V =nr?h, el de cada una de esas “rodajas” valdra =(f (x,))’ dx, . Por tanto, y de acuerdo con
el concepto de integral definida, el limite de la suma de todos los volumenes de esos cilindros,

b
cuando dx, — 0, puede escribirse como jn(f (x))2 dx.

Ejemplos:

a) El volumen del sélido de revolucidn que se obtiene al girar la curva de
ecuacion f(x) = x? +1, alrededor del eje OX, en el intervalo [0, 2], viene
dado por la integral

V :J‘ln(x2 +1)2dx = "J.tX4 +2x? +1)dx =
0 0

(o2 Y (1 2 ) 281 4
= —+—+X| =0 -+=-+1|=——U".
5 s

3 15
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b) El volumen del solido de revolucion que se obtiene al girar la curva de la funcion
f (x) =cos x alrededor del eje OX, entre 0 y 27, viene dado por la integral:

2n 2n
Vv =I n(cosx)*dx = nI cos® xdx =

0 0
0

0 2 2 4
5. Otras aplicaciones de la integral definida

Como es sabido, dada una funcion “total”, derivandola se obtiene la funcion marginal. Asi, si
C(x) es la funcion de coste total de x unidades de un determinado producto, su derivada
dC(x)
dx
Como la integral es la operacion inversa de la derivada, se entiende que, partiendo de la
expresion que da la funcién marginal (la tasa de variacion de cualquier fendmeno), puede
hallarse, integrando, la funcion total. Siguiendo con el ejemplo anterior, si C"(x) es la funcion

C'(x)= es la funcidn de coste marginal, la tasa de variacion instantanea de esa funcion.

de coste marginal se tendra que la integral IC’(x)dx = C(x) +c es lafuncién de coste total. La

constante ¢ se determinara a partir de alguna condicion inicial.

Ejemplo:
a) Si la funcion del ingreso marginal que tiene una compafiia por la venta de un producto es
i(x) = 4000 — 2x, donde x es el namero de unidades producidas y vendidas, entonces, la

funcién de ingreso total del producto vendra dada por

o
1(x) :I(4000—2xhx=4000x—x2 e 000,
Como el ingreso por vender 0 unidades es nulo, se tendra que 2000
I (O) =C= 0 . Iiw i(x)
Luego la funcién pedida sera 1(x) = 4000x — x?. 0
El ingreso total es el area (la del trapecio de altura x) bajo la curva de 100 = 20'&\

ingreso marginal (figura adjunta).
Si vende 100 unidades, el ingreso sera |(100) = 400000 —10000 = 390000, que se
corresponde con el area del trapecio estrecho.

b) Si el beneficio marginal de un empresario, por la fabricacion de un determinado producto,
viene dado por la funcién b(x) = —x? +120x —100, siendo x el nimero de unidades

producidas, el beneficio conseguido al aumentar la produccion de 30 a 50 unidades viene dado
por la integral

50 X3
j (- x? +120x —100)dx = ~ 7 +60x" ~100x

30

50
=103333,33-42000 =61333,33.

30

c) Supongase que la poblacion de una determinada ciudad crece, desde el momento actual, a
un ritmo determinado por la funcién p(x) =50+ 40+/x , donde x viene dado en meses. Si la
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poblacion actual es de 50000 habitantes: ¢cudl seré la poblacion dentro de un afio?; ¢en cuanto
aumentara su poblacion durante el segundo afio?

La funcién que determina la poblacion es:
1/2 40 312
P(x):j(50+4oﬁ)jx=_[(50+40x e

Como en el momento actual, x =0, P(0) = ¢ =50000, se tendré que

P(x) = 50 + 40 312 4 50000
3/2

La poblacién dentro de un afio, x = 12 meses, serd P(12) = 5012 +%'123/2 +50000 =

51708,5 ~ 51709.

El aumento durante el segundo afio, desde x = 12 hasta x = 24 meses, viene dado por la
integral
24
=4335,35-1708,51 ~ 2627
12

24
J' (50 + 40x Jix = (50x+4—0x3’2J
1

2 3/2

Nota: La integral definida puede aplicarse para estudiar maltiples procesos econdémicos. Por ejemplo:
problemas relacionados con la distribucidn de la renta; problemas de valor actual descontado...
(\Véase “Matematicas para el analisis econdmico”, Sydsaeter, 2% ed, paginas 286 y ssy p. 310 y ss.
También puede verse “Métodos fundamentales de economia matematica”, Chiang, p. 468 y ss.)

. En el célculo de probabilidades, si X es una variable aleatoria que toma valores en el

b
intervalo [a, b], su funcion de densidad, f(x) >0, cumple que J f(x)dx =1.

a
La funcién de distribucién de probabilidad, F(x), que mide la probabilidad de que la variable

X
aleatoria tome valores desde a hasta x, F(x) = P(a< X < x), es F(x) =J f (t)dt.
a

Ejemplo:
La variable aleatoria que mide el tiempo de espera en minutos para ser atendido en un burger
depende de la funcion de frecuencia de clientes (la funcion de cuantia o de densidad). Si esta

funciones f(x)= 3y ,con 0<x<10, se tendréa que:
1000

3

Su funcion de distribucion de probabilidad sera F(x) :j itzdt = X
0 1000 1000

La probabilidad de tener que esperar entre 3 y 7 minutos, por ejemplo, viene dada por
"3 oy X | _343 27 316 _
3 1000 1000|3 1000 1000 1000

0,316.

P(3£X£7)=I
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6. Area del circulo y volumen de la esfera

Aplicando el calculo integral se puede confirmar que la férmula del area del circulo de radio r
es S=nr’.

] . 4
Igualmente se puede obtener la formula del volumen de la esfera de radio r: V = Enr3

6.1. Area del circulo
Sea la circunferencia centrada en el origen y de radio r, cuya ecuacion es x* + y* =r”.

La superficie del circulo es cuatro veces la del cuarto de circulo
situado en el primer cuadrante.

De x2+y?=r2 = y=+r?—x? es la funcion que define la
semicircunferencia superior. 0 r
Luego, el area del circulo vendra dada por:

S =4I N2 —x2dx
0

—Para calcular esta integral hay que hacer dos cambios, ambos de caracter trigonométrico:
1-cos2t

1) x=rcost; 2) sin’t =

Six=0=>t=n/2
Six=r=t=0

Nr2—=x% =rsint

dx =—rsintdt

Haciendo el cambio de variable x =rcost =

Sustituyendo:

S =4I Nri—x%dx= 4J-
0 /2

0 —
= —4r2J- 170082t i = _are( i Lsinat
- 2 2 4

0 0
(rsint)(-rsintdt) :—4J. r¥sint dt =

n/2

0
= —4r° (—lﬂj =nr’
/2 2 2

Observacion: El cambio x =rcost tiene un sentido geomeétrico claro, pues
los puntos (x, y) de la circunferencia de radio r también pueden darse

. . X=rcost . , .
mediante las ecuaciones ., siendo t el angulo que determina el

y =rsint
radio correspondiente con el eje OX.

/2

6.2. Volumen de la esfera
La esfera se obtiene al girar el semicirculo alrededor del eje OX.
Por tanto, su volumen viene dado por la integral:

Y, :rcjr y2dx = njr (rz—xz)dx =

3| 3
=l x| —o2n ol :inr3
3 ). 3) 3
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Problemas Propuestos

Integrales definidas

1. Halla el valor de:

3 7 4 V3 1 )
a x? +2)dx b J- dx C J X4/1+ x? dx d J xe ¥ *dx
) I-2< ) ) 0 vhXx+1 ) ) ) 0

2. Calcula la integral I In(x*)dx.
1
e? 3

3. Utilizando el cambio de variable t = In x calcula I
e X(4+Inx)

4. Calcula las siguientes integrales definidas:

1 1
a) J- arcsin x dx b) I In(\/x2+1—x)dx
0 0

5. (Propuesto en Selectividad, Madrid) Calcula razonadamente las siguientes integrales
definidas:

n /12
a)I e** cos x dx b)J _sin2x_
0 1+ cos? x x

Calculo de areas de recintos planos

6. Calcula el area de la region limitada por y =i ,eleje OXylasrectasx =1, x = 4.
X

7. Halla la superficie del recinto plano encerrado entre la curva dada por la funcion
f (x) = xe* y el eje OX, en el intervalo [-2, 0].

. ., X .
8. Calcula el area encerrada entre la curva de la funcion f(x) = 5 y el eje OX, en el
+ X

intervalo [0, 2].

9. Halla el area de la region plana limitada por la curva y =sin2x y el eje OX en el intervalo
[0, =]

10. Halla el &rea de la region plana limitada por la curva y = (sin x)2 cosx yeleje OXenel
intervalo [0, n/2].

. 1 i
11. Halla el 4rea encerrada entre lacurva y == yel eje OX, entre x = 1y x = €2,
X
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12. Calcula el area de la regién limitada por la funcion y = 4 y la recta que pasa por los
X

puntos (1,4) y (4, 1).

13. Calcula el area comprendida entre las parabolas y = x> +x+1, y=—-x*—2X.
14. Halla el area del recinto plano comprendido entre las graficas y = x*> ey = Jx.

15. Calcula el valor de a para el que las tangentes a la curva y = x*> +a en los puntos de

abscisa de valor absoluto 1, pasan por el origen de coordenadas. Halla el area del recinto
limitado por la curva y las dos tangentes.

16. Calcula el 4rea encerrada entre las curvas dadas por las funciones f(x)=x?y
g(x) = x3 —2x2 + 2x.

17. Calcula el area de la region acotada del plano limitada por la curva y = x* —3x* +3x y la
recta y =x.

18. Halla el &rea del recinto limitado por las curvas de ecuacion y = x*e y = |x| .

19. De la funcién f(x) =ax®+bx? +cx+d se sabe que tiene un maximo relativo en x = 1, un

1
punto de inflexion en (0, 0) y que I f(x)dx = % Calculaa, b, cyd.
0

20. (Propuesto en Selectividad) Calcula el area determinada por las curvas de ecuaciones
y=2x"e y=x"—-2x%, representadas en el dibujo adjunto.

21. Calcula el &rea del recinto plano limitado por la parabola y? — x =1 y por la recta
y=x-1.

22. Calcula el area encerrada entre la gréfica de la funcién exponencial f(x) =e* y la cuerda
a la misma que une los puntos de abscisas x =—-1y x = 1.

23. Halla el area de la region limitada por las curvas y =sinx e y =cosx Y las rectas x = n/4
y X = 5n/4.

24. Dibuja el recinto finito del plano limitado por la recta x = 1, la parabola y = x* y la

hipérbola y = 8 . Calcula su area.
X
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25. (Propuesto en Selectividad, Extremadura)
a) Calcula los puntos de corte de larecta 2y —x =3 y de larecta y =1 con larama

hiperbdlica xy =2, x > 0.
b) Dibuja el recinto plano limitado por las tres curvas del apartado anterior.
c) Calcula el area de dicho recinto.

26. Halla el &rea del recinto limitado por las curvas y =e**?, y=e™* ylarectax = 0.

4
X_2 )

27. (Propuesto en Selectividad, Navarra) Dadas las funciones f(x)=5-x°y g(x) =

calcula el area de la region del plano encerrada entre las graficas de f(x) y g(x).

Teorema fundamental del calculo integral

28. Aplicando el teorema fundamental del calculo, halla los valores de las constantes a, b, ¢y
d, sabiendo que:

e tgt — (ay3 2 x
Io(t t+1)edt (ax +bx +cx+d)e

29. (Propuesto en Selectividad)
2X
Halla los puntos donde se anula la derivada de la funcion f(x) = -2x +I 02 gy
0
-1 2
30. Si fes una funcién continua en el intervalo [-2, 2] tal que J. f (t)dt :J f(t)dt, ¢se
-2 1
puede asegurar que existen dos numeros, b y ¢ pertenecientes a [-2, 2], talesque b<-1,c>1
y f(b)=f(c)?
31. (Propuesto en Selectividad, Madrid)
Sea la funcion F(x) =J. e dt.
0

a) Calcula F’(x), estudia el crecimiento de F(x) y halla sus maximos y minimos.
b) Calcula F”(x) y estudia la concavidad y convexidad de F(x). Esboza la grafica con los
datos obtenidos.

32. (Propuesto en Selectividad, Madrid) Sea f una funcion real de variable real, continua y
positiva, tal que J f(t)dt=e* +arctgx+a.
0

Determina el valor de la constante ay halla f (x) aplicando el Teorema Fundamental del
Calculo.

33. (Propuesto en Selectividad, La Rioja)

Sea la funcion F(x) = I S'titdt , definida para x > 1.
1

Halla sus maximos y minimos relativos.
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34. (Propuesto en Selectividad, Andalucia)
Sea f una funcion continua en el intervalo [2, 3] y F una primitiva de f tal que F(2) =1y F(3)
=2, calcula:

a) I :f(x) dx b) j :(5f(x)—7)dx c) I :(F(x))zf(x) dx

35. (Propuesto en Selectividad, Madrid)
8 2

Sea f(x) una funcion continua tal que I f(u)du =3. Halla I f(x%) x%dx.
1 1

Volumenes

36. Calcula el volumen del cuerpo generado al girar alrededor del eje OX de la superficie
limitada por la curva y =sinx y el eje OX, entre 0 y m.

37. Halla el volumen generado al girar alrededor del eje OX el recinto plano determinado por
dichoejeylacurva y=x-x*.

2
. : X
38. Halla el volumen del cuerpo limitado por la elipse 2—5+ y2 =1 al dar una vuelta completa

alrededor del eje OX.

2 2
: . X X .
39. Se consideran, en el plano, las curvas de ecuaciones y = —T+ Xey= i X . Se pide:

a) El area del recinto finito determinado por dichas curvas.
b) El volumen del cuerpo de revolucion obtenido al girar dicho recinto alrededor del eje OX.

Otros problemas

40. Halla el area encerrada por la grafica de la funcion f(x) = x*sinx y el eje de abscisas
entre el origen y el primer punto positivo donde f se anule.

41. (Propuesto en Selectividad) EI nimero de pasajeros que pasan por la terminal de un
aeropuerto se ajusta durante un dia determinado a la funcion P(t) = 432t —t°, siendo t el

tiempo en horas y P(t) el nUmero de viajeros en el momento t.

a) Representa la grafica de la funcion en el contexto del problema. ¢Cuél fue la maxima
afluencia del dia y en qué momento se da?

b) ¢Qué cantidad de viajeros pasa por esa terminal desde las 0 horas hasta las 18 horas?

42. El tiempo, en horas, que tarda un autobus en hacer el recorrido entre dos ciudades es una
variable aleatoria con funcion de densidad: f (x) = 0,3(3x — x?), si x € [1, 3]; y 0 en otro

caso.
a) Calcula el tiempo medio que tarda en hacer el trayecto.
b) Calcula la probabilidad de que la duracion del trayecto sea inferior a dos horas.
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Je - . _x2 - . .
43. Halla el area limitada por la curva y = xe™ , el eje de abscisas, y la recta x = a, siendo a la
abscisa del punto méaximo de la curva.

44. Sea f(x) una funcion derivable en (0, 1) y continua en [0, 1], tal que f(1) =0y

1 1
Ifo'(x)dx =1. Utilizando la formula de integracién por partes halla j f(x)dx.
0 0

45, (Propuesto en Selectividad, Asturias) Se considera la curva de ecuacion y = x* — 2x* + X.
a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de esa curva en el origen.

b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la gréfica de la curva y la recta hallada.

c) Calcula el area de ese recinto.

Soluciones
65 7 1 6
1.a) —.b)8.c) —.d) —=(e?—e). 2.2. 3. 3In—.
) 3 )8.¢) 3 ) 6( ) 5
4. ) g—l. b) In 2 -1)++/2 1. 5. a) %(—2—2e“).b) In 2.
6. 4In4. 7.1-3e?. 8. 4In2-2. 9. 2.
10. 1/3. 11. 2. 12. 2_ 414, 13. L
2 24
14. 1/3. 15. 2/3. 16. 1/2. 17. 1/2.
3 128 9
18. 1/3. 19. f(x) =-x"+3x. 20. —. 21. —.
15 2
22. 2e7*, 23. 242. 24, 8In2—% u 25.¢) 2In2.
26. e* —2e+1. 27. 4/3. 28. a=1;b=-3;c=5;d=-4.
29.x=2;x=3. 30. Si.
4 1
3l.a) FF(x)=e™ 2x; minimoenx=0.b)P.l.en x=—"—.
V2
32.a=-1; f(x)=¢e"+
) 1+ x?
33. Maximos: x = &, 3w, 57, ...; Minimos: X = 2x, 4~x, 67, ...
34.a) 1. b)-2.¢c) 7/3.
2
35. 1. 3.~ 37. 160 8 3. 20
2 105 3
39. ) 1 b) 32T 8 40. n* 4. 41. b) 43740.
3 15
1 1
42.a) 1,8. b) 0,65. 43. = ——. 44. -1/2.
2 2e

45.a) y=x.c)4/3.
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