Descomposicion elemental (ajustes por constantes)

OBSERVACIONES

1. Las primeras integrales que aparecen se han obtenido del libro de Matematicas | (1° de Bachillerato) McGraw-Hill, Madrid 2007.
2. Otros problemas se han obtenido de las Pruebas de Selectividad.

Algunas integrales con solucién.
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Integrales resueltas

x+1+\/x+1dx

1. Calcula J.
X+1

Solucion:
Descomponiendo la expresion del integrando:

X+1+x+1 _x+1 \/x+ 1

=1+
X+1 x+1 X+1 JIx+1
Portanto:J. X+1+ '1X+ (1+ de=x+2 X+1+c¢C
X+

) 1 ] )
NOTA: La integral | ———dx es inmediata, pues —dx Zj—dx 24x+1+cC
J VX+1 P 24/x+1

2. De una funcién y = f(x), x > —1, sabemos que tiene por derivada y'= 11, donde a es
+ X

una constante. Determina la funcion si, ademas, sabemos que f(0)=1y f(1)=-1.

Solucién:

La funcion y = f(x) es una primitiva y'= 2
1+Xx

Por tanto, f(x) = Ilidx = aln@@+ x) + k, siendo k una constante.
+ X

De f(0)=1= aln(l+0)+k=1 = k=1.Luego f(x)=alnl+x)+1



De f()=-1= -l1l=aln(l+)+1 = aln2=-2 = azﬁ.
n

La funciones f(x) = —%'In(l-i- X)+1.
n

3. Calcula una primitiva de la funcién f(x) = (x+21)2x™"? que se anule en x = 1.

Solucion:
El conjunto de todas las primitivas es

I(x +1)°x Y2dx = I(xz +2x+1)x H2dx = J(XSIZ +2xH% 4 xM2)dx =

5/2 2X3/2 1/2

X X 2 , 4
= + + +e=Sx2Ix+=x/x + 24X + ¢
5/2 3/2 1/2 5 3
. 2 4 56
Como la primitiva buscada se anulaenx =1 = O=€+§+2+c = C:_E
La primitiva es: F(x):§x2ﬁ+%x\/§+2\/__%_

- - . 52
4. Calcula razonadamente la expresion de una funcién f (x) tal que f'(x) =xe™ yque

1
f(0)==.
(0) 5
Solucion:

f(x) =jxe‘x2dx =—%e‘X2 +cC
De f(O):1 o leonesl oot
2 2 2

Luego, f(x)= %e‘xz +1

3
. e sen” x
5. Calcula la integral indefinida: dx
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Solucion:
sen® x dx = sen? x-sen x dy = (1-cos? x)-sen x i =
/COS X A/COS X \/COS X

_ J'sen X — C0S% X-sen X
Jcos x

dx= J (sen x-(cos x) M2 —sen x-(cos x)*/?)dx =

—2(cos x)*?

+§(cos x)*'2 +¢




6. Calcula la primitiva de la funcion f(x) = xv/x*> =1 que se anula en el punto de abscisa x =
2.

Solucion:
Sea F(x) = jx\/xz —1dx la primitiva buscada.

F(x) ZJ‘Xq/x2 —1dx = JX(XZ —1)1/2dX = %J.ZX(XZ —1)”2dx -
2 3/2 2 3/2 2 N3

yar
3

2 3/2 3 3

J@ -1
3

Siseanulaparax=2 = F(2)= +c=0 = +c=0 = c=—/3

Luego, F(x) =

X .
N

a) Calcula la integral jf(x)dx.

7. Dada la funcion f(x) =

b) Halla la primitiva F de f que cumple que F(1) =1.

Solucién:
a) Ajustando constantes se tiene'
Jf(x)dx = 1oj4dx——\/5x -4 +c
5x

b) Como F(x) = 1\/5x2 —4 +c,paraque F(1) =1 se tendra:

FG)——VSP 4+c=1 = g+c 1= c—%

Por tanto, la primitiva buscada es F(x) _% 5x2 —4 +%

2
8. Calcula J.ZX—de.
X® —4x+13
Solucion:
Primera descomposicién'
x% +1 x —-4x+13+4x-12 14 4x—-12
x2 —4x+13 x? —4x+13 x? —4x+13
La segunda fraccion:
4x-12 = 2(2x-4) 4

x2 —4x+13 x> —4x+13 x%2—4x+13

Y, por altimo:



4 41
4 4 9 33

X2—ax+13 9+(x-2)2  (x—2V  (x—2V
1+ 225 14 F

Por tanto, la integral pedida es:

1
) ~ <
j;(—+1dx:I 1+2 22X 4 —4 3 5 dx=
X —4x+13 X°—4x+13 3 (x_zj
1+ 3

= x+2L(x* —4x+13) —%arctag[%z}r c



Cambios de variable

dx
(x=1)°

10. Calcula j

Solucién:
Haciendo el cambio de variable x — 1 =t — dx = dt, se tiene:

I(X 1) I It_zdtz lic = J-(X 1) =1 +C

2
11. Calcula I dx
1+ \/;

Solucion:
Puede hacerse el cambio \/; =1t . Con esto, si diferenciamos se tiene:

1 ox—dt = dx= 2./xdt = dx = 2tdt .

24x
Sustituyendo en la integral dada:
2 4
dx = [~ atdt = —dt-JA 4- 2 lat=dt—4In@it)+c
Il+f 1+t 1+ ( 1+tj d+)

Deshaciendo el cambio se obtiene:

J‘1+\/_dx ax = ainfL+x )+ ¢

12. Calcula IH—de

Solucién:
Haciendo el cambio de variable +/x =t setiene: /X =t: x=t2: dx = 2tdt

Por tanto
2 3
J‘1+x _ 1+t -2tdt=j2t +2tdt
1+t

1+\/_ 1+t

Haciendo la division del integrando:

3
2+ 2t dtzj 2t? —2t+4—i dt:gt3 —t> +4t—4In(L+t)+c
1+t 1+t 3

Deshaciendo el cambio se tendra que:

1+x 2
= ZxX = x+4x —4In@L++/x) +c
J‘1+\/_ 3 ( )



13. Calcula IXZ\/X+1 dx .

Solucion:
dx = dt
Haciendo x+1=t = {J/x+1=4/t
x? = (t-1)°
Luego:

IXZ\/XH dx:J.(tz — 2t + D)t 2dt = J‘(tf’/2 —2t%2 1 tY2)dt =

_ 2 A 2en :g(xjtl)”2 —ﬂ(x+1 52 +E(x+1 32 1 ¢
7 5 3 7 5 3

15. De todas las primitivas de la funcién f (x) = 2tan(x)sec?(x), halla la que pasa por el
punto P(w/4, 1).

Solucién:
Como deberia saberse, sec’(x) = 1 + tan’(x). En consecuencia:
JZtan(x)secZ(x)dx: JZtan(x)[1+tan2(x)]dx

Haciendo el cambio tan(x) =t = [1 + tan®(x)]dx = dt, luego
JZtan(x)[l+ tan?(x)]dx = Itht =t?+c=tan’(x)+cC

Para que pase por P(n/4, 1) — tan*(n/4)+c=1 = 1+c=1 = c=0.

La primitiva buscada es IZtan(x) sec? (x)dx = tan?(x)




Integracion por partes

16. Describe en qué consiste el método de integracion por partes para el calculo de primitivas.
Aplica dicho método para calcular las siguientes primitivas:

I :J.xezxdx J :Jxln(x)dx

Solucion:

El método de integracion por partes puede usarse para la integracion de un producto de
funciones. Su regla se obtiene como sigue:

Sean u y v las funciones.

Diferenciando: d(uv) = udv + vdu
Integrando: jd(uv) :judv+Jvdu = uv:Judv+Ivdu
Despejando: I udv =uv— I vdu

Aplicacion a los casos planteados:
| = J-xezxdx
Tomando: u=x = du=adx
edx =dv = jezxdx = Idv = v= %ezx

Se tiene: | = J.xez"dx :ixe2X _ijeZde =£xe2x —ie2X +C
2 2 2 il

J = J-x In(x)dx

Tomando: u=xInx = du=(Inx +1)dx
dv=dx = v=x

Luego, J :J‘xln(x)dx:x2 Inx—j(xlnx+x)dx:lenx—J‘xInxdx+J‘xdx =

2
X
:>2J.xlnxdx:x2 Inx—?+c

2
De donde, J :Jxln(x)dx :%xz InX—XT-FC

17. Calcula las siguientes integrales indefinidas:
I In(x + 1)dx

Solucion:

jln(x +1)dx se hace por partes, tomando:

u=In(x+1) = du:idx
X+1

dv=dx = v=x



Queda;

Iln(x+1)dx:x|n(x+1)—j$dx = xln(x+1)—j(1—$jdx =

= xIn(x+1) —x+In(x+1) +c

18. Determina la funcion f (x) sabiendo que f™"(x) =xInx, f(1)=0y f(e)z%

Solucion:

2 2 2
£ (%) :jxln xdx zx—lnx-jfdx X nx =X
2 2T 4

Esta integral la hemos hecho por partes, tomando: Inx =u; xdx =dv
, 1 1
Como f'(1)=0= O:_Z+C = c=—.
2 2
Por tanto, f (x) = Ix—ln xdx—jx—dx+j1dx
2 4 4

2 2
Haciendo por partes j%ln xdx (In X=U, X7dx = dvj, se tiene:

2 3 3
J‘X—In xdx:x—lnx—x—
2 6

18
2 2 3 3 3
Luego, f(X)=J‘X—Inxdx—jx—dxjtjlidx:x—lnx—X——X—+5+c’
2 4 4 6 18 12 4
3 3 3 _
Como f(e)=E & eS8 (88 c’=—1e3
4 6 18 12 4 4 36
3 3
De donde, f(x)=X_|nx_£X3 +1X_e_
6 18 4 36

19. Calcula la siguiente integral indefinida
jeax (x? +bx + c)dx

En funcion de los parametros a, b y c.

Solucion:
La integral pedida Ieax (x* +bx+c)dx = Ixzeaxdx + J.bxeaxdx + Ice“dx
Las dos primeras integrales deben hacerse por el método de partes; la tercera es inmediata.

i c C
La integral jceaxdx = —jaeaxdx =—e™ +k
a a

Para jbxeaxdx hacemos

U=bx = du=bdx

ax

1
dv=e¥dx = v==e
a



Luego, J‘bxeé‘xdx:bxieaX —Igeaxdx _b xe® —%eax *)
a a a a
Para Ixzeaxdx hacemos

u=x* = du=2xdx

ax

1
dv=e®dx = v==e
a

2
Luego Ixze“dx X em Iﬁeaxdx
a a
. s 2
La segunda integral es idéntica a (*) para b = ——. Por tanto
a
2

2
X 2X X 2 2
_fxzeaxdx =—e¥ —j—eaxdx = e - xe™+ e
a a a a a

Teniendo en cuenta todos los resultados,

2
J.eax(xz +bx+c)dx = X—eax—izxeaX +£3eaX +(9xea" —%e""x}rgea" +k =
a a a a a a
_(x* ab-2 2-ab+a’c) 4
-4 2 3 k
a a a

20. Sea f: (0, +0) — R la funcion definida por f(x) = x(1—Inx), donde In x es logaritmo
neperiano de X. Encuentra una primitiva de f cuya gréafica pase por el punto (1, 1) (3 puntos)

Solucién:
F(x) = J.x(l— In x)dx

Hacemos J.x In xdx por partes:

u=xInx = du=(Inx +1)dx
dv=dx = v=x

2

Luego, J‘xlnxdx:x2 Inx—j(xlnx+x)dx =3 ZJ‘xInxdx:x2 Inx—X?

X2

De donde, J.xln xdlex2 Inx ———
2 4

Con esto:
x2 1, x? x> 1,
F(x)zfx(l—lnx)dx:———x InX+ —+c=—-=x"InXx+cC
2 2 4 4 2
Como el punto (1, 1) es de F(x), se cumple que:

1:2—%In1+c = c:E

- : x* 1, 1
Por tanto, la primitiva pedida es F(X):T_EX Inx+Z




Descomposicion en fracciones simples

21. Halla la integral indefinida

dx
I x> +X-6
Solucion:
Por descomposicion en fracciones simples:
1 __A N B _A(x+3)+B(x-2)

X*+X-6 X-2 X+3 (x=2)(x+3)
Luego:

1=A(x+3)+B(x-2)

Six=2: 1=5A = A=1/5

six=-3: 1=-5B = B=-1/5
Por tanto:

dx 3 1/5 1/5 1 1 1 1 a
[or @ = (Y8 M8 g L[ L g 1] L gy
X +X—-6 X—2 X+3 5Jx-2 5J x+3

1 1
=ZIn(x-2)-=In(x+3)+c
= (x=2) c (x+3)

22. Calcula de
x? -1

Solucién:
Por descomposicion en fracciones simples:
2 A . B _A(x+1)+B(x-1)
x> -1 x-1 x+1 x> -1
Luego:

2=A(x+1)+B(x-1)
six=1: 2=2A = A=1
si x=-1: 2=-2B = B=-1

Con esto:
2 1 1
dx = dx — dx=In(x-1) -In(x+1) +c
J.xz—l IX—l Jx+1 (x=1)=In(x+1)
23. Calcula: I 5 dx
1-x
Solucion:

(Observa que es casi igual que la anterior.)
Descomponiendo en fracciones simples,

I ! dw:j”zdx+ V2 =i+ iiasx)+c
1-x2 1-x 1+ x 2 2




24. Calcula:

x> +x% +1
[,
X* -4
Solucion:
Hacemos la division (x* + x* +1): (x? - 4).
Queda: X+—X+1_ X+1+ 4Z+5.
X —4 X° -4

4 +5
4x+5 A N B _A(x+2)+B(x—2)
X2 -4 X-2 Xx+2 X2 -4
Parax = 2, setiene: 13=4A = A=13/4
Parax =-2,setiene: —-3=-4B = B=3/4
4X+5—13/4+ 3/4

Descomponemaos en fracciones simples

= 4x+5=A(x+2)+B(x-2)

Luego, =
9 X>—4 X—-2 X+2
Por tanto:
3 2
J“x tx +1dx _ j(x+1+13/4+ 3/4]dx=
X% —4 — X+ 2
13 3
I(x+1)dx+— —d I—dx——x X2 IN(X=2) + 2 In(x + 2) + K
X+ 2 4 4
25. Calcula:
J‘ 2dx
x3 —x
Solucion:

Puede hacerse por el método de descomposicion en fracciones simples.

Como las raices del denominador de la expresion — son 0, -1y 1, se tendré:

X" =X
2 2 _A B C _ A(X* =1 +Bx(x+1) + Cx(x -1)

= =—+
x2—x  x(x=D(x+1) x x-1 x+1 x3 —x
Por tanto: 2 = A(x? —1) + Bx(x +1) + Cx(x —1)
Si damos los valores 0, 1 y —1 se tendra:
Parax=0 = 2=-A = A=-2
Parax=1 = 2=2B = B=1
Parax=-1= 2=2C = C=1

Luego

j = (—2+L+ijdx_—2mx+ln(x D+In(x+1)+c
x* —x X x-1 x+1




26. Se consideran las funciones reales f(x) =12x® —8x* +9x -5y g(X) =6x* —7x+2.
Se pide:
f(x)

a) Determina las ecuaciones de las asintotas a la grafica de la funcion )
g(x

b) Calcula la funcién H(x) = J.%dx que cumple H(1) = 1.
g(x

Solucion:

f(x) 12x°-8x*+9x-5

g(x)  6X2-Tx+2

tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es uno mas el grado del denominador;
puede tener asintotas verticales en los ceros del denominador; en las soluciones de

6x> —7x+2=0,quesonx=1/2 yx=2/3.

a) La funcion F(x) =

Las asintotas verticales se confirman, pues
. 12x® —8x* +9x-5 . 12x° —8x*+9x-5
lim 5 =oo y lim 5 =0
x>12  BX° —7X+2 x>2/13  BX° —TX+2

La asintota oblicua puede calcularse dividiendo:

12x°  —8x* 9 -5 |6x* —7x 2

—12x%  +14x®  _4x 2Xx  +1
6X° 5X -5
—6x°  +IX =2
12x -7

La asintota es la rectay = 2x + 1.

b) Por la division anterior, sabemos que 0 _ 2X +1+%2X—_7.
g(x) BX° —7X+2

Si tenemos en cuenta que (6x2 —IX+ 2): 12x -7,
H(x):jﬂdx = I(2x+1+1zx—_7

g(x) 6X" —7X+2
SiH1)=1=1+1+Inl+c=1= c=-1L

)dx = x>+ X+ In(6x2 —7x+2)+c

Por tanto, H(x) = x* + X+ In(6X? = 7x+2)—1

27. Calcula la siguiente integral:j X 5 dx
(x+1)
Solucion:
Por descomposicion en fracciones simples se tiene:
x _A B C _ A(x+1)*+B(x+1)+C
(x+1°® x+1 (x+1)* (x+1° (x+1)°

Por tanto,



Integrales 14

X=A(X+1)?+B(Xx+1)+C= Ax* +(2A+B)x+(A+B+C)
Identificando coeficientes se tiene el sistema,

A=0
2A+B=1 = A=0,B=1,C=-1
A+B+C=0
Luego X __ N de donde

(x+1)°% (x+1)?* (x+1°°

xsdxzj’( 1 J _J' 13IX
(x+1) (x+1)? (x+1) (x+1) (x+1)

L + L ~+C

X+1 2(x+1)

. Ahora basta

)ndX — (f (X))n+1
n+1

Las dos ultimas integrales son inmediatas, pues If’(x)(f(x)

con escribir .[(x+ 0 j(x+ e dx = I(x+1 dx — j(x+1) dx




