Matematicas Il Funciones. Estudio de una funcion 1

ESTUDIO DE UNA FUNCION CON AYUDA DE LA DERIVADA

Observacion: La mayoria de los problemas resueltos a continuacion se han propuesto en
los exdmenes de Selectividad.

1. a) Halla los valores de los coeficientes b, ¢ y d para que la grafica de la funcion
y = x% +bx? + cx +d corte al eje OY en el punto (0, —1), pase por el punto (2, 3) y, en ese
punto, tenga tangente paralela al eje OX.

b) Una vez hallados esos valores, halla los maximos y minimos relativos y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de la citada funcién.

Solucién:
a) y=x>+bx? +cox+d = y=3x?+2bx+c = y'=6x+2b

Por pasar por (0, -1) = -1= d
Por pasarpor (2,3) = 3=8+4b+2c+d
Por tangente horizontal en x = 2, y'(2) = 0:
= 0=12+4b+c
Resolviendo el sistema formado por las tres ecuaciones se obtiene:
b=-5 ¢=8 d=-1

La funciones y=x3—-5x?+8x-1

b) Volviendo a derivar:
y=3x?-10x+8; y '=6x-10
La derivada primera se anulaenx =4/3 yenx = 2.
Six<4/3, y >0 = lafuncidn crece.
Sid4/3<x<2, y<0 = lafuncion decrece. En consecuencia, en X = 4/3 se tendra un
maximo. (También puede verse que y"(4/3) <0.)
Six>2, y >0 = lafuncion crece. En consecuencia, en x = 2 se tendra un minimo.
(También puede verse que y'(2) > 0.)
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2. Sea f: R — R una funcién polinémica de grado menor o igual a tres que tiene un minimo
relativo en (0, 0) y un méaximo relativo en (2, 2). Calcular la expresién de dicha funcién. (2.5
puntos)

Solucion:
Si f(x)=ax®+bx?+cx+d se tiene:
f7(x) = 3ax? + 2bx +¢ = f7(x) =6ax+2b

Por pasar por (0, 0), f(0) =0 = 0= d
Por pasar por (2, 2), f(2) =2 = 2=8a+4b+2c+d
Por minimo en (0, 0), f(0)=0 = 0= C
Por maximo en (2, 2), f'(2) =0 = 0=12a+4b+c

Por tanto:
d=0; ¢c=0; a=-1/2; b=3/2

La funcién es;

1 3
f(x)=-—=x>+=x?
(x) > >

., X , .
3. Calcular los valores de a y b para que la funcion f(x) = b tenga como asintota vertical
X—a

la recta x = 2 y como asintota horizontal la rectay = 3. Razonar siparaa=2 yb=3la
funcién f(x) tiene algin minimo relativo.

Solucién:
Para que la recta x = 2 sea asintota vertical de f(x) es necesario que Iirr21 bx =0,
x>2 X —a
Como lim bx :Z_b:OO = 2-a=0 = a=2
x>2X—a 2-a
Para que la recta y = 3 sea asintota horizontal de f(x) es necesario que lim =3.
X—o X — a
Como Iimﬁzb = b=3.
X—o X — a
. 3%
Paraa =2 yb =3 Ilafuncion f(x):—z.
X j—
Luego f'(x) = 3(x-2)-3x -6

(x-2*  (x-2)’
Como la derivada no se anula en ningun caso, la funcion no puede tener minimos relativos (ni
MAaximos).
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4. Determina un punto de la curva y = xe ™ enel que la pendiente de la recta tangente sea
maxima.

Solucién:
La pendiente de la tangente es maxima en las soluciones de y”'= 0 (que son los puntos de

inflexion) y que, ademas, verifican que y"'<0.
Haciendo las derivadas se tiene:

y=xe™ = y=e™ +x(-2x)e™* =(1-2x%)e™
= Y= (-4x)e ™ +(L-2x7)(-2x)e ™ = (-6x+4x%)e ™
= Y= (-6+12x%)e™ + (=6x +4x°)(—2x)e ™ = (-6+ 24x* —8x*)e™

= (CBx sl =0 = Bxr = 2x(3+2) = x=0; k=t
Yy (0)=-6; Yy (++/3/2)=(-6+36-18)e? >0

El punto buscado es (0, 0).

5. ¢Existen maximo y minimo absolutos de la funcion f (x) = cos(x) +1 en el intervalo [0,
©]? Justifiquese su existencia y calculense.

Solucién:

Los méaximos y minimos de una funcidn, si los hay, se dan en los puntos que anulan su
derivada. Ademas, en un maximo, la derivada segunda debe ser negativa, mientras, que en un
minimo debe ser positiva.

Derivando:
f'(x) = —sen x; f7(x) = —cosx

f'xX)=-senx =0 = x=00mx
f70)=-1; f"(r)=1

Por tanto, la funcién tiene un maximo en x = 0 y un minimo en x = 7. Sus valores son:
maximo: f(0) =cos(0)+1=2; minimo: f(x)=cos(z)+1=0.

Ambos son absolutos, pues -1 <cos x < 1.

José Maria Martinez Mediano



Matematicas Il Funciones. Estudio de una funcion 4

6. Demostrad que la curva de ecuacion y = x* —x® + x* — x+1 no tiene ningln punto de

inflexion. Buscad la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto (Xo, Yo) donde X es el
valor de x que hace minimay”".

Solucidn:
Hacemos las derivadas sucesivas:

y=x"—x®+x*-x+1
y'=4x%-3x* +2x-1
Yy '=12x" —6X+2
Yy '=24x-6 = yY =24

Los puntos de inflexion se dan en las soluciones de la ecuaciony™ = 0. Como
y’=12x* —6x+ 2 =0 no tiene soluciones reales, la curva no tiene ningtin punto de inflexion.

6++v36-96
24

(En efecto: x = no es real.)

La funcién y”” se hace minima (0 maxima) en la solucionde y""'=24x—-6 =0, que es x = Z:

Efectivamente es minimo pues y* =24 > 0.
La ecuacion de la tangente es:

205 5( 1
—fUa) =t UHX-14) & y-—— = x-=
y—f(1/4) =1/ 4) Rl 8( 4]

1 1 1 1 205 1 1 1 5
flld)=—-—+>-"+1="""; f(1/4)=4—-3"+2"-1=—=
d74) 4% 43 4% 4 256 a74) 43 42 4 8

7. Sea f: R — R la funcion definida por f (x) =e*(ax+b), donde a y b son nimeros reales.
a) Calcula los valores de a y b para que la funcion tenga un extremo relativo en el punto (3,

3
e’).
b) Para los valores de a y b obtenidos, digase que tipo de extremo tiene la funcién en el punto
mencionado.

Solucion:
a) Que la funcién tenga un extremo relativo en el punto (3, €°) significa:

1° f(3)=e® & f(3)=e’Ba+b)=e®>= 3a+b=1
2° f°(3)=0.Como f'(x)=e*(ax+b)+ae* = e*(3a+b)+ae’=0 = 4a+b=0
3a+b=1

Se tiene el sistema: = a=-1,b=4
4a+b=0

b) La funciénes f(x)=e*(—x+4), y sus derivadas primera y segunda:
f'X)=e*(-x+4)—e* =e*(-x+3); f"(x)=e"(-x+3)—e* =e*(-x+2)

Es evidente que f(3) =0, por tanto en ese punto se tiene un extremo.

Como f”(3) =—e® <0, se trata de un maximo.
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8. Considera la funcion f(x)=x* +ax® + bx* +cx +7

a) Calcula c sabiendo que su recta tangente en el punto de abscisa x = 0 es horizontal.

b) Para el valor de c hallado en el apartado anterior, calcula a y b sabiendo que esta funcion
tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = -2 y que corta al eje OX cuando x = 1.

c) Para los valores obtenidos en los otros apartados, calcula los intervalos donde la funcion
crece y decrece, sus extremos relativos y haz una representacion grafica aproximada.

Solucién:
Derivada primera y segunda:

f(X)=x"+ax® +bx* +cx+7 = f7(x) =4x%+3ax* + 2bx+¢c =
= f7(x) =12x* + 6ax + 2b

a) Si la recta tangente en x = 0 es horizontal entonces f'(0) =0.
Como f'(0)=c = c=0.
La funcion sera f(x) = x* +ax® +bx* +7

b) Si la funcion tiene un extremo relativo en x = -2, entonces f'(-2) =0.
Sicortaal eje OX enx =1, entonces f(1)=0.
En consecuencia:
f'(-2)=-32+12a-4b=0 = 3a-b=8
fQ)=1+a+b+7=0 = a+b=-8
Resolviendo el sistema se obtiene: a = 0; b = -8.

c) Lafuncionsera f(x)=x*-8x*+7 = f'(x)=4x®-16x = f7(x)=12x*-16.

e f(X)=4x-16x=0 < 4x(x*—4)=0 = x=0;x=-2; x = 2. Estos puntos son
posibles maximos o minimos.

Para:
x< -2, f'(x) <0 = la funcién decrece;
-2<x<0, f'(x)>0 = lafuncion crece;
0<x<2, f'(xX) <0 = Ilafuncién decrece;
x>2, f°(x)>0 = lafuncion crece

Como:

f7(-2) =32>0, en x = -2 hay un minimo;

f”(0) =-16 < 0, en x = 0 hay un maximo;
f7(2) =32 >0, en x = 2 hay un minimo.

e

Dando algunos valores podemos trazar su gréafica.
Puntos: (-2, -9); (-1, 0); (0, 7); (1, 0); (2, -9).
Ademas la curva corta a los ejes en las soluciones de
x*—8x2+7=0, que son X =7 yx=+1.

Por tanto, la curva es la adjunta.
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9. Halla los maximos y minimos relativos de las siguientes funciones definidas en el intervalo
[0, 4]. Dibuja sus gréaficas a partir de esos datos y de los cortes con los ejes.

f(x):23en%x 0<x<4
T
g(x):senEx 0<x<4
Solucién:

Debe recordarse que la funcion f (x) = sen(nx) es periddica de periodo n/2r.

Las funciones dadas son periddicas de periodo% =8y 2 =4, respectivamente.
T

wl2

o f(X)= Zsen%x corta al eje OX cuando x =0y x=4. Aleje OY alaalturay =0.

. g(x):sen%x cortaal eje OX cuando x =0, x=2yx=4. Aleje OY alaalturay = 0.

Los posibles maximos y minimos de la funcion se presentan en los puntos que anulan la
derivada primera.

o f(X)=2senZx = f(X)=2cosx=0 = x=2
4 2 4
2
Como 7 (x) = —%sen%x es negativa en x = 2, para ese valor se obtiene un maximo.
e g(x)= sen%x = g'(x) :%cos%x =0 = x=1yx=3.

2
Como g7 (x) = —%sen%x es negativa en x = 1 y posltiva en x = 3, para x = 1 se tiene un

maximo, y para X = 3, un minimo.

Un eshozo de ambas graficas es el siguiente.
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en el que la recta tangente a la

1
10. Encontrar razonadamente el punto de la curva y = .

+ X
curva tiene pendiente maxima y calcular el valor de esta pendiente. (3,3 puntos).

Solucién:
El punto en el que la curva tiene recta tangente con pendiente maxima (0 minima) es un punto
de inflexion de la curva.
(En efecto: la pendiente de la recta tangente a f(x) en un punto genérico X viene dada
por el valor de f "(x); para evitar confusiones escribiremos g(x) = f'(x).

El maximo de g(x) se obtiene en las soluciones de la ecuacion g“(x) = 0 que hacen
negativa a la funcion g”"(x). Por tanto en las soluciones de g"(x) = f(x) =0, que dan

los posibles puntos de inflexion de f(x).)

Calculamos las tres primeras derivadas de la funcion:
y- P L S ym 6x° -2 Yo 24x - 24%°
1+ x? 1+ x%)? 1+x?%)? @+ x?)*

. 1 1
La derivada segunda se anulaen X=—— yen x=—

V3 V3

Como y"'(-1/ \/§) <0y y @/ \/§) >0 la curva tiene recta tangente con pendiente maxima

1
enelpunto x=——.

V3

El valor de esa pendiente es y'(~1/+/3) =

2/43 9
(1+1/3)2 843
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11. Seaf la funcion dada por f(x)=x*-3x]+2, xeR.
a) Estudiese la derivabilidad de f en x = 0 mediante la definicion de derivada.

b) Determinense los intervalos de monotonia de f y sus extremos relativos.
c) Esbdcese la grafica de f.

Solucidn:

a) Como |X| = {_ %

<0 ., - .
, la funcién dada puede definirse asi:
X, x>0
2
X“+3x+2, x<0
f(x)=1",
Xc—=3x+2, x>0
Esta funcion esta definida siempre y es continua para todo valor de X, incluido el 0, pues tanto
por la izquierda como por la derecha de x = 0, f(x) — 2.
Para ver la derivabilidad en x = 0 estudiamos las derivadas laterales.
Por la izquierda:

— 2 —
£0°) = lim f)-f© _ . h?+3h+2-2 . h(h+3)
h—0~ h h—0~ h h—0~
Por la derecha:
— 2 — — —
0% = lim f()-f(©_ . h*-8h+2-2 . h(h-3) _,
h—0* h h—0* h h—0* h

Como las derivadas laterales no coinciden, la funcidn no es derivable en x = 0.

b) Salvo en x = 0, la derivada de la funcidn es:
] {Zx +3, x<0
f(x) =
2x—-3, x>0
Esta derivada se anula en los puntos x = =3/2 y x = 3/2, por tanto se tiene:
e Six<-=3/2,f(X) <0 = f(x) es decreciente
e si—-3/2<x<0,f(xX)>0 = f(x)escreciente
La funcion tiene un minimo en x = -3/2
e si0<x<3/2,f(X)<0 = f(x)esdecreciente. (La funcién tiene un maximo en x = 0)
e six>3/2,f(x)>0 = f(x)es creciente
La funcion tiene un minimo en x = 3/2

c) La gréfica de la funcién viene dada por dos trozos de parabolas, f(x) = x? +3x+2 hasta x
=0y f(x)=x?-3x+2, desde x = 0. Se obtiene la siguiente figura.

u
16
P
1o
3 \a.rz _x
4 -2 T2 4
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12. Dada la funcion f(x) = x* —2* + x—1 demuestra que existen a, § € (1, 2) tales que

fl@)=0y f(B)=3.
Di qué teorema utilizas.

Solucién:
La funcion dada es continua en el intervalo [1, 2]. Ademas cumple que:

f()=1-2+1-1=-1<0; f(2)=4-4+2-1=1>0
Por tanto, por ele teorema de Bolzano, existe un punto o € (1, 0) tal que f(a)=0.

Hacemos f"(x):
f'X)=x"(Inx+1)-2"In2+1

Esta funcion también es continua en el intervalo [1, 2]. Ademas:
f'0)=1In1+1)-2In2+1=2(1-In2)<3; f'(2)=4(In2+1)-4In2+1=5

Por tanto, por el teorema de los valores intermedios, la funcion f“(x) toma todos los valores
comprendido entre f°(1) y f°(2). Luego existird un valor B € (1, 0) tal que f"(8) =3.

CNJO06

13. El consumo de un barco navegando a una velocidad de x nudos (millas/hora) viene
2
- x“ 450
dada por la expresion C(x) = 0 +——. Calcular la velocidad méas econémica y el
X
coste equivalente.
Solucion:

El consumo es minimo en las soluciones de C"(x) = 0 que hacen positiva a C”"(X).

x? 450 2x 450 900
C()——+— C()———— ()—
60 X 60 x?
C'(x )_2—4—520:0 = 2x*-60450=0= x*®=30450 = x=152%°
60 X
Como C”(152%3) = 900 > 0, para ese valor se obtiene el minimo consumo.
60 30-450

Por tanto, la velocidad mas econémica es de x =15-2%"® ~ 23,81 nudos.

2 54/3
El coste equivalente sera: C(152%'%) _15°2 + 459/3 = 425/53 ~ 28,35 u.m.
60 152 2
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