” X+2y-z2+6=0
Halla la expresion del haz de planos que pasa por| arecta
-X+3y+2z-1=0
Solucioén:
X+2y-z+6+t(-x+3y+2z-1)=0contun parametro real.
Habria que afiadir, ademas, el plano -x + 3y + 2z -1 = 0.

., 4x+y-72+2=0
Halla la expresion del haz de planos que pasa por| arecta
-3x+5z2-2=0
Solucion:
AX +y-T7z+ 2 +1(-3x + 5z - 2) =0 con t un parametro real.
Habria que afadir, ademas, el plano -3x + 5z - 2 = 0.

Hallar el plano que contiene el eje OY y formaun & ngulo de 30° con el eje OX.

Solucion:

El vector director del eje OX es (1,0,0). Seau =(a, b, ¢c) un vector unitario caracteristico del plano buscado.
Entonces

(a,b,c).(1,0,0)=a=cos 30°=1/2, ya que el angulo que forman un plano y una recta es el complementario del
que forman el vector caracteristico del plano y el director de la recta.

Ademas, contiene al eje OY, cuyo vector directores (0,1,0), luego(a,b,c).(1,0,0)=b=0.

Por lo tanto u = ( 1/2, 0, ¢ ). Imponiendo que sea unitario

1, J3

u=,—+c° =1 = c=+x—
g
4 2

Por contener al eje OY el plano pasa por ( 0, 0, 0). Sus posibles vectores caracteristicos son:

B

2 2 2 2

Por tanto, los planos buscados son:
X+43z=0 6 x—\/§z=0

Seanlosplanospyq,siendo: p:ax+y-2z+ 1=0;q:2x-y+2z-3=0
Determinar a para que:

a) los planos sean perpendiculares.

b) los planos determinen un angulo de 60°.

Solucioén:

Los vectores normales a los planos son:
p=(@l,-2) q=(2,-1,2)
a) Si son perpendiculares, se cumple que su producto escalar es 0:
2a-1-4=0; a=5/2
b) cos (p, g) = cos 60° =1/2
2a-9 :% 42a-5)7 =9(a?+5)  a, =& +1/4860 a, =80 —1\/44860

[cos(p, ) = "

a2+50/9



x=0
Calcula el punto P de larecta <y =1 de modo que el plano que contiene al eje OXy pasa  por P forme un

z=t

angulo de 45° con el eje OZ.
Solucioén:
P es de la forma P(0, 1, t).

x 1 0
El plano que contienea OXypasaporPesly 0 1 =-ty+z=0

z 0t
Comosen45°:£, wzﬁj ! :i:t2+1:2

2411 2 241 2
Entoncesti =1yt =-1.
Soluciones: P1(0, 1, 1), P2(0, 1, -1)
Calcular la distancia entre las rectas:
X =5+t
rEx—2:y—2:z+1 y s=ly=-1
3 -t z=8+2t



Solucion:

La recta r pasa por el punto A (2, 2, -1) y es paralela al vector u =( 3, -1, 4 ), y la recta s pasa por el punto B ( 5, -1,
8)yes paralela al vectorv=(1,0,2).

El volumen del paralelepipedo de la figura es igual al producto mixto de los vectores BA, u y v. Si este volumen lo
dividimos por el area de la base, que es igual al médulo del producto vectorial de u y v, tendremos la altura del
paralelepipedo, que es igual a la distancia entre ry s.

_ [BAu,v]
dist(r,s) = —
]
siendo el vector BA = (-3, 3,-9)
-3 3 9
BAuv|=|3 -1 4=9
1 0 2
i ] Kk
uxv =13 -1 4 =-2i-2j+k
1 0 2
de donde:
. 9
dist(r,s) = ——==3
Nd+4+1
T
u
i
B V > S

La recta r viene determinada por el punto A(1,-3 , 0)y el vector direccional U =(2,4,1) ylarectas por el
punto B (-1, 2, -4)y el vector direccional v =(-1,3,2).

1) Calcular el ‘det(ﬁ,ﬁﬁ)‘ e interpretar su significado.
2) Calcular |t x V| e interpretar su significado.
‘det(ﬁ, q, \7)‘

3) Cudl es el significado de —
i



Solucioén:

1) Siendo
AB =B- A = (-2,5,-4)
-2 5 -4
\ﬁ,a,v\: 2 4 1|=-75
1 3 2

su médulo 75 es el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores AB,U y V.
2) |U>< \7| = |5 e,-5e,+10 é3| =452 +52 +102 =150 y representa el area del paralelogramo determinado por los

vectores Uy V.

V3

3) El cociente pedido tiene por valor =5— y como es el volumen dividido por el area de la base representa

75
4150

la distancia entre las rectas ry s.

. , 2x+y =0 -X+2y+z-1=0
Halla la perpendicular comun a las rectas

-X+y+2z2=0" |x+y+3z+2=0"

Solucion:
Hay que obtener un plano que contenga a la primera y sea perpendicular a ambas y otro plano que contenga a la
segunda recta y también sea perpendicular a ambas.

-5-5z
X=——
X =2t 3
e -1-4z
Las rectas en paramétricas son: <y = -4t y = —3
z =3t _
z=12
i i kK
Un vector perpendicular a ambas es: (2,-4,3) x(-5,-4,3)=| 2 -4 3/ =(0,-21,-28)
-5 -4 3
Se puede tomar también el vector (0, 3, 4) por ser proporcional.
X y z
2 -4 3=-25x-8y+6z=0
0 3 4
5 1
X+— y+= z
3 3 5 1
-5 -4 3= —25(x+§]+ 20(y+§j -15z =-25x+20y-15z-35=0
0 3

-25x-8y+6z=0

La perpendicular comun es:
-5x+4y-3z-7=0

9 Hallar la recta perpendicular comin alasrectas r :x=y=z ;s:x-1=y/3=2
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Solucion:
Escribamos las ecuaciones paramétricas:

X=m Xx=1+n
r:<y=m y s:<y=3n
z=m z=n

Siay b son, respectivamente, los valores de m y n que nos dan los puntos P y Q, interseccién de la perpendicular
comunconrys,oseaP(a,a,a)yQ (1+b,3b,b), elvector:

PQ=(1+b-a,3b-a,b-a)

es perpendicular alas rectasry s.

Comoelvectoru=(1,1,1) es paraleloalarectaryelvectorv=(1,3,1)es paralelo a s, el vector PQ es
perpendicular a u y v, luego los productos escalares u - PQ y v - PQ son nulos:

PO 3
uPQ =0 1{1+b-a)+103b-a)+1b-a)=0 a:Z
VIPQ =0 - 1[(1+b-a)+3[(8b-a)+1{b-a) =0 1

Sustituyendo estos valores en las coordenadas de P y Q obtenemos:

333 531
P[m’z] y Q(Z’z'z]

La recta pedida es la que pasa por ambos puntos:

x =34t
4
,-3
4
z=3_4
4

Obtén los puntos P de r; XT_l -y = Z—+11 yQdes: X+2 = y-1 =z +1 que verifican que d(P, Q) = d(r, s) sin

hallar la perpendicular comin ary s.

Solucion:

P(1+2tt-1-t)P(-2-w,1+2w,~1+ W)= PP, = (-w-2t-32w-t+1,w+t)
Como este vector debe ser perpendicular a las dos rectas, entonces:
(-w-2t-32w-t+1,w+t}(2,1,-1) = -6t-w-5=0
(-w-2t-32w-t+1,w+t}(-1,2,1) = t+6w+5=0 }

. . . 5
y resolviendo el sistema se obtiene t =w = 2 de donde:

p( 3.5 2),( 9 3 12
7 7 7 7 7 7



