1. Matrices y determinantes

Ejercicio 1. Calcular el rango de la matriz

1 2 -1 2
2 1 0 1
A= 4 5 =25
2 -1 1 2
Solucién:
1 2 -1 2
2 1 0 1 . a
rango A = rango 4 5 _9 5 poniendo ceros en la 3* columna
2 -1 1 2
(1 2 -1 2]
21 0 1
=rango |, ;o Puesto que Fr = F3
3 1 0 4]
(1 2 -1 2]
=rango |2 1 0 1 Intercambiando C y Cs
3 1 0 4]
(-1 2 1 2]
=rango | 0 1 2 1 restando Fb a Fjy
|0 1 3 4]
(-1 2 1 2]
=rango [ 0 1 2 1
10 0 1 3]
=3

Ejercicio 2. Resolver la ecuacion
z+1 1 1
1 2 z|=0
1 r 2

Solucion:

Todas las filas y columnas suman lo mismo. Vamos a aprovechar esta circunstancia. Sumando a la primera
columna las otras dos resulta:

r+3 1 1 1 1 1
r+3 2 z/=0 = (x+3)|]1 2 z/=0
z+3 x 2 1 = 2

—_
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restando la primera fila a las otras dos resulta:

1 1
1 2-1=0 = (@+3)2r—-2%)=0 = z=0,v=2,2=-3
z—1 1

(x4 3)

OO =

Ejercicio 3. Fstudia el rango de la siguiente matriz sequn el valor del pardmetro a:

2 -1 a
B=|a 3 4
3 -1 2

Solucion:

Calculamos el determinante:

2 -1 a
a 3 4/=12-12—-a>-9a+8+2a=—-a’>—T7a+38
3 -1 2

El determinante es cero para:
—a’—Ta+8=0 = a*4+7a-8=0 = a=-8 a=1

Entonces tenemos:

o Para a# —8 y a# 1 rango A = 3.

o Sia=-8:
2 -1 -8
A= |-8 3 4
3 -1 2

El rango no puede ser 3 puesto que el determinante de la matriz es cero. El rango es entonces igual
a 2 puesto que claramente hay dos filas linealmente independientes.

o Sia =1 la matriz es:

2 -1 1
A=1{1 3 4
3 -1 2

y el rango es 2 por la misma razon que en el apartado anterior.

Ejercicio 4. Averiguar para qué valores del pardmetro k admite inversa la matriz A:
1 2 -1
A=12 0 1
3 2 k
y halla la inversa de A para k = 1.
Solucién:

Para que la matriz tenga inversa, su determinante debe ser distinto de cero. El determinante es:

-1
1|=—-4+6-2—-4k=—4k
k

W N
N O N
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El determinante es cero para k = 0. Por consiguiente, existe la inversa de A siempre que k # 0.

Calculemos la matriz inversa para k = 1:
1 2 -1
A=12 0 1 = |A4]=0-44+6-0—-4-2=-4
3 2 1
La matriz adjunta es:
-2 1 4
adjA=|-4 4 4
2 -3 4
Trasponemos:
-2 —4 2
adj A'=| 1 4 -3
4 4 -4
y dividiendo por el determinante, obtenemos finalmente la inversa:
1 -2 -4 2
A_l == T 1 4 _3
4 4 -4

Ejercicio 5. Resuelve la ecuacidn matricial B(2A+ 1) = AX A+ B, siendo:

3 -2 -1 1 -1 2
A=|-4 1 -1 B=|-1 0 -1
2 0 1 0 -1 1

Solucion:

Para despejar la matriz X calculamos en primer lugar la inversa de A. Procediendo como en el problema
anterior:

3 -2 -1
-4 1 -1{=3+4+2-8=1
2 0 1
La matriz adjunta es:
1 2 =2 1 2 3
adjA=1(2 5 —4 — adjA'=|2 5 7
3 7 =5 -2 -4 -5
y
1 2 3
At=12 5 7
-2 -4 -5

Entonces tenemos:

AXA+B=B_2A+1) — AXA=B(2A+1)-B
— AXA=2BA+B-B
— AXA=2BA multiplicando a ambos lados por A™!
= AT'AXAAT!'=24"'BAA™!
= X=24"'B

Por tanto
1 2 3 1 -1 2 -2 -8 6
X=2(2 5 7 -1 0 -1 =]|-6 -18 12

-2 -4 -5 0 -1 1 4 14  -10
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2. Sistemas de ecuaciones

Ejercicio 1. Fscribe el siguiente sistema en forma matricial y resuelve calculando la matriz inversa:

r+y+z =6

20 —y+2z =3

3x+y—2z2 =2
Solucién:

En forma matricial el sistema se escribe:

1 1 1 x 6
-1 1 yl =13
1 1| |z 2

De forma que, despejando la matriz de incdgnitas:

-1

T 1 1 1 6
yl =12 -1 1 3
z 3 1 -1 2

Calculamos la matriz inversa de la matriz de coeficientes A. Puede comprobarse que el determinante de
A vale 10. Ademas

0 5 5 0o 2 2 L0202
adjA=1{2 —4 2 — adi'A= 1|5 —4 1 = A—lzE 5 —4 1
2 1 -3 5 2 -3 5 2 -3
Entonces:
x L o2 2776 1
vl =15 5 —4 1| [3] =12
2 Ols 2 —3] |2 3

Por consiguiente, la solucién es x =1,y = 2,z = 3.

Ejercicio 2. Resolver el siguiente sistema:

r—2y+ z=1
20+ 3y+ z=4
de— y+32="7

Solucion:

Estudiamos la compatibilidad del sistema calculando el rango de las matrices. Calculamos el determinante
de la matriz de coeficientes:

-2

1
3 1|l=0 = rangoA<3
-1 3

=N

y puesto que hay menores de orden 2 en la matriz concluimos que rango A = 2
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Calculemos ahora el rango de la matriz ampliada:

1 -2 1 1
rango A* =rango (2 3 1 4 suprimimos Cs

4 -1 3 7
1 1 1

=rango |2 1 4 restamos C7 a Co y C3
4 3 7
1 0 0

=rango |2 1 2
4 -1 3

=3

El rango es 3 puesto que el determinante es claramente, distinto de cero. Los dos rangos son distintos
luego el sistema es incompatible.

Ejercicio 3. Discute y resuelve segiun los valores del pardmetro m el siguiente sistema:

mr+ y+(m+1)z=0
my+(m—1)z=0
T + 2z=1

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

m 1 m+1
0 m m—1l=m?-1
1 0 2

Entonces tenemos:

m?—1#0 = rangoA=3
m?—1=0 = rangoA<3

Comom?—-1=0 = m=—1,m =1, pueden darse los siguientes casos:

(i) m#—-1,m#1 = rango A =rango A* = 3. El sistema es compatible determinado.

(ii) m = —1. El rango de la matriz ampliada es:
-1 1 0 0 -1 1 0
rangoA* =rango [ 0 -1 -2 0| =rango| 0 -1 0| =3
1 0 2 -1 1 0 -1

Y el sistema es incompatible puesto que rangoA = 2.

(iii) m = 1. El rango de la matriz ampliada es:
11 2 0 1 1 0
rangoA* =rango [0 1 0 0| =rango [0 1 0| =3
1 0 2 1 1 01

y de nuevo el sistema es incompatible.
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Vamos a resolver el sistema para m # —1,m # 1. Por la regla de Cramer:

m 1 0 2 m
1 m 0 m+1 m
y=—7——=10 0 m-1/= ;
m 1 1 9 m—+1
1 m 1 0 mg
z = ] 0 m 0)=— T
m 1 0 14 ™

Ejercicio 4. Discute y resuelve segiun los valores del parametro el siguiente sistema:

20 —ay —2=0
(2—2a)z+ by+2z=0
e+ y =0

Solucion:

Se trata de un sistema homogéneo. Los rangos de las dos matrices son iguales y el sistema es siempre
compatible. Calculemos el determinante de la matriz de coeficientes:
2 —a -1
2—2a b5 1]=16-2a
4 1 0

Entonces el determinante es cero para a = 8 y es distinto de cero para a # 8. Pueden presentarse entonces
dos casos:

(i) a #8 = rangoA = rangoA* = 3. El sistema es compatible determinado y su dnica solucién
es la solucién trivial x =y = 2z = 0.

(ii) a = 8. Calculamos el rango de la matriz:

2 -8 -1
rango |—14 5 1 (=2
4 1 0

El sistema es compatible indeterminado. Solamente hay dos ecuaciones independientes, de modo
que el sistema queda reducido a:

20 — 8y —z =0

dr 4+ vy =0
o bien:

20 — 8y = z

e+ y =0

Y llamando z = ¢ se obtiene la solucién por la regla de Cramer:

t —4t
:1323—4; yzﬁ; z=t o bien r=t;, y=-—4t; z=34t
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3. Examen de matrices y sistemas

Ejercicio 1.Fstudia la compatibilidad del siguiente sistema:

r+3y+ 2z = -1
rT— y— z = —1
20+ y+3z =5

Solucion:

Calculamos el determinate de la matriz de coeficientes:

1 3 1
[Al=1]1 -1 -1 sumando la primera columna a las otras dos
2 1 3
1 4 2
=1 0 0
3 5
#0

Por consiguiente, el rango de la matriz de coeficientes (y de la matriz ampliada) es 3. El sistema es
compatible determinado.

Ejercicio 2. Discute la compatibilidad del siguiente sistema segun los diversos valores de A\ y resuélvelo
para A = —1:

—r+ Ay +2z = A
20+ Ay — z = 2
AT — y+2z = A

Solucion:

El determinante de la matriz de coeficientes es:

-1 A 2
[Al=12 X -1 sumando a la primera columna las otras dos:
Ao -1 2
I+Xx X 2
=[1+Xx X -1
1+XA -1 2
1 A2
=({1+XN)]| 1 A =1 restando la segunda fila a la primera:
1+X -1 2
0 0 3
=(1+XN1 X -1
1 -1 2
= —3(1+\)?

Por tano, pueden presentarse los siguientes casos:

o A # —1: rango A = rango A* = 3. El sistema es compatible determinado.
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o A = —1. El rango de la matriz ampliada es:
-1 -1 2 -1
rango [ 2 -1 -1 2| =2
-1 -1 2 -1

El sistema es compatible indeterminado.

Resolvamos el sistema para A = —1. Nos quedamos con las dos primeras ecuaciones:

—x—y+2z = —1
20 —y — z = 2

Tomando z = t como parametro:

=1+t
—r—y = —1—-2¢ +
2r—y =2+ ¢

z=1

Ejercicio 3. Discutir en funcion del pardmetro a el siguiente sistemas:

r+y+ 2 =20
ar 4+ 2z =0
2c —y+az = 0

Resolverlo para a = 1.
Solucion:

Se trata de un sistema homogéneo. El determinante de la matriz de coeficientes es:

1 1 1
a 0 2=-d>—a+6
2 -1 a

El determinante se hace cero para:
a+a—-6=0 = a=-3 a=2

Pueden darse los siguientes casos

© a # 2, a# —3. El sistema es compatible determinado. la solucién es la trivial z =y = z = 0.
¢ a = 2. Sistema compatible indeterminado.

o a = —3. Sistema compatible indeterminado.

Para a =1 el sistema es determinado de forma que su solucién es x =y = z = 0.

Ejercicio 4. Dada la matriz:

m 1 2m
M=m 1 2
0 1 1

se pide:
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o Determinar los valores del pardmetro m para los cuales la matriz M es invertible.
o Determinar los valores del pardmetro m para los cuales la matriz M2 es invertible.

o Para m = —1 calcular, si es posible, la matriz inversa de la matriz M.

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz:

m 1 2m
|[M|=|m 1 2 restando la segunda fila a la primera
0 1 1
0 0 2m-—2
=\m 1 2
0 1 1
=m(2m — 2)

o La matriz es invertible salvo para los valores de m que anulan el determinante, es decir, m =0y
m = 1.

o Para los mismos valores puesto que si |M| = 0, entonces |[M?°| = [M|?5 = 0 y si |[M| # 0, entonces
3] = M 0,

o Sea
-1 1 -2
A=1|-1 1 2
0 1 1

Calculamos el determinante y resulta que |A| = 4. La matriz adjunta es:

-1 1 -1
adj A= |-3 -1 1
4 4 0

Trasponiendo y dividiendo por el determinante se obtiene la matriz inversa:

L[ -3 4
/rl:1 1 -1 4
-1 1 0

Ejercicio 5. Dadas las matrices:
4 -2 4 -2
Sl (Y S R
obtener una matriz cuadrada X de orden 2 que verifique la ecuacion matricial AXB = A+ B. Solucién:

La segunda recta puede escribirse en paramétricas como:

r=1
5t qy=A
z2=A+2

Un punto de la recta r es P(1,0,2) y un vector director es U = (1,0,1). Para la recta s, un punto es
Q(1,—-1,1) y un vector director v = (0,1,1).
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Es evidente que las rectas no son paralelas. Para determinar si se cortan o se cruzan calculamos el

determinante que tiene como filas (o columnas) los vectores U, Ty Pé Si este determinante es cero las
rectas se cortan y si es distinto de cero se cruzan:

1 0 1
0 1 1{=0
0 -1 -1

y las rectas se cortan.s Solucién:
Multiplicamos por la izquierda por A~! y por B~! por la derecha para despejar X:
AT'AXBB ' =A"Y(A+ B)B™!
Operando resulta
X=AYA+B)B™!
=(At'A+A'B)B!
=({I+A'B)B™!
=IB '+ A 'BB!
_ B*l 4 A71

Puesto que:

11 2 -1[1 2
-1 _ = . -1 _ _ =
4 _6[—1 4]’ B _2{3 4}

resulta

xoL[1 2] Ztuo2]_ Lf1 2
6 |-1 4 2 13 4| 315 4
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4. Examen de Geometria

Ejercicio 1. Calcular la ecuacion continua de la recta:

r+y—2z=3
T
3r—y+2=0

Solucion:

El vector director de la recta es el producto vectorial de los dos vectores normales:
U =(1,1,-2) x (3,-1,1) = (=1, -7, —4)

Puede tomarse como vector director ¥ = (1,7,4). Para calcular la ecuacién de la recta debemos obtener
un punto. Dando el valor z = 0 resulta el sistema:

—2z=3
{y +Z 0 = y=-3,z=-3
—y+z=

Entonces, un punto e la recta es P(0,—3,—3). Con el punto y el vector director podems escribir la
ecuacion continua de la recta:

r y+3 z+3

1 7 4

Otro procedimiento es resolver el sistema formado por las ecuaciones implicitas de la recta. Tomando
T = A como parametro, resulta:

{y—2z:3—)\ 1 ‘3—)\ —2‘ 1 ‘1 3
—

—y4r——3) Y=l osn 1| T AT AT —3/\‘_4>‘3

asi, las ecuaciones paramétricas de la recta son:

r=A
y=7\2—3
z=4\—3

y despejando A en las tres ecuaciones e igualando resulta la ecuacién continua.

Ejercicio 2. Calcular la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,1,1), B(3,—1,0) y C(2,0,—1).
Solucién:

Tomamos como vectores directores del plano z@ =(2,-2,-1)y 1@ = (1,—1,—2). La ecuacién en forma
de determinante es:

r—1 2 1
y—1 =2 —-1/=0
z—1 -1 =2

La ecuacién del plano que pasa por los tres puntos puede también escribirse como:

Y
1

N W =R
=

—_

I —
—
e
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Ejercicio 3. Calcular el valor de m para que los puntos A(0,1,2), B(1,0,3), C(1,m,1) y D(m,—1,2m)
pertenezcan a un mismo plano.

Solucion:

Si los puntos son coplanarios, los vectores 1@ =(1,-1,1), 1@ =(1,m-1,-1)y E’ = (m,—2,2m — 2)
son linealmente dependientes y, por consiguiente:

1 -1 1
1 m-1 -1 |=0 = m=-2, m=2
m =2 2m-—2

Ejercicio 4. Considera las rectas:

r+y+2+3=0 r+1 z+d
T ; S: =y+1= )

r—y—2z—1=0 2
Halla el valor de d para que las rectas sean secantes.
Solucion:

Calculamos un punto y un vector director de la recta r. Dando por ejemplo a z el valor cero resulta:

=-3
{m—i—y == x=-1, y=-2
r—y=1

Un punto de la recta r es P(—1,—2,0). El vector director es el prducto vectorial:
w=(1,1,1) x (1,—1,—1) = (0,2, —2)

Para la recta s un punto es Q(—1,—1, —d) y un vector director es v = (2,1,—2). Si las rectas se cortan,
los vectores 7, o y 1@ son linealmente dependientes y se verifica que:

0 2 -2
21 -2|=0 = -2d+2=0 = d=1
0 1 —d

Ejercicio 5. Halla el plano que contiene la recta
st —x=y—2=1-z2

y el punto A(3,1,6).

Solucién:

Un punto de la recta es P(0,2,1) y un vector director & = (—1,1,—1). (Atencién, la recta NO estd dada
en forma continua puesto que los coeficientes de x y z no son iguales a 1). Tomando como punto del plano

A y como vectores directores o y AP, la ecuacién del plano en forma de determinante es:

r—3 -1 -3
y—1 1 1|=0
z—6 —1 =5

Ejercicio 6. Calcular el plano 7 perpendicular a la recta
z
r—1=y—2=-
Y 6

y que pasa por el punto (0,0, 1).
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Solucion:

El vector director de la recta @ = (1,1,6) es normal al plano que nos piden. La ecuacién de este plano
es:

1 (z-=0+1-(y—0)+6-(2—1)=0 = z+y+62—6=0

Ejercicio 7. Calcular la ecuacion del plano determinado por las rectas:

=1+ A
r.x_g_S—z' S: =)—-1
T3 T2 YT

z=3—A

Solucion:

Hay que suponer que las rectas se cortan, pues, si se cruzan no determinan ningin plano. Tomamos como
vectores directores del plano los de las rectas y como punto, uno de cualquiera de las dos rectas. La
ecuacion del plano es:

T 1 1
Y 3 1(=0
z—3 -2 -1

Ejercicio 8. Calcular la ecuacion de la recta perpendicular al plano 7: 2z — 3y + 5z — 1 =0 y que pasa
por el punto A(2,2,3).

Solucion:

El vector normal al plano es vector director de la recta que nos piden, de forma que la ecuacién de ésta
es:

Ejercicio 9. Estudia la posicion relativa de las rectas v y s siendo:

=142\
r=1
r: Sy=20 ; s:{ g2
z2=2\A+2 ==Y
Solucion:

La segunda recta puede escribirse en paramétricas como:

r=1
ST qy=2A
z=A+2

Un punto de la recta r es P(1,0,2) y un vector director es U = (1,0, 1. Para la recta s, un punto es
Q(1,—1,1) y un vector director v = (0,1,1).

Es evidente que las rectas no son paralelas. Para determinar si se cortan o se cruzan calculamos el

determinante que tiene como filas (o columnas) los vectores U, Ty P(§ Si este determinante es cero las
rectas se cortan y si es distinto de cero se cruzan:

1 0 1
0 1 1{=0
0 -1 -1
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y las rectas se cortan.

Ejercicio 10. Dadas las rectas:

{xsz r—1
T ; S: =y+1l==z

y—z=-3
¢ Eziste algun valor de k que haga que estas rectas sean secantes?
Solucién:

Como en el caso anterior, la ecuacién de la recta r en forma paramétrica es:

r=2+4+k\
y=-3+A
z=A

Un punto de esta recta es P(2,—3,0) y un vector director U= (k,1,1). Para la segunda recta, el punto
es Q(1,—1,0) y el vector director v = (2,1,1). Como en el problema anterior, para que las rectas se
corten, el siguiente determinante debe ser cero:

k
2

[NCJ S
O~
|
o
e
|
[\

-1

Sin embargo, para este valor de k las rectas son paralelas. No existe ningiin k£ que haga que las rectas se
corten.
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5. Segundo examen de geometria

Ejercicio 1. Calcula la recta perpendicular al plano 7w: x—2y+2z—4 = 0 que pasa por el punto P(—1,2,0).
Solucién:
El vector normal al plano o= (1,—2,1) es vector directoe de la recta perpendicular. Entonces, la
ecuacién de la perpendicular es:

x+1 y—-2 =z

1 -2 1

Ejercicio 2. Calcula la ecuacion en forma continua de la recta que pasa por A(1,—2,2) y es paralela a

20 —y+2=28
T
r—y+2z2=9
Solucién:
Dos vectores perpendiculares a la recta son 7 = (2,—1,1) y 73 = (1,—1,2). Un vector director de la
recta puede obtenerse multiplicando vectorialmente estos dos vectores:
U =01 xnp=(-1,-3,-1)
Tomando como vector director (1,3,1), la ecuacién de la prarlela es:
x—1 y+2 2z-2
131

Ejercicio 3. Se considera la recta dada por:

T+y+z=2
T
r+z=1

y el plano de ecuacion 7: x +y = 3. Hallar el dngulo que forman la recta y el plano.
Solucién:
El vector director de la recta es:
W =(1,1,1) x (1,0,1) = (1,0, 1)
Como el vector normal al plano es it = (1,1,0), el d4ngulo entre recta y plano estd dado por:

wonp o T 114104 (-0 1w
EE V32 2 TG

Ejercicio 4. Sean las rectas:

rrer=y=z-—1; S:
estudia su posicion relativa.
Solucién:

La primera recta pasa por el punto P;(0,0,1) y tiene como vector director uj = (1,1,1). La segunda
contiene al punto P»(0,0,0) y tiene como vector director w3 = (2,1, —1). Esté claro que las dos rectas no
son paralelas. Puesto que el producto mixto:

0 0 -1
{P1P2a171>7u_2>} =
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las rectas se cruzan.

Ejercicio 5. Hallar la proyeccion ortogonal de la recta

r—1 y+2 2-3
T = =
4 1 -1

sobre el plano de ecuacion m: x +y — z = 4.
Solucién:

La recta que nos piden es la interseccién del plano 7 con el plano perpendicular a m que contiene a
r. Este plano contiene al punto de la recta P(1,—2,3) y tiene como vectores directores el de la recta
U = (4,1,—1) y el normal al plano @ = (1,1, —1). La ecuacién de este plano es entonces:

r—1 4 1
y+2 1 1/=0 = y+2—-1=0
z—3 -1 -1

La proyeccion ortogonal es la recta:

r+y—z=4
y+2—-1=0

o en forma paramétrica:

T =5-+2\
y=—-1-—2X\
zZ=A

Ejercicio 6. Hallar la ecuacion de la recta perpendicular a

r+y+z=3
20 +y=3

que pasa por el punto A(1,0,1).
Solucion:

Hallamos la ecuacién del plano que pasa por A y es perpendicular a la recta. El vector director de la
recta es:

U =(1,1,1) x (2,1,0) = (-1,2,-1)

Este vector puede tomarse como vector normal al plano perpendicular. La ecuaciéon de ese plano es:
“Hz—-1)+2y—-1(z—-1)=0 = zx—-2y+z2=2

Calculamos el punto de corte de este plano con la recta, es decir, la solucién del sistema:

rT—2y+z2=2
r+y+z=3
20 +y=3

La solucién de este sistema es el punto Q (%, %, %)

La recta que buscamos (la que pasa por A y corta a la recta dada perpendicularmente es la recta AQ
que tiene ecuacion:

z—1 'y z2-1

1 1 1
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Ejercicio 7. Calcula el valor de k para que la recta

20 +y =0
x+z=k
esté contenida en el plano x +y — 2z —1=0.

Solucion:

La recta en forma paramétrica es:

r=A
Y= —2A
z=k—\

El vector director de esta recta es ¥ = (1,—2,—1) y un punto de esta recta es P(0,0, k). Para que la
recta esté contenida en el plano el vector director de la recta debe ser perpendicular al vector normal
plano 7 = (1,1, —1). Esto es asf ya que:

W =1-141-(=2)+(=1)-(-1)=0
Ademas la recta y el plano deben tener puntos comunes. El punto P debe estar en el plano y por tanto:

0-0-k—-1=0 = k=-1

Ejercicio 8. Dadas las rectas:

z—1 y—2 =z rx+2 oy z—2

T

; S:
2 3 1 2 1 1

1. Hallar la ecuacion del plano que contiene a r y es paralelo a s.

2. Determinar la distancia entre las rectas r y s.

Solucion:

La ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo a s contiene a los puntos de r y sus vectores directores
son los de r y s. Su ecuacién es:

r—1 2 2
y—2 3 1|=0 = x—-2z—-1=0
z 1 1

La distancia entre las rectas es igual a la distancia desde cualquier punto de la recta s (por ejemplo
P(—2,0,2)) al plano que acabamos de calcular:

-2-2-2-1
s

v1+4

Sl
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6. Limites y continuidad

Ejercicio 1. Aplicar el teorema de Bolzano para:

1. Demostrar que las graficas de las funciones y =senx ey = % se cortan en un punto.

2. Demostrar que la funcion f(z) = 23+ x — 5 toma el valor 20 en el intervalo (1,3).

Solucion:

¢ Las graficas se cortan si existe un z tal que senx = %, es decir, si la ecuacion

1
senx — — =0
T

tiene solucion.

Sea la funcién F(z) = senz — +. Esta funcién es continua para todo z # 0. Ademés:

Entonces, de acuerdo con el teorema de Bolzano existe un valor ¢ € (g,ﬂ') tal que F(c) = 0.
Entonces, en x = ¢ se cortan las dos graficas.

o La funcién f(x) = 23 + 2 — 5 es continua para todo valor de . Ademaés:
f()=-3
f3)=23

Segun el teorema de los valores intermedios, consecuencia del teorema de Bolzano, la funcién toma
en el intervalo (1,3) todos los valores comprendidos entre —3 y 25. Entonces existe un punto
¢ € (1,3) en el que toma el valor 22.

Ejercicio 2. Calcular los siguientes limites:

) 22 +5x 3z
1. lim - —
T—00 r+1 2

2. lim (x2 — VvVt + 23;)

Tr—r00

2x—1
3. lfm (5”4)
z—oo \ &+ 5

1-3z

4. lim (Inz)

r—00

Solucion:
, z?+5z 3z . 2(2% +5z) — 3z(r + 1) . —ax?
lim — — | = lim = lim — = -
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I (a:2 — Vit + 296) (x2 +Vat + 233)

T—00

lim (a:z —xt + 217)
@00 (22 + Vot + 22)

ot =t -2z
= lfm —F» ——

T—00 212
., —2z
= lim —
z—00 Q2
=0

2x—1
P z+4 , xtd _
lim = lim e(w+5 1)(22-1)
, (z+4—x—5)(2z—1)
= lim e @5
xT—r00
, —2x
= lim e™=
Tr—r0o0
= 6_2

lim (Inz)' ™ = 00™>® =0
Tr—00

Ejercicio 3. Calcular los siguientes limites:

1—cosx
1. Ilm ——
x—0 x
B Tsenx
2. lim

z—=0 X 4+ senx

3. lim (1+ Senx)%

x—0

4 lim 2 —Tr+12
253 22 -6+ 9

Solucion:
2
1—cosz . = .,
lim =lfm 2 =1lim==0
z—0 X x—0 X z—0 2
2
B rsenx o .
Im ———=1lim — =1lim - =0
z—=0x +senx x—02x z—0 2

; 1 . sen z—1) 1
lim (1 +senz)® = lim el +sene—bz
z—0 z—0

=lime =
z—0
=e

> —Tr+12  , (z-3)(z—4)

Im ———— =1
P53 22 — 6219  au3 (x —3)?
o xz—4
= lim
=3 —3

19
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Ejercicio 4. Encontrar el dominio de la funcién:

y=+a!t—622—8z—3

Solucién:

Debe ser 24 — 622 — 8¢ — 3 > 0. Factorizamos el polinomio y resulta:
zt =622 —8x —3=(z+1)3(x —3)

y de aqui obtenemos que el polinomio es positivo para z € (—oo, —1] J[3, 00).

In(1+4x)
T

Ejercicio 5. Demostrar que lim, .o *5-*

demostrar equivalencias entre infinitésimos.

=1 y que lim,_,q = 1 y a partir de estos limites

Solucion:

Ver apuntes.




7 REGLAS DE DERIVACION

7.

Calcular la derivada de las siguientes funciones:

10.

Reglas de derivacion

.y =3z

.y=coszlnx

.y=e*lnx

. y=cosrartgx

Ly=tginr
712+1
Y=z
y:ﬁ
_x2—3x+1
v= (2z —3)3
_artgw
y_ 1'2

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

y = 5VIncos2x

y:
rsenx
3—22\°
v= (m)
1
y:€m2
2 2

Yy = cos® T — sen® x
y=br3tg?x
y=xe® —x
y:seni
22

y= (322 -1)In(1 — z)

y = (arcos z)?

21
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8. Recuperaciéon continuidad. Derivadas

Ejercicio 1. Dadas las funciones f(x) = x® + 22 y g(x) = cosmx — 2 demostrar que se cortan en algin
punto del intervalo (—2,—1).

Solucion:

El problema equivale a demostrar que la ecuacién x> + z2 = cosmz — 2 tiene solucién en el intervalo
(—2,—1) o que la funcién F(x) = 2® + 22 — (cosmx — 2) se hace cero en algiin punto del intervalo. La
funcién F(z) es continua en el intervalo cerrado [—2, —1]. Ademas en los extremos del intervalo:

F(—2)= (=23 +(-2)? —cos(—2m) +2=-8+4—-1+2=-3<0
F(-1)=(-1)*+ (1) —cos(—m) +2=~-1+1+14+2=3>0
Puesto que la funcién es continua y toma valores de signo opuesto en los extremos del intervalo, de

acuerdo con el teorema de Bolzano, existe un punto interior en que la funcién se hace cero. En ese punto
las graficas de las dos funciones se cortan.

Ejercicio 2. Calcular los siguientes limites:

225 2 -
1. lim —— =2 3. 1lim td
z—5 2 — 8x + 15 z—o0 \ 222 — 5
) N L u 73 —3\ "
2. ﬂ11_>mo(1 + senx) =2 Cem o\ s
Solucién:
2
_9 _
DTt S PO C )| G ) D PO e S
s=522 —8r+15 295 (x—5)(x—3) w52 —3
o lim(1 +senx)z% = lim ™37 = lim %37 = lim e+
x—0 z—0 x—0 z—0
En este caso hay que distinguir:
32° — 11224+ 82 +4 lim er =e > =0
z—0—
1
lim e= =™ =
z—0t
o 1 a2 4+4\"" = o0
1m = - = =
mro0 \ 222 — 5 2 >
o lim 7z’ —3 _f”_ z OO—c»o
T——00 43 “\4 o
Ejercicio 3. Calcular los siguientes limites:
T 1 1
1. Iim ——— ., er —3e" %
o902 - Vi—u R
In(x? +1
2. 1im 1) 1 2im (Ve =22 13-2)
x—0 x T—00

Solucion:
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x ) (244 — ) i z(2+v4—1x)

o lim

] im
202 — /4 — ¢ mlg%)(2—\/4—x)(2+\/4—x) =0 4—4+z

o Aplicando la equivalencia In(1 + 2?) ~ 22

. In(z?2+1) . x? , 1
Im ————==1lim —- = lim — =
x—0 (ES x—0 2173 x—0

o i er —3e = e~ — 3e>® 0— o0
im = =
z—0- er —3 e~ —3 0-3

= 0

© Multiplicando y dividiendo por el conjugado:

VT~ 22 +3-2) (Va2 —22+3
lim (\/m—x):h'mx%oo( gc z+3-2)(V T +3+7)
V2 -2z +3+x

22 —2x 4+ 3 — 2

T—r00

= lim
T—=00 (/g2 — 2 + 3+ x
., 2z

= lim ——
z—o00 21

=-1

Ejercicio 4. Calcular las asintotas de las siguientes curvas:

_2z+1 g o2t
L YT 22
1 341
2. y= 4, y= ————
V=302 V=2 342
Solucién:
¢ Para la primera funcién:
. . , 2x+1
x = 3 es asintota vertical puesto que lim =00
=3 r— 3
. , 2x+1
y = 2 es asintota horizontal puesto que lim x =2

z—00 L — 3

¢ Razonando como en el caso anterior las asintotas son x = % ey =0.

¢ En este caso hay dos asintotas verticales puesto que hay dos valores de z que anulan el denominador:
x = —2y x = 2. La asintota horizontal es y = 0.

© Hay dos asintotas verticales x = 1 y x = 2. No hay asintota horizontal porque la funcién se hace
infinita cuando x tiene a infinito. Calculemos la sintota oblicua:

m = lim 7303—’_1 =
z—o0 o3 — 322 + 22

b= lim (M—x)—lﬁn z3+17x3+39:272x:3
z—oo \ 22 — 3z + 2 500 2 —3x +2

de modo que la asintota es y = x + 3.
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Ejercicio 5. Derivar las siguientes funciones:

24

1. y=coszlnz Ly= ¢
xsenx
2. y=coszxartg x y:em%
2?2 +1

3.y=x2_1 y=bxdtga
ooy 22 -3z +1 1
) (22 — 3)3 .y:sen?

631 )
5. y= (n2)? . y = (arcos )

Solucién:
1
1.y = —senzlnz + —cosz
x
2. y':—senxartgx+;cosx
1422

5 , 2x(x? —1) —2z(2® + 1)
Nt
A , (22-3)(2z-3)*—2(22-3)%-2- (2 — 3z +1)
Y= (22 — 3)0
5 e - 3(Inz)? —2lnz- 1.3
YT (Inx)*
6. o e -xsenz — (1-senx + cosz - z)e”
Ly =

(xsenx)?

oo
~

cy =152 tg? o 4+ 2tg (1 + tg? x) - 5a®

;L 1 /-2
9. y —cosﬁ pes

-1

— T

10. y' = 2arcos x - =

Ejercicio 6. Calcular el dominio de la funcion:

3% — 1122 + 8z + 4f(z) = /323 — 1122 + 8z + 4

Solucion:

El dominio es el conjunto de los ntiimeros  que cumplen 3x3 — 1122 + 8x 4+ 4 > 0. Para resolver esta
inecuacién factorizamos el polinomio y vemos el signo del polinomio para cada intervalo limitado por las

raices.
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Factorizamos el polinomio (por ejemplo buscando raices enteras mediante la regla de Ruffini) y resulta:
p(z) =32 — 1122 + 8z +4 = (z — 2)*(Bx + 1)

Las raices del polinomio son entonces, t =2y = = —%. El signo del polinomio para los distintos valores
de x se representa en el siguiente esquema:

p()

0 0
1 - 1 +
{ {

— 2

W=

1 .
El polinomio es positivo o cero en el intervalo {—3, oo). Este es el dominio de la funcién.
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9. Derivadas. Representacion de funciones

2
z* — 2z
Ejercicio 1. (1 punto) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 3 en el punto de
x
abscisa 3.
Solucién:

La ordenada del punto es:

9-6 1
3)=—5=12
/G 3+3 2
Para calcular la pendiente de la recta tangente calculamos primero la derivada:
, Qe —-2)(x+3)—1-(a® -2z 2 +62—6
V= (x+3)? BCERE

La pendiente de la tangente es el valor de la derivada para x = 3:
9+18—-6 7
m = -———-—- = —
36 12
y la ecuacion de la tangente es:

17
y—§*ﬁ(fﬂ_3)

2
Ejercicio 2. (1 punto) Halla las tangentes a la curva y = 7331 paralelas a la recta 2x +y = 0.
T —

Solucion:

La recta que nos dan tiene pendiente igual a —2. Vamos a hallar los puntos en que la curva tiene esa
pendiente. Calculamos la derivada y la igualamos a —2:

2@ —1)—2 -2 =0
I i PN {x
X

(r—1)2 (x—1)2 =2

Para x =0, y =0, y para © = 2, y = 4. Las ecuaciones de las dos tangentes, teniendo en cuenta que la
pendiente es —2 son:

y = —2x; y—4=-2(z—2)

Ejercicio 3. (2 puntos) Calcula los siguientes limites:

1 1 . =
im | ———— — = o lim (lnx)°
R <ln(1 +x) ac> roee
, T —senx . In(cos 3x)
¢ lim o lim ————=
z—0 sen 2 e—0 2

Solucion:

¢ Es un limite del tipo co — oc.

Escribimos como fraccion y resulta un limite del tipo %. Aplicando
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la regla de I'Hopital y la equivalencia In(1 + x) ~ :

, 1 1 . x—In(1+x)
lm(——— = | =lim ————~
=0 \In(1+2) =« a—0 zln(l+ x)
1
— 1, 1+x
eo0 In(l+ 7) + 1
lim *
=l
e—0 (1+z)In(l+2)+ =
— 1fm ———

e—=0 (1+z)z+2

1
:1, _—
0 (1+a)+1 2

¢ Aplicando la regla de ’'Hopital:

, T —senxr , 1—coszx , sen
lim ———— = lim ——— = lim 5 5 =0
x>0 senw =0 2x cos x -0 2cosx? + (—senx?)2z - 2x

o El siguiente limite es del tipo oo”. Lo escribimos como una exponencial de base e:

. & . In(lnz) % 0
lim (Inz)= = lim e v =’ =1
xr—+00 xr—+00

¢ El cuarto limite es del tipo %. Aplicamos la regla de 'Hopital y la equivalencia sen3z ~ 3z y
resulta:

In(cos 3z) —1_3(—sen3x) o 33T 9 -9

lim 5 =1lim &=L — ~ — ]im —— = lim =
z—0 x z—0 2x z—0 2xcos3x  z—0 2cos 3z 2

Ejercicio 4. (1,5 puntos) Sea f(z) = 2° + az? + bx +5. Halla a y b para que la curva y = f(x) tenga en
x =1 un punto de inflexion con tangente horizontal.

Solucion:

Si en = 1 hay un punto de inflexién debe ser f”(1) = 0 y si la tangente es horizontal, f'(1) = 0. Las
derivadas son:

f'(x) = 32% + 2ax + b

"(z) =6z +2a

Entonces:
f”(l):O — 64+2a=0 = a=-3
f’(l)zO — 3-64+b=0 =— b=3

Ejercicio 5. (1,5 puntos) Halla los mdzimos y minimos de la funcién y = x®Inx.
Solucién:

Calculamos las derivadas:
1
y =2rxlnz+ —2® =2rlnz +x =2(1+2Inz)
T

2
y'=1-(1+2nz)+ -z=3+2nx
T
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Igualando a cero la primera derivada resulta

rz=0

?(1+2h2)=0 = {1+21nx:0 = lnr=-

N

La solucién x = 0 no es valida pues estd fuera del dominio de la funcién. Calculamos la derivada segunda

1.
en =t

1 1 1
y"” <\/E> :3—1—2111%:3+2(1n1—1n\/é):3+2(0—§lne)=2>0

Por consiguiente se trata de un minimo. Calculemos la ordenada de este minimo:

() (Y et 32

Asi pues, el minimo esté en el punto m ( 1 P )

i

e’

S

Ejercicio 6. (1 punto) Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea 8 dm?.
Averigua las dimensiones de la caja para que su superficie sea minima.

Solucion:

Llamando z a la longitud de la arista de la base e y a la altura de la caja, la funcién que debe ser minima
es la superficie de la caja que es igual a la de sus dos bases (22%) mas la de las cuatro caras laterales

(4zy):
S =2z + 4dxy
Como el volumen debe ser 8 dm?, se cumple que:

8
T

de modo que:

8 32
S=2x2—|—4x—2:2x2+*
T T

Derivando e igualando a cero:
S'=dz—-5=0 = 42°-32=0 = z=2
x

La altura y también vale 2 de modo que la caja de superficie minima es un cubo de arista igual a 2.

Ejercicio 7. (2 puntos) Sea la funcidn:

22 —2x+2

v= rz—1

o Asintotas
o Crecimiento y decrecimiento, mdximos y minimos.

o Representacion grdfica.

Solucion:
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o La asintota vertical es x = 1 puesto que
22 —2x+2
lIm —m— =
z—1 rz—1
No hay asintota horizontal ya que
. ox?—2x+2
llm —mm— =
T—00 x—1
Calculemos la asintota oblicua:
a2 —2x+2
m= lim — =

1
oo x(x —1)

, 22 -2z 42 L 2 —2x+2—-2%+42 ., —x+2
b=1lm ( ———— —z | = lim = lim =-1
oo (x - 1) T—00 rz—1 z—o00 I — 1
Asi pues, la asintota es y = x — 1.
¢ Estudiemos el signo de la derivada:
,_ 2z —2)(z—1)—1- (22— 22 +2) _ 22 -2z
(z—1)? (z—1)
La derivada se anula para x = 0 y « = 2. El signo de la derivada viene representado en el siguiente
esquema:
S T S BV
{ { {
0 1 2 T
x € (—00,0) y' >0 f creciente
z=0 y =0 maximo
x € (0,1) y <0 f decreciente
r=1 no existe la funcion
xz € (1,2) y <0 f decreciente
x=2 y =0 minimo
x € (2,00) y' >0 f creciente

El méximo estd en el punto M (0, —2) y el minimo en m(2,2).

¢ Con estos datos, la grafica de la funcién es la siguiente:

e

\
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10. Segundo ejercicio de derivadas

Ejercicio 1. Calcula la ecuacién de la recta tangente a y = 322 — 4x + 2 paralela a y = 2z — 5.

Solucion:

La pendiente de la recta tangente es la misma que la de la recta y = 22 — 5, es decir m = 2. Como la
pendiente de la tangente es igual a la derivada, tenemos que:

y=6z—4=2 = xp=1

La ordenada del punto de tangencia es
Yo=3-1>-4-1+2=1

de modo que la ecuacion de la tangente es:

y—1=2-(x-1)

Ejercicio 2. Calcular los siguientes limites:

1 — cos? 2z Inz
fm ——— =% 2. 1f
Ll =77 w0 /T
Solucion:

o Aplicando la equivalencia senx ~ x cuando x — 0:

l1—cos?2x . sen®2z . 4z? 4

Iim ———— = lim 1m —
x—0 3%2 x—0 3$2 z—0 31}2 3

¢ Aplicando la regla de 'Hopital:

8] =

i Inz v i 3
im — = lim > = lim -
T—00 \3/.% T—>00 %xfg T—00 \3/,%

=0

Ejercicio 3. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva
y = 4a® — 222 — 10
en su punto de inflexion.

Solucion:

En el punto de inflexién la segunda derivada es cero asi que:
y' =122% — 4z
y":24;1:—4:0 — x:é
La ordenada del punto de inflexion es:
3 2
o))+ () -2
1

La pendiente de la tangente es la derivada para z = 3:

2
y’ 1 =12. 1 _4.1:_1
6 6 6 3
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La ecuacién de la tangente es:
L1
YT T3 "6

Ejercicio 4. Calcula las asintotas y los extremos relativos de la funcion:

Solucion:

¢ Las asintotas son:

x

x = 1 puesto que lim =00
x—1 xr — 1
ex
y = 0 puesto que 1lim =0

z——oco  — 1

¢ Para calcular los extremos relativos calculemos la derivada de la funcién:
;e —1)—1-€" e*(r—2)
(z—1)%) (z—1)
Tanto el denominador (salvo en x = 1) como el término e” son positivos. El signo de la derivada
depende entonces del factor z — 2. Asi, la derivada es menor que cero para x < 2 y mayor que cero

para z > 2. En x = 2 la derivada es cero y, puesto que la funcién es decreciente a la izquierda y
creciente a la derecha, presenta un minimo en ese punto. La ordenada en z = 2 es:

2
€ 2

y@)=5—=c¢

Por consiguiente, el minimo est4 en el punto m (2, e?).

Ejercicio 5. Representa grdficamente la siguiente funcion estudiando su dominio, intersecciones con los
ejes, asintotas y monotonia:

2

y:x2—4x+3

Solucion:

¢ El dominio de la funcién esta formado por todos los niimeros reales salvo los que anulan el deno-
minador (1 y 3).

¢ Las intersecciones con los ejes son las soluciones de los sistemas:

2 2
y= :527I4a:+3 . Y= 127r4:1:+3
z=0 ’ y=0

El dnico punto de interseccién de la curva con los ejes es el (0,0).

o Las asintotas son:

Z‘Q

=1 es asf fm —— =5 =

T es asintota ya que S 22 —4r+3
22

z = 3 es asintota ya que il_% 22 _dr 13 =

SC2

oo

y = 1 es asintota ya que IILH;O m =1
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o Para analizar la monotonia analizamos el signo de la derivada:

, 2z (2 —4x+3)— (20 —4)-2?

—422% + 6z

v = (22 — 4z + 3)?

Las raices del numerador son z = 0y z =

(22 — 4z + 3)2

%. Las raices del denominador son 1 y 3. Con estos

datos tenemos el siguiente esquema de signos para la derivada:

0 3 0 1 y
S I N N s R B
{ { { {
0 1 3 3 r
Es decir:

x € (—00,0) y' <0 f decreciente
x=0 Y =0 minimo en (0, 0)
xz € (0,1) y >0 f creciente
r=1 no existe la funcién
ze(l,3) y' >0 f creciente
T = % y =0 maximo en (%, 73)
z€(2,3) y' <0 f decreciente
r=3 no existe la funcién
x € (3,00) y' <0 f decreciente

Con estos datos la siguiente grafica:
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Ejercicio 6. Calcular la altura del cilindro de volumen mdzimo que puede inscribirse en una esfera de
radio 15 cm.

Solucion:

El volumen del cilindro es:
V = 7r?h
De la figura se deduce que:

h2 h2
2 2
r R 5

de forma que:

h? wh3
= 225 — — =22 - —
V=mnm < 5 1 > h 5mh 1

Como esta funcién ha de ser maxima, su derivada ha de ser cero. Entonces:

3wh? - 42257

h =10V3 cm
3

V' = 2951 — 0 = n?

Ejercicio 7. La funcién y = x® + ax® + bz + ¢ tiene un punto de tangente horizontal en P(1,1). Sabiendo
que este punto no es un extremo relativo calcular a, b y c.

Solucion:

Un punto de tangente horizontal que no es extremo debe ser un punto de inflexion. En este punto de
abscisa ¢ = 1, la ordenada debe ser 1, la primera derivada debe ser cero por ser un punto de tangente
horizontal y la segunda derivada debe también ser cero por ser punto de inflexién. Las derivadas de la
funcién son:

y = 32?4+ 2ax +b
Yy’ =6z +2a
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Tenemos entonces las siguientes condiciones:

y1)=1+a+b+c=1
y(1)=3+2a+b=0
y'(1)=6+2a=0

sistema que tiene como soluciones a = -3, b=3y ¢ = 0.

34
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11. Integrales

Ejercicio 1. Teorema fundamental del cdlculo integral. Regla de Barrow.

Ejercicio 2. Calcular las siguientes integrales:

/\/?E dx /(ex +3e7 %) de

Solucion:

0/\/%(117:/(3:6)% dx

1 (3z)% 2V/32°
L LR\ L
5 3
o/(e“‘—i—Se_x) de =¢€* -3¢ *+C

Ejercicio 3. Calcular

5
2 4
/4+9x2 o

Solucion:

5
d =
/4+9x2 o

1 1 11 3z 3z
5] ——dx=5 dr=5- —artg— +C = - artg— + C
/4+9x2 : /22—1-(3:10)2 vTogg ey TOTgatey T
Ejercicio 4. Calcular
/x3—3x2+x—1

dxr
x—2

Solucion:

Efectuando la divisién se obtiene de cociente 2 — 2 — 1 y de resto —3. Entonces
/ 22 —322+ -1

3 a2
— 2 _p_1-— = — — — —z-—31 -2
—— % dx /(w x p— dx 3 5 ¢ 3In(z —2)+C
Ejercicio 5. Calcular
/artg x dx /xcos 3z dx
Solucién:

Estas dos integrales se resuelven por partes
¢ En la primera, haciendo

u = artg x duzﬁdm
dv=dr v==x

resulta

/ to z d £ / ”“"
ar Xr ar = xar Xr— S ——
g g T

d " 1/ 2x
= I‘ [
r = xartg x 5| 1122

1
dx = xartg T3 In(1+2?%)+C

35
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o En la segunda, haciendo

{uz du = dx

dv =cos3x dxr v = zsen3x

1
3
obtenemos:

/xcos?)x dr = %msen?)x— 1/

1
sen 3z dr = gxsen?)x + =cos3x + C
Ejercicio 6. Calcular

/m@H

1+1Inz)?
) da / (A+mz)?
T
Solucion:

Estas dos integrales se resuelven por cambio de variable

o Hacemos el cambio

t =a? — 2z,

dt
dt =22z —-2)d dr = —
(2z — 2) dz, x 1)
y resulta
113 1
/\/ —2z(x—1) dm—/\/ac 1)—— /\/dt S C’:§ (22 = 22)3+C
2
o Para la segunda integral se hace el cambio
1
t=1+Inz, dt = — dx, dr = x dt
x
Entonces:
1+1Inz)? t2 t3 1+1Inz)3
/7( +Inz) d:c:/—xdt:/tzdt:—JrC:( +Inz) c
x T 3 3
Solucién:

Ejercicio 7. Calcular el drea comprendida entre la pardbola y = x* — 4x y la recta y = 3x — 6

— 2
y=3x—6

Calculamos los puntos de interseccion de las dos curvas que seran los limites de la integral
{y =22 —4x
72—

dr =3z —6; 2>—Tx+6=0

Para calcular el area se calcula la integral de la diferencia de las dos funciones

— x=1,x=6
6 6 a3 Tx? 125
/(x —4x—3x+6)dx:/(:1: —T7r+6)d — - — +6zx| =——+
. ) 3 2 . 6
Por consiguiente, el area es %.
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Ejercicio 8. Se considera el recinto limitado por la pardbola y = 2% +x —2, el eje X y las rectas v = —1
y x = 4. Representarlo grdficamente y calcular su drea.

Solucién:
La paréabola tiene como vértice el puntos

-1 1 1 9
; 2

=g w=gTg ey

y corta al eje X en los puntos

{y:x2+x—2

[L‘1:—2, 1‘2:1
y=0

La representacién grafica puede verse en la figura 1. Puesto que la curva corta al eje de abscisas, para

LS
154

18-

N7

Figura 1: Ejercicio 8

calcular el area de la zona sombreada es preciso calcular dos integrales:

1 3 2 1
) B3 11 11 10
/1(x +z—2)de [3+2 x]_l <3+2 ) (3+2+ 3

4 3 2 4
9 x x 64 1 1 45
/1(:c+x ) dx: [3+2 x]l <3+ ) <3+2 5

de modo que el area total es:

g_ 10 45 155
3 2 6
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12. Examen final

Ejercicio 1. Averiguar para qué valores del pardmetro k admite inversa la matriz A:
1 2 -1
A=12 0 1
3 2 k
y halla la inversa de A para k = 1.

Solucion:

Para que la matriz tenga inversa, su determinante debe ser distinto de cero. El determinante es:

1 2 -1
2 0 1|=-44+6-2—4k=—4k
3 2 k

El determinante es cero para k = 0. Por consiguiente, existe la inversa de A siempre que k # 0.

Calculemos la matriz inversa para k = 1:

12 -1
A=12 0 1| = J|A=0-446-0—4—-2=—4
3.2 1

La matriz adjunta es:

-2 1 4
adjA=|-4 4 4
2 -3 4
Trasponemos:
-2 -4 2
adjA'= |1 4 -3
4 4 —4

y dividiendo por el determinante, obtenemos finalmente la inversa:

i [2 -4 2
A71 — T 1 4 _3
4 4 -4

Ejercicio 2. Resuelve la ecuacion matricial B(2A+ 1) = AX A + B, siendo:

3 -2 -1 1 -1 2
A=1|-4 1 -1 B=|]-1 0 -1
2 0 1 0o -1 1

Solucion:

Para despejar la matriz X calculamos en primer lugar la inversa de A. Procediendo como en el problema
anterior:

3 -2 -1
-4 1 —-1|=3+442-8=1
2 0 1

La matriz adjunta es:

1 2 -2 1 2 3
adjA= {2 5 —4| = adjd'=|2 5 7
3 7 -5 —2 -4 -5
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y
1 2 3
Al=12 5 7
—2 —4 -5

Entonces tenemos:

AXA+B=B_2A+1) = AXA=B(2A+I1)-B
— AXA=2BA+B-B
— AXA=2BA multiplicando a ambos lados por A™!
— A 'AXAAT' =24"1BAAT!
= X=24"'B
Por tanto
1 2 3 1 -1 2 -2 -8 6
X=2(2 5 7 -1 0 -1 =|-6 -18 12
-2 -4 -5 0 -1 1 4 14 -10

Ejercicio 3. Discute y resuelve segin los valores del parametro el siguiente sistemas:
2c —ay — 2z =0
(2—2a)z+ by+z2=0
dx+ y =0

Solucion:

Se trata de un sistema homogéneo. Los rangos de las dos matrices son iguales y el sistema es siempre
compatible. Calculemos el determinante de la matriz de coeficientes:

2 —a -1
2—2a 5 1]1=16—-2a
4 1 0

Entonces el determinante es cero para a = 8 y es distinto de cero para a # 8. Pueden presentarse entonces
dos casos:
(i) a #8 = rangoA = rangoA* = 3. El sistema es compatible determinado y su tnica solucién
es la solucion trivial z =y = 2z = 0.

(ii) @ = 8. Calculamos el rango de la matriz:

2 -8 -1
rango |—14 5 11 =2
4 1 0

El sistema es compatible indeterminado. Solamente hay dos ecuaciones independientes, de modo
que el sistema queda reducido a:

20 — 8y —2z =0

4z + vy =0
o bien:

20 — 8y = z

dz+ y =0

Y llamando z = ¢ se obtiene la solucién por la regla de Cramer:
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Ejercicio 4. Discute la compatibilidad del siguiente sistema segun los diversos valores de A\ y resuélvelo
para A = —1:

20+ Ay — 2z =

—r+ Ay +2z = A
Ar— y+2z = A

Solucion:

El determinante de la matriz de coeficientes es:

[Al=2 Xx -1 sumando a la primera columna las otras dos:

=1+XN| 1 A -1 restando la segunda fila a la primera:

0
—(1+N[1 A -1
1

= -3(1+)?

Por tano, pueden presentarse los siguientes casos:

o A # —1: rango A = rango A* = 3. El sistema es compatible determinado.
o A = —1. El rango de la matriz ampliada es:

-1 -1 2 -1
rango [ 2 -1 -1 2| =2
-1 -1 2 -1

El sistema es compatible indeterminado.

Resolvamos el sistema para A = —1. Nos quedamos con las dos primeras ecuaciones:

—r—y+2z = -1
20 —y— z = 2

Tomando z = t como parametro:

—r—y = —1-2t r=1+t

— y=t
2t —y =24 ;
z =

Ejercicio 5. Estudia la posicion relativa de las rectas r y s siendo:

=142\ _1

r: sy=20 ; st {m— 492
z =
2=\ 42 Y
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Solucion:

La segunda recta puede escribirse en paramétricas como:

z=1
st ey=2A
z2=A+2

Un punto de la recta r es P(1,0,2) y un vector director es @ = (1,0,1). Para la recta s, un punto es
Q(1,—1,1) y un vector director ¥ = (0,1, 1).

Es evidente que las rectas no son paralelas. Para determinar si se cortan o se cruzan calculamos el
determinante que tiene como filas (o columnas) los vectores U, Ty P@. Si este determinante es cero las
rectas se cortan y si es distinto de cero se cruzan:

1 0 1
0 1 11=0
0 -1 -1

y las rectas se cortan.

Ejercicio 6. Dadas las rectas:

r—1 y—2 =z r+2 y z-2
= —— S = - =

2 3 1’ 2 1 1

T

¢ Hallar la ecuacion del plano que contiene a r y es paralelo a s.

o Determinar la distancia entre las rectas r y s.

Solucion:

La ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo a s contiene a los puntos de r y sus vectores directores
son los de r y s. Su ecuacién es:

z—1 2 2
y—2 3 1|=0 = x—-2z—-1=0
z 11

La distancia entre las rectas es igual a la distancia desde cualquier punto de la recta s (por ejemplo
P(-2,0,2)) al plano que acabamos de calcular:

d_‘—2—2~2—1‘_7
B N 5

Ejercicio 7. Halla las tangentes a la curva y = 7:81 paralelas a la recta 2x +y = 0.
T —

Solucion:

La recta que nos dan tiene pendiente igual a —2. Vamos a hallar los puntos en que la curva tiene esa
pendiente. Calculamos la derivada y la igualamos a —2:

20x—-1)—-2 -2 =0
T =

@-12  (z-1)2 =2

Para x =0, y =0, y para ¢ = 2, y = 4. Las ecuaciones de las dos tangentes, teniendo en cuenta que la
pendiente es —2 son:

y = —2x; y—4=-2-(z—2)
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Ejercicio 8. Representa grdficamente la siguiente funcion estudiando su dominio, intersecciones con los
ejes, asintotas y monotonia:

332

y:x2—4x+3

Solucion:

¢ El dominio de la funcion estd formado por todos los niimeros reales salvo los que anulan el deno-
minador (1 y 3).

o Las intersecciones con los ejes son las soluciones de los sistemas:

2 2
y= ;c2—x43c+3 . y= ac2—ailx+3
z=0 ’ y=0

El dnico punto de interseccién de la curva con los ejes es el (0,0).

¢o Las asintotas son:

2

T
x = 1 es asintota ya que lim ——— =
yad =122 —4x 4+ 3
2

x = 3 es asintota ya que lim ————— =
vad =322 —4x +3

2

T
=1 es asintota ya que lim ——— =
Y yaaue 2 —4x +3

¢ Para analizar la monotonia analizamos el signo de la derivada:

, 2z (2 -4z +3)— (20 —4)-2®  —4da? 46z
v= (22 — 4x + 3)? (22 — 42+ 3)2

Las raices del numerador son x = 0y = = % Las raices del denominador son 1y 3. Con estos
datos tenemos el siguiente esquema de signos para la derivada:

0 3 0 3 Y
I N S NN S I R
‘ ‘ ‘ ‘
0 1 3 3 z
Es decir:

x € (—00,0) y <0 f decreciente
x=0 y =0 minimo en (0, 0)
z€(0,1) y' >0 f creciente
T = no existe la funcién
ze(l,3) y >0 f creciente
r=3 y =0 méximo en (3,-3)
z€(3,3) y' <0 f decreciente
r=3 no existe la funcién
x € (3,00) y' <0 f decreciente

Con estos datos puede dibujarse la grafica que aparece en la figura 2.
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Figura 2: Ejercicio 8

Ejercicio 9. Calcular las integrales

/xlnxdﬂc' ﬂ
’ Va2 +5

Solucion:

La primera se integra por partes. Haciendo:

u=Inz du = % dx
2
dv =z dr V=5
resulta:
x? 221 x? 1 x? z2
/xlnxdm—glnx—/jg dx—ilnx—i/xdx—glnx—z—I—C
Para calcular la segunda integral, hacemos el cambio de variable:
dt
t=a?+5; dt = 2x dx; der = —
2x

y obtenemos

x dx r dt dt
——— === —==Vt+C=Va2+5+C
Vieis ) Vi /2\/5 !

Ejercicio 10. Calcula el drea limitada por la curva y = x® — 22% + = y la recta tangente a ella en el
origen de coordenadas.

Solucién:
Calculamos la ecuacién de la recta tangente. La derivada de la funcién es

y =322 —dx+1



12 EXAMEN FINAL 44

La pendiente de la recta tangente es la derivada en el punto de abscisa O:
m=y'(0) =1
La ecuacién de la tangente es y — 0 =1 (x — 0), es decir, y = z.

Ahora debemos calcular el drea comprendida entre la curva y su tangente, es decir, entre y = 23 — 222 42
y la recta y = x. Como en el ejercicio anterior, calculamos los puntos de interseccién:

3 2
=x° —2x T
{y + — 21 =0, zp=2
y=x

Como las dos graficas se cortan solamente en dos puntos, para calcular el area comprendida entre las dos,
basta calcular la integral de la diferencia, o sea,

2 2 4 372
. - 2 1 4
/(x372z2+a?fx)d:c:/(z3—2x2)dx: ro_ar 6
0 0 4 3 o

y la superficie encerrada por la curva y la tangente es igual a %.




