1 LIMITES Y CONTINUIDAD 2°F 2

1. Limites y continuidad 2°F

Ejercicio 1. Calcular el dominio de definicion de las siguientes funciones:

o flx) =4 — a? o g(x) = In(1 4 2?)

x? ) 1+
Oh(x):ew—l oz(x)zul_x

Solucién:
¢ Dominio = [—2, 2] ¢ Dominio = R
¢ Dominio = R — {0} ¢ Dominio = [-1,1)

Ejercicio 2. Dada

zlnzx+a six>0

f(z)=<0 siz=0

sen .
sixzx <0

T

calcula a y b para que la funcion sea continua en todo R.
Solucién:

Para que la funcion sea continua, los limites laterales en = 0 deben ser iguales entre si e iguales al valor
de la funcién. Entonces:

lim f(z)= lim (zlnz+a)=04+a=a

r—0~ z—0~

., . senmx 7

lim f(xz) = lim = lim — =7«
z—0t x—0— x z—0— T

De aqui deducimos que a = w. Como ademas el limite debe ser igual al valor de la funcién, tenemos que
a=0b=m.

Ejercicio 3. Calcula los siguientes limites de funciones:

o 1 322 -1 6z —1 | e\
im — {
z—oo \ -+ 1 2 ° ngo r+1

2 1\ =2
o h’m( x—i—\/gf—\/gz) olim(x + )
r—00 z—=2\3x —1

Solucion:
3x2-1 6x—1 2-(8x2—=1)— (6 —1) - 1 ) 5
o lfm 22X 2 B P C et Bl et 0 ol ) N PO
T—r00 r+1 2 z—00) 2(I+1) r—oo 21 2

1
o h’m( T+ T — x): lIim —— = lim —— = -

Tr—00
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o lim

z42

72 + 1)\ =2 B (w2+1_1)‘m+2 223242 a42 (@=1)(2—2) a+2 4
) =lime 5
x—

3x—1 =2 — h’m e 3z—1 r—2 — Hm e 3z—1 z—2 — @
3r—1 T—2 r—2 r—2

En el primer limite se ha hecho la resta y se han comparado los términos de mayor grado del numerador
y del denominador. En el segundo se ha multiplicado y dividido por la expresiéon conjugada. El tercer
limite es inmediato. En el cuarto se ha aplicado la aproximacién del logaritmo para las indeterminaciones
del tipo 1°°.

Ejercicio 4. Probar que la funcion f(x) = x - 2% — 1 tiene al menos un punto de corte con el eje de
abscisas. Encuentra dicho punto con un error menor de dos décimas.

Solucion:

La funcién f es continua para todo valor de x por ser suma y producto de funciones continuas. Ademés:

f(0O)=-1<0
fly=1>0

De acuerdo con el teorema de Bolzano, existe un punto £ € (0,1) en el que f(§) = 0. Por consiguiente, la
gréfica de la funcién corta al eje de abscisas en el punto (&,0).

Ademés, puede verse que f(0,5) < 0y f(0,7) > 0. Podemos decir que ¢ estd en el intervalo (0,5;0,7).

Ejercicio 5. Calcular las asintotas de las funciones:

2 _
e -3z +1 rz—1
o flz) = ———— o g(x) =
fla) = ——= (@) ==
Solucién:
¢ La primera funciéon tiene una asintota vertical x = —5. No tiene asintota horizontal. La asintota

oblicua puede obtenerse por divisién y es y = x — 8.

¢ La segunda funcién no tiene asintota vertical porque e* nunca es cero. Para hallar las asintotas
horizontales calculamos los limites:

, z—1

lim — =0
rz—+oo et

) z—1

lim = —

z——oco0 e7T

Por consiguiente, la funcién tiene una asintota horizontal y = 0 en +oco.
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2. Limites y continuidad 2°H

Ejercicio 1. Dada la funcion:

ar’+b <0
fzy={r—a 0<r<l1

a
—+b r>1
x
calcular a y b para que la funcion f sea continua.
Solucién:

Los limites laterales en x = 0 deben coincidir. Entonces:

lim f(z) = lim az®? +b=0+b=1b

x—0~ z—0~
lim f(z)= lim x —a=—a
z—0t+ f( ) z—0—

Lo mismo en x = 1:

lim f(z)= lim z—a=1-a

r—1— r—1—
lim f(z) = lim S ib=a+b
z—1t z—=1- X

Tenemos entonces el sistema:

b= —a
l—a=a+b

cuya solucion esa =1y b= —1.

Ejercicio 2. Demostrar que la ecuacion x° + x =5 tiene una solucion en el intervalo (1,2). Calcular la
solucién con una precision de 2 décimas.

Solucion:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién F(z) = 2® + 2 — 5 toma el valor cero para algin
valor de .

F(z) es continua por ser una funcién polinémica. Ademas:

F1)=1+1-5<0
F(2)=8+2-5>0

De acuerdo con el teorema de Bolzano, existe £ € (1,2) tal que F(§) = 0.

Aplicando el mismo teorema de Bolzano, puede verse que debe haber una solucién de la ecuacién en el
intervalo (1,5;1,6).

Ejercicio 3. Calcular los siguientes limites:

/1 = 72 2
o lim Y12 12 T o L (EH5)T
z—=0 T z—oo \ x — 1
22 —2z+1 i 2 _r—9
o lim ———— o lim

o053 229 x—-1212 —3x — 5
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o lim (g;+ 132—41:)

r——00

Solucion:

1—+v1—a? i 1—(1—2?% x?

A=) = 1

1
o lim ————— = lim = lim lim ———— = -
z—0 x? =0 22(1 4+ /1 — 22) 20 22(1 4+ /1 —22) =01 4++/1—22 2
o If 2 —20+1
e x2-9
Calculamos los limites por la derecha y por la izquierda y, comparando el signo del numerador y
del denominador, resulta:

22 —2x+1

lim —s—— =
r—3~ x* —9

oz —2z+1

lim =+

I2
x4+ 5H\ =3 245 1\ 22 622
o lim — 1im (FEDF = lim eT e = O
1 T—00 T—00

) 2?2 —x—2 . (z+D)(xz-2) 3
s im — = 1im ———~ 72 — _—
z—>-1222 -3z —5 a—-1(z+1)2x—-5) 7

2 _ 2_4 4
il x): lim x

o lim <x+ x2—4x): lim ————= _— =
T—00 To—00 g — /1?2 —4r To—o g — /2 —4x

En este ultimo limite el resultado es positivo porque el numerador y el denominador tienen el mismo

2

signo.

Ejercicio 4. Calcular el dominio de definicion de las siguientes funciones:

o f(x) =In(4 - a?) Vi3
o g(x) =
r—1
Solucién:
© Dominio = (—2,2)
o Dominio = [-3,00) — {1}
Ejercicio 5. Calcular las asintotas de las funciones:
o _ —a®+3 oy=va2+5
y=——2"-
x4+ 2
Solucién:
¢ La primera funcion tiene una asintota vertical x = —2. No tiene asintotas horizontales. Calculemos
las asintotas oblicuas:
1—22+3

—22+3 2’ +3+22+22
= = lim =2

T—00 T +2

Por consiguiente la asintota oblicua es y = —z 4 2
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¢ Claramente la segunda funcién no tiene asintotas horizontales ni verticales. Estudiemos si tiene
asintotas oblicuas:

2
lim ﬂ -1
Z—00 x
1fm (\/:ﬂ 15 —x) —0
xr—r0o0

Por tanto, hay una asintota oblicua y = = en +o0o. Igualmente:

2
lim ﬂ =_1
T——00 T
1fm (\/:ﬂ 15 —x) —0
r—r—00

y la asintota en —oco es y = —ux.
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3. Derivadas 2°H

Ejercicio 1. Derivar las siguientes funciones (no es necesario simplificar):

o y:artg1 o y=(2z—3)e"
x
o y=>5sen2zr + 2tgx o y = In(z? + 1)arsen vz
=51 !
°Yy= n\/g o y =e"senxcos 2z
oz
oYy = m o y:xsenw
Solucién:
1
o y = artg —
x
) 1 -1
Yy = 2
ey

o y=25sen2xr + 2tgx

y' =5cos2z -2+ 2(1+tg? )

1 5
<>y=5lnﬁ=5(ln1—ln\/§):5ln1—§1n:v
g5l
2 x
o . x
YT —ap
y,_l-(l—x)2—2(1—a:)(—1) T

o y = In(2? + 1)arsen \/z

2z
/_7.
V=2 arsen v/ +

1 1
‘In(z® +1
Vi—Gep B Y
o y = e” senxcos2x

y = e” -senxcos2x + cosz - €¥ cos 2x + (—sen2z)2 - e” sen

oY= psenT — esenmlnr

1
y =TT (cosxlng + — senx)
T

Ejercicio 2. Sea f : R — R la funcion definida por:

f(z) =223 +122° 4+ az + b
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Determinar a y b sabiendo que la recta tangente a la grdfica de f en su punto de inflexion es la recta
y=2z+3.

Solucion:

Obtenemos la abscisa del punto de inflexién igualando a cero la derivada segunda:

y =62% +24x +a
y' =120 +24=0= 29 = -2

La ordenada del punto de inflexién la podemos obtener a partir de la ecuacién de la tangente:
y0:2(72)+3:71
El punto de inflexién es I(—2, —1).

Puesto que la tangente en el punto de inflexién tiene pendiente 2, la derivada en ese punto debe ser igual
a 2. Tenemos entonces el siguiente sistema:

f(=2)=—-1= —16+48 —2a+ b= —1
f(-2)=3=24—48+a=2

que tiene como solucién a = 26, b = 19.

Ejercicio 3. Hallar los mdzimos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcion:

322+ +3
fo)=—m51

Solucion:

Calculamos la derivada:

Py B D) @A) 2 (@ ra4d) a1
v (22 +1)2 T @2r1)

Las raices del numerador son —1 y +1. El denominador no tiene raices.

El signo de la derivada estd dado en el siguiente esquema:

+

0
|
N

. =)
|

-1

Hay un minimo en el punto m(—1, 2) y un méximo en M(1, 2).
Para obtener los puntos de inflexién calculamos la segunda derivada:

(=2z) - (22 + 1) = 2(z* + 1)2z - (=2 + 1)

11
(=2z) - (22 +1) —dx - (22 + 1)
- (22 + 1)3
223 — 62 2xw(2? - 3)
T @413 (@4 1)
Los ceros de la derivada segunda son z = 0, z = —v/3 y = /3. Analizamos el signo de la derivada

segunda:
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+

0 0
| |
-3 V3

Como en esos puntos cambia la curvatura, se trata de puntos de inflexién.

Ejercicio 4. Demostrar que la ecuacion 4z® + 3z +m = 0 solo tiene una raiz real, cualquiera que sea el
ndmero m. Justifica la respuesta indicando qué teoremas se usan.

Solucion:

Sea la funcién f(z) = 4% + 32 +m continua y derivable para todo valor de z. El problema es equivalente
a demostrar que f(z) solamente tiene un cero.

De acuerdo con el teorema de Rolle, entre cada dos ceros de una funcién continua y derivable debe haber
al menos un cero de la derivada. Pero la derivada de f:

f'(x) = 20z* +3
no se anula para ningtn valor. Por consiguiente, f(z) tiene a lo sumo un cero.

Demostremos que efectivamente se anula:
lim f(z) = —oco = f(z) toma valores negativos
Tr—r—00
lim f(z) = oo = f(x) toma valores positivos

T—r00

Puesto que la funcién toma valores positivos y negativos, de acuerdo con el teorema de Bolzano debe
existir al menos un punto en el que toma el valor cero.

Ejercicio 5.

o Calcular el siguiente limite:

1 x+1
1f 14+ ————
xE{;( +ax2+4x+8>

segun los valores del pardmetro a.

o Calcular los siguientes limites:

{ 5 1 1

1. ig(cosx%—senx) 9 lm [ — —

z—=1\Ilnx x-—1
Solucioén:
¢ Se trata de un limite indeterminado del tipo 1°°:
x+1

im (14— ) = lim emmimms @) = jim eniaeT
z—>00 axr?+4x+ 8 T—00 z—>00

Pueden darse dos casos:

- Si a # 0, la fraccion en el exponente tiende a cero puesto que el denominador es de mayor
grado que el numerador. En este caso, el limite es e® = 1.

. . . ;. 1
- Si a =0, la fraccién en el exponente tiende a i, de forma que el limite es e1 = {/e.
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o También es una indeterminacion del tipo 1°°:

, cosxtsenaw—1 ,
=lime @ =lime
x—0 x—0

1
z

lim (cos z + sen )
z—0
© Hacemos la resta y aplicamos la regla de I’'Hopital:
, 1 1 , rz—1—Inz
Im|{——— | =lim ———
z—=1\lnx x-1 z=1 (x—1)lnzx

1
T

—senx4cosx

m
e>11-lnz+1.(z-1)

, r—1
=lim ————
z—lxlne+x—1
1
= lim T
z—>11~lnx+g'z+1
1

2

=€

10
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4. Derivadas 2°F

Ejercicio 1. Derivar las siguientes funciones (no es necesario simplificar):

o y=artg Inx oy=e “cosw
o y=3sen’x — 2tg 2z o y=In(z?+1)3
oy=eV?

o y = sen(z? + %)
11—z
oy_(1+$)2 o y = Vcos 2w
Solucién:
o y=artg Inz
;L 1
YT (Inz)? =z

o y=3sen’x —2tg2x

y =3-2senzcosx —2- (1 +tg?2x) -2

<>y:e‘/5
1
I _ T
vy=e 2\/x
oy — 11—z
YT U ra)p

,_ (DA +2)?—20+2) (1-2)
(1+2)*

o y=e “cosw

/

y =e *(—1)-cosz + (—senx) e ”

o y=In(z?+1)% =3In(z* + 1)

2x
r—3.
y 2 +1

o y = sen(x? + &%)
y = cos(z? + €2*) - (22 4 e** - 2)

o Yy = Vcos2x

, —sen2x-2

v 24/ cos 2x

Ejercicio 2. Sea f(z) = 2? + ax + b. Halla los valores de a y b para que la recta y = 2x sea tangente a
la grifica en el punto P(2,4).

Solucion:
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Derivamos la funcién:
fl(x)=2z+a
Las condiciones que nos dan son:

f@) =4=4+2a+b=4
f2=2=44a=2

de donde a = -2, b = 4.

Ejercicio 3. Hallar los mdzimos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcion y = x2e®.
Solucién:
Calculamos la primera derivada:

y =2r-e" 4+ e - x? =" (2% + 22)

Los ceros de la derivada son £ = 0 y * = —2. El signo de la derivada estd dado por:
0 0
+ ‘ — ‘ +
l l
Por consiguiente hay un maximo en z = —2 y un minimo en = = 0.

Estudiemos ahora la segunda derivada para calcular los puntos de inflexion:
y' = (2% 4 2z) + (20 +2) - e” = % (2? + 4z + 2)

Los ceros de la segunda derivada son z = —2 — /2 y £ = —2 + /2. El signo de la segunda derivada en
funcién de z es:

+ — ‘ +
N
-2-v2 —2+2

0 0
|
l

Hay puntos de inflexién en z = =2 — 2y . = =2 + /2.

Ejercicio 4. Demostrar que la grdfica de la funcion f(z) = 325+ Tz + 1 tiene ezactamente un punto de
corte con el eje de abscisas. Indicar los teoremas que se utilizan.

Solucion:

La funcién tiene al menos un punto de corte con el eje de abscisas (es decir, se hace cero en algiin punto)
ya que es continua y:

lim f(z) = —oo = f(z) toma valores negativos
Tr—r—00

lim f(z) = co = f(x) toma valores positivos
T—r00

Puesto que la funcién es continua y toma valores positivos y negativos, de acuerdo con el teorema de
Bolzano debe existir al menos un punto en el que toma el valor cero.

La funcién es derivable y su derivada es:

y =152t +7
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que es siempre positiva. Entonces, no puede tener dos puntos de corte con el eje de abscisas porque, de
acuerdo con el teorema de Rolle, deberia haber un punto intermedio en que la derivada fuese cero, lo que
sabemos que no es cierto pues hemos visto que la derivada es siempre positiva.

Ejercicio 5. Calcular los siguientes limites:

_ , T
o lim L= cosz)senz o lim(a? — 1) tg =~
z—0 3 z—1 2
1
1 . Gosw
o lim (¥ — )= o lim (1+2cosw)
z—0 T 5
Solucién:
.152 3
, (1 —cosz)senx ., Fx , T 1
hm - = hIn = Jilm — = —
x—0 .173 z—0 :,133 z—0 2:1}3 2
, 1 L, e —x—1 , eT 1
lim (e* —z)* =lime = =lime 1 =el =1
x—0 z—0 x—0
i ( 2 1)t T ; .’132 -1 , 2x -2 —4
mmr- — g - = hm ———m = lm 2 mzNT . &®
z—1 2 a—1cotg F  z—1 —(1 + cotg 7)5 3

, 1 . Zcoss
lim (14 2cosz)®* = lim e eoss = ¢?
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5. Examen de la primera evaluacion 2°H

Ejercicio 1. Calcula el drea del tridngulo formado por el eje vertical y las rectas tangente y normal a la
curva y = % en el punto de abscisa 1.

Solucion:

Y 1

y=-

x

y=z
A(0,2)
B(1,1)
O
X
y=—x+2

El punto de tangencia es B(1,1). La derivada de la funcién es y' = ;—21 La pendiente de la recta tangente
es:

m=y'(1)=-1
y la pendiente de la recta normal:

-1
m=—=1
m

Las ecuaciones de las rectas tangente y normal son:

y—1l=(-)z-1)=y=—z+2
y—1l=1-(z—-1)=y=x

De la figura anterior sw desprende que el area del tridngulo es 1.

Ejercicio 2. De entre todos los rectdngulos situados en el primer cuadrante que tienen dos de sus lados
sobre los ejes coordenados y un vértice en la recta v de ecuacion

+y=1

determinar el de drea mdzrima.

Solucion:
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La funcén que ha de ser maxima es:
2
x x
S(z) = (1 - f) =z
() == 5 T =
Calculamos la derivada e igualamos a cero:
S’(m)zl—;zl—x:O

y de aqui x = 0. El rectdngulo de area maxima es el que tiene el vértice en el punto (1, %)

Ejercicio 3. Utilizando los teoremas de Bolzano y Rolle, demostrar que las curvas y = cosz e y = \/x
se cortan en un unico punto del intervalo (0,7).

Solucion:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién F(z) = cosx — /x tiene un tnico cero en el
intervalo (0, ).

La funcién F(x) es continua en [0, 7]. Ademds:

F(0)>0
F(r) <0

Luego, por el teorema de Bolzano, existe al menos un punto del intervalo en que la funcién se hace cero.

Veamos que éste es el dnico cero en el intervalo. La funcién es derivable en (0, 7). Segun el teorema de
Rolle, entre dos ceros de la funcién debe haber al menos un cero de la derivada. Pero la derivada es:
, 1
F'(x) = sent — —=
2\/x
que es negativa en ese intervalo (suma de dos nimeros negativos). Como la derivada no tiene ceros, el
cero de la funcién es dnico.

Ejercicio 4. Dada la funcion
flz) =e"(z* +1)
se pide dibujar la grdfica de f estudiando el crecimiento, decrecimiento, puntos de inflexion y asintotas.

Solucion:
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Estudiemos en primer lugar la derivada de la funcién:
e (=2 42 —1) = —e % (x — 1)?

f@)=—e" (2> +1)+2z-e% =

La derivada es negativa salvo en x = 1 que vale cero. La funcién es siempre decreciente.

Calculemos la segunda derivada:

' =e " (z—-1)2-2x—-1)-e " =e"(z—1)(x—3)

La segunda derivada se anula en z = 1 y = 3. El signo es como sigue:

+ +

—_— O

0
|
l
3

La funcién es céncava en (—o0,1) y en (3,00), es convexa en (1,3). Hay puntos de inflexién en z =1y
z = 3. En el primero de ellos, como también se anula la derivada primera, la tangente es horizontal.

Hay una asintota horizontal y = 0 en +o0o puesto que

2
1
lim e *(x* +1) lim Al 0
T—00 z—oo eT

La gréfica de la funcién es como sigue:

Y
Y= 67:1:(332 + 1)

\X

Ejercicio 5. Hallar los mdzimos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcion:

22+
Solucién:
Derivamos:
) = (6r+1)-(2*+1)—22-(32*+2+3)  —a’+1
(22 +1)2 (22 + 1)2

La derivada se anula en z = —1 y = = 1. El signo de la derivada es
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0 0
— + —
| |
{ {
-1 1
Hay un minimo en x = —1 y un méaximo en = = 1.

Analicemos la segunda derivada:

2z (2?4 1)2 —2(2® +1)2z - (—2® + 1)

1

- (2 4+ 1)4
=2z (22 +1) —dx - (—2? +1)
- (22 1)
223 — 6
G

La segunda derivada se anula para:
223 — 62 =0 = 2z(2? —3) =0

oseaparazr =0, x = /3 yx= V3. El signo de esta derivada es:

+

0 0 0
e
-3 0 V3

Los puntos de inflexién estdn en z =0, z = —v/3 y o = /3.

17
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6. Examen de la primera evaluacion 2°F

Ejercicio 1. Dada la funcién f(z) = ze®® dibujar su grdfica indicando su dominio, asintotas, intervalos
de crecimiento y decrecimiento, mdzrimos y minimos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y
puntos de inflexion.

Solucién:
¢ El dominio de la funcion es el conjunto de los niimeros reales.

¢ La recta y = 0 es asintota horizontal en —oo puesto que:

, , T , 1 1
1m e = 1m = 1m —_— = — =
1 2z | 1 0
T——00 T —00 e 2% rz—00 —2e2% —00

¢ La derivada de la funcién es:
() =1-e** +2-2e* = (1 + 21)
Hay un cero se la derivada en x = —%. El signo de la derivada es:

0
|
N

+

[N

La funcion es decreciente en (—oo, —%) y creciente en (—%, oo). Hay un minimo de la funcién en
11
el punto (—5,—%).

¢ Estudiemos ahora la derivada segunda:

f(x) =2- €2 4 (14 2x) - 2e*® = 2e2*(2 + 2)

Hay un cero de la derivada segunda en z = —1. El signo de esta derivada estd dado por el siguiente
esquema:
0
{
-1

La funcién es convexa en (—oo,—1) y céncava en (—1,00) El punto (71, 7%2) es un punto de
inflexion.

¢ Con estos datos, la grafica de la funcién es como sigue:
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Ejercicio 2. Obtener los mdximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcion:
f(z) =z (na)?

siendo Inz el logaritmo neperiano de x.

Solucién:

La derivada de la funcion es:
f(x)=1-(Inz)*+2Inz é cx=Inz (Inz + 2)

Los ceros de la derivada estdn en z = 1 y x = e~ 2. Estudiamos el signo y resulta:

+

Y—— o

0
{
1

Hay un méximo en x = e% y un minimo en x = 1.
Calculemos la segunda derivada:
f(=)

La segunda derivada se anula en z = e~! y su signo esta dado por:

2Inz + 2

1
(Inz4+2)4+ —-Inz =
x x

X

+

ol—r—T O

Hay un punto de inflexién en x = i

Ejercicio 3. Dadas las pardbolas y = 2% — 4z + 3 e y = x? — 162 + 63, calcula el drea del tridngulo
formado por el eje X y las rectas tangentes a dichas pardbolas en el punto de corte entre ellas.

Solucion:
Y| y =z’ — 16z + 63

y:m2—4ﬂc+3 (5,8)

El punto de interseccion de las dos parabolas es la solucién del sistema:

y=2%—4r+3
y =22 — 16z + 63



6 EXAMEN DE LA PRIMERA EVALUACION 2°F

Resolviendo se obtiene el punto (5, 8).

Calculamos ahora las rectas tangentes a las dos pardbolas en ese punto. Las derivadas son:

Yy =22—-4=m=y(5)=6
Yy =2r—16=m' =y (5) = —6

Las tangentes son:

y—8=6(x—5)
y—8=—6(x—25)

o en forma explicita:

y = 6x — 22
y = —6x 4 38

Estas rectas cortan al eje de abscisas en los puntos x = % y =

6 6 6 3

38 22 16 8

La altura del tridAngulo mide 8. El area es:

32

1 8
2 3 3

38

6

. La base del triangulo mide:

20
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Ejercicio 4. Considérese el recinto limitado por la curva y = x2 y la recta y = 3. De entre los rectingulos
que tienen un lado sobre la porcion de recta que queda sobre la curva y los otros dos vértices sobre la
pardbola, determinar el que tiene drea mdxima.

Solucion:

Para cada valor de t la superficie del rectangulo es:
S(t) = 2t(3 —t%) = 6t — 2t3

Si la superficie ha de ser méaxima, la derivada de esta funcién debe ser igual a cero:
S'(t) =6 — 6t2

que se anula para t = —1 y ¢t = 1. Ambos valores corresponden al mismo rectangulo.

Ejercicio 5. Demostrar que la ecuacion 1 — x = e* solamente tiene una solucién.
Solucién:

Es claro que z = 0 es una solucién pero, si uno no se da cuenta de eso, puede demostrar su existencia
mediante el teorema de Bolzano.

La ecuacién tiene solucién si la funcién f(z) = e” 4+ 2 — 1 se hace cero para algun valor de z. Esta funcién
es siempre continua y ademas:
f(=1)=elt=-1-1<0
f)=e+1-1>0

Entonces, de acuerdo con el teorema de Bolzano, existe £ € (—1,1) tal que f(£) = 0. Este nimero & es
una solucién de la ecuacién. Veamos ahora que no puede haber ninguna més.

La funcién f(z) es continua y derivable. Por el teorema de Rolle, entre dos ceros de f(x) deberfa haber
al menos un cero de f’(x). Pero:

fllz)y=e"+1

no se anula nunca. Por consiguiente, no puede haber dos ceros de f(zx).
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7. Integral indefinida (grupo F)

Calcular las siguientes integrales:

1. 6 34
[ -9 e n = [ s 15) =T 2
2. 3
/ 5— dz = —3cotgz + C
sen< xr
3. 1 1
—————dx = —arsenz +C
/2\/17302 2
4 2 %
—dx =2 dr=2-——+C
/\3/5 v /x rr=sp
5 1 1
T dr= de = artg = +C
/4+x2 /22+x2 T=garng gt
6. ; 1 (2z+3)°
/(2x+3)"dx:f(l+3) c
2 6
7' 1-3x 1-3z
e dr=—=-¢ +C
8 5 1
/2x+1dxf5§1n(2x+1)+6'
9 1 1 (32— 5)"!
————dz= [(Brx-5)dr=c ——+C
/(3x—5)2x /(”j ) e =g

10. / M dz

T

Con el cambio de variable:

t=1Inx
1
dt = — dx
T
Inzx)3 4 Inz)*
/(nx) dx:/t3dt:—+0:(nx) +C
T 4 4

1. /x\/(glc2 +2)° dx

Con el cambio de variable:

t2=a2+2
2t dt = 2x dx
tdt =xdx

J@ TP dr= [ otdi= L s o= Y@
/(22 +2)° do = t-tdt—7+C— - +C

22
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12. /x sen 2z dx
Por partes:
U=z du = dz
dv = sen 2z dx UZ—%COSQ:L’

1 1 1 1
/xsenZ:v dm:—imcost—f—i/cost dl':—il'COSZQL'—I— isen2x+C’

13. /xQ—x—&—B
—— dx
z+1

Haciendo la divisién

9 2
/wdx:/ r—24+ ) de=" 204 5Infe+1]+C

14.
/ cosz sen® z dz

Con el cambio:

t=senx

dt = cosx dx

t 4
/Cosxsen3$d$=/t3dtzz+(j:Sen x+0

15. 1
—nzx dx
T

Por partes:

1
u=Inx du=—dx
T

1 1
dv=— dz vV=——
x x

1 1 1 1 1
/de:—flnx—k/—dx:—flnm—f—l—C’
2 x x2 T T

16.
/em\/em +1dx

Con el cambio:
t?=e*+1
2t dt = €* dx

213 2,/(e* +1)3

/e$\/ex+1dx:2/t~tdt:?+02 3 +C

17. / 1 do
Va(l+Vx)
Hacemos el cambio:
2=z
2t dt = dx

1 1
——dr =2 [ ———tdt =2In|l +¢ =2In|1
/\/5(1+\/3?) x /t(1+t) n|l+t/+C nll++z|+C
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18. 1 1 1
/coszxdxz 5/(1—1—00529&) dz = 3 ($+2 Sen2x> +C

Esta integral puede hacerse también por partes.

19. 2
/————dx
Vv1—ga3
Hacemos el cambio:
2=1-—23
2t dt = —3z2 dx

2t dt

do = —
o 32

z? z? 2t 2 2

20. /x\/m +1dz

Con el cambio:

t?P=z+1
2tdt = dz

/x\/mdx:Q/x-tQdt:Q/(tQ—l)tht
zg(ﬁ_ﬁ)+022<¢<x+1>5_¢<x3+1>3>+0

5 3 S

8. Integral indefinida (grupo H)

Calcular las siguientes integrales:

1.
/(m2—3)(m3+5m2+1) dx:/(x5+5x4—3x3—14x2—3) dz
28 5z® 3zt 1448
=4+ ————— -3 C
6 "5 1 5 ot
2.
/ 32 de =3 tgz+C
cos? x
3. 1 1
—————dx=-arsenz +C
/2\/1—332 2
4. 2 ) 1
/3 dx:2/x*§dm:2?+0
2 3
5. 1 1 1
—C de= [ dr= - artg 2
/1+4x2 x /14_(2%)2 v = g artg z+C
6. 1 (2z +3)8
/(2m+3)5dx:§(x2; e
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10.

11.

12.

13.

1
/e3x—1 dr = §e3$—1 +C

2 2
dr=ZInl3z+1/+C
/3x—|—1 v=ghnzt+il+

1 1 (22-5)72
/(2x—5)3dxz’ = ¢

/de:

Con el cambio:
t=Inz

1
dt = — dz
T

resulta:

2 3 3
/L““) dxz/thtzt—+0=(lm) +C

T 3 3

/xmdm

Hacemos el cambio:

t?=22+4+1
2t dt = 2z dz
tdt =xdx

y se tiene que:

(1.2 + 1)5

5
/x\/(x2+1)3dx:/t3tdt:%+C:T+C

/x cos 2z dx

Por partes:
U= du = dz
1
dv = cos 2z dx v = 3 sen 2x

tenemos que:

1 1 1 1
zcos2x dr = 5xsen2x— 3 sen2x da = §xsen2x—|— Zcost—i—C

/2x2—3x—|—1
— dx
rz—1

Haciendo la divisién se obtiene de cociente 2z — 1 y de resto 0. Entonces:

22 — 3 1 22
/%dwz/(?x—l) dx:%—x—i—C

25
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14.

15.

16.

17.

18.

/ senz cos’® z dx

Mediante el cambio:

t =cosx
dt = —senz dx
se obtiene:

4

t4
/senxcos?’mdx:—/t?’dt:_z_,_cz_cos $+C’

Inz

Por partes:
1
u=Inx du=—dx
T
1 1
dv = — dz v=—=—
T T
resulta:

4

| 1 1 1 1
/de:fflanr/—dx:fflnxfquC’
2 x x2 T x

/e”\/e‘” +1dx

Con el cambio:

tP=e"+1
2t dt = e* dx

obtenemos:

23
/e$\/ex+1dx:2/t~tdt:%+02

| o

Hacemos el cambio:

2=z

2t dt = dx

y obtenemos:

/de%uiw

/ sen?z dz

Por partes:

U =senzx du = cosx dx

dv =senz dz V= —COST

2,/(e% +1)3

C
3 +

tdt =2In|1+t+C =21+ z|+C

26
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19.

20.

resulta:
2 _ 2 _ 2
sen“z dx = —senxcosx + [ cos®“x dr = —senxcosx + (1fsen :E) dx
_ 2
= —senzcosz +x — [ sen”z dx

Pasando la integral al primer miembro y despejando:

—SsSenxrcosx + x
2/sen2xdx=—senxcosx—|—x — /senzxdx:f—l—C

Esta integra puede hacerse también teniendo en cuenta que:

1 — cos2x

sen 21 —
Sen zr 9

|5
— dx
V1—23
Hacemos el cambio:

t?=1-2°
2t dt = —32% dz
2t dt

do = -2 ¢
v 32

y obtenemos:

2 x? 2 2 2
—de=— | —  —5 dt=—=t =——y1—23
/ T T / o +C 3\/ 3+ C

/ T e
vVr+1
Con el cambio:

?=z+1
2tdt = dz

resulta

T X
———dax =2 | —tdt=2 dt
/m v /t /”“’

:2/(1&2—1) dt =2 (i—t>+0

-9 (V (I?jl)g—m) +C
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9. Integrales (grupo F).

Ejercicio 1. Calcular las siguientes integrales:
o/x(lnx)de o/l_ﬁdx
1++x

Solucion:

<o Por partes:

1
uw=(Inz)’ du=2Inz-—dzx
x

72

dv=xdz V= —
2

1
z(lnz)?de == 2>(nz)’ — [ zlnz de
2

Integrando de nuevo por partes:

dx

2

u=Inx du =

8 8|k

dv =z dzx V=

o]

1 1 1
/x(lnx)2 dr = 53:2 (lnx)2—§m21nx+§/a: dx

1 1 1
:izz(lnz)ZfilenerZﬁJrC

o Con el cambio de variable:

2=z

2t dt = dx

resulta

1— —
/ ﬁdx:/u%dt
1+ z 1+t
—t2
:Q/t dt
1+t
2
=2 —t+2——— | dt
/( " 1+t>

t2
—2<2+2t21n|1+t|>+0

=t 44t —4ln[1+t|+C

=-—2+4yz —4In(1+ 2)+C
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Ejercicio 2. Calcular las siguientes integrales:

rx—1 T
—d ——d
0/:624—4954—5 . <>/(95—2)2 *
Solucion:

¢ El denominador no tiene raices y la fraccién no pude descomponerse en fracciones simples. Teniendo
en cuenta que:

2 Fdr+5=(r+2)2+1

tenemos que:
z—1 1 2x — 2
—de==- | ———d
/x2+4x+5 . 2/x2+4x+5 o

_1/ 2c+4—6 q
T 2) 22442 +5 v
1

2r 44 1 6
= | ———dz—<- | ——— dz
2) 22 +4zx+5 2) 14+ (z+2)?
1
:iln(:c2+4o:+5)73artg (x+2)+C

¢ Descomponemos en fracciones simples:

T A B
= = A=1, B=2
@—22 z-2 (z—2p ’

Entonces:

/de:/<xl2+<x22ﬁ) a

2
:1n|x72|772+0
T —

Ejercicio 3.

o Halla el punto en el que la funcion

Tt—1
F(z) = — dt
(z) /0 141¢2
alcanza su valor minimo.

o Calcular la integral definida
1
/ e (x? = 1) dz
0

Solucion:

¢ Por el teorema fundamental del célculo:

z—1
Fl(z) = —
(l’) 1"’3:2

La derivada se anula en z = 1. Ademds, F’(x) es negativa para z < 1 y positiva para x > 1. Por
consiguiente, el minimo de la funcién estd en z = 1.
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¢ Calculemos una primitiva de la funcién. Por partes:

u=a%-1 du = 2z dzx

—T

dv=e""dx v=—e

De forma que:

/e_“”(av2 —1)de=—e "% - 1)+ 2/91:6_3'C dz

Integrando de nuevo por partes:

U= du = dz
dv=e""dx v=—e "
obtenemos:

/e*%(x2 —1)dz=—e%2%—-1)+2 (:cew + /e*“ﬂ dx)

= —e (2 —1)—2ze " =2 "+ C
=—e " (®+220+1)+C
=—(z+1)%"+C

Por consiguiente:

1

/01 (@ — 1) dz = {—e“(x + 1)2]

0

e )

Ejercicio 4. Hallar el drea del recinto limitado por los ejes de coordenadas, la recta y = 2 y la curva
cuya ecuacion es y = v/xr — 2.

Solucion:

El recinto se muestra en la siguiente figura:

y=2
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El drea se puede calcular como diferencia del area del rectangulo menos el area bajo la grafica de la
funcién raiz cuadrada:

6
6 —9)\3
S:12—/\/x—2dx:12— 2 =2P) g, 1620
2 3 ) 3 3

Ejercicio 5. Dada la funcién f(x) = xe** calcular el drea comprendida entre el eje OX, la grdfica de
f(x) ylas rectas x = —1 y x = 1.

Solucion:

Calculamos primero una primitiva. Por partes:

U= du = dz
1
dv = ** dz v==e"
2
se obtiene:

1 1
/113623’ dz = 51:62’” ~3 /62” dz

El problema para calcular el drea es que la gréfica de la funcién corta al eje OX en el punto x = 0 que
estd en el intervalo [0, 1]. Por ello debemos calcular por separado el drea de —1 a 0y de 0 a 1:

0 0
1 1 1 1 1 3 1
2z 2z 2z -2 —2
dz = | = _ - = _(—Ze2_12 L
/_lxe o {23;6 1€ ]_1 4 <26 4e> 4e? 4
1

1
1 1 1 1 1
/ re®® dr = [me%—e%] =_e? -t =
0 2 4

62
o 2 4 T4 1

+

| =

La primera integral es negativa. El area correspondiente serd igual a la integral cambiada de signo.
Entonces:

1 3 e2 1 e 3 1
SES AR =Tt T T e T
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10. Integrales (grupo H)
Ejercicio 1. Calcular las siguientes integrales:

2 _r
o/ln(a: +1)de 0/(902—&—4)3 dz

Solucion:

o Por partes:

2z
=In(z® + 1 du=———d
u=In(z*+1) u= 574
dv = dz V=1
Entonces:
/1n(x2+1) dx—xln(x2+1)—/2x2dx
B x2+1

2

=xIn(2® + 1) — 2z + 2artg 2 + C

o Con el cambio de variable:

t=xz>+1
dt = 2z dx
dt
de = —
2z
Sustituyendo:

/ T qe= [
(x2+4)3 T B

1 1
== [ = at
2/t3
1 -1
=32 ¢

1

BECE

Ejercicio 2. Calcular las siguientes integrales:
z+3 T+5
o [ ———d o [ ——d
/x2—2x+5 . /x2—x—2 o

Solucion:

¢ El denominador no tiene raices. Teniendo en cuenta que:

2 =20 +5=(r—1)2+4=2%+ (z—1)?

32
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se tiene que:

/ z+3 1/ 2z +6
x2—2x+5 2 —2x—|—5
1/ m—2+8
2 —2x—|—5
1/ 20 — 2 +1/ 8
_ 2 de 4+ = 2
2) 22 —22+5 2] 224 (x— 1)
1 1 1
:il(x f2x+5)+§§artg7+0
1
El(gc —2x+5)+2&rtg?+0

¢ Por descomposicién en fracciones simples:

r+5 x+5 A B Alx —2)+ Bz + 1)

2—.’17—27($+1)<$—2):$+1+I—27 (x+1)(x—2)

X

Dando valores a x:

Sustituyendo:

T+5 4 1 7 1
T = [ ——de4 d
/x2—x—2 . 3/;1:—|—1 x+3/x—2 o

4 7
:—§1n|x+1|+§1n|1:—2|+0

Ejercicio 3. Sea

2

F() :/” Int d
1

Calcular F'(e).
Solucién:

De acuerdo con el teorema fundamental del célculo integral:
F'(z) =In(z?) -2z = 4alnx
Por consiguiente:

F'(e) = 4elne = 4e
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Ejercicio 4. Hallar el drea del recinto limitado por los ejes de coordenadas, la recta y = 2 y la curva
cuya ecuacion es y = Jx — 1.

Solucion:

El 4rea se puede calcular como diferencia del area del rectangulo menos el area bajo la grafica de la
funcién raiz cuadrada:

5
5 2 —1)3 1 1
Sle—/\/x—ldleo—[("TS) :10_36234
1

Ejercicio 5. Calcular el drea comprendida entre la curva y = V4 — 22 y el eje OX.
Solucién:
Se trata de el area de un semicirculo de radio 2, o sea que el resultado debe ser 27.

Vamos a calcularlo por integracién. Los puntos de corte de la curva con el eje OX son:

{y:\/m

0 r=-2,x=2
y:

de forma que el area es igual a la integral

2
S:/ V4 — 22 dx
2

Esta integral se resuelve mediante el cambio de variable:

T = 2sent
dx = 2cost dt

Con este cambio, los limites de la integral son:

r=-2 = t=-

R

v
—9 — =T
. 2
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El area es:

2 E
S:/ \/4fx2dx:/ /4 —4sen?t 2cost dt
_9 _

(SE

z
:/ 21 —sen?t 2cost dt

jus
2

:4/ cos? t dt

[4(1? + sen t cos t)} z

B

NIE]

2

™ ™
~2(5+3
2+2

=27

[NE)
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11. Calculo (grupo F)

Ejercicio 1. Dada la funcion:

~ 32% 4 5z — 20

fla) = T

se pide:
o FEstudiar y obtener las asintotas.
o FEstudiar los intervalos de concavidad y convexidad.

o Representar grdficamente la funcion.

Solucion:
o La recta x = —5 es asintota vertical porque:
. 3224+ 5220
Im ——— = —©
r——5 T+ 5

Haciendo la divisién se obtiene de cociente 3z — 10 y de resto 30. Entonces:

322 + 5z — 20 50
R W W
r+5 r+5

Cuando z se hace muy grande, la funcién es aproximadamente igual a 3z — 10. Asi pues, la recta
y = 3z — 10 es una asintota oblicua de la funcién.

¢ Derivando se obtiene:

,  (6x+5)(x+5)— (322 +52—20) 32 +30x+45 _ 2®+10x+15
V= (¢ +5)2 T @+ (z+5)?
v_ g (22 +10)(x + 5)* — 2(x + 5)(2* + 10z +15) 60
v (z+5)3 ~ (z+5)3

La derivada segunda es negativa para x < —5 y positiva para x > —5. La funcién es convexa en
(—00, —5) y céncava en (—5,00).

¢ Con los datos anteriores, la grafica de la funcién es:

Y

)

Ejercicio 2. Dadas las funciones:
y:9—x2; y=2x+1
se pide:
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o Dibujar las grdficas de las dos funciones identificando el recinto acotado por ellas.
o Calcular el drea de dicho recinto acotado.

¢ Hallar el volumen del cuerpo de revolucion obtenido al hacer girar alrededor del eje OX el recinto
acotado por la grdfica de y =9 — x2 y el eje OX.

Solucion:

Calculamos los puntos de corte entre las dos graficas resolviendo el sistema:

=9 _— 72
{y 5 fl = x=-4; x=2
Yy =2z

El area entre las graficas es igual a la integral:

2 2 3 2
S:/ (9—1:2—296—1) dx:/ (—x2—2x+8) dm:[—:];—xQ—&—&v] =36
—4 —4

—4

La parabola corta al eje OX en los puntos de abscisas —3 y 3. El volumen que se pide es:

3 3
V= 7r/ (9 - 332)2 dx = 271'/ (3;4 — 1822 + 81) de — 122671’

Ejercicio 3. Dada la funcion:

Vzlnz
fle) =9 2°

T+ k siz <0

sixz >0

se pide:

o Determinar el valor de k para que la funcion sea continua en R.

© Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

o Obtener la ecuacion de la recta tangente a la grdfica de la funcion en el punto del abscisa © = 1.
Solucién:

¢ Para que la funcién sea continua deben coincidir los limites laterales en el punto 0. El limite por
la izquierda es:

lim f(z)= lim (z+k)=k

rz—0— rz—0~
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Ahora debemos calcular el limite por la derecha. El numerador tiene un limite indeterminado del
tipo 0 - co. Lo calculamos por la regla de I’'Hopital:

1

Inz = 1
lim zlnz = lim — = lim —%— = lfm —222 =0
z—0 z—0 23 z—0 _%mfg z—0

Como el numerador tiende a cero:

lm f(z) = lim Y2T

r—0+ z—0+ 27

=0

Para que f sea continua debe ser k = 0.

¢ Los puntos de interseccién con los ejes son:

z=0 y=20
= (0,0); I = (1,0)
{y=x {yz*/;l

¢ En el punto de abscisa xg = 1, la ordenada vale yg = 0. Para calcular la pendiente de la tangente
derivamos:

(ﬁlnx—i— %\/5) 27 —2*In2y/xInx

r>0 = fl(z)= o7

La pendiente es:

y la ecuacion de la tangente es:

y=%(x—1)

Ejercicio 4. Si la derivada de la funcidn f(x) es:
f'(@) = (z = 1)*(z - 5)
obtener:
o Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
o Los valores de x en los cuales f tiene mdximos relativos, minimos relativos, o puntos de inflexion.
o La funcion f sabiendo que f(0) = 0.
Solucién:

o El signo de la derivada estd dado por:

+
= — O

|
G —— O

+

La funcién es creciente en (—oo, 1), tiene un méximo relativo en & = 1, es decreciente en (1,5),
tiene un minimo relativo en = 5 y es creciente en (5, 00).
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o Derivamos:
() =3z -1z -5)+(x—-1P=(@x-1)?Br—15+2—1) = (z — 1)*(4z — 16)

La derivada segunda se anula en x = 1 y « = 4. El esquema de signos es como sigue:

0 0
- 1 - 1 +
{ {
1 4
Hay un punto de inflexién en x = 4.
o Para calcular f(z) integramos f’(x)
/(x —1)3(z —5) dz
Por partes:
u=(x—>5) du = dz
1
dv=(z—1)>°*de v:Z(gc—l)‘1
1
f(z) = /(m —1)3(z—5)de = Z(m —5)(z—1)* - */(.T— N?* dx
1 4 5
21(1‘—5)(37—1) ——(z-1)+C
Puesto que f(0) =0
s g2 L _6
0—4( )(—1) 20( )’ +C 4+20+C = C=

La funcién que buscamos es:

f(x):i(x_5)(x_1)4_7(z_1)5+6

[\~
=Yl
o

Ejercicio 5. Dada la funcion
fl@) = e "(a® +1)
se pide:
o Dibujar la grdfica de f estudiando el crecimiento, decrecimiento, puntos de inflexion y asintotas.
o Calcular fol f(x) dx.
Solucién:
Calculamos las derivadas:
(@)= —e (@2 +1)+2me " = —e (2> —2x+1) = — % (z —1)°

El signo de la derivada es:
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|
_— O
I

La funcién es siempre decreciente. En x = 1 hay un punto de tangente horizontal pero no es maximo ni
minimo.

Calculamos la segunda derivada:
(@) =e"(x—1)*=2(x — 1)e = e "(2? — 4z + 3)

La derivada segunda se anula en x =1 y x = 3. El signo seguin los valores de z es:

+

i i
|

w—"1 O

Hay puntos de inflexibn en z =1y z = 3.

Puesto que:
2
T 1
lim e *(z*+1) = lim R 0
T—00 T—00 ex

La recta y = 0 es asintota horizontal de la funcién en mas infinito. No hay mas asintotas-

La gréafica de la funcion es:

y=e *(x2+1)

La integral la calculamos por partes:
u=2x>+1 du = 2x dzx
dv=e""dx v=—e "
/e*"‘”(x2 +1)de = —e%(z*+1) + Q/me*"” dz
Integrando de nuevo por partes:

u=2x du = dz

dv=e*dx v=—¢ "
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/e*:‘”(aﬁ2 +1)de = —e%(z2+1) + Q/xe*"” dz

= e (2 4+1)+2 <:1:ez + /eﬂ” dx)

=—e (2?4 1)—2ze " =2+ C

Entonces:

Ejercicio 6.

o Calcular los siguientes limites:

4% + 57
lim (e"” — x2) , im el

o Demostrar que la ecuacion 4z° + 3z +m = 0 solo tiene una raiz real, cualquiera que sea el nidmero
m. Justifica la respuesta indicando qué teoremas se usan.

Solucion:

¢ Calculemos el primer limite:

2
lim (em - x2) = lim ¢e* (1 - x)

T—00 T—00 et
Pero por la regla de I’'Hopital:

) 22 , 2x , 2
Im —=1lim —=1lm —=0
r—o0 et r—oo et rz—o00 eT

Por consiguiente:

2
. ; € .
lim (e* —2?) = lim " (1 - =) = lim " =0
r—00 T—00 e* T—00

El segundo limite, dividiendo numerador y denominador por 6*:
4450 (2" _o0+0

A 36T (BT (57 041

0

o Sea la funcién F(x) = 42° + 3z + m. El problema es equivalente a demostrar que esta funcién
toma el valor cero para un unico valor de la variable x. Esta funcién es continua y toma valores
positivos y negativos, ya que:

lim F(z)=—o0; lim F(z) =00
T——00 T—00

por tanto, de acuerdo con el teorema de Bolzano, debe tomar el valor cero para algtin x. Este valor
sera solucion de la ecuacion.

La funcién F(z) es, ademds de continua, derivable para todo z. La derivada es:
F'(z) =20z + 3

La derivada es siempre positiva. Entonces, la funcién no puede tener dos ceros pues, segun el
teorema de Rolle, entre dos ceros de la funcién deberia haber al menos un cero de la derivada.
Como la derivada no tiene ceros, la funcién solo puede tomar el valor cero una vez: la solucién de
la ecuacion es tnica.
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Ejercicio 7. Dada la funcion:

se pide:
o Hallar la ecuacion de la recta tangente a su grdfica en el punto (a, f(a)) para a > 0.

o Hallar los puntos de corte de la recta tangente hallada en el apartado anterior con los dos ejes
coordenados.

© Hallar el valor de a > 0 que hace que la distancia entre los dos puntos hallados sea minima.

Solucion:

¢ El punto de tangencia es (a, %) La pendiente es la derivada en el punto a:

La ecuacién de la tangente es:

1

1
y*;:*aﬁ(l’*a)

¢ El punto de corte A de esta recta con el eje de abscisas es:

y=0
) = A(2a,0)
y-t=-2@-a

y el punto de corte B con el eje de ordenadas:
z=0 2
= B <O, )
a

y— 5= —w(r—a)

¢ La distancia entre los dos puntos es:

4 1 at+1
D(a)—\/4a2+a2—2\/a2+a2—2\/ e

Para hallar el minimo derivamos e igualamos a cero:

4a®a® — 2a(a* + 1) 4a* — 2a* — 2
1 =0 3 =
a a

Como nos piden la solucién positiva, ésta es a = 1.

12. Calculo (grupo H)

Ejercicio 1. Obtener el valor de a para que:

2
2_ axr
Ifm (w 3> —4
z—o00 \ 22 4+ 3

Solucion:
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Se trata de un limite indeterminado del tipo 1°°. Mediante la equivalencia:

lm «'= lim e® v
u—1,v—00 u—1,v—00

se tiene que:

2 azr 2 2
x4 —3 z2-3 2 —6ax
lim | —— = lim e(w2+3 l)am = lfm e#?+3 = ¢ 6@
Entonces:
In4
e_ﬁa:4 — —6a = 1n4 — (IZ—?

Ejercicio 2.

3
o Calcular la integral / V4 + 522 dx
1

o Hallar los valores minimo y mdzimo absolutos de la funcion f(x) = /12 — 322.
Solucién:
¢ Mediante el cambio de variable:
t* =4+ ba?
2tdt =10z dz = azdz= étdt

r=1 = t=3
r=3 = t=

tenemos que:

3 7 317
1 1]t 1
/ac\/4—|—5x2dac:g/ t2dt:5{] _ 316
1 3

3], 15
o El dominio de definicién de la funcién es el intervalo [—2,2]. En los extremos del intervalo la
funcién vale cero.

La funcién tiene un méaximo relativo en el punto (0,+/12).

El maximo y minimo absoluto, o son maximo y minimo relativo, o se encuentran en los extremos
del intervalo. Teniendo esto en cuenta deducimos que el maximo absoluto se encuentra en (0, v/12)
y el minimo absoluto estd en los puntos (—2,0) y (2,0).

Ejercicio 3. Dado el polinomio P(x) = x® + ax? + bx + ¢, obtener los valores de a, b y ¢ de modo que
se verifiquen las condiciones siguientes:

o El polinomio P(x) tenga extremos relativos en los puntos de abscisas x = —%, r=—1.
o La recta tangente a la grdfica de P(x) en el punto (0; P(0)) sea y = x + 3.
Solucién:

Las condiciones equivalen a P’ (—%) =0, P/(~1) =0y P'(0) =1y P(0) = 3.
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La derivada de la funcién polinémica es:

P'(z) = 32% 4+ 2ax + b

Tenemos el siguiente sistema:

3 2a _
§_?+b—0
3—2a+b=0
b=1
c=3

La solucién de este sistema es a =2,b=1, c= 3.

Ejercicio 4. Dada la funcién f(z) = In(z? + 4x — 5), se pide:
o Determinar el dominio de definicion de f(z) y las asintotas verticales de su grdfica.

o FEstudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).

Solucion:

¢ El dominio es la solucion de la inecuacion:

2244 -5>0

es decir = € (—o0, —5) U (1, 00).

44

Hay asintotas verticales en los puntos en que se anula el argumento de la funcién logaritmica, o

sea,z=—-Hyzx=1.
¢ La derivada de la funcién es:

f’(x): 20+ 4

22 +4x -5

Esta funcién se anula en © = —2 que no pertenece al dominio. El signo de la derivada es:

f(z) es decreciente en (—oo, —5), no existe en [—5, 1] y es creciente en (1, 00).

_— O

Ejercicio 5. Se considera la funcién real de variable real definida por:

f(ac)—{va six>2

x(x—2) siz<?2

o FEstudiar su continuidad y derivabilidad.

o Hallar la ecuacion cartesiana de la recta tangente a la grdfica de [ en el punto (3,1).

Solucion:
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¢ La funcién esta definida mediante funciones continuas en cada trozo. En x = 2, los limites laterales

son:

lim f(z)= lim Vo —2=0

z—0t z—0t
lim f(z) = lim z(z—2)=0
z—0~ z—0—

f(2)=0

Los tres valores coinciden por lo que la funcién es continua.

Vamos a estudiar la derivabilidad:

f(x) = {:1»,(9” e 3%/ (;—2)2 v>2

2z — 2 T <2

Tenemos que f'(2%) = ooy f/(27) = 2. La funcién no es derivable.

¢ La pendiente de la tangente en el punto de abscisa xy = 3 es:

1
!/
= 3 = —

La ecuacién de la tangente es:
1
—1==-(zx—-3

y 3@ =3)

Ejercicio 6. Calcular un polinomio de tercer grado p(z) = ax® + bx? + cx + d sabiendo que verifica:

o Tiene un mdximo relativo en x = 1.
o Tiene un punto de inflexion en el punto de coordenadas (0,1).

o Se verifica:

Solucién:
En este caso las condiciones son p’(1) = 0, p”(0) =0y p(0) = 1. Ademés:
aa:4+bx3+cas2+d s
& el =22
1 T3 T . 4

|Derivando:

y' = 3az? 4 2bz + ¢
y" = 6ax +2b

Tenemos el sistemas:

3a+2b+c=0
26=0
d=1

Shrsrd=]

Este sistema tiene como solucién a = —%, b =0, c = % yd=1.
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Ejercicio 7.

© Representar graficamente el recinto limitado por la grifica de la funcion f(x) =Ilnx y el eje OX
entre las abscisas x = % yxr=e.

o Cualcular el drea de dicho recinto.

o Calcular el volumen del sdlido de revolucidn obtenido al girar dicho recinto alrededor del eje OX.

Y
y=Inz

® | =

<

¢ Calculamos las integrales definidas:

1 1 2
Ilz/ Inx dz = [wlnx—x] :—1—1—2
1
3

o=

que es negativa. La segunda integral es:

e e
Ig:/ Inx de = [mlnx—x] =1
1 1

El drea es:

2 2
S=-L+L=1-"41=2-2
(& €

¢ Para calcular el volumen, debemos calcular primero la siguiente integral indefinida:

/(ln z)? dz

Por partes:
9 2
u= (Inz) duz;lnxdz
dv = dx v==x

/(11133)2 dxzx(lnm)2—2/lnx dr = z(Inz)* —2xInz + 22+ C

El volumen es:

Vw/(lnx)zdmW{x(lnx)22xln:c+21+0} w(e5>
1 1 e
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13. Matrices y sistemas de ecuaciones (grupo F)

Ejercicio 1. Resolver la ecuacion:

1 1 1 2
1 2 -3 8
e -1 -1 1|70
1 -1 1 -2
Solucién:
1 1 1 2 1 1 1 2
12—38_—10—54__111_05;1
x—l—ll_x+1003_x220
1 -1 1 =2 2 0 2 0
4 -5 4
——lz+1 0 3:2'1:11 ;L’
0 2 0
11
=8 3‘—8~(3—x—1)—8~(2—x)

Primero hemos puesto ceros y hemos desarrollado el determinante por la segunda columna. Después
hemos puesto ceros y desarrollado por la tercera fila y hemos sacado factor comtin 4 de la primera fila.

Puesto que este determinante debe ser igual a cero:

8- (2—2)=0 = az=2

Ejercicio 2. Calcula el rango de la matriz:

1 1 0 1
M= {0 m 1 0
1 m+1 m m+1

sequn los valores de m.
Solucién:

Calculamos el determinante de la matriz formada por las tres primeras columnas:

1 1 0
0 m ll=m’+1-m—-1=m?>-m
1 m4+1 m

El determinante se anula para m = 0 y m = 1. Por consiguiente:
o m # 0, m # 1. El rango de la matriz es 3.
o m = 0. El rango de la matriz es:
1 1 0 1
rango [0 0 1 0| =2
11 01

puesto que hay tres columnas iguales.
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o m=1:

=3

NI
—= = O
=)
o O

1 1 1
rango |0 0| =rango |0
1 2 1

Para calcular el rango hemos suprimido la segunda columna puesto que sabemos que, de las tres
primeras, solo hay dos independientes. El determinante de la matriz es claramente distinto de cero
luego el rango de la matriz es 3.

Ejercicio 3. Averiguar para qué valores del pardmetro k admite inversa la matriz A:
1 2 -1
A=12 0 1
3 2 k
y halla la inversa de A para k = 1.

Solucion:

Para que la matriz tenga inversa, su determinante debe ser distinto de cero. El determinante es:

~1
1|=-4+4+6-2—4k=—4k
k

N O N

1
2
3
El determinante es cero para k = 0. Por consiguiente, existe la inversa de A siempre que k # 0.

Para k = 1 el determinante de la matriz es —4. La matriz adjunta es:

-2 1 4
adjA=1-4 4 4
2 -3 4
Trasponemos:
-2 -4 2
adjAl=11 4 -3
4 4 -4

y dividiendo por el determinante, obtenemos finalmente la inversa:

2 4 2
A—lzT 1 4 -3
4 4 -4

Ejercicio 4. Resuelve la ecuacion matricial B(2A+ 1) = AXA + B, siendo:

3 -2 -1 1 -1 2
A=]1-4 1 -1 B=|-1 0 -1
2 0 1 0o -1 1

Solucion:

Para despejar la matriz X calculamos en primer lugar la inversa de A. Procediendo como en el problema
anterior:

3 -2 -1

-4 1 —-1|=3+4+2-8=1

2 0 1
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La matriz adjunta es:

1 2 =2 1 2 3
adjA= |2 5 —4| = adjA'=|2 5 7
3 7 =5 -2 -4 -5
y
1 2 3
At=12 5 7
-2 -4 -5

Entonces tenemos:

AXA+B=B_2A+1I) = AXA=B(2A+1I)-B
— AXA=2BA+B-B
= AXA=2BA multiplicando a ambos lados por A™!
= A 'AXAAT' =24"'BAAT?
= X=24"'B
Por tanto
1 2 3 1 -1 2 -2 =8 6
X=2]2 5 7 -1 0 —-1|=1|—-6 -—-18 12
-2 -4 -5 0o -1 1 4 14 -10

Ejercicio 5. Se considera el sistema lineal de ecuaciones dependiente del pardmetro real k:

r—y+kz=1
20 —ky+2z=2
r—y—z=k—1
se pide:
o Discutase el sistema segun los valores de k.
o Resuélvase el sistema para el valor de k para el cual el sistema tiene infinitas soluciones.
Solucién:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 -1 k 1 -1 k
2 -k 1|=12 —k 1 |=(k+1)(-k+2)
1 -1 -1 0 0 k+1
El determinante se hace cero para k = —1 y k = 2. Pueden presentarse los siguientes casos:

o k# —1y k+#2rango A =rango A* = 3. El sistema es compatible determinado.

o k=-1
1 -1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
rango (2 1 1 2 | =rango (2 1 2 | =rango (2 1 2 (=3
1 -1 -1 =2 1 -1 -2 0 0 -3

Hemos suprimido la tercera columna que era igual que la segunda; después hemos restado la
primera fila a la tercera. Claramente, el determinante de la matriz que resulta es distinta de cero
con lo que el rango de la matriz ampliada es 3. Como en este caso la matriz de coeficientes tiene
rango 2, el sistema es incompatible.
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o Para k = 2:
1 -1 2 1 1 2 1 1 2
rango (2 —2 1 2| =rango |2 1 2| =rango |2 1| =2
1 -1 -1 1 1 -1 1 1 -1

Hemos suprimido la segunda columna que es igual a la primera cambiada de signo y la tltima
columna que es igual que la primera. Ambas matrices tienen rango 2 y el sistema es compatible
indeterminado.

Vamos a resolver el sistema para k = 2. Busquemos en la matriz de coeficientes

1 -1 2
2 =2 1
1 -1 -1

un determinante de orden 2 distinto de cero. Lo encontramos en las dos primeras filas tomando la columna,
primera y tercera. Eliminamos la tercera ecuacion con lo que el sistema queda:

r—y+2z=1
20 — 2y +z =2

La incégnita y que quedaba fuera del determinante la pasamos al segundo miembro como parametro t:

r+2z2=1+1
20+ 2=2+2t
Resolvemos por la regla de Cramer:
‘1+t 2‘
2+2t 1 1+t—-4—-4 -3-3t
T 2 1-4 =3 *
2 1
1 1+4¢
2 242t 24+2t—-2-2¢ 0 0
z = = = — =
1 2 1-4 -3
2 1

Asf pues, la solucién es (1 +¢,¢,0)

Ejercicio 6. Dado el sistema:

M+2y+z = 0
AXx—y+2z = 0
r—Ay+2z = 0

se pide:

o Obtener los valores del pardmetro A para los cuales el sistema tiene soluciones distintas de v =
y=2z=0.
© Resolver el sistema para A = 5.

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

A2 1
A =1 2/==22- A2 44 +14+222 -4 =12 —-61+5
1 -\ 2
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El determinante es cero para:

A2 GA+5=0 =—> {"’7
xTr =

o Para A # 1y A # 5 el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada es 3. El sistema
es compatible determinado y solamente tiene la solucién trivial x =y = 2z = 0.

o Para A =1 0 A = 5 el sistema tiene soluciones distintas de la trivial puesto que es compatible
indeterminado.

Para A = 5 tenemos el sistema:

Sr+2y+2=0
Sr—y+2z=0
r—5y+22=0

La matriz de coeficientes tiene rango 2. Buscamos un determinante de orden 2 distinto de 0, por ejemplo,
el formado por las dos primeras filas y las dos primeras columnas. La tercera ecuacién, que no forma
parte del determinante, la eliminamos. La incégnita z la pasamos al segundo miembro como parametro
z = t. Asi resulta el sistema:

ox + 2y = —t
Sr —y = —2t

Resolvemos por la regla de Cramer y obtenemos:

-t 2 5 —t
92t —1 5¢ —t 5 =2t =5t 1
xTr = = = —_— y = —_— = -
5 2 —15 3 5 2 -15 3

5 -1 5 -1

La solucién general del sistema es:

-t
7a77t
(559)

o multiplicando por 3 (ya que el sistema es homogéneo):

(—t, t, 3t)
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14. Matrices y determinantes (grupo H)

Ejercicio 1. Dada la matriz:

2 1 —a
M= 1{2a 1 -1
2 a 1

o Determinar el rango de M segun los valores del pardmetro a.

o Determinar para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcular dicha matriz inversa
para a = 2.

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz M:

2 1 —a 1 1 —a
20 1 —1/=2la 1 —1|=2(1-a*-1+a+a—a)=2(—a®+a)=—2a(a®—1)
2 a 1 1 a 1

El determinante se anula para a =0, a = —1 y a = 1. Pueden darse los siguientes casos:

(a) a #0,a# —1y a+# 1. El determinante es distinto de 0 y el rango de la matriz es 3.
(b) Sia=0:

2 1 0
rango |0 1 —1[ =2
12 0 1
(c) Sia=—-1:
[ 2 1 1
rango [—2 1 =1 =2
|2 -1 1
(d) Sia=1:
2 1 -1
rango (2 1 —1| =2
2 1 1

La matriz inversa existe cuando el determinante es distinto de 0, es decir, para a #0, a # -1y a # 1.

Calculemos ahora la matriz inversa para a = 2:

2 1 -2
A=l4 1 —1|; |4 =-12
2 2 1

Calculamos la matriz adjunta:

3 —6 6
adjA=|-5 6 -2
1 -6 -2

La matriz inversa es:

1 1
= madj At = —

At —=
12
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Ejercicio 2. Dadas las matrices:

1 0 0 1 0 O
A=1-3 1 -1 B=1|0 -1 0
5 -1 2 0 0 O
se pide:
o Hallar A7,

o Hallar la matriz X tal que AXA' = B donde A® significa la traspuesta de A.
Solucién:

Calculamos el determinante de la matriz A:

1 0 0
-3 1 —-1/=1

1 00
At=11 21
-2 1 1
Despejamos:
AXA'=B

ATTAX AT (AT = A B(AY)
X=A"'B(a)""

puesto que la traspuesta de la inversa es igual a la inversa de la traspuesta, tenemos que:

1 0 O[T 0 O]f1 1 =2 1 0 0] (1 1 -2 1 1 -2
X=]11 2 1,/0 -1 0|0 2 1|=|1 -2 0|0 2 1|=(1 -3 -4
-2 1 11({0 0 O[]0 1 1 -2 -1 0[]0 1 1 -2 -4 3

Ejercicio 3. Dado el sistema de ecuaciones lineales:

z+(k+1ly+2z=-1
kx+y+z=k
(k—1z—-2y—2=k+1

se pide:
o Discutirlo segun los distintos valores del pardmetro k.

o Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.
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Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:
1 k+1 2 2k—1 k-3 0
k 1 1=12k—-1 -1 0|=02k-1)(k-2)
k-1 -2 -1 k—1 -2 -1

El determinante se anula para k = % y k = 2. Pueden darse los siguientes casos:

(1) Sik+# % v k # 2 el rango de la matriz de coeficientes y el de la matriz ampliada es 3. El sistema
es compatible indeterminado.

(11) Si k = 3. El rango de la matriz de coeficientes es 2. En cuanto a la matriz ampliada:

1 2 2 - 32 -1 32 =2
rango % 1 1 % =rango | 1 1 % =rango | 2 1 11 =3
-z -2 -1 3 -2 -1 3 -4 -1 3

Para calcular el rango, hemos suprimido una columna, pues sabemos que de las tres primeras sélo
hay dos independientes. Hemos multiplicado la primera y tercera columna por 2 para trabajar con
numeros enteros. Finalmente, haciendo el determinante de la matriz resultante, se comprueba que
es distinto de cero y, por consiguiente, el rango de la matriz es 3.

En este caso el sistema es incompatible.

(11) Para k = 2 el rango de la matriz de coeficientes es 2. El rango de la matriz ampliada es:

1 3 2 -1 1 2 -1 0 0 -1
rango (2 1 1 2 | =rango (2 1 2| =rango [4 5 2| =2
1 -2 -1 3 1 -1 3 4 5 3

Como en el caso anterior, hemos suprimido una columna de las tres primeras. Después hemos puesto
ceros en la primera fila. Claramente, el determinante de la matriz resultante es cero y el rango de
la matriz es 2.

Resolvamos el sistema. Hay dos ecuaciones independientes. Nos quedamos con las dos primeras y
tomamos z = t como pardmetro. Resulta el sistema:

r+3y=-1-2¢t
20 +y=2-1

Resolviendo por la regla de Cramer resulta la solucién (%, %, t).

Ejercicio 4. Dado el sistema homogéneo:

rz+ky—2=0
kr—y+2z=0
(k+1x+y=0

averiguar para qué valores de k tiene soluciones distintas de x =y = z = 0. Resolverlo en esos casos.
Solucién:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 Eoo—1
k-1 1|=—k+k(k+1)—(k+1)-1=k k-2
E+1 1 0

El determinante se anula para k = —1 y para k = 2. Pueden darse los siguientes casos:
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(1)

(1)

(111)

Para k # —1y k # 2 el rango de la matriz es 3. El sistema es compatible determinado y solamente
admite la solucién trivial x =y = 2z = 0.

Para x = —1 la matriz de coeficientes es:
1 -1 -1
A=|-1 -1 1
0 1 0

El rango es 2. Hay dos ecuaciones independientes. Podemos quedarnos, por ejemplo, con las dos
ultimas. Tomando z = t como pardmetro resulta el sistemas:

—r—y=—t
y=0

que tiene como solucién (¢,0,t).

Para k = 2 la matriz es:

1 2 -1
A=12 -1 1
3 1 0

El rango de la matriz es 2. Las dos tltimas filas son independientes. Tomando z = ¢ como parametro
resulta el sistema:

20 —y = —t
3z+y=0

Resolvemos por la regla de Cramer y obtenemos la solucién (77 st t).

Ejercicio 5.

(a)

(b)

Sean A y B dos matrices invertibles que verifican la igualdad A+ B = AB. Comprobar que entonces
se tiene la formula:

(I-B)'=-B"'4
donde I denota la matriz identidad.
Dada la matriz:
-1 1
=

hallar la matriz B para la cual se verifica A+ B = AB.

Solucion:

(a)

De A + B = AB se deduce que:

A+B=AB
A—AB=-B
A(I-B)=-B

A=-BI-B)!
Entonces:

~B'A=-B"(-B(I-B))=(1-B)"
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(b) Despejamos ahora la matriz B:

A+B=AB
B-AB=—-A
(I-A)B=-A

B=—-(1-A)7'4A

Puesto que:

56
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15. Segundo examen de matrices y sistemas (grupo H)

Ejercicio 1. Dadas las matrices A = B ﬂ yX = E ]z]
o Obtener las relaciones que deben cumplir x, y, z y t para que la matriz X verifigue AX = XA.

o Dar un ejemplo de matriz X distinta de la matriz nula y de la matriz identidad que cumpla la
igualdad anterior.

o Calcular la inversa de la matriz A.
Solucion:

o Debe cumplirse:

1 21|z y| |z y| |1 2
2 1|z t| |z t||2 1
Efectuando los productos:

TH+2z2=x+2y

y+2t=2zx+y
20 +z=2+2t
2y+t=2z+1¢

Es decir y = z y © = t. Las matrices que conmutan con la matriz dada tienen la forma:
Ty
Yy T
¢ Una matriz de esta forma serfa:
0 1
1 0

¢ La inversa de la matriz A es:

4 11 =2
4 T 3-2 1

Ejercicio 2. De las matrices cuadradas A y B se sabe que:

2 1 0 -2 0 0
A+B=12 0 0f ; A> - AB+BA-B>=|0 2 0
-1 0 2 2 -1 0

se pide:

o Calcular la matriz A — B.

o Calcular las matrices A y B.
Solucién:

¢ Teniendo en cuenta que:

A? - AB+BA-B>=A(A-B)+B(A-B)=(A+B)(A-B)
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tenemos que
A?~AB+BA-B? = (A+B)(A-B)= | 0

Calculamos la inversa de A + B y resulta:

0 2 0
1
(A+B)—1=Z 4 -4 0

0 1 2

de modo que:

o Conocidas la suma y la diferencia es sencillo calcular las matrices:

1 1
A:i[(AJrB)Jr(A—B)]; B:i[(A+B)f(A—B)]
Asi:
1 [2 1 0] 0 1 0] (1 1 0
A:§200+—2—20: -1 0
-1 0 2] |[-1 2 o0 -1 1 1
1 (2 1 0] [0 1 0] [1 0 o0
B:5 2 0 0l—-]|-2 -2 0|]=12 1 o0
-1 0 2] |[-1 2 0 0 -1 1

Ejercicio 3. Dado el sistema:

T+ 2y + (m+3)z =3
r4+ y+(@d+m-—m?z =3
20 + 4y + 3(m+2)z =8

se pide:
o Discutirlo segun los valores del pardmetro m.
o Resolverlo para m = —2.
Solucién:
¢ Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 2 m—+3
1 1 44m—m?
2 4 3(m+2)

=3(m+2)+4(m+3)+44+m—m?) —2(m+3) —4(4+m —m?) — 6(m +2)

=—-m

Tenemos que para m # 0 el rango de ambas matrices es 3 y el sistema es compatible determinado.
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Para m = 0 el rango de la matriz de coeficientes es 2. En cuanto a la matriz ampliada:

1 2 3 3 1 2 3 1 2 3
rango |1 1 4 3| =rango [1 1 3| =rango |0 —1 0| =3
2 4 6 8 2 4 8 2 4 8

Hemos suprimido una de las tres primeras columnas puesto que sabemos que solamente dos son
independientes. Después hemos restado la primera fila a la segunda. El determinante de la matriz
que resulta es claramente distinto de cero y, por consiguiente, el rango es 3. Para m = 0 el sistema
es incompatible.

o Para m = —2 resulta el sistema:
r+2y+ z =3
T+ y—2z =3
T + 2y =4

que sabemos que es compatible determinado. La solucién es ¢ = -2, y =3, z = —1.

Ejercicio 4. Estudia el siguiente sistema segun los valores del pardmetro a y resuélvelo cuando sea
posible:

z+ y+ 32 =0
2r+ay+ 32 =0
3r 4+ 2y + 6az =0

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

11 3
2 a 3|=6a>+124+9—-9a—6—12a = 6a®> — 21la+ 15
3 2 6a

Los valores de a que anulan el determinante sona =1y a = % Entonces:

o Paraa #1ya# g el rango de la matriz es 3. El sistema es compatible determinado. Como el
sistema es homogéneo su solucién es la trivial x =y =z = 0.

o Para a = 1 el rango es 2. El sistema es equivalente a:

r+y+32 =0
2c +y+ 3z =0

Tomando z como pardmetro resulta la solucién (0, —3X, A).
o Para a = %, el rango de la matriz también es 2. El sistema es equivalente a:
r+ y+32 =0
{ 20+ 5y +32 =0
o quitando denominadores:

r+ y+3z =0
dx + 5y + 62 =0

Tomando z = A como pardmetro y resolviendo se obtiene la solucién (—9\, 6, \).
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16. Segundo examen de matrices y sistemas (grupo F)

Ejercicio 1. Dadas las matrices:

A R T

se pide:

o Hallar dos constantes o y 3 tales que A2 = oA+ BI.

o Calcular A® utilizando la expresion obtenida en el apartado anterior.

o Hallar todas las matrices X que satisfacen (A — X)(A+ X) = A? — X2,
Solucién:

o Calculamos A2:

NEEEE

Es evidente que:

A2 =92A-1

¢ Aplicando el resultado anterior:

A® = A%A%A
=2A-1)2A-1A
= (4A% —2AT —2IA + I*)A
=(8A—-4I—4A+ DA
= (4A-30)A
=44 - 34
=8A—4I - 3A
=5A—4]

SR

b

(A-X)A+X)=A2+AX —XA-X?=A?-X? = AX=XA

o Si:

Se trata de calcular las matrices que conmutan con A:

r+2z==x

1 21|z y| |z y| |1 2 y+2t=2z+y r=t
Rt | i -

t=2z+t

Las matrices que conmutan con A son las de la forma [95 ay:} .

60
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Ejercicio 2. Dado el sistema:

(m+3)x+2y+ 2z =3
A+m-m?)z+ y+ 2z =3
3(m+2)x + 4y +22 =38

se pide:
o Discutirlo segun los valores del parametro m.
o Resolverlo para m = —2.

Solucién:

Ver la seccién anterior. El sistema es el mismo intercambiando las incégnitas.

Ejercicio 3. Estudia el siguiente sistema segin los valores del pardmetro a y resuélvelo cuando sea
posible:

3r+ y+ z =0
3x4+2y+az =0
6ar + 3y + 2z =0

Solucion:

Ver la seccién anterior. El sistema es el mismo intercambiando las incognitas.

Ejercicio 4. Dada la matriz:

m—1 1 m 1
A= 1 m—1 m 1
1 1 2 m-—1

se pide:
o FEstudiar el rango de A segun los valores del pardmetro m.

o En el caso m = 0, resolver el sistema

N
SRS SIS ]
Il
o O O

Solucion:

¢ Calculamos el determinante de las tres primeras columnas:

m—1 1 m
1 m—1 m|=2m—-1*+m+m-mm—-1)—m(m-1)-2=0
1 1 2

Esto quiere decir que las tres primeras columnas son dependientes para todo valor de m. Efecti-
vamente, la tercera columna es la suma de las dos primeras. Para obtener el rango calculamos el
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determinante de las columnas primera, segunda y cuarta:

m—1 1 1 m+1 1 1

1 m—1 1 =m+1 m-1 1
1 1 m—1 m—+1 1 m—1
1 1 1

=m+1)]1 m—1 1

=(m+1)|0 m—2 0
0 0 m—2

— (m+1)(m - 2)°

Sim# —1ym #2 el rango de la matriz es 3.
Sim=—1:
-2 1 -1 1

rango | 1 -2 -1 1| =2
1 1 2 =2

puesto que la cuarta columna es combinacién lineal de la tercera y de las tres primeras solo hay
dos independientes.

Para m = 2:

o El sistema que resulta es:
-z +y +t =0
T =y +t =0
r+y+2z2—1t =0

que es un sistema homogéneo compatible indeterminado. De las dos primeras ecuaciones se deduce
que t =0y que = y. Tomando z = A como pardmetro obtenemos la solucién (—\, =\, A, 0).
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17. Primer examen de Geometria (grupo F)

Ejercicio 1. Calcular la ecuacion continua de la recta:

r+y—2z=3
T
3r—y+2=0

Solucién:
El vector director de la recta es el producto vectorial de los dos vectores normales:
W =(1,1,-2) x (3,-1,1) = (—1,-7,—4)

Puede tomarse como vector director v = (1,7,4). Para calcular la ecuacién de la recta debemos obtener
un punto. Dando el valor z = 0 resulta el sistema:

—2z2=3
{y +Z 0 = y=-3,z=-3
—y+z=

Entonces, un punto e la recta es P(0,—3,—3). Con el punto y el vector director podems escribir la
ecuacion continua de la recta:

xr y+3 z+3

1 7 4

Otro procedimiento es resolver el sistema formado por las ecuaciones implicitas de la recta. Tomando
T = )\ como parametro, resulta:

{y—?z:?)—)\ 1 ’B—A —2’ 1 ’1 3- A\
——s :

g+ z=—3) Y= 4 |-3x 1 1 —3)\‘4>‘3

asi, las ecuaciones paramétricas de la recta son:

T=A
y=TA—3
z=4XA—3

y despejando A en las tres ecuaciones e igualando resulta la ecuacién continua.

Ejercicio 2. Calcular el valor de m para que los puntos A(0,1,2), B(1,0,3), C(1,m,1) y D(m,—1,2m)
pertenezcan a un mismo plano.

Solucion:

Si los puntos son coplanarios, los vectores 1@ =(1,-1,1), 1@ =(1l,m-1,-1)y /ﬁ' = (m,—2,2m — 2)
son linealmente dependientes y, por consiguiente:

1 -1 1

1 m-—1 -1 |=0 = m=-2, m=2
m —2 2m — 2

Ejercicio 3. Considera las rectas:

: 11=
r—y—z-1=0 " 5 Y )

{m+y—|—z—|—3:0 x+1 z+d
r: ; s: =
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Halla el valor de d para que las rectas sean secantes.
Solucién:

Calculamos un punto y un vector director de la recta r. Dando por ejemplo a z el valor cero resulta:

~=-3
{z“’ — z=—1, y=-2
z—y=1

Un punto de la recta r es P(—1, —2,0). El vector director es el producto vectorial:
=(1,1,1) x (1,-1,-1) = (0,2, -2)

Para la recta s un punto es Q(—1,—1, —d) y un vector director es ¥ = (2,1, —2). Si las rectas se cortan,
los vectores 0, Uy ]@ son linealmente dependientes y se verifica que:

0 2 -2
21 2[=0 = -2d+2=0 — d=1
0 1 —d

Ejercicio 4. Halla el plano que contiene la recta
st —r=y—2=1-—2z2

y el punto A(3,1,6).

Solucién:

Un punto de la recta es P(0,2,1) y un vector director @ = (—1,1, —1). (Atencién, la recta NO esta dada
en forma continua puesto que los coeficientes de x y z no son iguales a 1). Tomando como punto del plano

Ay como vectores directores @ y AP = (—3,1,—5), la ecuacién del plano en forma de determinante es:
r—3 -1 -3
y—1 1 1 =0 = 2r4+y—2—-1=0
z—6 -1 -5

Ejercicio 5. Calcular el plano w perpendicular a la recta

4
r—1=y—2= -~
Y 6

y que pasa por el punto (0,0, 1).
Solucién:

El vector director de la recta @ = (1,1, 6) es normal al plano que nos piden. La ecuacién de este plano es:

1-(z—=0)+1-(y—0)+6:-(z—1)=0 = z+y+62—6=0

Ejercicio 6. Calcular la ecuacion del plano determinado por las rectas:
r=1+ A

st qy=X—-1
z=3—-A

y 33—z
rrr==>-= ;

3 2
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Solucion:

Hay que suponer que las rectas se cortan, pues, si se cruzan no determinan ningtn plano. Tomamos como
vectores directores del plano los de las rectas y como punto, uno de cualquiera de las dos rectas. La
ecuaciéon del plano es:

T 1 1
y 3 11=0 = z4+y+2z—-6=0
z—3 -2 -1

Ejercicio 7. Calcular la ecuacion de la recta perpendicular al plano 7w: 2x — 3y + 5z — 1 =0 y que pasa
por el punto A(2,2,3).

Solucién:
El vector normal al plano es vector directo de la recta. La ecuacion de ésta es:

r—2 y—2 z-3
2 -3 5

Ejercicio 8. Estudia la posicion relativa de las rectas r y s siendo:

=142\
r=1
r: cy=20 ; s:{ g2
2=\ +2 ==Y
Solucion:

La segunda recta puede escribirse en forma paramétrica:

=1
=M
z=2+4p

Un punto de la primera recta es P(1,0,2) y también es de la segunda para y = 0. Como tienen un punto
en comun y sus vectores directores son diferentes, las rectas son secantes.

Ejercicio 9. Dadas las rectas:

{xkz2 z—1
T ; S: =y+1l==z
y—z=-3

(Existe algun valor de k que haga que estas rectas sean secantes?
Solucioén:

La ecuacién de la recta r en forma paramétrica es:

r=2+kA
y=-3+2A
z2=A
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Un punto de esta recta es P(2,—3,0) y un vector director @ = (k, 1,1). Para la segunda recta, el punto es
Q(1,—-1,0) y el vector director 7 = (2,1, 1). Como en el problema anterior, para que las rectas se corten,
el siguiente determinante debe ser cero:

k2 -1
11 2|=0 = k=2
11 0

Sin embargo, para este valor de k las rectas son paralelas. No existe ningin k£ que haga que las rectas se
corten.

Ejercicio 10. Calcular la ecuacion de la perpendicular comun a las rectas:

T y—2 z-2
rn: —_m=—F—-= 3
-3 1 2

x+1 'y 243

R -1 1

Solucion:

El vector director de la perpendicular comun es:

ik
3 1 2|=(1,1,1)
2 -1 -1

El plano que contiene a r; y a la perpendicular comun es:

x -3 1
y—2 1 1|=0 = -—-z+5@y—-2)—4(:2—-2)=0 = —z+5y—42—-2=0
z—2 2 1

El plano que contiene a r y a la perpendicular comun es:

z+1 2 1
Y -1 11=0 = =3y+3(2:2+3)=0 = —-y+2+3=0
z+3 -1 1

La ecuacién como interseccién de planos de la perpendicular comun es:

—x+5y—4z—-2=0
-y+z+3=0
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18. Primer examen de Geometria (grupo H)

Ejercicio 1. Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta:

. r+y—2z=3
13z —y+2=0

Solucién:
El vector director de la recta es el producto vectorial de los dos vectores normales:
i=(1,1,-2) x (3,-1,1) = (=1, =7, —4)

Puede tomarse como vector director o = (1,7,4). Para calcular las ecuaciones paramétricas de la recta
debemos obtener un punto. Dando el valor x = 0 resulta el sistema:

—22=3
{y +Z 0 = y=-3,z=-3
—y+z=

Entonces, un punto e la recta es P(0,—3,—3). Con el punto y el vector director podemos escribir las
ecuaciones paramétricas:

=\
y=-3+T\
z=-=3+4A

Otro procedimiento es resolver el sistema formado por las ecuaciones implicitas de la recta. Tomando
r = A como parametro, resulta:

{y22—3>\ 1 '3>\ 2’ 1 ’1 3
=

Y+ 2= —3) Y=g sn 1| T ATE 2= —3)\’:4/\_3

asi, las ecuaciones paramétricas de la recta son:

=\
y=TA—3
z=4XA—3

Ejercicio 2. Calcular el valor de m para que los puntos A(0,1,2), B(1,0,3), C(1,m,1) y D(m,—1,2m)
pertenezcan a un mismo plano.

Solucion:

Si los puntos son coplanarios, los vectores ﬁ =(1,-1,1), ﬁ =(1,m-1,-1)y ﬁ = (m,—2,2m —2)
son linealmente dependientes y, por consiguiente:

1 -1 1
1 m-1 -1 |=0 = m=-2, m=2
m -2 2m — 2
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Ejercicio 3. Sean los puntos A(\,2,)), B(2,—X,0), C(\,0,\+2). sEziste algin valor de A para el que
los puntos A, B y C estén alineados?

Solucion:

Si los puntos estén alineados, los vectores AB = 2-=AN-A=2,-Ny AC = (0,—2,2) deberian tener la
misma direccién y en consecuencia, sus coordenadas proporcionales:
o -2 2
2—-XA —A-2 )

Este sistema de ecuaciones no tiene solucién. En consecuencia los puntos no pueden estar alineados.

Ejercicio 4. Calcular la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,—2,1), B(3,2,2) y es perpen-
dicular al plano de ecuacion x —y+1=0.

Solucion:

Los vectores directores del plano buscado son zﬁ =(2,4,1) y (1,—1,0) que es el vector normal del plano
dado. El plano que buscamos es:

r—1 2 1
y+2 4 —1/=0
z—1 1 0

Ejercicio 5. Halla el plano que contiene la recta
st —x=y—2=1—-2

y el punto A(3,1,6).

Solucién:

La recta, escrita en forma continua, es:

-1 1 -1

x y—2 z-1

un punto de la recta es P(0,2,1) y el vector director @ = (—1,1, —1). Los vectores directores del plano
son U y ﬁ = (—3,1,-5). La ecuacién del plano es:

T -1 -3
y—2 1 1(=0
z—1 -1 =5

Ejercicio 6. Calcular el plano w perpendicular a la recta

z
_1=y—2=2=
T Y 6

y que pasa por el punto (0,0,1).

Solucion:
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El vector normal al plano es 7 = (1,1, 6) (vector director de la recta). La ecuacién del plano es:

l(lx—0)+1(y—0)+6(z—1)=0 = z4+y+62—6=0

Ejercicio 7. Sean las rectas:

e _y—-1_ z-2 5 x—3y—5=0
1 "lz—-32-8=0

Hallar la ecuacion del plano m que contiene a r y es paralelo a s.

Solucion:

Los vectores directores de r y s son vectores directores del plano. El vector director de la recta s es:

i 7k
1 -3 0/[=(9,33)
1 0 -3

La ecuacién del plano es:

Ejercicio 8. Dado el plano w: x+3y+ 2z = 4, calcular el punto simétrico P del punto O(0,0,0) respecto
del plano .

Solucion:

Calculamos la recta perpendicular a 7 por el punto O(0,0,0):

r=t
y =3t
z=1

Calculamos el punto @, interseccién de la recta y el plano:

r=1

=3t 4
Y — 4 9%+t=4 — t=—
z=1 11
r+3y+z=4

Asi que el punto de interseccién es Q (%, %7 ﬁ).

Puesto que @ es punto medio entre O y su simétrico P(z',y’, 2’):

4 _ 0t 8

11 2 11
12 0+ Y
- 2 YT
4 042 8

11 2 11
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24
11°

El punto simétrico es P (%, 1

i)

=

Ejercicio 9. Dadas las rectas:

r—kz=2 z—1
r: ; S: =y+1l==z
y—z:—3 2

¢ Existe algun valor de k que haga que estas rectas sean secantes?
Solucién:

La ecuacién de la recta r en forma paramétrica es:

r=2+k\
y=-3+A
z=A

Un punto de esta recta es P(2,—3,0) y un vector director @ = (k, 1,1). Para la segunda recta, el punto es
Q(1,—-1,0) y el vector director ¥ = (2,1, 1). Como en el problema anterior, para que las rectas se corten,
el siguiente determinante debe ser cero:

k2 -1
11 2(=0 = k=2
11 0

Sin embargo, para este valor de k las rectas son paralelas. No existe ningiin k& que haga que las rectas se
corten.

Ejercicio 10. Calcular la ecuacion de la perpendicular comun a las rectas:
x+1 'y 243

T _y—2:z—2 Y
2 -1 -1

-3 1 2

T :

N To ©
Solucion:

El vector director de la perpendicular comiin es:

ik
-3 1 2|=(1,11)
2 -1 -1
El plano que contiene a r; y a la perpendicular comtun es:
T -3 1
y—2 1 1|=0 = —2z+5@y—2)—4(2—-2)=0 = —z+5y—42—2=0
z—2 2 1
El plano que contiene a 75 y a la perpendicular comun es:
z+1 2 1
Yy -1 11=0 = =3y+3(2+3)=0 = —-y+2z+3=0
z+3 -1 1

La ecuacién como interseccién de planos de la perpendicular comin es:

—r+5y—42—-2=0
-y+z+3=0
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19. Examen de Geometria 2°F

Ejercicio 1.

o Determinar la posicion relativa de las rectas:

r.m+4_y—7 z 5 rT+2y—52—-5=0
-3 4 1 '

20 +y+22—-4=0

o Hallar los puntos de la recta:

z—3 y—5 z+1
1 1 -1

T

cuya distancia al plano m: 2z —y+ 22+ 1 =0 es igual a 1.
Solucién:

o Para la primera recta un vector director es @ = (—3,4,1) y un punto P(—4,7,0).

El vector director de la segunda recta es:

i j ok
T=|1 2 -5/ =(9,—-12,-3)
2 1 2

Se ve claramente que las rectas son paralelas puesto que las coordenadas de los vectores directores
son proporcionales. Las rectas no son coincidentes porque el punto P no pertenece a s.

¢ Los planos paralelos que estan a distancia 1 del plano dado tienen como ecuacién 2x—y+2z+D = 0
y cumplen:

D-1

vVi+1+4

Los planos son 2z —y+22+4=0y2x —y+22—-2=0.

Calculamos los puntos de interseccién de la recta dada con estos planos:

2c —y+2z2+4=0 20 —y+22—-2=0
=3+ =3+
y=5+A y=5+A
z=—-1—-M\ z=—-1-X

y obtenemos los puntos P(6,8, —4) y @ (2,0,4).

Ejercicio 2. Un plano corta a los ejes de coordenadas en los puntos A(1,0,0), B(0,A,0), C(0,0,4). se
pide:

o Hallar el valor de A > 0 de manera que el volumen del tetraedro OABC (donde O es el origen)
sea 2.

o Para el valor de \ obtenido en el apartado anterior, calcular la longitud de la altura del tetraedro
OABC correspondiente al vértice O.

Solucion:
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o Puesto que el volumen del tetraedro es 2:

1 0 0
0 XN 0)=%2 = 4A==£12 = A=43
0 0 4

=

Puesto que nos piden la solucién positiva, ésta es A = 3.

¢ La ecuacion del plano ABC es:

%4_%4_2:1 = 12z+4y+32—12=0

La distancia desde O(0,0,0) a este plano es la altura que nos piden:

[12-0+4-0+3-0-12| 12

h =2
V144 +16 49 13

Ejercicio 3. Dadas las rectas:

z—1 y—2 =z r+2 y z-2
= —= = S = = - =

2 3 1’ 2 1 1

r=
se pide:
o Determinar la distancia entre las rectas r y s.
o Estudiar si la recta t paralela a r y que pasa por O(0,0,0) corta a la recta s.
Solucién:

¢ Calculamos el plano que contiene a r y es paralelo a s:

z—1 2 2
y—2 3 1|=0 = zx—-22—-1=0
z 1 1

y ahora la distancia desde el punto P(—2,0,2) de la recta s a ese plano:
d'—2—2-2—1‘ 7
V1i+4 V5

¢ Tenemos la paralela a r por el origen:

T =2\
y =3\
z=A

y tenemos que calcular su posicién relativa con:

T =—24+2\
y=A
z=2+ A\

Calculamos el determinante cuyas columnas son los vectores directores y el vector que une un
punto de cada recta:

2 2 -2
31 0[+£0
11 2

Las rectas se cruzan.
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Ejercicio 4. Dadas las rectas:

y—1 z4+1
r=r=>"—= ; S

2 -1’

{y +z2=3
20 —y =2
se pide:
o Hallar la ecuacion del plano m determinado por v y s.
© Hallar la distancia desde el punto A(0,1,—1) a la recta s.

Solucion:

¢ Un vector director de la segunda recta es (1,2, —2).

Puesto que nos piden el plano que determinan suponemos que las rectas se cortan. La ecuacion
del plano que las contiene es:

T 1 1
y—1 2 21=0
z+1 -1 =2
¢ El plano perpendicular a s por A es:
{r—=0)+2(y—1)—2(2+1)=0 = z+4+2y—22—-4=0
La interseccién del plano y la recta es:
r+2y—2z—4=0

y+z=3
2 —y=2

que tiene como solucién P(2,2,1).

La distancia que nos piden es el médulo del vector ﬁ =(2,1,2):

d=Vi+1+4=3

Ejercicio 5.

o Dados los puntos P(2,1,-1), Q(1,0,2) y la recta:

=242\
r=qy=1-—2X\
z=3

determinar los puntos de r que equidistan de P y Q.
o Determinar la ecuacion del plano © que pasa por el punto Q y es perpendicular a r.
Solucién:
¢ Calculamos el plano mediador de los dos puntos:
(=22 +@w—-1)24+(+1)2=(x-1)2+¢y*+ (2 —2)?
Simplificando:

—2r—-2y+6z+1=0
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Calculamos el punto de corte de este plano y la recta es:

—2x—-2y+62+1=0

r =242\
y=1-—2AX
z=3

.z 11
que da como solucién el punto P (15, 5 3)

o El plano es:

2e-1)-1(y—0)+0(z—2)=0 = 20—-y+2=0

74
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20. Examen de Geometria 2°H

Ejercicio 1. Dadas las rectas:

T—ay=2 r—z=1
r= s
ay+z=1 y+z=3

se pide:

o Discutir la posicion relativa de las dos rectas segun los valores del pardmetro a.
o Sia =1, calcular la distancia minima entre las rectas r y s.
Solucién:

o Tomando como pardmetro y = t, la recta r se escribe:

r=2+at
y=t
z=1—at

y la recta s tomando como pardmetro z = ¢:

r=1+1t
y=3—1t
z=1t

Un punto de la primera recta es P(2,0,1) y de la segunda Q(1,3,0). Entonces ]@ =(-1,3,-1).
Los vectores directores son @ = (a,1,—a) y ¥ = (1,—1,1). Para que las rectas sean coplanarias los

vectores directores y Fﬁ deben ser dependientes y por tanto:

a 1 -1
1 -1 3|=0
—a 1 -1

que tiene como solucién a = 0. Entonces tenemos que si ¢ = 0 las rectas como son coplanarias y
no son paralelas, se cortan. Para a # 0 las rectas se cruzan.

¢ Calculamos el producto mixto de los tres vectores:

La distancia es:

d(r,s) = [, 9, PQ] Pﬁ]’ = 1 V2

|@ x ]
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Ejercicio 2. Dado el punto P(1,3,—1), se pide:
o FEscribir la ecuacion que deben verificar los puntos X (x,y, z) cuya distancia a P sea igual a 3.

o Calcular los puntos de la recta:

r =3\
y=14+2A
z=1—4\

cuya distancia a P sea igual a 3.
Solucién:
¢ La superficie esférica de centro P(1,3,—1) y radio 3 es:
(=12 + @y -3+ (z+1)?>*=3
¢ Resolvemos el sistema:

(=12 +(y=3)0°+(+1)*=9

T =3\
y=14+2A
z=1—4\

y obtenemos:
BGA-12+(1+A=3)*+1-4r+1)*=9
BA=1)2+(A=2)2+(2-4))*=9
2602 —260=0 = AX=0, A =1

Los puntos son A(0,1,1) y B(3,2,-3).

Ejercicio 3. Dados el punto A(1,—2,-3), la recta

. r+y+1=0
“lz=0

yelplanonm: x—2y—3z+1=0, se pide:
o FEcuacion del plano que pasa por A, es paralelo a v y perpendicular a 7.
o Fcuacion de la recta que pasa por A, corta a v y es paralela a 7.
Solucién:

¢ Las ecuaciones paramétricas de la recta r son:

r=—-1—A
y=A
z=0

Si el plano es paralelo a r tiene un vector director @ = (1,1,0) (el vector director de r) y, si es
perpendicular a 7, otro vector director es ¥ = (1, —2, —3) (el vector normal de 7). La ecuacién del
plano es:

r—1 -1 1

y+2 1 -2/=0 = —-z+y—2z=0
z+3 0 =3
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¢ Calculamos el plano paralelo a m que pasa por A:

Wz—1)—2(y+2)—3(:+3)=0 — z-2y—32—14=0

y el plano que contiene a r y A. Si P(—1,0,0) es un punto de r, los vectores directores del plano

son el vector director de la recta @ = (—1,1,0) y AP = (—2,2,3). La ecuacién del plano es:

r+1 -1 =2
Yy 1 2|=0 = 3+1)4+3y=0 = z4+y+1=0
z 0 3

La recta que buscamos es la interseccién de los dos planos:

r—2y—32—14=0
r+y+1=0

Hay que tener en cuenta que si esta recta fuese paralela a r (no lo es), el problema no tendria

solucién.

Otra manera de resolver el problema es calcular el plano paralelo a m por A, calcular el punto P

de interseccién de r con este plano y (si existe) la recta buscada es la recta AP.

Ejercicio 4. Dados el plano:
m=zcz+y+z=1

y la recta:

z—1 y+1 z
r= = =—

2 3 —4

se pide:

o Hallar el punto P determinado por la interseccion de r con 7.

© Hallar un plano mo paralelo a m1 y tal que el segmento de la recta r comprendido entre los planos

m Yy mo tenga una longitud de /29 unidades.
Solucién:

¢ El punto es la solucién del sistema:

r+y+z=1
r=1+2t
y=—1+3t
z = —4t

que da el punto P(3,2, —4).
o Calculamos la ecuacién de la superficie esférica de centro P y radio v/29:
(x—3)2+(@y—27°%+(2+4)*=29
y la interseccion de r con esta superficie:
(x=3)*+(y—2°+ (2 +4)* =29
r=142¢

y=—-1+3t
z = —4t
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(142t —3)2 + (=1 +3t —2)? + (—4t +4)> =29
(2t —2)% + (3t —3)* + (4t +4)* =29
29t —58t =0 = t=0,t=2
Los puntos son A(1,-1,0) y B(5,5,—8).
Finalmente, calculamos los planos paralelos a m por estos puntos:
-D+y+1)+2=0 = z+4+y+2=0
(x—=5)+(y—5)+(2+8)=0 = z4+y+2z—2=0

Ejercicio 5. Dada la recta:

x—1 'y =z
1 -1 1

yelplanon: x+y—2z+1=0, hallar la ecuacion de la recta s simétrica de la recta r respecto del plano

.

r=

Solucién:
Calculamos el punto de corte de la recta y el plano:

r+y—2z4+1=0

r=14+1
y=—t
z=1

que da como solucién el punto P(2,—1,1).

Ahora calculamos el simétrico de un punto de la recta, por ejemplo A(1,0,0) respecto al plano. La
perpendicular al plan por A es:

r=1+1
y=t
z= =2t

La interseccién de esta recta y el plano (el pie de la perpendicular) es la solucién del sistema:

r+y—2z4+1=0

r=1+4+1
y=t
z= =2t

que da el punto Q (2, —%, 2). Este es el punto medio entre A y su simétrico 4'(2',y/, 2'):

2 _1+o 1
2_ o=k
3 2 3
1 , 2
R
2 2 N , 4
37 2 “73

e
Finalmente calculamos la ecuacién de la recta A'P. El vector director es A'P = (f%, %, %) 0 también
(—5,1,1). La recta simétrica es:
x—2 y+1 =z-1
-5 1 1
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21. Examen mayo 2013

Ejercicio 1. Dada la funcion:

2 +2

o) =7

y=z+2,z=1.
Solucion:

(a) Calculamos la derivada:

by 2x(@®+1) - 2@ +2) -2
Ja) = (2 +1)2 - (2241)2

El signo de la derivada esta dado por:

0
+

|
{
0
La funcién es creciente en (—oo,0) y decreciente es (0, 00). Hay un méximo relativo en (0, 2).

(b) Calculamos la segunda derivada:

() = —2(2? +1)? — 2(2? + 1)220(—22)  —2(2*+1) +82% 622 —2
(@) = (@2 +1)2 T @A) (@rp

. . _ 1 1
Hay puntos de inflexién en z = Byenzr =z

(c) No hay asintotas verticales puesto que el denominador no tiene ceros. La asintota horizontal es
y = 1 puesto que:

, xt2
lim

=1
m~>oox2+1

La grafica de la funcién es:

7:r2+2
(0,2) y_l.2+1

Sl
5l
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(d) El recinto esté representado en la siguiente figura:

¥ 42
02) YT
y=1
(72’0)
@) X
y=x+2 m=1

El drea es la suma del drea de un tridngulo (de base y altura iguales a 2) y el drea bajo la curva

yzigﬁ entre 0 y 1:
1,2 1
e+ 2 1 1 T T
S =2 ———dzx =2 1+ —— | dz=2 { t }:2 (1 —):3 -
+/O 221 T +/O < +x2+1> T +x+arga:0 + +4 +4

Ejercicio 2. Dada la funcion:

2m2+3z

f(fC): a r=0
1
e = x>0

se pide:

(a) Determinar el valor de a para que f sea continua en x = 0.
(b) Para ese valor de a estudiar la derivabilidad de f en x = 0.

(¢) Hallar si las tiene las asintotas de la grdfica de f(x).
Solucién:

(a) Para que sea continua, los limites laterales en & = 0 deben ser iguales, e iguales al valor de la funcién
a:
; 222+ 3z
lim f(z)= lim ——— =0

r—0~ x—0~ r—1

1
Im f(z)= lim e = =" > =0
z—0t f( ) rz—0t

Por consiguiente, la funcién serd continua si a = 0.

(b) La derivada para los valores de x distintos de cero es:

2
72’”(;45;3 <0

fi(x) =

1
x%ez x>0
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Para que la funci6 sea derivable, deben coincidir las derivadas por la izquierda y por la derecha:

222 — 4z — 3
/ ) = 1/[[] 4 = 1,[[ —_— = —
f (0 ) z—1>0* f (x) w—1>0* (13 — 1)2 3

8l

FOY) = tim f(z) = lim — e

z—0t z—0— T2
Este segundo limite puede calcularse con el cambio % =t de forma que cuando x — 0%, t — oo:

et 12

Por tanto, la funcién no es derivable.

(c) Hay una asintota oblicua y = 2z + 5 cuando © — —oo (la asintota de la funcién racional) y una
asintota horizontal y = 1 cuando & — 400 (la asintota de la funcién exponencial). La recta x = 0
que serfa asfntota de la funcién racional no es asintota de f(z) puesto que para = = 1 la funcién se
define mediante la exponencial.

Ejercicio 3. Dado el sistema de ecuaciones lineales:

3x+2y+ (a—1)z =1
—x + ay + z =0
20+ y — 2z =3

se pide:

(a) Discutir las soluciones segin los valores de a.

(b) Hallar la solucidn del sistema para a =1
Solucién:

(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

3 2 a-1
-1 a 1 |=-6a—a+1+4—2a(a—1)—3—4=—2a*+5a+2
2 1 =2
Este determinante se anula para a = =2y a = f%. Pueden darse los siguientes casos:

(1) a#—2.a# —%. El rango de la matriz de coeficientes es 3. El rango de la matriz ampliada
serd también 3 y el sistema es compatible determinado.

(11) a = —1. El rango de la matriz ampliada es:
3.2 —3 1 3 2 1
rango |1 —% 1 0| =rango |2 -1 0| =3
2 1 -2 3 2 1 3
y, puesto que el rango de la matriz de coeficientes es 2, el sistema es incompatible.
(111) a = —2. Calculamos el rango de la matriz ampliada:
3 2 =31 3 2 1
rango (—1 -2 1 O0Of =rango [-1 -2 0| =3
2 1 -2 3 2 1 3

El sistema es también incompatible.
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(b) Para a =1 tenemos el sistema:

3z + 2y =1
—x+ y+ 2z =0
2c + y—2z =3

Es un sistema compatible determinado. Resolviendo por cualquier método se obtiene la solucién:

S
I
—
W=

\
Wk

Ejercicio 4. Se consideran la recta y los planos siguientes:

r=2-3X\
r=qy=1+2\ ; m=2-3x+2y—2=0; m=3+22x+2y—2z=0
z=4-A

Se pide:

(a) Determinar la posicion relativa de la recta respecto a cada uno de los planos.
(b) Determinar la posicion relativa de los planos.

(¢) Calcular la distancia de v a ms.
Solucién:
(a) El vector director de la recta r es @ = (—3,2, —1) y los vectores normales a los planos 7 y 73 son
i1 =(-3,2,1) y n3 = (2,2, —2). Entonces:

(1) El vector director de la recta r tiene la misma direccién que el vector normal al plano 7. La
recta, corta perpendicularmente al plano.

(1) Calculamos el producto escalar @ - 123:
W-np=-3-24+2-2—-1-(-2)=—-6+44+2=0

Los dos vectores son perpendiculares. Esto quiere decir que, o bien la recta esta contenida en
el plano, o bien es paralela. Para distinguir entre los dos casos, tomamos un punto de la recta,
por ejemplo P(2,1,4) y comprobamos que no esta contenido en el plano:

2:-242-1-2-443#0
Entonces, la recta y el plano son paralelos.

También podiamos haber resuelto el sistema formado por las ecuaciones de la recta y el plano.
Veriamos que en el primer caso el sistema es compatible determinado y el plano y la recta se cortan
en un punto, y en el segundo es incompatible y, en consecuencia, son paralelos.

(b) Es evidente que los planos no son paralelos y, por consiguiente, se cortan.
(c) Basta calcular la distancia desde un punto cualquiera de la recta (por ejemplo P(2,1,4)) al plano:

C2:242.1-2-443] 1

d
Vi+4+4 V12
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22. Examen septiembre 2013

1. (a) Demostrar que la ecuacion 4z° + 3x +m = 0 solo tiene una raiz real, cualquiera que sea el
numero m. Justifica la respuesta indicando qué teoremas se usan.

(b) Calcular razonadamente las siguientes integrales definidas:

™ /2 2
/ e cosz dx / _ sener dz
0 o 1+cos?2x

Solucion:

(a) Seala funcién f(z) = 42° + 3z + m continua y derivable para todo valor de z. El problema es
equivalente a demostrar que f(z) solamente tiene un cero.

De acuerdo con el teorema de Rolle, entre cada dos ceros de una funcién continua y derivable
debe haber al menos un cero de la derivada. Pero la derivada de f:

f'(x) =202* +3

no se anula para ningin valor. Por consiguiente, f(z) tiene a lo sumo un cero.

Demostremos que efectivamente se anula:

lim f(x) = —co = f(z) toma valores negativos
T——00

lim f(x) = 0o = f(x) toma valores positivos
Tr—r0o0

Puesto que la funcién toma valores positivos y negativos, de acuerdo con el teorema de Bolzano
debe existir al menos un punto en el que toma el valor cero.

(b) La primera integral:

/62:6 cosx dx

la calculamos por partes:

u= e du = 26%* dz:
dv = cosz dx v =senx
Entonces:

/ezxcosx dx:e%senw—2/e%senw dx

Integrando de nuevo por partes:

u=e*" du = 2¢** dz

dv =senx dx V= —CoSx

/62” cosz dz = e*®senz — 2/62” senx dx
_ 2z 2x 2x
=e““senx — 2 —e*“cosxz +2 | e cosx dx

=e¥senz + 2e*F cosz — 4 / e%* cosz dz
y despejando:

/62”” cosz dr =

(e2x senz + 2e% cos x) +C

ot =
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La integral definida es igual a:

™

/ e cosz dz = 1 (62”” senz + 2e2* cosx) = —g (1 + 62”)
0 5 0 5

Para resolver la segunda integral

/”/2 sen 2z
———— dx
o 1+cos?2x

hacemos el cambio de variable:

t = cos 2z
dt = —2sen2x dz
de¢
sen 2x da = —5

y ademas:
T
x:§ = t=-1
r=0 = t=1

de forma que la integral queda:

/’*/2 sen2r 1/—1 Ly 1/1 dt 1{ . t}l T
————dx = —= ——dr =~ = — |ar = —
s 1+cos?2z 2 ), 1+ o) 1z 2 MY T

2. Dado el sistema de ecuaciones lineales:

3z + ay +4z =6
z+(a+ly+ z =3
(a—1zx — ay —3z = —3

se pide:
(a) Discutir el sistema segun los valores de a.
(b) Resolverlo para a = —1.

Solucion:

(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

3 a 4
1 a+1 1|=-9@a+1)+ala—1)—4a—4(a—1)(a+1)+3a+3a=—3a*—8a—5
a—1 —a =3
El determinante se anula paraa = -1y a = f%. Pueden darse los siguientes casos:

(1) a# -1, a# % El rango de la matriz de coeficientes es 3. El rango de la matriz ampliada
serd también 3 y el sistema es compatible determinado.

(11) a = —2. El rango de la matriz ampliada es:
3. -5 4 6 3 4 6 3 4 6
rango | 1 f% 1 3 | =rango | 1 1 3 | =rango | 1 1 3
8§ 5 _8 _3 _ -8 —9 _—
-8 3 -3 -3 3 3 3 8 9 9
(o simplificando la tltima columna)
3 4 2 3 1 -1
=rango | 1 1 1| =rango | 1 0 0] =3
-8 -9 -3 -8 -1 5

y, puesto que el rango de la matriz de coeficientes es 2, el sistema es incompatible.
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(111) a = —1. Calculamos el rango de la matriz ampliada:
3 -1 4 6 -1 4 2 -1 2 2
rango | 1 0 1 3 | =rango | O 1 1 | =rango | O 0 11 =2
-2 1 -3 =3 1 -3 -1 1 -2 -1

(Hemos quitado la primera columna pues sabemos que es dependiente, hemos simplificado
la ultima y, finalmente hemos puesto ceros en la segunda fila). Como el rango de la matriz
de coeficientes es también 2, el sistema es compatible indeterminado.

(b) Para a = —1 el sistema tiene la forma:
3r —y+4z =6
T + z =3
—2x+y—3z = —3

Sabemos que este sistema es compatible indeterminado y que hay dos ecuaciones independi-
entes. Nos quedamos con las dos primeras:

3r —y+4z =6
T + 2z =3

Tomando z = A como parametro obtenemos la solucion:

r=3—A
y=3+2A
z=A

3. Sea el plano m = x + 2y + 3z = 6:

(a) Hallar el punto simétrico de (0,0,0) respecto de .
(b) Hallar el plano perpendicular a m que contiene al eje OZ.

(¢) Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen y los puntos de interseccion de
con los ejes coordenados.

Solucion:

(a) Calculamos la perpendicular por O(0,0,0) al plano 7 = x 4 2y + 3z = 6:

r=t
y =2t
z =3t

y la interseccién de la perpendicular y el plano:

r+2y+32=6

r=t
y =2t
z =3t

3 6 Q)
70707)
Este es punto medio entre O y su simétrico O'(2',y’, 2’). Entonces:

y se obtiene el punto @ (

3 0+ , 6

7 2 7

De forma similar se obtienen 4’ y 2’. El punto simétrico es O’ (g, 121 )

7T
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(b) Si contiene al eje OZ, pasa por el origen y un vector director es (0,0, 1). Si es perpendicular
a m, otro vector director es (1,2,3). El plano es:

IS
— oo
W N
Il
=

(¢) Los puntos de interseccién del plano 7 con los ejes de coordenadas son A(6,0,0), B(0,3,0) y
C(0,0,2). Las aristas del tetraedro con origen en O son:

OA=(6,0,00; OB=(0,30); OC=(0,0,2)

El volumen del tetraedro es:

6 0 O

V= 0] =6
2

| =

0 3
0 0

4. Dadas las rectas:

z+4 y-7
T =

r+2y—5z—5=0
S
2r4+y+2z—-4=0

(a) Determinar su posicion relativa.
(b) Calcular su distancia.
Solucién:

(a) Escribimos las ecuaciones de las dos rectas en forma paramétrica. La primera es:

r=—4—3\
T Qy="74+4\
zZ=A

Para la segunda, tomando z = pu como parametro, se obtiene:

r=1-3u
s ey=2+4p
zZ=U

Resulta evidente que las rectas son paralelas.

(b) Para obtener su distancia necesitamos un punto de cada recta P(—4,7,0) y Q(1,2,0) y el
vector director @ = (—3,4,1):

i ik
PO=(5,-50); @xP@=|-3 4 1|=(55-5)
5 5 0

La distancia entre las rectas es:

i x PO| VBT 2B+ /5

d: = =
i VO+16+1






