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1. Limites y continuidad

Ejercicio 1. Dada la funcion f(x) = 2% + 2% — coswx, demostrar que existe un valor T = a positivo y
menor que 2, que verifica f(a) = 3. Obtener dicho valor con una aproximacion de una décima.

Solucién:
¢ La funcién f(x) es continua para todo x por ser suma de funciones continuas.

o En los extremos del intervalo [0, 3]:
f(0)=-1<0
f(8)=27+9—cos3r =37
¢ Como consecuencia del teorema de los valores intermedion, f toma en el intervalo (0, 3) todos los

valores comprendidos entre —1 y 37. Por consiguiente, existe el punto a € (0,3) en que toma el
valor 3.

Para calcular el valor de a con la aproximacién pedida, buscamos un intervalo de longitud una décima
en el que la funcién cambie de signo. Probamos para £ = 1 y encontramos:

f(1)=1+1—cosm=3

Ya no necesitamos continuar. Para a =1, f(1) = 3.

x

Ejercicio 2. Demostrar que las grdficas de las funciones f(x) = lnx y g(x) = e™* se cortan en algin

punto y calcular la parte entera de la abscisa del punto de corte.
Solucion:
El problema es equivalente a demostrar que existe solucién de la ecuacién:
Inz=e""
o que la funcion:
Fz)=lnz—e"
se anula para algun valor de x.
Tenemos que:
o F(z) es continua en todo su dominio de definicién.
o Ademss:
Fl)=Inl—-e'<0
F(2)=In2—-¢2>0

Como consecuencia del teorema de Bolzano existe « € (1,2) tal que F(c) = 0. Para x = ¢ se cortan ambas
curvas. La parte entera de c es igual a 1.

Ejercicio 3. Dada la funcion:

a(z —1)2 siz <0
fl)=qsen(b+z) si0<z<m

us

six>m
xT



1 LIMITES Y CONTINUIDAD

calcular a y b de modo que sea continua en todos sus puntos.

Solucion:

¢ En todos los puntos distintos de x = 0 y x = 7 la funcién es continua.

o Para que sea continua en x = 0 los limites laterales deben ser iguales:

a

lm f(z) = lim a(z—1)* =

r—0~ r—0~

It = lim sen(b =senb
Jim, f(x) Jim, sen(b+ x) = sen

Por consiguiente, debe cumlirse a = senb

o Para que sea continua en z = 7:

lim f(x)=

T Tz

lim f(z) = lim — =1
1m xrr) = m — =

z—mt rz—nt T

lim sen(b+x) =sen(b+m) = —senb

Para ue la funcién sea continua debe cumplirse:

3

—senb=1 —

2

Entonces:

a=senb= -1

b= — £+ 2km

(k=0,1,2,...)

Ejercicio 4.

a) Calcular los siguientes limites:

(\/w2—4m+3—x)

(1) lim

T—0o0

b) Calcular las asintotas de la funcion:

3 —2x+1

Y=

Solucion:

¢ Calculemos los limites:

(\/x2—4x+3—x)

lim
xTr—r 00

lim
xr—r 00

lim
xTr—r00

T+ 4

1
(1) lim 3012

z—1

()"

(\/:v274x+37x) (\/x274x+3+x)

Va2 -4z +3+z

x? —Ax 4+ 3 — 22

vV —4r+3+z
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2
, r+4 =1 , ctd _1)_2 3 4+4-3z-2\_2
lim = lim e(ﬁw2 et — lim e( st )7t
z—=1\ 3z + 2 x—1 rz—1
; (272z) 2 / —4
= lim e\3z+2/)z—1 = ]{m e3z+2
rx—1 rz—1

=€

EUS

¢ Las posibles asintotas verticales de la funciéon son z = —1 y x = 1. Lo comprobamos calculando
los limites:

2 —2x+1 2

Iim ——— = — =00
z——1 g2 -1 0
Por tanto £ = —1 es una asintota vertical de la funcién.

En z = 1 resulta una indeterminacién del tipo %:

L ord—2r+1 . (r—1)(2® + 22— 1) L w2422 -1
lim ——— = lim = lim — "~ —1
z—1 2 —1 z—1 (a:—l)(a:—}—l) r—1 x4+ 1

En z = 1 no hay asintota vertical. Hay una discontinuidad evitable.
No hay asintota horizontal pues el limite de la funcién cuando z tiende a infinito es infinito.

Veamos si hay asintota oblicua:

. flx) ,oxd—22+1
m= lim —= = lim 3 =
r—00 I T—r00 r° —T

1

b= lim (f(z)—mz) = lim (W:g>

T—00 —00 r2 1
L -2 +1—-2342 , -

= lim = lim — =0
T—00 2 —1 T—oo T

La asintota oblicua es y = .

Ejercicio 5. Derivar las siguientes funciones:

Solucion:

Para derivar estas funciones tendremos en cuenta que:

-2 1
y=In 1+x7§(1n(17x)71n(1+x))
e = = — o3
= In T = — =
y e Tz x
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;o 1 ;1
_l—i—ziz 2

1 -1 1
)y == ——-— ——
)y 2(1:17 1+z>

¢) y =e*(=1)cos2zx + e *(—sen2x) -2

a) y

d) y =2senzcosx — 2cosx(—senx)

2. Derivadas

Ejercicio 1. Dada la funcién f(x) = 22> + 2 —7:
o Calcular la ecuacion de la tangente en el punto de abscisa —1.
o Calcular la ecuacion de la tangente paralela a x — 2y + 5 = 0.
Solucién:

¢ La ordenada del punto de tangencia es:

f(=1) =2(=1)* +(-1) - 7= -6

La derivada es:
f(z) =4z +1

La pendiente de la tangente es la derivada en x = —1:
m=4(-1)+1=-3

La ecuacién de la tangente es:
y+6=-3-(z+1)

¢ La tangente tiene pendiente % de modo que en el punto de tangencia ese es el valor de la derivada:

1 1
4x+1=§ = 8r+2=1 = x:—g

La ordenada del punto de tangencia es:
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Ejercicio 2.

o Calcular los valores de a y b para que la funcion:

3r +2 siz <0
fx)=< 2 +2acosz si0O<z<m
ar’ +b six>mw

sea continua para todo valor de x.
o Estudiar la derivabilidad de f(z) para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior.
Solucién:

¢ Los unicos posibles puntos de discontinuidad son 0 y 7. Para que la funcién sea continua, deben
coincidir los limites laterales en esos puntos:

lim f(z)= lim 3z+2=2

x—0~ x—0~

lim f(z) = lim (2 + 2acosz) = 2a
rz—0t f( ) x—>0+( + )

Por consiguiente, debe cumplirse que a = 1. En el punto 7:

lim f(x) = lim (2 +2acosz) = 7% — 2
T T

lim f(z) = lim (az®+b) =7>+b

r—t =t
Es decir b = —2.

¢ Para todos los puntos salvo 0 y 7, la derivada es:

3 sixzx <0
f()=1¢ 2z —2senz si0<az<m
2x siz>mw

La funcién serd derivable si en £ = 0 y en z = 7 coinciden las derivadas por la izquierda y por la

derecha.
Enz=0:
fl07)=3
f'(of)y =0
Por consiguiente, en « = 0 la funcién no es derivable.
Enz=m:
Fm)=2n
f(*) = 2m

y la funcién es derivable.

Ejercicio 3. Calcular para

fl@) = (z+1)e"
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los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos.
Solucién:
La derivada de la funcién es:

fllxy=e®—eP(x+1)=—ze "

El signo de la derivada es:

0

+ ‘ —
‘
0

Asfu pues, la funcién es creciente en (—o0,0), tiene un maximo en z = 0 y es decreciente en (0, co).

Ejercicio 4. Dada la funcion:

32?2 + 5x — 20
o)==
estudiar los intervalos de concavidad y convexidad.
Solucién:

Calculamos las derivadas:

(6z +5)(z +5) — (322 + 52 —20)  3(2% + 10z + 15)

o= (o5 5)2 BCEEE
ey _ o (220+10)(2 +5)? — 2(x +5)(z® + 10z + 15)
filw) =3 (x +5)4
_ 5. 2z +10)(z +5) — 2(2? + 102 + 15)
a (x+5)3
20
R

El signo de esta fracciéon depende solamente del denominador. La funcién es convexa para x < —5 y es
céncava para x > —5. En x = —5 hay una asintota vertical

Ejercicio 5. Se considera la funcidn:
f(z) =223 +122° 4+ ax 4+ b

Determinar a y b sabiendo que la recta tangente a la grdfica de f en su punto de inflexion es la recta
y=2x+3.

Solucion:
Calculamos las derivadas:
f(z) =62° + 24z +a

f'(z) =122+ 24
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El punto de inflexién estd en x = —2. Esta es la abscisa del punto de tangencia.

La ordenada del punto de tangencia se obtiene sustituyendo xg = —2 en la ecuacion de la tangente:

yo=2(—2)+3=—1

Para calcular a y b sabemos que f(—2) = -1y f'(—2) = 2, es decir:

—16+48 —2a+b=-1

24 —-48+a=2

Resolviendo este sistema resulta a = 26 y b = 19.

3.

Continuidad y derivadas

Ejercicio 1. Dada la funcién f(z) = xe*® calcular:

&

<

<&

b

Dominio y asintotas.
Intervalos de crecimiento y decrecimiento y mdzimos y minimos relativos.
Intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexion.

Dibujar su grdfica.

Solucion:

&

El dominio estd formado por todos los niimeros reales. La recta y = 0 es asintota horizontal cuando
x tiende a —oo puesto que, aplicando la regla de ’'Hopital:
2x

lim ze*® = lim = lim ———=0
T——00 Tz —00 2% T —00 —2e 2%

Calculamos la derivada:
f'(x) = e*® + 2ze®® = (1 4 2z)e*®
La derivada se anula para z = —%. El signo de la derivada estd dado por el siguiente esquemas:

0
+

|
N

[N

La funcién es decreciente en (—oco, —1). Tiene un minimo en (—3

(~1, ). .

Calculemos la derivada segunda:

—2—16) y es creciente en el intervalo

[ (x) = 2€* +2(1 + 2z)e* = (4 + 4x)e**

La derivada segunda se anula en x = —1. El signo es:

-1

Asi pues, la funcién es convexa en (—oo,—1), tiene un punto de inflexién en (—1,—e~2) y es
céncava en (—1,00).



3 CONTINUIDAD Y DERIVADAS 9

¢ Con los datos obtenidos, podemos dibujar la siguiente grafica:

¥ /

Ejercicio 2. Obtener los mdximos y minimos relativos de la funcion:
f(@) = 2 (na)?

stendo Inz el logaritmo neperiano de x.

Solucién:

Calculamos la derivada:
1
fl(x)=1-(Inz)?> +2Inzx- e Inz (lnx + 2)

La derivada se anula en x = 1 y en z = e~ 2. El signo est4 dado por:

+ +

4 0
|
w
0

|
. =)

La funcién tiene un maximo en x = e~2 y un minimo en x = 1.

Ejercicio 3. Dada la funcion:
x® — 28
1—ab

fz) =

o Encontrar los puntos de discontinuidad de f. Determinar razonadamente si alguna de las discon-
tinuidades es evitable.

o FEstudiar si f tiene alguna asintota vertical.

Solucion:
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Los puntos de discontinuidad son x = —1 y x = 1. Los limites en esos puntos son:
1 x5 — 28 —2
im —=—=
1 1—g6 0
5 8 5 3 5
-z (1l —x x 1
lim = lim ( ) =lim —— ==

a=1 1—2a6 201 (14+23)(1—23) ao11423 2

El segundo limite es una indeterminacién del tipo %. La hemos resuelto simplificando la fraccién; también
podriamos haber aplicado la regla de 'Hopital. En x = —1 hay un infinito de la funcién y en z = 1,

puesto que existe el limite, hay una discontinuidad evitable.

Hay una asintota vertical x = —1.

Ejercicio 4. ;En qué punto de la pardbola y = 4 — x2 la tangente forma con los ejes coordenados un
tridngulo de drea minima?

Solucion:

La ecuacién de la recta tangente en el punto de abscisa x = a es:
y—4+a*=—2a(r —a) o bien y=—2azx +a*+4

Los puntos de interseccion de esta recta con los ejes son:

a®+4
P( 7 ,O), Q(O.a2+4)

de modo que el drea del tridangulo OPQ es:

~ (a*+4)?
5= 4a

Si estae area debe ser minima, la derivada sera cero:

dS  2(a®+4)-2a-4a—4(a® +4)*  A(a® +4)[4a® — (a® +4)]  4(a® +4)(3a® —4)

dt 1602 1602 16a2

e igualando la derivada a cero resulta a = j:@.
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Ejercicio 5. Demostrar que la ecuacion 4x® + 3z +m = 0 solo tiene una raiz real, cualquiera que sea el
ndmero m. Justifica la respuesta indicando qué teoremas se usan.

Solucion:

Sea la funcién F(x) = 425 + 3x + m continua y derivable para todo z.

Puesto que:
lim F(z) = o0
Tr—ro0

la funcién toma valores positivos y negativos. De acuerdo con el teorema de Bolzano, existe al menos un
punto ¢ en el que toma el valor cero. Este niimero ¢ es solucién de la ecuacién.

De acuerdo con el teorema de Rolle, entre dos ceros de la funcién deberia haber al menos un cero de la
derivada. Puesto que la derivada

F'(z) = 20z* +3

es siempre mayor que cero, no puede haber dos ceros de la funcién. En consecuencia, la solucion de la
ecuacién es unica.

4. Integral indefinida

Calcular las siguientes integrales:

1. /(2:10 — 1) dx

[\

./\/3x—1dx
1

. —d

/3—1—332 v

1
. — dx
/\/1—93&2

S

3. /(1—\/52)2 da

(=2

5. /ln(2x) dz

1
7. /cos4xsenx dz 8./ dz
et +1
—x r+1
9. ze ¥ dx 10. ———— dx
Va2 +2x—4
2?2 +3zx—4 / z—1
e S 12. —d
1L /x2—2x—8dx 21dr+5 0
T+ 2

13 14

e.’l
L —=d ) —d
V4 — 22 v /\/1—62$ v

15. /3336952 dx

Solucion

_1)4
1. /(Qx—l)?’dx:%-%—l-C
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1 (3z—1)2 2/(Bz — 1)
2. /\/Sx—ldx=§~%+02%+c
2
2 ) 2 3
44/
3. /(1f\/5)2 dx:/(1+x—2\/5) dw=1+2 -2 +0=14% - 396
2
1 1 x
——dx = — artg — + C
4. /3—|—x2 x 3arg\/§+
5. Por partes:
2
u=In2x du = — dz
2z
dv = dx v=2x
2
/ln(2x)dx:wln2:cf/x~2—dx:x1n2x7:ﬂ+c
T
/71 d /71 d L arsen 3z + C
€T = xr = —- I'SeN o
6. V1 — 92?2 V1= (32)2 3
7. Con el cambio de variable:
t =cosx
dt = —senz dx
—dt =senx dx
t5 5
/cos4xsenxda::—/t4dt:—€+C’=—COSx+C’
8. Con el cambio de variable:
t=¢"
dt=€e"dr=tdzx
1
dx = — dt
t
1 1 1 1
/ dx:/—-fdt /7&
e +1 t+1 ¢ (t+ 1)t
Descomponemos en fracciones simples:
1 A B
=——+— = A=-1, B=1
(t+ 1)t i1 ’
Sustituyendo:
1 1 -1 1 e
———dex= | ———dt = —— 4+ -] =—-In(e®"+1)+Ine*+C =1 C
/e:r—|—1 . /(t+1)t /<t+1+t> n(e” + 1)+ e’ + Lot
Por partes:
U= du= dz
dv=e""dx v=—e"

/ave_ac de = —ze ™ + /e_x do = —ze ™ —e " +C

12
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10. Puesto que el numerador es igual a la derivada del radicando salvo una constante:

1 2 2
de:/de:\/ijLQx—ZH—C
vV 4+2x—4 2vVx2 + 22 —4

11. Hacemos la division y obtenemos de cociente 1 y de resto 5x + 4 de modo que:

22 + 3z —4 5z + 4
= dr = 14 —— | d
/a:2—2x—8 * /<+x2—2x—8> “

Descomponemos en fracciones simples:

S5r+4 4 n 1
22 -2r—8 x—-4 zx+2
Sustituyendo:
5t +4 4 1
/(1+102—21:—8) dx_/<1+x—4+x+2> de=a+4lnjz —4|+Injz -2|/+C

12. En este caso, el denaminador no tiene raices:

/ z—1 q 1/ 2 — 2 q
—  dzx == | —————— dx
2 4+4x+5 2) x2+4x+5

B 1/ 2 +4-6
T2/ 224+4x+5 .

_1/ 2r 4+ 4 dx_;/ 6 e
n 22+ 4z 45 2] 22 +4x+5
1

2
11(2+4 +5) 3/ d
= — In — —_—
g W TR @+22+1"
1
2

= —In(2? + 4o +5) — 3artg (z +2) + C

13. Descomponemos en suma de dos integrales:

T+ 2

T 2
vl et e

La segunda es inmediata de tipo arcoseno. La primera la calculamos mediante el cambio de variable:

2 =4 — 2?
2t dt = —2x dz
rdr =—tdt

Sustituyendo:

tdt
/%dl‘z— Tz—t+C=—\/4—aj2—|—C
vVa—=xT

Finalmente:

x + 2

T 2 T
dr = 7(11;_’_/7(135:— 4—224+2arsen— +C
Vi_z? /m Vi_z? Vi-a? 2
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14. Con el cambio;
t=e"
dt =e” dx

se obtiene:

= arsent + C = arsene®” + C

/de—/;dt
V1—e2® V1-—1¢2

15. Con el cambio de variable:
2

t==x

dt =2z dx

xdledt
2

se obtiene:

/xSe”’z dz = /a:Zemzx dz
1
=5 /tet dt
1
= 5 /t d(@t)

(tet — et) +C

[N ORI

<$2€m2 — 612) +C

5. Segundo examen de integrales

Ejercicio 1. Calcular:

x—2
(a) /mdx (b) /J;cos3xdx

Solucion:

La primera funcién a integrar es una funcién racional cuyo denominador no tiene raices reales. Es, por
consiguiente, la suma de funciones logaritmo y arcotangente:

/ r—2 d—l/ 2e—4
2 —2x +4 a:—2 2 —2x +4 .

1 2 —2+2—4
S e B e R "
2 2 —2x +4
1 2c — 2 1 2
e S e R
2/x2—2x+4 . 2/x272z+4 o
1 1
= Zln(z? -2 4)— [ —————d
5 n(z z+4) /(m—1)2+3 x
1 1 r—1
=-Ilnz?-224+4)— — artg =—— + C
5 I ) 75 e

La segunda integral se hace por partes:
U=z du = dx

dv = cos 3z dx V= 3 sen 3x
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/xcos?)xdsc: éxsen?):cf%/sen&c dx

1 1
= gxsen?):ch §cos3x+C

Ejercicio 2. Representar la region del plano limitada por y = Inx, su recta tangente en x = e y el eje
OX. Calcular su drea.

Solucion:

La ecuacién de la recta tangente es:

1 1
y—l=-(x—e) = y=-z
e e

que pasa por el origen de coordenadas.

y=Inz

El drea pedida se puede calcular como la diferencia del area del triangulo y del area bajo la curva y = Inx
entre 1 y e:

1 e
S:§e~1—/1 lnmdng—l

Ejercicio 3. Calcular el drea comprendida por la curva y = xe?®, el eje de abscisas y las rectas x = —1
yax=1.

Solucion:
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Tenemos que calcular por separado las integrales de —1 a 0 y de 0 a 1. Calculamos, en primer lugar la
integral indefinida:

/xezz dx

Por partes:
U=z du = dx
1
dv = e** dz v = 562“”

1 1 1 1
/:L'ezzdx:§xehf§/ezmdx:§x62z—162x+0

Entonces:

0 0
1 1 3 1
2 _ 2 2 _
/_1xe”dx—[2xex—4e’”]1—462—4

1 1 2
1 1 1 e
2z 2z 2z
de = [= S =4+ =
/01'6 i |:2{L'6 46 :| 1 4

El area total es igual a la primera integral cambiada de signo mas la segunda:

R
4e2 4

T4 4e2 4 4 2

Ejercicio 4. Calcular:
2
(a) /\/902—295(33—1) dz (b) /(1+1nx) da

Solucion:

(a) Mediante el cambio de variable:

t=a? -2z
dt =2z —2dz =2(x— 1) dz

1 113 1
/\/x2—23:(x—1)dx=i/ﬁdt:§7+C:§\/(z2—2x)3+C
2

(b) Con el cambio de variable:

t=Inz
1

dt = — dz
T

1+1Inx)? 1+1)3 1+Inz)3
/#dx:/(l—i—t)th:%—FC:%—i—C
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Ejercicio 5. Sea

2

F(x) :/ Int dt
1

Calcular F'(e).
Solucién:

Por el teorema fundamental del calculo integral:
F'(z) = 2z1lna?
Por consiguiente:

F'(e) = 2elne? = 4e

6. Examen global de calculo

Ejercicio 1. Dada la funcion:

X

@)=

(a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la grdfica de f(x) en x = 0.

(b) Calcular /1 zf(x) da.
0

Solucién:
(a) La ordenada del punto de tangencia es yo = 0. Para hallar la pendiente de la tangente hacemos la
derivada:

22 4+1-2z
fx) = @2
La pendiente es:

m= f'(0)=1
De modo que la ecuacion de la tangente es y = .

(b) Efectuamos la divisién y resulta:

z? 1
mdx: 1_1+a:2 de =z — artgz +C

Ahora calculamos la integral definida:

PR

1 12 )
/Oxf(as)d:z::/o mdx:[xfartgx]ozlf
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Ejercicio 2. Dadas las funciones:

fla) = 2t nl@+ D)

i g(x)=(nz)®; h(x)=sen(r —x)
x? -3
se pide:

(a) Hallar el dominio de f(x) y el lim f(z).
T—00

(b) Calcular ¢'(e).

(¢) Caleular, en el intervalo [0,27], las coordenadas de los puntos de corte con el eje de abscisas y los
extremos relativos de h(x).

Solucion:

(a) Hay que tener en cuenta que x + 1 debe ser mayor que cero puesto que es el argumento de una
funcién logaritmo. Ademés 22 — 3 también debe ser mayor que cero puesto que es el argumento de
una raiz cuadrada y, ademds, estd en el denominador. Entonces, para calcular el dominio de f(x)
debemos resolver el sistema:

z+1>0
22—-3>0
La solucién es z > v/3.

Comparando las funciones potenciales o mediante la regla de ’'Hopital se ve facilmente que el limite
es igual a 3.

(b) Escribimos la funcién como:

zInlnx

9(@) = (Inz)” = ¢

La derivada de esta funcion es:

11 1
g (z) = ernlne (lnlnx +— :E> = (Inx)” <lnlnx+ 1) = 4'(e)=1

nr xr nr

(¢) Las intersecciones con el eje de abscisas son:

z =0+ 2km
r=m+ 2km

sen(m —x) =senz =0 keZ

En [0, 27], las soluciones son x =0, x = 7, x = 2.
Los extremos relativos se obtienen resolviendo la ecuacion:
B (x) = — cos(m — x) = cosx

En [0,27] el coseno es cero en z = Z y en z = 7.

Ejercicio 3.

(a) Hallar los valores de a y A para que la funcidn:

Ax?
e _
siz>0
32
f(z) = a sizx=0
sen 2x .
siz <0
T

sea continua.
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3
(b) Calcular la integral / x4+ 52?2 dx
1

Solucion:

(a) Para que la funcién sea continua en z = 0 debe cumplirse que:

lim f(z) = lim f(z) = £(0)

z—0— z—0t
Puesto que:
sen 2x
Iim f(z) = lim =2 0)=a
z—0t f( ) z—0t xT Y f( )

estd claro que debe ser ¢ = 2. También debe ser igual a 2 el limite por la izquierda:

Az? 2

e —1 \x A

i =lim ——=1lm —=-=2 = AX=6
xigl* f(ﬂf) zigl* 3.’172 xif(IJl* 3I2 3

(b) Hacemos el cambio:
t=a? dt =2z dz

Cuando z =1,¢t =1y cuando x = 3, t = 9. Entonces:

3 9
1
/x\/4+5$2dx:§/ V4 + 5t dt
1 1

_[1 1 2y/a+50?]

= |55 L
1

343 27 316

T 15 15 15

Ejercicio 4. Dada la funcion:

322 + 5z — 20

fla) = =%

se pide:

(a) Estudiar y obtener las asintotas.
(b) Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad.

(¢) Representar graficamente la funcion.

Solucion:

(a) La asintota vertical es z = —5. La asintota oblicua puede obtenerse calculando los limites:

322 + 5z — 20
xr° 4+ ox —3

m= xll)rrolo x(x +5)

2 -2
b= lim (W_3m> - 10

También podria calcularse como el cociente de dividir 3z + 52 — 20 entre x + 5.

19
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(b) Calculemos las derivadas:

, (62 45)(xz+5)— (32? + 5z —20) 322 + 30z + 45

(@+5)? = T wro)p
v (624 30)(z +5)? — 2(z + 5) (322 + 30z +45) (62 + 30)(x + 5) — 2(3z? + 30z + 45)
v (@ +5)3 - (z+5)3
60
BCEDE

La derivada segunda es positiva y la funcién céncava para x > —5, es negativa y la funcién convexa
para z < —5. En & = 5 no existe la funcién.

(¢) Se trata de una hipérbola:

y=3z—-10

Ejercicio 5.

(a) Obtener el valor de a para que:

$2 _3 a9:2
Ii —_ =4
s (553)

(b) Hallar a, b y ¢ de modo que la funcién f(z) = 23+ az?+bx+c alcance en (1,2) un mdzimo relativo
y tenga en x = 3 un punto de inflexion.

Solucion:

(a) Utilizando la aproximacién para los limites del tipo 1°°:

7 =3\ (£=2m1), et
lim = lim e\+?+3 /(az®) = lim e+?+3 = ¢
z—00 \ 12 +3 T—00 T—00

Puesto que este limite debe ser igual a 4:

4 __2m2 W2

G-y — Ga=ld = a=
e a n [¢ 6 6 3
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(b) Las derivadas de la funcién son:
f(x) =32% + 2ax +b; y'(x) = 62 + 2a

Las condiciones son:

) =2
flay=o
f//(S) — 0

lo que conduce al sistema:

l4a+b+c=2
34+2a+b=0
18+2a=0

que tiene como solucién a = —9, b =15y ¢ = —5.

7. Matrices y sistemas

Ejercicio 1. De las siguientes afirmaciones senalar las que sean verdaderas:

St se multiplica una fila de un determinante por 3, el determinante queda multiplicado por 3.
Si A es una matriz 4 X 2 y B es 3 X 4 podemos hacer el producto BA.
Si se intercambian dos filas de un determinante, el valor del determinante no cambia.

St una matriz 3 X 3 tiene rango 2, su determinante es cero.

El determinante de la matriz unidad es igual al orden del determinante.
La inversa de la matriz unidad es la matriz unidad.

)
)
)
)
e) En algunas matrices 4 x 3, las cuatro filas son independientes.
)
)
) Si el determinante es cero, la matriz no tiene inversa.
)

Si multiplicamos una matriz por su inversa, el resultado es la matriz cero.

Son verdaderas las afirmaciones en los apartados (a), (b), (d), (¢9) v (h).

Ejercicio 2. Calcular el rango de la matriz:

1 2 3 0 -1 4
3 -1 01 1 2
4 1 3 1 0 6
7 0 3 2 1 8

21



7 MATRICES Y SISTEMAS

Solucion:
1 2 30 -1 4
3 -1 01 1 2
ango s 1 3 1 0 6
7 0 3 2 1 8
1 230 -1 4
B 4131 0 6
Trange 1 3 1 0 6
8 2 6 2 0 12
B 1 2 0 —1 4
TTANgO 1y 1 3 1 0 6
-9

Ejercicio 3. Calcular el siguiente determinante:

2 -1 -3 0
3 5 -2 1
-1 3 -1 -1
4 0o -1 3
Solucion:
2 -1 -3 0 2 -1 -3
3 5 -2 1| |3 5 -2
1 2 =1 =1 |2 8 -3
4 0 -1 3 -5 —-15 5

o O = O

2
)

-1
8
—15

Ejercicio 4.

(a) Demuestra que la matriz

i)

Fg—)Fg—i—Fl
F44)F4+F1
Fy = F;
Fy = 2F,

-3 2 -1
-3|=1]0 9
) -5 —15

22

verifica una ecuacion del tipo A2 +aA+BI =0, determinando o y 3 (I denota la matriz identidad,).

(b) Utiliza el apartado anterior para calcular la inversa de A.

Solucion:

Calculamos la matriz AZ:

NEERE

La igualdad A% + A + BI = 0 se escribe:

i R A R P

|
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que equivale al sistema:

54+2a+ =0
44+a=0
44+a=0
542a+5=0
que tiene como soluciéon o = —4, § = 3.

Tenemos entonces que:

A2 —4A+3I=0

A% —4A = -3]
44 — A% =371
A(4I — A) =31

alir-ia) =1
3 3

Por consiguiente, la matriz inversa de A es:

A—1:41_1A:4[1 0]_1{2 L
3

3 3 3

1 2

Ejercicio 5. Dada la matriz:

1 0 m
A=1m 1 1
1 1 -1

(a) Hallar los valores de m para los que la matriz no tiene inversa.

(b) Hallar su inversa para m = 1.

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz:

1 0 m
[Al=|m 1 1|=m?>-m-2
11 -1

El determinante es cero para:

1£v1+8
m= ————
2

por consiguiente, existe la matriz inversa para m # —1 y m # 2.

Para m = 1, por la férmula obtenida |A| = —2. Ademas:
1 0 1
A={1 1 1| = adja=
11 -1

Y la matriz inversa es:
1 -2 1 -1
A_l == 7 2 72 O
0o -1 1

m=-1, m=2

adj A" =

-2
2
0

1
-2
-1

0
1

23
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Ejercicio 6. Estudiar la compatibilidad y resolver el sistema:

2r+3y —z =3
—x—5y+z =20
3xr4+ y—2z =6

Solucion:

Calculamos el rango de las matrices:

2 3 -1
rango A =rango |—1 -5 1 F,—» Fy+ Fy, F3— F3— Fy
| 3 1 -1
2 3 -1
=rango |1 —2 0
1 -2 0
=2
(2 3 -1 3
rango A* =rango |-1 -5 1 0 solo 2 de las 3 primeras columnas son independientes
| 3 1 -1 6
2 -1 3
= rango —1 1 0 F2—>F2—|—F1, F3 — F3— Fy
3 -1 6

2 3
=rango (1 0 3
1 0 3

=2

El sistema es por tanto, compatible, puesto que el rango de las dos matrices es el mismo, e indeterminado
) ) )
puesto que el rango es menor que el niimero de incégnitas.

Puesto que el rango es 2, solamente hay 2 ecuaciones independientes. Elegimos por ejemplo las dos
primeras:

204+ 3y — 2z =
—x—95y+z =20
Llamando z =t y pasando esta incégnita al segundo miembre resulta:
2w+ 3y = 3+t
—x — 5y = —t
Resolviendo este sistema por la regla de Cramer se obtiene finalmente:

R T e S
- 7 ) yi 7 Y -

Ejercicio 7. Estudiar la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones segun los valores del pardmetro
a y resolverlo para a = 2:

ar + 2y + 6z = 0
20 +ay + 4z = 2
2z +ay + 6z = a—2
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Solucion:

Calculemos el determinante de la matriz de coeficientes:

Al =

NN
SN
=)
|
SN

donde hemos hecho la transformacién Fy — F5 — Fy. El determinante es cero cuando a? — 4 es cero, esto
es, para a = —2 y a = 2. Pueden darse los siguientes casos:

o a# —2, a# 2. En este caso rango A = rango A* = 3 y el sistema es compatible determinado.

o a = —2. El rango de la matriz ampliada es:
2 2 6 0
rango A* =rango | 2 -2 4 2 suprimiendo una columna de la matriz A

|2 -2 6 4
[—2 6 0

=rango | 2 4 2 sumando la primera fila a las otras dos
| 2 6 —4
(-2 6 0

=rango | 0 10 2
|0 12 4

=3

y, por consiguiente, el sistema es incompatible.

¢ a = 2. El rango de la matriz ampliada es:

2 2 6 0
rango A* =rango |2 2 4 2| =2
2 2 6 0

El sistema es compatible indeterminado puesto que el rango de las dos matrices es 2.

Vamos a resolver el sistema para a = 2. Puesto que el rango de las dos matrices es 2 solamente hay 2
ecuaciones independientes. El sistema se reduce a:

20+ 2y + 6z = 0
20 + 2y + 4z = 2

No podemos tomar z como pardmetro puesto que quedaria el determinante de la matiz de coeficientes
igual a cero. Tomemos y = t como parametro:

2c + 62z = =2t
20 +4z = 2—2t

Resolviendo por la regla de Cramer resulta:

r=3—-t y=t; z=-1
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8. Matrices y sistemas

Ejercicio 1. Sabiendo que

Ty 2z
1 1 01=1
2 3 5

calcular los siguientes determinantes:

3 1 0
(a) |3z y 2z (b)
6 3 10
Solucién:
(a)
3 1 0 1 1 0
3r y 2z|=3-2|z y =z
6 3 10 2 3 5
T Yy z
=-3-2/1 1 0
2 3 5
=—6
(b)
r+1 y+1 =z r+1 y+1
2—z 22—y —z|=| 3 3
3 4 5 3 4
z+1 y+1 =z
=3 1 1 0
3 4 5
x Yy z 1 1 0
=3/1 1 0/+3|1 1 O
3 4 5 3 4 5
T Yy =z
=3/1 1 0
3 4 5
y oz
=3/1 1 0
2 3 5
=3

26

z+1 y+1 =z
2—xz 22—y —z

4 5

(sacando factor comun)

(permutando filas)

(sumando la primera fila a la segunda)

(sacando factor comun)

(por la propiedad distributiva)

(filas iguales)

(restando la segunda fila a la tercera)

Ejercicio 2. Dado el sistema de ecuaciones lineales:
3x+2y+ (a—1)z =1
—r +ay + z =0
20 4+ y — 2z =3

se pide:
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(a) Discutir las soluciones segin los valores de a.

(b) Hallar la solucidn del sistema para a = 1.
Solucién:

(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

3 2 a-1
-1 a 1 |=-6a—(a—1)+4—2a(a—1)—3—4=—2a>—"5a—2
2 1 -2

El determinante se anula para:

—-5+v25-16 —-5+£3
a = =

—2a°-5a-2=0 = 2d®°+5a+2=0 =— 1 I

es decir, para a = f% ya=—-2.
Pueden darse los siguientes casos:

o a# —% vy aF —2.
El rango de la matriz de coeficientes es 3. El rango de la matriz ampliada también serd 3 (no
puede ser mayor puesto que solo hay tres filas). El sistema es compatible determinado.

—_1
S a= 3"

El rango de la matriz ampliada es:

3.2 =31 6 4 -3 2 4 -3 2
rango |—1 —% 1 O =rango |2 -1 2 O0f =rango |—-1 2 O
2 1 -2 3 2 1 -2 3 1 -2 3

Hemos suprimido una fila porque sabemos que en le matriz de coeficientes no puede haber
tres columnas independientes. Vemos que el rango de la matriz de coeficientes es 2. Sumando
la segunda fila a la tercera, el rango de la matriz ampliada resulta ser:

4 -3 2 4 -3 2
rango A* =rango |—-1 2 0| =rango |—-1 2 0| =3
1 -2 3 1 -2 3

El sistema es incompatible.
o a=—2.
El rango de la matriz ampliada es:

3 2 =31 3 2 1 3 2 1
rango (-1 -2 1 Of =rango [-1 -2 0| =rango |—-1 -2 0| =3
2 1 -2 3 2 1 3 -7 -5 0

Puesto que el rango de la matriz de coeficientes es 2, el sistema es también incompatible.

(b) Para a = 1 el sistema es compatible determinado y se puede resolver por la regla de Cramer. El
determinante de la matriz de coeficientes es —9. Entonces:

1 2 0 1 2 0
-1 —1 1
3 1 =2 3 3 -2
L3 1o 310
y=—5 -1 0 1|=—0 0 1|=1
2 3 -2 0 3 -2
3 2 1 5 2 1
2—%1—1 1 0:%10 1 0:—%
2 1 3 3 1 3




8 MATRICES Y SISTEMAS 28

Ejercicio 3. Dado el sistema homogéneo de ecuaciones:

x4+ ky—2=0
2 —y+22=0
z—4y+kz=0

se pide:

(a) Determinar para qué valores del pardmetro k el sistema tiene soluciones distintas de la solucidn
trivial.

(b) Resolverlo para el caso k = 3.
Solucién:

(a) Para que el sistema tiene soluciones distintas de la solucidn trivial el determinante de la matriz de
coeficientes debe ser igual a cero. En caso contrario el rango de ambas matrices seria 3 y el sistema
tendria Unicamente la solucién trivial. Por consiguiente:

1 k -1
2 -1 2|=—k+8+2k—1+8-2k"=-2k"+k+15=0
1 -4 k
Las soluciones de esta ecuacion son k = —% v k = 3. Para estos valores de k, el sistema tiene

soluciones distintas de la solucion trivial.

(b) Para el caso k = 3 las matrices del sistema tienen rango igual a 2. Solamente hay dos ecuaciones
independientes. Tomando las dos primeras el sistema queda:

r+3y—z2=0
2r —y+2z=0

Tomamos como parametro z = t:

r+3y=t
20 —y = =2t

Las soluciones de este sistema son (—2¢,2¢,¢)
Ejercicio 4. Dadas las matrices:
0 1 2 4 -1 1 -2
A=|-2 -1 0|; B=|-2 -3 -7 -8
1 a 1 3 2—a 3+a 3

se pide:

(a) Estudiar el rango de la matriz B en funcidn de a.

(b) Para a =0, calcular la matriz X que verifica AX = B.

Solucion:
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(a) Calculamos el determinante formado por la primera, segunda y cuarta columna:

4 -1 =2
—2 -3 —8|=-36+4(2—a)+24—18+32(2—a) — 6 = —36a + 36
3 2-a 3

este determinante se anula para a = 1. Entonces tenemos:
¢ Para a # 1 el rango de la matriz es 3.
o Para a = 1 tenemos que calcular el rango de:
4 -1 1 =2

rango |[—2 -3 -7 -8
3 1 4 3

Puesto que entre la primera y la segunda y la cuarta solamente puede haber dos indepen-
dientes, suprimimos la cuarta y obtenemos:

4 -1 1 =2 4 -1 1 4 -1 1
rango |—2 -3 —7 —8| =rango -2 -3 —7| =rango |[—14 0 —10f( =2
3 1 4 3 3 1 4 7 0 5

(b) Para a = 0 la matriz A es:

0 1 2
A=|[-2 -1 0
1 0 1

Su determinante es:

0 1 2 o 1 2
Al=|-2 -1 0|=|-2 -1 0|=4
1 0 1 |1 o0 1

Puesto que la matriz A tiene inversa, la calculamos para poder despejar la matriz X.

0 1 2 -1 2 1
adjA=adj |[-2 -1 0| =|-1 -2 1
1 0 1 2 —4 2
Entonces:
1 -1 -1 2
A*1:Z 2 -2 —4
1 1 2
Asi:

1
X=A"'B=-1|2 -2 —-4||-2 -3 -7 =8| =10 -1 1 0
2




9 GEOMETRIA 30

9. Geometria

Ejercicio 1. Escribe las ecuaciones paramétricas y la ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos

A(1,-1,2), B(2,0,-1) y C(-3,1,0).
Solucion:

Pueden tomarse como vectores directores /@ =(1,1,-3) y ﬁ = (—4,2,—-2) o, mejor, la mitad de éste
iltimo 3 AC = (—2,1, -1).

Las ecuaciones paramétricas son:

r=1+s—2t
y=—-1+s+t
z=2—-3s—t

La ecuacién en forma de determinante es:

r—1 1 -2
y+1 1 1 |=0
z—2 -3 -1

y desarrollando el determinante obtenemos la ecuaciéon implicita:

2@ —-1)+7(y+1)+3(2—-2)=0
204+ Ty+32—-1=0

Ejercicio 2. Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta:

r+y—2z=3
T
3r—y+2=0

Solucion:

Calculamos el vector director:

k

=2 = (717 777 74)
-1 1

1
I

QO = S
— .y

Necesitamos ahora un punto de la recta. Para x = 0 la ecuaciéon queda:
y—2z=3
—y+z2=0

y resolviendo obtenemos el punto P(0, 3, —3). Las ecuaciones paramétricas son:

r=t
y=3+T7t
z=-3+4t
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Ejercicio 3. Calcular el valor de m para que los puntos A(0,1,2), B(1,0,3), C(1,m,1) y D(m,—1,2m)
pertenezcan a un mismo plano.

Solucion:

Para que los puntos sean coplanarios, los vectores zﬁ = (1,-1,1), ﬁ =(1lm-1-1)y ﬁ =
(m,—2,2m — 2) deben ser linealmente dependientes. Entonces:

1 -1 1 1 0 0
I m—1 —1 |[=]|1 m —2 |=m(m—-2)+2(m—2)=m?-4=0
m -2 2m — 2 m m—2 m-—2

Los valores de m que hacen que los puntos sean coplanarios son m = —2 y m = 2.

Ejercicio 4. Sean las rectas:

y—1 2z-2 5 z—3y—5=0
"lx—32-8=0

Hallar la ecuacion del plano m que contiene a r y es paralelo a s.
Solucién:

Calculamos un vector director de la recta s:

ik
-3 0
0 -3

=(9,3,3) =3(3,1,1)

IS
I
[

Los vectores directores de las dos rectas son vectores directores del plano que se pide. Ademas, por estar
contenida en el plano, cualquier punto de la recta r» también pertenece al plano. La ecuacién del plano es:

T 1 3
y—1 —1 1/=0
z—2 2 1

Desarrollando el determinante se obtiene:

—3z+5(y—1)+4(2—2)=0
—3r+5y+42—-13=0

Ejercicio 5. Calcular la ecuacion del plano perpendicular a la recta:

r=3—1
y=2-—05¢t
z=2

que pasa por el punto P(—1,2,—1).
Solucién:
Puede tomarse como vector normal al plano el vector director de la recta. La ecuacion es:

—3z+5(y—1)+4(—2)=0
—z—5y+9=0
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Ejercicio 6. Calcular la ecuacidn de una recta que pasa por el punto P(1,—1,2) y es paralela a los planos
w20 —5y+22—1=0yn: 3z+y—2+2=0.

Solucion:

Los vectores normales a los planos son también vectores perpendiculares a la recta. Podemos tomar como
vector director de la recta el producto vectorial de estos vectores:

-

J
-5
1 -1

[Nl

= (3,8,17)

<y
I
N

La ecuacion de la recta es:
x—1 y+1 2z-2
3 8 17

Ejercicio 7. Dadas las rectas:

T —ay =2 r—2z=1
r= s =
ay+z=1 y+z=3
discutir la posicion relativa de las dos rectas segun los valores del pardmetro a.

Solucion:

Podriamos calcular los vectores directores de las rectas como producto vectorial pero, en este caso, resulta
mas sencillo escribir las ecuaciones paramétricas:

r=2+at =1+t
T qy=t1 s qy=3—1
z=1—at z=1

Asi, la recta r estd definida mediante el punto P(2,0,1) y el vector @ = (a, 1, —a). La recta s estd definida
por el punto Q(1,3,0) y el vector ¢ = (1,—1,1).

Es evidente que las rectas no pueden ser paralelas. Las dos rectas se cortan o se cruzan dependiendo

del rango del sistema de vectores {u, ¥, PQ}. Calculamos el determinante que tiene como columnas estos
vectores:

-3 1 —1|=4a
1 —a 1

Si a = 0 las rectas se cortan. En caso contrario se cruzan.

Ejercicio 8. Dados el punto P(1,0,—1), el plano 7 =2x —y+ 2+ 1=0, y la recta:

—2r+y—-1=0
r=
3t —2—3=0

se pide determinar la ecuacion del plano que pasa por P, es paralelo a la recta r y perpendicular al plano
.

Solucion:
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En forma paramétrica, la ecuacion de la recta r es:

r=t
y=1+2t
z=-34+3t

y tiene, por tanto, como vector director @ = (1,2, 3), Este serd un vector director del plano que debemos
calcular. El otro es el vector normal al plano dado @ = (2,—1,1).

La ecuacién del plano es:
r—1 2 1
Y -1 2/=0
z+1 1 3
y desarrollando el determinante:
—5(x—1)—-5y+5(z+1)=0
—rx—-—y+2z+2=0
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10. Segundo examen de Geometria

Ejercicio 1. Dados los puntos A(1,3,5) y B(—2,4,1) hallar las coordenadas del punto C perteneciente
al plano OXY de forma que los puntos A, B y C estén alineados.

Solucion:

Esto es lo mismo que calcular el punto de interseccién de la recta PQ con el plano z = 0. Calculamos el
vector director:

-@ =(-3,1,-4)

La ecuacién de la recta PQ es:

rx=1-23t
y=3+t¢
z=>5—4t

La interseccién con el plano z = 0 es la solucién del sistema:

z=0

r=1-3t

y=3+t

z=5—4t
De la primera ecuacién y la ultima resulta ¢t = g. Sustituyendo se obtiene el punto de interseccién
P(=4,%.0)

Ejercicio 2. Calcular los puntos de la recta

r—2 y—2 z+42
1 3 -1

que distan 2 unidades del plano v — 2y — 2z + 1 = 0.
Solucién:

Calculamos planos paralelos al dado a distancia 2. Estos planos tienen como ecuacién x —2y—2z+ D = 0,
y ademas:

-1 _,
VIZ 422422

Asi obtenemos los planos x — 2y — 224+ 7=0y x — 2y — 2z — 5 =0.

— |D-1=6 = D-1=46

Los puntos de intersecciéon de estos planos con la recta dada son las soluciones de los sistemas:

r—2y—22+7=0 r—2y—22—-5=0
r=2+1 r=2+t
y=2+3t y=2+3t
z=—-2-1 z=—-2-1

que dan los puntos P(5,11,-5) y Q(1,—1,—1).
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Ejercicio 3. Dados el punto A(—6,2,0) y la recta:

r=1-—1t
roqy=-—-2+1¢
z= -3t

Calcular el punto A’ simétrico de A respecto de la recta r.

Solucién:

Calculamos el plano perpendicular a la recta r por el punto A. Este plano tiene por ecuacion:
“1(z+6)+1(y—2)—-32=0 = —-z+y—32—8=0

Calculamos el punto de interseccion de este plano con la recta y obtenemos el punto P:

—r+y—32—8=0

— 11—t
o —  P(0,-1,-3)
y=—-2+t

z=—3t

Este punto es punto medio entre A y su simétrico A’(z,y, 2):

—6
A
2

2
2
3:—3 — z=-6

Asi pues, el simétrico es A’(6, —4, —6).

r—2=0

Ejercicio 4. Calcular la distancia del punto P(1,—-1,3) a la recta r : { 4=
y =

Solucion:

Las ecuaciones paramétricas de la recta son:

r=t
y=—4
z=1

Un punto de esta recta es Q(0,—4,0) y un vector director @ = (1,0, 1). El vector I@ tiene como coorde-
nadas:

PO = (-1,-3,-3)

Y el producto vectorial J@ X u:

i ]k
1 -3 —3|=(-3,-2,3)
1 0 1

La distancia del punto a la recta es:

@xmwfm

d =
] V2
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También podria resolverse este problema calculando el plano perpendicular a r por P que tiene como
vector normal el vector director de r. La ecuacién de este plano es:

r+z2z—4=0

Calculamos el punto A de interseccién entre la recta y el plano:

r+2z2—4=0

=t

* —  A(2,-4,2)
y=—4

z=1

Finalmente, la distancia del punto a la recta es la distancia entre los puntos A y P:

AP=(-1,31) = d=|AP|=v12+32+12=11

Ejercicio 5. Calcular la ecuacidn de la recta que pasa por el punto P(1,—1,2) y corta a las rectas:

r—1 y z4+1 y—2 z-2
T - = - = To

T
-2 1 3 2 -1 3

Solucién:
—
Un punto de la recta r1 es Q1(1,0,—1). Entonces PQ; = (0,1, —3).

El plano que contiene a P y a r; tiene por ecuacién:

r—1 =2 0
y+1 1 11=0 = 3x+4+3y+2—2=0
z—2 3 =3

e
Un punto de la recta r2 es Q2(0,2,2). Entonces PQ2 = (—1, 3,0).
El plano que contiene a P y a r; tiene por ecuacién:
r—1 2 -1
y+1 -1 3|=0 = 92+4+3y—52+4=0
z—2 3 0

Si existe, la recta que se pide debe ser la interseccién de los dos planos:

3z+3y+2—-2=0
9r+3y—52+4=0

Ejercicio 6. Calcular la proyeccion de la recta

. 2z —-3y+z=1
-y +32=-4

sobre el plano mw: 2x —y+3z2+5=0.

Solucion:
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Tomando z =t como parametro, en forma segmentaria, la recta r se escribe:

x:12—3+4t
y=4+3t
z=1

El plano que contiene a r y es perpendicular a 7 es:

x—1—23 4 2
y—4 3 —-1/=0
z 1 3

Desarrollando el determinante se encuentra la ecuacién 2z — 2y — 2z — 5 = 0.

La proyeccion de la recta es la interseccién de 7 con este plano:

2c —y+32+5=0
20 —2y—22—-5=0

Esta es la solucion del problema.

El plano que contiene a r y es perpendicular a m podria haberse calculado también de la siguiente forma:
el conjunto de los planos que contienen a r es el haz:

A2z —3y+z—1)+pu(—y+32+4)=0
22+ (3N —p)y+ A +3u)z—A+4pu=0

Si este plano es perpendicular a 7 : 2x — y + 3z + 5 = 0 se cumple que:
2 20— (832 —p)+3A+3pu) =0 = 10A+10p=0

Dando los valores A = 1, u = —1 se obtiene:
20 —3y+z—1—(-y+32+4)=0 = 20—-2y—22—-5=0

que es el plano que habiamos obtenido anteriormente.

Ejercicio 7. Sean las rectas:

- r—y+z2z=0 . T—2y+2=0
v 20 +y=3 2 r—2y—2z=3

Calcular su posicion relativa.
Solucién:

La primera recta en forma segmentaria es:

r=t
y=3-2t
z=3—3t

Un punto de esta recta es P(0,3,3) y un vector director @ = (1, —2. — 3).
La segunda recta en la forma paramétrica es:

_ 3

x—§+28
y=s
z=—

[\SI[9N)
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Un punto de esta recta es @ (%, 0, f%) y un vector director ¥ = (2,1,0).

El vector P@ tiene como coordenadas:

PO = (3 _3, —9> 2P = (3, —6,-9)

2

El que las rectas se corten o se crucen depende del rango del sistema de vectores u, ¥, overrightarrowP(Q.
Calculamos el determinante:

1 -2 -3
2 1 0]=0 (puesto que F3 = 3F})
3 -6 -9

El rango del sistema de vectores es 2 y las rectas se cortan.






