1 LIMITES. CONTINUIDAD. REGLAS DE DERIVACION

1. Limites. Continuidad. Reglas de derivacion

Ejercicio 1. Derivar las siguientes funciones:

1. y=coszlnz 6. = "
xsenx

2. y=coszx artgx 7. y:ez%

22 +1

y=—57 8. y=5atg?a

Ay = 2?2 =3z +1 B 1

: (2r — 3)3 9. y—sen?

3x
5. y= o) 10. y = (arcos)?
Solucién
1
1.y = —senzlnz + —cosz
x
2.y = —senzx artgx + ! cos x
1+ 22

5 , 2x(2? — 1) — 2z(2x? + 1)

Nt

4 , (22 -3)(22-3)*—-2(22-3)*-2- (2 — 3z +1)

YT (2x — 3)8

5o e - 3(Inz)? —2lnz- 1.3

YT (Inx)*

6 y,_ex-xsenx—(l-senx—f—cosx-ac)e””

(zsenx)?

8.y =152 tg?x + 2tgx(1 + tg®x) - 53

1 /-2
/
9. Yy —COS? <x3>

-1

10. o/ =2 arcosz - >
-z

Ejercicio 2. Calcular los siguientes limites:

I2 — 25 1'2 + 4
(a) mgl}‘) 22 — 8¢ + 15 (C) :rzhﬁnclo (2x2 -5

(b) h’m(l—l—senx)ﬁ (d) lim (\/$2—2x—|—3—x>

x—0 T—00
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Solucion:

(a) Se trata de una indeterminacién del tipo J. Simplificando:

2 — 25 ., (r—=5)(x+5) ., x+5 10
m—-——=1m ———= im = _— =5
a—=522 —8x+15 a5 (x—5)(x—3) a=5x—3 2

(b) Es una indeterminacién del tipo 1°°. Aplicando la aproximacién u? ~ elu—1v.

. ES . 5 ES . . . 1
lim (1 +senz)=? = lim €*"*22 = lim €”%? = lim €=
z—0 z—0 z—0 z—0

Hay que distinguir el limite por la derecha y por la izquierda:
lim e* = e ® =0
z—0~
lim e* =™ = 00

z—0t

(¢) Este limite no es indeterminado:

lim 79024—4 7m— 1700—200—00
z—o0 \ 202 — 5 T2 B o

(d) Multiplicando y dividiendo por el conjugado:

lm ( h2—2x+3—x) lm (Va2 =2z +3—z)(Vr? — 22+ 3+ x)
T—00 T —00 \/1'2721'+3+£L'

2 —2x 43 — 2

= lim
z=00 (/3?2 —2x + 3+ x
i —2x
= lim —
z—oo 21
=-1
Ejercicio 3.
(1) Calcular los siguientes limites:
(a) lm ——— 1)
a) lim —F—— , T+ o
F02m VA (%) i1—>ml(3x+2>
(2) Calcular las asintotas de la funcién:
_ 23 —2x+1
A

Solucion:

(1) (@) Multiplicando y dividiendo por el conjugado del denominador:

x , x(2+ V4 —x) ., x(2++V4—x)

lim ———— =1

{fm = lim
e=02—\4d—z 2=0(2—\A-x)2+/4—x) =0 4d—-4d+4x
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(b) Es una indeterminacién del tipo 1°°. Aplicando la aproximacién u? ~ elu—1v.

2

x—1

lim ( z+4 > = lim 6(3?;42_1)131
z—1 \ 3x + 2 z—1

z+d—3z—2)_2
= lim 6( 3z+2 )171
z—1

B —dz+4
= lim e Gz+2)(z—1)

z—1
—4(xz—1)
= lim e GzF2)z—1)
rz—1

—4
= lim e3e+2

z—1
_4
E
(2) Las posibles asintotas verticales son z = —1 y 2 = 1:
i 23 —2r+1 2
et 221 0 %
L a3 =22 +1 . (zr—-D(@*+2-1) 4o —1 1
hmi:lm = lim — = —
a—1 2 —1 =1 (z—1)(x+1) a—=1  z+1 2
Por consiguiente, solamente x = —1 es asintota vertical. En £ = 1 hay una discontinuidad evitable.

No hay asintota horizontal porque el numerador es de grado superior al denominador. Calculemos
la asintota oblicua:

o224z —1
m:hm 27:1
T—00 T4 +x

; | , P?Hr—1—-z2—z , -1
b=1lm | ——— — 2| = lim = lim =0
T—00 x+1 T—00 x+1 z—oo x + 1

La asintota oblicua es y = x.

Ejercicio 4. Dadas las funciones f(x) = 23 + 22 y g(z) = cosmax — 2 demostrar que se cortan en algin
punto del intervalo (—2,—1).

Solucién:

El problema es equivalente a demostrar que la funcién:
F(z) = 2® + 2% — cosmx + 2

toma el valor cero en algin punto del intervalo (=2, —1).

F(z) es continua en [—2, —1]
F(-2)<0
F(-1)>0

De acuerdo con el teorema de Bolzano, existe un punto £ € (—2, —1) tal que F(§) = 0. En x = £ se cortan
las dos curvas.




1 LIMITES. CONTINUIDAD. REGLAS DE DERIVACION

Ejercicio 5. Dada la funcion:

a(z—1)2 sz <0
fz)=qdsen(b+z) si0<z<m

x six >
p =

calcular a y b de modo que sea continua en todos sus puntos.
Solucién:

Para que la funcién sea continua, los limites laterales en x = 0 y x = 7 deben ser iguales:

Iim = lima(z—1)?2=a
z—0— x—0

lim = lim sen(b+ z) = senb
r—0+ x—0

Para que la funcién sea continua debe ser a = sen b. Ademaés:

lim = lim sen(b+ x) = sen(m + b) = —senbd
=T z—0

lfm = lfm = =1
r—rt T—T T

Entonces se debe cumplir que:

—senb=1 =— senb=-1 — b=-—

0ol

Por consiguiente debe cumplirse que a = -1y b= —

B
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2. Nuevo examen de derivadas

Ejercicio 1. Calcular los siguientes limites:

, T COST —Sent x 1
a) lim ———— b) 1 e S
(a) z—0 3 (b) P <1nx sen(x—l))
Solucién:

(a) Se trata de una indeterminacién %. Aplicando la regla de ’'Hopital y la aproximacién senx ~ x:

. XxCosST —senzx , lcosx —xsenx —cosx
lim = lim 5
z—0 x3 z—0 3x
., —xsenzx
= lim ———
z—0 3$2
. —a?
= lim ——
x—0 31’2
1
3

(b) Se trata de una indeterminacién del tipo co — oco. Hacemos la resta, cambiamos z — 1 =t y resulta:

, x 1 ., axsen(r—1)—Inzx
lim | — — —— = | = lim
z—1 \Ilnz sen(x —1) z—1 sen(z —1)lnzx
— m (t+1)sent —In(1+1¢)
t—0 sentlIn(1l 4+ t)
— Ym (t+1)sent — In(1 +1¢)
t—0 12
; 1
i Isent + (t +1)cost — 135
t—0 2t
cost+ lcost — (t+ 1)sent + ﬁ
= lim

t—0 2

Ejercicio 2. Dada la funcion y = xe™" calcular sus asintotas, los intervalos de crecimiento y decre-
cimiento y representarla grdficamente.

Solucion:

No tiene asintotas verticales. Para obtener las asintotas horizontales calculamos los limites:

, _ , X

lim ze = lim — =0
r—+00 r—+oo0 ¥

, _ , X

Im ze ™= lim — = -0
T——00 z——o0 ¥

La recta y = 0 es asintota horizontal en +oco. No hay asintota en —oo.
Calculamos la derivada:

Yy =le ™ —ze " =(1—x)e "
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El signo de la derivada es:

+

. =)
I

La funcién es creciente en (—oo, 1) y creciente en (1,00). Hay un mdximo en el punto (1, %)

Con estos datos, la grafica de la funcién es:

Ejercicio 3. Calcular los intervalos de concavidad y convexidad de la funcion:

oz
yilnx

Solucién:
Hay que analizar el signo de la segunda derivada:

, 1lnx—%xilnx71
(Inz)2  (lnz)?

,  i(nz)?-2lnzi(nz-1)
(lnx)*
Imae—2(lnz-1)
(Inx)3
2—Inz
z(lnx)3

El numerador se anula para £ = e? y el denominador para £ = 0 y = 1. Teniendo en cuenta que la

funcién solo existe para valores positivos de z, el signo de la segunda derivada esta dada por el siguiente
esquema:

-
——
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La funcién es convexa en (0,1) U (€2, 00), es céncava en (1,e?) y tiene un punto de inflexién en x = €.

Ejercicio 4. Calcular las asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion:
x

V=2 +4

Solucién:

La curva no tiene asintotas verticales puesto que el denominador no tiene raices. Hay uan asintota
horizontal y = 0.
Calculamos la derivada:

, 22 —x+4— (20— 1)x 4 — 22

(22 — x +4)? (22 —x +4)2

Los ceros de la derivada son —2 y 2. El signo de la derivada es:

0 0
| + | -
w w

2

—2

La funcién es decreciente en (—oo, —2) U (2,00) y creciente en (—2,2). Hay un minimo en x = —2 y un
maximo en z = 2.

Ejercicio 5. Obtener los valores de a y b para que la funcion f(x) = x® + ax® + b tenga un minimo
relativo en el punto (2,3).

Solucién:
De acuerdo con las condiciones dadas debe ocurrir que f(2) =3y f/(2) = 0. La derivada es:
f'(z) = 32% + 2ax

Por consiguiente:

3=8+4a+D
0=12+4a
este sistema tiene como soluciéon a = —3, b= 7.

Ejercicio 6. Hallar el punto de la pardbola y = x> + = que se encuentra mds prézimo de A(1,0).
Solucioén:

Se trata de encontrar un punto X (z,2? + z) cuya distancia a A(1,0) sea minima. El cuadrado de la
distancia entre los dos puntos es:

P =@x-1)2 4@ +2)2=2r4+223+22 — 20 +1
Derivamos e igualamos a cero:

(d?) =423 + 622 + 42 —2=0
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esta ecuacién no tiene soluciones enteras. Puesto que en x = 0 toma un valor negativo y en x = 1 toma
un valor positivo, podemos decir que el minimo se encuentra en el intervalo (0, 1).

Ejercicio 7. Demostrar que la funcion y = e* — x — 3 tiene un dnico cero en el intervalo (0, 00).
Solucién:
La funcién F(z) = e” — x — 3 es continua para todo x. Ademas:
F(0) <0
lim F(z) = o0

T—>00

y por consiguiente F'(z) toma valores positivos entre 0 e oco. Por el teorema de Bolzano debe existir un
punto en que la funcién se haga cero.

Veamos que este punto es tnico. La funcion es derivable y su derivada es:
fll@)=¢€"—1

que solo se anula en z = 0. De acuerdo con el teorema de Rolle si hubiese dos ceros de la funcién, entre
ellos deberia haber al menos un cero de la derivada. Como la derivada no se anula en (0, c0) no puede
haber dos ceros de la funcién.

Ejercicio 8. Solucién:
3z six <1
fle) = {ax2 +bx—1) siz>1
¢ Para qué valores de a y b es continua la funcién? ;Para cudles es derivable?
Solucién:
Para = # 1 la funcién es continua y derivable.
Para que la funcién sea continua en x = 1 deben coincidir los limites por la derecha y por la izquierda:

lim f(z) = lim 3=3

r—1— r—1—

lim f(z)= lim az? +b(z —1)=a

z—1t z—1t

Por tanto, la funcién sera continua si a = 3 sea cual sea el valor de b.
Para que la funcién sea derivable debe ser continua. Por consiguiente debe ser a = 3:
3x siz <1
fay=13"" |
3z°+b(x—1) siz>1
La derivada de esta funcién para x # 1 es:
, 3 siz <1
fix) = ,
6xr+b siz>1
Para que sea derivable, habran de coincidir las derivadas por la izquierda y por la derecha:

Fas)y=s, fOf)=6+b
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Para que sea derivable debe ser b = —3.

Ejercicio 9. Hallar el punto de la curva y = In(1+22) en que la tangente es perpendicular a la tangente
trazada por el punto de abscisa 1.

Solucion:

Para que las tangentes sean perpendiculares, el producto de sus pendientes debe ser igual a —1. Por tanto,
el producto de las derivadas en z = 1 y en el punto que buscamos a debe ser igual a —1.

La derivada de la funcién es:

;. 2z
y_l—i—x2
Entonces:
2-1 2a 2a
"My'(a) = -1 = =-1 = -1= = =-1
y'(1)y'(a) 12 1+ a2 T a

Ejercicio 10. Calcular las asintotas de la curva y = Ter .
Solucién:
La posible asintota vertical es x = 0. Estudiemos los limites en ese punto:

, 1 _
lim zer =0-e" =0

z—0~
1 11
1 ez Cr —5 1
lim zez = lim — = lim £~ = lim e=* = oo
1 —1
z—0t z—0+ P z—0t == z—0t

Hay una asintota vertical x = 0 por la derecha. En ese punto por la izquierda hay una discontinuidad
evitable.

No hay asintota horizontal pues:

, 1
lim ze* =o00-1=+00
x——+00
, 1
lim zer = —00-1=—00
Tr— — 00

Veamos si hay asintota oblicua:

. xew , 1
m = lim = lim e= =1
T—00 I T—00

b= lim (Jce% — x)

r—0o0

= lim x(e% —1)

T—00
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11

Los limites cuando « tiende a —oo son los mismos. Por consiguiente hay una asintota oblicua y = x + 1

tanto en —oo como en +o0.

3. Otro examen de derivadas

Ejercicio 1. Hallar el cilindro de mdximo volumen inscriptible en un cono recto circular de radio 10 cm.

y altura 20 cm.

Solucion:

El volumen del cilindro es:

V = 7r?h

\ A
// \
\
A
\
h \
\
d Y
NN
pd BF /’ C= C’

De la semejanza de los tridngulo ABC' y A’B’C" se deduce que:

1020 _ h_20(10—r)
10—r h - 10

Entonces:

V =27r?(10 — 7) = 27(10r% — 7%)
Derivando e igualando a cero:
V' =27(20r — 3r?) = 27r(20 — 3r) = 0

y la altura:

=2(10 —r)

r=—

Ejercicio 2. Se considera la funcidn:

_(z+1)?
=
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Hallar los extremos locales y los puntos de inflexion. Representar grdficamente la funcidn.
Solucién:

Calculamos la derivada:
Yy =2+ e —e Pz +1)? =e (1 —2?)

Los ceros de la derivada son x = —1 y x = 1. El signo esta dado por:

+

0
|
N

_— O

-1

Asi pues hay un minimo en (—1,0) y un méximo en (17 %)
Calculamos ahora la derivada segunda:
y'=e " (-2z)—e "(1—2*) =e " (2* — 22— 1)
Los ceros de la derivada segunda son z = 1 + /2. El signo esta dado en el siguiente esquema:

0 0
+ ‘ — ‘ +
[ [
1-v2 1++2

Los puntos de inflexién estdn en x = 1 — V2 yr=1+ V2.

Teniendo en cuenta que:

1 2
i T
T—00 e’
1 2
lim & = o0
T——00 e’

deducimos que y = 0 es asintota horizontal en +o00. La grafica de la funcion es:
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Ejercicio 3. Estudiar (dominio, crecimiento, mdzimos, minimos y asintotas) y representar grdficamente
la funcion:

20 — 1
y:

x — 22

Solucién:

El dominio de la funcién es R — {0, 1}.

Las asintotas verticales son las rectas x = 0 y « = 1. Hay una asintota horizontal y = 0.
Estudiemos el signo de la derivada:

, 2z -2 -(1-20)2r—1) 222 -22+1
v= (x — x?)? - (x — x2)?

El numerador no tiene raices. Las raices del denominador son x = 0 y « = 1 (dobles). Por consiguiente
la derivada no cambia de signo. La funcién es siempre creciente. La representacién gréfica es:

=1
_ 2z -1
Cor a2
y=0
()
Ejercicio 4. Calcular:
. e * 1 T
L lim (nz) 2. Hm.<l+tg)
Tr—r o0 xT
Solucién:
lim (Inz)¢ = lim e® mine
Tr—r00 xr—r 00
, Inlnx
= lim e <
T—r00

=e' =1
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1\” 1
lim <1+tg) = lfm e** %
x

T—>00 T—>00

8 [

tg

’ I
= lim e =
€Tr—r 00

2 -1
(1+tg %)F
=1
= lim e 2
T—00

1+tg2%
= lim e~ 1
Tr—r 00

2

Ejercicio 5. Demostrar que la ecuacion x° = xcosx — senx se verifica para un solo valor de x.

Solucion:

Sea la funcién F(z) = x?

tiene un unico cero.

— xzcosz + senz. El problema es equivalente a demostrar que la funcién F(z)

La funcién se anula para x = 0. Hay que demostrar que no se anula en ningtn otro punto.
La funcién F'(z) es continua y derivable en R y su derivada es:
F'(x) =22 — cosz + xsenz — cosx = (2 + sen )

Vemos que la derivada solamente se anula en x = 0. Recordando que la funcién toma el valor cero en
z =0

¢ La funciéon no puede anularse en ningin a positivo pues, por el teorema de Rolle, en ese caso
deberia haber un cero de la derivada en (0, a).

¢ Igualmente, la funcién no puede anularse en ningin a negativo pues, también por el teorema de
Rolle, deberfa haber un cero de la derivada en el intervalo (a,0).

Ejercicio 6. Un depdsito tiene la forma de un cono invertido con una altura de 2 m y un radio de 50 cm.
Se llena de agua con un caudal de 50 litros por minuto. Calcular la velocidad con que estd subiendo el
nivel cuando la altura de agua es de 1 m.

Solucion:

En la figura se han puesto las unidades en decimetros. El volumen de agua en el depédsito en un instante
dado es:
1
V = —ar’h
3

Y puesto que:

r_ho 0t
5 20 4
tenemos que:
1 h? 1
V=c-r—h=—7h?
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Derivando:

1 1
AV L, dh

dh
By
AT TUE (i il

dt
De aqui:
@16 v 16 8 an
dt  wh?2 dt 100~ 7 min

V/
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4. Integrales

Ejercicio 1. Calcular:

(a) /(3x+1)5 dz (b) /Senﬁ oo do

Solucion:

6
<>/(39c+1)5 dx:%(gx—:%))—f—C

1 1
—~ dr = (—cot
O/sen23z x 3( cotg3z) + C

Ejercicio 2. Calcular:
(a) / artgz dx (b) /xcos?)x dz

Solucion:

o Por partes:

1
1422
dv = dx v=2x

u= artgx du dx

1 2 1
/artg:cdx:xartgwf/ﬁdx:xartgxfi/H%dx:xartgxfiln(ler?)JrC

¢ Por partes:

dv = cos 3z dx V= %sen 3z

1 1 1 1
/:z:cos?)x d:z:zgxseniizfg/sen&r da:zgxsen3x+§cos3x+0

Ejercicio 3. Calcular:

(a) /it;dx (b) /COS2xd1’

Solucion:

¢ Haciendo la divisién se obtiene cociente 1 y resto 4. Asi:

x+1 4
/m_gdx/(lJrH) dz=z+4ln(z—-3)+C

o Puesto que cos? z = (1 + cos 2x):

1 1 1
/COSQl‘d.’L‘=§/(1+COSQ$) dz = §x+zsen2x+0
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Ejercicio 4. Calcular:

(a)/%dx (b)/\/%dx

Solucion:

¢ Se trata de una integral de tipo logaritmo:

3z T 3 2z 3 9

o Con el cambio de variable:

1
t=1-22 dt = 2zdzx — xdx:—idt

/m /\/ = Vi+C=-1-22+C

Ejercicio 5. Calcular:
2
)/\/M(x—mdx (b)/mdx

Solucion:

¢ Es casi inmediata:

1 (22 —2z)%
Va2 —2zx(x—1) /\/ — 2z (22-2) /\/ — 2z d(2® —2z) 5%—}—0

2

o Igual que la anterior:

/minxydx—/(lnqnx) d(l1+1Inz) = @+C

Ejercicio 6. Calcular:

20 — 1 1
Solucién:

¢ El numerador es la derivada del denominador, asi que:

20 — 1
/ :z: de =In(z? —2)+C

e

¢ Escribimos el polinomio del denominador como diferencia de cuadrados:

-2
+C

T
dz = arsen

/m%d:/m
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Ejercicio 7. Calcular:

(a) /cos4xsenx dz (b) /x\?’/ 222 4+ 3 dz

Solucion:

5

o /cos4:z:senx dx = f/cos4x d(cosx) = —COZ Yo

¢ Mediante el cambio de variable:

1
t=212+3 dt =4z der — acdx:zdt

3713 _ 1t % 1 (222 +3)3
3

Ejercicio 8. Calcular:

)/x\/mdx (b)/(IJr?)dx

Solucion:

o Mediante el cambio de variable:

t?=z+43 — ax=t>-3 2t dt = dx

5 3
/;z:\/a:+3d:r2/(t23)ttdt2/(t43t2)dt2<t53;)

( (@ 1 3)° \/W>+C

¢ Descomponemos en fracciones simples:

r+3 A B Az —1)+B
= = — A=1, B=4
@12 2-1 (@=12  (@=1p2 >
Entonces:
z+3 1 1 4
LT = 4 —  de=In(z—1)—
/(z—l)de /zfldm+ /(x—l)de n(z—1) 1:—1+C

Ejercicio 9. Dadas la pardbola y = 6z — 22 y la recta y = 2z, determina el drea limitada por ambas.

Solucion:

o Puntos de interseccién. Los puntos de interseccion de la recta y la parabola son las soluciones del
sistema:

y = 6x — 2
Yy =2z

Por igualacién se obtiene 1 = 0, x5 = 4 (los valores de y no hace falta calcularlos). Estos son los
limites de la integral-
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¢ Integral. Calculamos ahora la integral de la diferencia de las dos funciones:

o Superficie. La superficie mide 22.

Ejercicio 10. Calcular el drea comprendida por la curva y = ze2®, el eje de abscisas y las rectas x = —1
yx=1.
Solucién:
75 = =1
Y y= erT
rz=1
O X
s 2T } L 1.2 1,27 _ 1,2 1

Una primitiva de y = ze“” se puede calcular por partes y es igual a sre** — 7e** = 5e* (x - 5).

La funcién es negativa en [—1,0) y positiva en (0, 1]. Calculamos la integral en cada uno de estos intervalos:
0 0
1 1 1 3
2z 2z
de = | = J— E— —
/,1“ v [26 <x 2”_1 17 e
1 1 2
1 1 e 1
2z 2z
de = | = J— [ —
/0 xe x |:26 <x 2) } . 1 + 1

El area es la suma de las integrales tomadas en valor absoluto:

g_€-1. 3 1 22 3
4 4e2 4 4 4e2
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5. Selectividad. Calculo.
Ejercicio 1. Dadas las funciones:
y=9-—21?; y=2xr+1

se pide:

(a) Dibujar las grdficas de las dos funciones identificando el recinto acotado por ellas.
(b) Calcular el drea de dicho recinto acotado.

(¢) Hallar el volumen del cuerpo de revolucién obtenido al hacer girar alrededor del eje OX el recinto
acotado por la grdfica de y =9 — 22 y el eje OX.

Solucién:
(a) Los puntos de interseccién de la recta y la pardbola son las soluciones del sistema:
y=9— a2
y=2z+1

que son los puntos A(—4,—7) y B(2,5) La representacién grafica es:

(b) El area es la integral de la diferencia de las dos funciones:

2 2
S:/ (9—x2—2x—1) dx:/ (8—2x—x2) dz
-4

—4

2.’,E2 IBQ 8 64
g2 T (g—a-3) _(32-16 — 36
s () ()

(¢) El volumen es:

3
vV — 7r/ (9—952)2 do — 12967
_3 5
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Ejercicio 2. Calcular razonadamente las siguientes integrales definidas:

4 w/2
(a) / e*® cos x dx (b) / sen 2z
0 0

1+ cos? 2z

Solucion:

(a) Integrando por partes:

u=e* du = 26%* dz
dv = cosx dzx v =senx
se obtiene:

™ ™ ™
/ e cosx dz = [62:” sen x} — 2/ e senzx dx
0 0 0

La parte integrada es igual a cero. Integrando de nuevo por partes:

u=e* du = 2¢%* dz

dv =senz dx V= —COST

/€2x00S$d$:—2(|:—62xCOSLL':| +2/ eQxcosxdx>
0 0 0

Despejando la integral:
" 2x 2z " 2 2 2
/ e cosxdx:—[—e cosx] =—2(=€""(-1)+1) =-x (1+€°)
0

(b) Con el cambio de variable:

t =cos2r; dt =—2sen2zdx

=0 = t=1

= =
€r = — = —
2

Entonces:

71’/2 2 1 —1 1
/ ﬂdx:_,/ q
o 1+ cos?2x 2/, 1+¢
1
1

dt
[41+ﬂ
—1 ttl
=3 artg |

1
2

s
4

Ejercicio 3. Dada la funcion:

2 +2
0=

21
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a) Estudiar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).

(a)
(b) Hallar los puntos de inflexidn de la grifica de f(x).
(¢) Hallar las asintotas y dibujar la grifica de f(z).
(d)

d) Hallar el drea del recinto acotado que limitan la grdfica de f(x), el eje de abscisas y las rectas
y=x+2,z=1.
Solucién:

(a) Calculamos la derivada:

by 2w(2®+1) — 2@ +2) -2
) = (x241)2 (22 41)2

La funcién es creciente en (—oo,0) y decreciente en (0, 00). Hay un méximo relativo en (0, 2).

(b) Calculamos la derivada segunda:

won 2@+ 1) =202+ 1) 20 (—22)  —2(2®+1) —2- 2z (—2x) 622 — 2
fiz) = (@2 + 1) = (2 1 1)3 T @+ 1)

Hay puntos de inflexién en los puntos de abscisa z = i%.

(¢) Hay una asintota horizontal y = 1. No hay asintotas verticales.

La grafica de la funcién es:

Y _zr42 Y
y_$2+1
y=1
y=x+2
O X O X
r=1

(d) La regién esta formada por un tridngulo de drea 2 y de la regién comprendida bajo la curva entre
0y 1. El area es:

1,2 1 1
2 1
S:2+/3627+dm:2+/ 1+ —— ) dz2+ |z + artgz :3—i—z

Ejercicio 4.

(a) Calcular el siguiente limite:

lim — Y~
1m ——-
T—00 [ + \/5
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(b) Demostrar que la ecuacion 4x° + 3z +m = 0 solo tiene una raiz real, cualquiera que sea el nimero
m. Justifica la respuesta indicando qué teoremas se usan.

Solucién:
(a) El limite es igual a 1. Basta comparar los términos de mayor grado en el numerador y en el

denominador.

(b) El problema es equivalente a demostrar que la funcién
F(z) =42° + 3z +m

tiene un unico cero.

Esta funcién es continua en todo R. Adem4s:

lim F(z) = o0

r—r00

lim F(z) = —o0

T—r—00

por lo que la funcién toma valores positivos y negativos. Entonces, por el teorema de Bolzano debe
anularse en algun punto.

Ademads no puede haber mas de un cero pues la funcién es derivable y segin el teorema de Rolle,
entre dos ceros de la funcién deberia haber al menos un cero de la derivada y ésta

F'(z) =202 +3>0

no se anula nunca.
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6.

Matrices y sistemas

Ejercicio 1. De las siguientes afirmaciones senalar las que sean verdaderas:

AT e

>

Si se intercambian dos filas de un determinante, el valor del determinante no cambia.
El determinante de la matriz unidad es igual al orden del determinante.

Si A es una matriz 4 X 2 y B es 3 X 4 podemos hacer el producto BA.

Si una matriz 3 X 3 tiene rango 2, su determinante es cero.

Si en una matriz 3 X 4 la sequnda fila es combinacion lineal de la primera y la tercera, las tres
primeras columnas son linealmente dependientes.

Si multiplicamos una matriz por su inversa, el resultado es la matriz cero.

St se multiplica una fila de un determinante por 3, el determinante queda multiplicado por 3.

. En algunas matrices 4 x 3, las cuatro filas son independientes.

Solucion:

Son verdaderas las afirmaciones 3, 4, 5 y 7.

Ejercicio 2. Decidir si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

. En un sistema compatible indeterminado el rango de la matriz ampliada es mayor que el rango de

la matriz de coeficientes.

. Los sistemas de Cramer son siempre compatibles.

. Si el numero de ecuaciones es menor que el numero de incégnitas el sistema es indeterminado.

Si el rango de la matriz ampliada es menor que el de la matriz de coeficientes, el sistema es incom-
patible.

. Los sistemas de Cramer tienen el mismo nimero de ecuaciones que de incdgnitas.

. Para que un sistema sea compatible las matrices de coeficientes y ampliada deben tener el mismo

rango.

En un sistema incompatible el rango de la matriz ampliada es mayor que el nimero de incognitas.

. Si se intenta resolver por la regla de Cramer un sistema indeterminado con el mismo numero de

ecuaciones que de incognitas, todos los determinantes resultan ser cero.

Solucion:

Son verdaderas las afirmaciones 2, 4, 5, 6 y 8.

Ejercicio 3. Calcular el determinante:

2 -3 -6 2
-4 1 10 O
5 0 -1 -3
9 -8 8 -5
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Solucién:
2 -3 -6 2 -10 0 24 2 -10 0 24 2
-4 1 10 O0|m-m+43r|—4 1 10 0 |m-mR+8m|—4 1 10 O
5 0 -1 =3 N 5 0 -1 =3 B 5 0 -1 =3
9 -8 8 5 9 -8 8 -5 -23 0 8 -5

Desarrollando por la segunda columna, el determinante es igual a:

—-10 24 2
5 -1 =3| =400
—-23 8 =5

Ejercicio 4. Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica X A2 + BA = A?, siendo

0o 0 -1 0o 0 =2
A=(0 -1 0 B=|0 -2 0
-1 0 0 -2 0 0

Solucién:

Teniendo en cuenta que B = 2A la ecuacion se puede escribir:
XA’ +BA=A?
X A% +24% = A2
XA%=-A?

25

Puesto que el determinante de A es distinto de cero, podemos multiplicar por la derecha por la inversa

de A y obtenemos:

1 00 -1 0 0
X=—-I=—-1]01 0l=(0 -1 0
0 0 1 0 0 -1

1 3 a
a —1 -2
a 3 1

no tiene inversa. Calcula la inversa de esta matriz para a = 0.

Solucion:

¢ La matriz no tiene inversa cuando su determinante es cero, es decir cuando se cumple que:

Calculando el determinante, esta ecuacion se reduce a:

1
a
a

Por consiguiente, la matriz inversa no existe paraa =1y a =

3
-1
3

a
-2
1

1 3 a
a -1 —-2|=0
a 3 1

=4a*-9a+5=0 = {

ISERS]

o =

5

4
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o Para a = 0 la matriz es:

1 3 0
A=10 -1 =2
0 3 1

Calculemos la inversas:

1 3 0 5 0 0 L [p -3 -6
[Al=[0 -1 —2/=5 adid=|-3 1 -3); A'=-10 1 2
0 3 1 -6 2 -1 0 -3 _1

Ejercicio 6. Se considera el sistema de ecuaciones:
(m+2)x+m-1y—2z =3
mr — y+z =2
T+ my—z =1
(a) Discutirlo para los distintos valores de m.

(b) Resolverlo para m = 1.

Solucion:

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

m+2 m-—1 -1

m -1 1|=-m?>—m=m(-m—1)
1 m -1
El determinante se hace cero para m = 0y m = —1. Pueden distinguirse los siguientes casos:

o m # 0y m # —1. En este caso el rango de las dos matrices, la matriz de coeficientes y la matriz
ampliada, es igual a 3. El sistema es compatible determinado.

o Sim = 0 el rango de las matrices es:

2 -1 -1
rango A =rango |0 —1 1 | =2
1 0 -1
2 -1 -1 3 2 -1 3
rango A* =rango |0 —1 1 2| =rango [0 —1 2
1 0 -1 1 1 0 1

Se ha suprimido la tercera columna puesto que sabemos que entre las tres primeras solo hay dos
independientes y las dos primeras lo son. Calculamos el determinante de esta matriz:

2 -1 3
0 -1 2|=-1+#0
1 0 1

Por consiguiente, el rango de la matriz ampliada A* es 3, distinto del rango de la matriz A. El
sistema es incompatible.

¢ Hacemos lo mismo para m = —1:

1 -2 -1
rango A =rango [—1 -1 1| =2
1 -1 -1
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1 -2 -1 3 1 -2 3
rango A* =rango -1 -1 1 2| =rango |—-1 -1 2
1 -1 -1 1 1 -1 1

Donde hemos suprimido la tercera columna por la misma razén que en el caso anterior. Calculamos
este determinante:

1 -2 3
—1 -1 2[=1#0
1 -1 1

El rango de la matriz ampliada es 3 mayor que el rango de la matriz de coeficientes. El sistema es
incompatible.

Vamos a resolver ahora el sistema para m = 1. El sistema es compatible determinado y podemos aplicar
la regla de Cramer. Para m = 1 el determinante de la matriz de coeficientes es —2 asi que:

3.0 -1
x:%Q—l 1:%
1 -1
L33
y=—3|1 2 1|=1
1 -1
3.0 3

1
e=—5 |1 -1 2:2
11

7. Geometria

Ejercicio 1. Dados los planos
m=2r+y—2z=1, mo=x—y+2z2=1
se pide:

(a) Estudiar su posicion relativa.

(b) En caso de que los planos sean paralelos hallar la distancia entre ellos; en caso de que se corten,
hallar un punto y un vector de direccion de la recta que determinan.

Solucion:

(a) Los vectores normales a los dos planos no son dependientes. Por consiguiente, los planos se cortan.

(b) La recta determinada por los dos planos es

2r4+y—2z=1
r—y+2z=1

Dando a z el valor cero se obtiene x =

win

ey = —%. Tenemos entonces el punto P (%, —%, O).

Un vector director de esta recta es:

<y

Il
ENTESTIE]

—_

|

—_

|
ENTESTIE]

—_
o O W

Il

|

=)

Il

|

w

[N}
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Ejercicio 2. Dado el plano 7 : x + 3y + z = 4, se pide:

(a) Calcular el punto simétrico P del punto O(0,0,0) respecto del plano 7.
(b) Calcular el coseno del dngulo a que forman el plano 7 y el plano x = 0.

(¢) Caleular el volumen del tetraedro T determinado por el plano 7, y los planos x =0, y =0 y z = 0.
Solucion:

(a) La perpendicular al plano por O es:

r=t
y =3t
z=1

La interseccion de esta recta con el plano es:

r+3y+z=4
=1
y =3t
z=t

Que da el punto @ (%%, %) Este es el punto medio entre O y su simétrico O’:

4_0+a 8
11 2 11
12 04y . , 24
1 2 LT
4 0+7 . z’—é
11 2 11

(b) Los planos tienen vectores normales:
1 1
U= 3] ; v=|0
1 0

y el angulo que forman es:

COSx = ——

V11
(¢) Las intersecciones del plano con los ejes de coordenadas son A(4,0,0), B (0, %, 0) y C(0,0,4).

El volumen del tetraedro es:

vzé[o_,i,o_é,o?]:é

O O =
Qwik O

Ejercicio 3. Dados el plano:
T=x+3y—z=1
y la recta

x+2 y-—1

r

z
6 2 1
se pide:
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(a) Hallar la ecuacidn general del plano ' que contiene a r y es perpendicular a 7.

(b) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos w y 7.
Solucién:

(a) La ecuacién del plano 7’ es:

z+2 1 6
y—1 3 2/=0
z -1 1
y en forma general bx — 7Ty — 162 + 17 = 0.
(b) Sea la recta:

r+3y—z=1
or — Ty — 162+ 17=0

Calculemos un punto de esta recta. Tomando por ejemplo, y = 0 resulta x = 3 y z = 2. Un punto
de la recta es P(3,0,2).

Un vector director es:

7 1 5 —55 -5
i=17 3 —7|=[(11]=11-]1
E -1 —16 —22 —2

Las ecuaciones paramétricas son:

r=3—>5t
y=t
z=2-2t

Ejercicio 4. Dado el plano mr=x +y+ 2 =0, y la recta
x—1 'y z+1

1 2 2

r

se pide:

(a) Calcular el punto @ en que se cortan el plano w y la recta r.

(b) Encontrar un plano 7', paralelo a w, tal que el punto Q' en el que se cortan el plano 7' y la recta r
esté a distancia 2 del punto Q) hallado en el apartado anterior.

Solucion:

(a) El punto @ es la solucién del sistema:

r=1+1¢

y =2t
z=—-14+2¢
r+y+2z=0

que da Q(1,0,—1).
(b)
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El angulo ¢ que forman la recta y el plano vale:

0 5
VOV3  3V3

y la distancia entre los planos:

seny =

10
3V3

El plano que buscamos es = + y + z + D = 0. Cumple que:

d=2senp =

D] 10 10

Las ecuaciones de los planos solucién son:

10 10
x—i—y—i—z—i—?:O; x—l—y—i—z—?:O
o bien:
3z4+3y+32+10=0; 3r4+3y+32—-10=0

Ejercicio 5. Determinar la posicion relativa de las rectas:

7Mac—&—4_y—7 z s r+2y—52—-5=0
-3 4 1 '

41 2w+y+22—4=0
Solucién:
Un punto de la recta r es P(—4,7,0) y un vector director:
-3
u=| 4

1

Para calcular un punto de la recta s damos por ejemplo a z el valor cero y tenemos el sistema:

r+2y=>5
2x4+y=4
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Resolviendo obtenemos Q(2,1,0).

Un vector director de s es:

712 9 -3
v=17 2 1=[-12|=-3-|14
E -5 2 -3 1

Las dos rectas tienen la misma direccion. El punto ) no pertenece a la recta r, las rectas son paralelas y
no coincidentes.

8. Conjuntos, aplicaciones y grupos

Ejercicio 1. Se define la operacion binaria * como la multiplicacion mddulo 14 en el conjunto S =
{2,4,6,8,10,12}.

(a) Copiar y completar la siguiente tabla:

o O = DN| *
oo
[N}
—
o
o
—
[N}
(@)

— =
N O
(@)
—
[\
e
—
(an)
[\
oo

(b) (1) Demostrar que {S,*} es un grupo.
(1) Calcular el orden de cada elemento de {S,*}.
(1) A partir del resultado anterior, demostrar que {S,*} es ciclico y encontrar todos sus genera-
dores.

(¢) El conjunto T se define por {x x x | x € S}. Demostrar que {7, *} es un subgrupo de {S, x}.

Solucion:
(a) x| 2 4 6 8 10 12
2 4 8 12 2 6 10
4 8 2 10 4 12 6
6 |12 10 8 6 4 2
8 2 4 6 g8 10 12
101 6 12 4 10 2 8
12110 6 2 12 8 4

(b) (1) De la tabla se deduce que la operacién es cerrada. La propiedad asociativa porque el producto
de clases de restos en cualquier médulo tiene esa propiedad. El elemento neutro es 8 y de la
tabla resulta también que todos los elementos tienen su simétrico. Ademads tiene la propiedad

conmutativa, es un grupo abeliano.

(11) x| 2 4 6 8 10 12| orden
2 4 8 12 2 6 10| 3
408 2 10 4 12 6 3
6 |12 10 8 6 4 2 2
812 4 6 8 10 12| 1
0wl6 12 4 10 2 8 6
2110 6 2 12 8 4 6
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(1) Hay dos elementos de orden 6 que son 10 y 12. Son generadores del grupo y, por consiguiente,
éste es ciclico.

(¢) El conjunto es:
{r*z|xeS}={2,4,8}

Es el subgrupo generado por el elemento 2.

Ejercicio 2. El conjunto universal contiene todos los enteros positivos menores que 30. El conjunto A
contiene los numeros primos menores que 30 y el conjunto B contiene los enteros positivos de la forma
3+ 5n (n € N) que son menores que 30. Determinar los elementos de:

(a) A\ B
(b) AAB
Solucién:
Los conjuntos A y B son:
A=1{2,35711,13,17,19,23,29} ; B = {3,8,13,18,23,28}
Entonces:

A\ B = {2,5,7,11,17,19, 29}

AAB=(A\B)U(B\ A)
={2,5,7,11,17,19,29} U {8, 18, 28}
={2,5,7,8,11,17,18,19, 28,29}

Ejercicio 3. La relacién R estd definida para a,b € ZT de tal manera que aRb si y solo si a®> — b? es
divisible por 5.

(a) Demostrar que R es una relacion de equivalencia.
(b) Identificar las tres clases de equivalencia.

Solucion:

(a) Veamos que se cumplen las tres propiedades:
— Reflexiva. aRa puesto que a? —a? =0 = 5.
— Simétrica:
aRb = a*-b*=5

= b -d’=5

— bRa
— Transitiva:
aRb a2—-v’ =5 . .
. ) 9 & sumando miembro a miembro
bRe b*—c*=5

-+ -32*=5
- =5

aRe

Ll
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(b) Para que dos elementos estén relacionados, debe cumplirse que:
a> = =(a—b)la+b) =5

Es decir, o su diferencia es miltiplo de 5 (son congruentes médulo 5) o su suma es multiplo de 5
(su suma es cero médulo 5). Teniendo esto es cuenta, las clases de equivalencia son las siguientes:

[5] = {5,10,15,20,25,...} ={z € ZT |z =0 (mdd 5)}
2] ={2,3,7,8,12,13,...} ={z € Z* |z =42 (méd 5)}

Ejercicio 4. La funcién f: RY x RT — RT x RT se define mediante:

) = (22,2

Demostrar que f es una biyeccion.
Solucién:

La aplicacion estd bien definida puesto que todo elemento del conjunto inicial tiene una imagen en el
conjunto final. Debemos ver que la aplicacion es inyectiva y suprayectiva.

— La aplicacion es inyectiva:

_ roor 2 T\ _ //22/
flz,y) = f@',y) = (xy ’y) (my ’y/)

2 1,02
TY - ==
Y ) Yy
T _ oz
Y y’
/ 2 13,2
T x
—t .]ij:aj/(y) = ;g
x x
x3y2:x’3y2
3 3
— =7
ysiz=z"
! z .7/'/ /
r=xr, —=— — y=y

Y Y
y la funcién es inyectiva.

— La aplicacién es suprayectiva. Sea (a,b) € RT x RT. Debemos demostrar que:
A(z,y) €RT xRT | f(z,y) = (a,b)
Para ello debe cumplirse que:

2 2
Ty’ = =
Y a Ty a
%zb T =by
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y de aqui:

x:by:bi/gzvgalﬂ

Entonces todo elemento del conjunto final es imagen de un elemento del conjunto inicial y la
aplicacion es suprayectiva.

Ejercicio 5.
(a) Suponiendo que p, q y r son elementos de un grupo, demostrar la propiedad de simplificacion
pg=pr = q=T7T
La solucion debe indicar qué propiedades del grupo se aplican en cada paso de la demostracion.

(b) Considere el grupo de orden 4 formado por el elemento neutro e y los elementos a, b y c:

(1) Dar una razén en cada caso por la que ab no puede ser igual a a ni a b.
(11) Suponiendo que c es autoinverso determinar las dos posibles tablas de Cayley para G.
(1) Determinar cudl de los dos grupos definidos por las dos tablas de Cayley es isomorfo al grupo
definido por el conjunto {1,—1,1, —i} bajo la multiplicacion de nidmeros complejos. Su solucidén
debe incluir una correspondencia entre {a,b,c,e} y {1,—1,4, —i}.

Solucion:

(a) pg=pr = p ‘(pg)=p (pr) multiplicando por la izquierda por el inverso de p
—  (pp Hg=(pp~')r por la propiedad asociativa
= eq=cer por la definicién del elemento simétrico

= q=r por la definicién del elemento neutro

(b) (1) Supongamos ab = a entonces:

ab=a = a '(ab)=0a""ta multiplicando por la izquierda por a~*
— (¢ ta)b=a"la por la propiedad asociativa
— eb=ce¢ por la definicién de elemento simétrico
— b=c¢ por la definicién de elemento neutro

Por consiguiente b = e y el grupo no seria de orden 4. La demostraciéon de que ab = b es
imposible se hace de forma similar.

SRR ESRECHIESY
oo lalle
Qoo o
[SEESEESAEsNIEs)
SR RS ESNECRIEsY
Qoo |
(SR ESEES RN 1 Ko

QT D
oS

(1) El segundo es isomorfo al de las rafces cuartas de 1 porque ambos grupos son ciclicos. Un
isomorfismo es el definido por:

fle)=1; fla)=1i; f(b)=—i; f(c)=-1

Hemos tenido en cuenta que a y b son los elementos de orden cuatro (generadores del grupo
ciclico) que deben hacerse corresponder con los generadores del grupo de las raices. También
se hacen corresponder los elementos de orden 2 que son ¢y —1.
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9. Examen 2012

Ejercicio 1.

(a) Dos de las cinco condiciones que tiene que cumplir un conjunto S con respecto a la operacion
binaria * para ser un grupo abeliano son la asociatividad y la conmutatividad. Indique las otras tres
condiciones.

(b) A continuacion se muestra la tabla de Cayley para la operacion binaria © definida en el conjunto
T ={p,q,r,s,t}.

IRV |+ @S
RIQ|+|w |3
QI3 w [+ 3
(I »
w3 ||| =+

(1) Compruebe que se cumplen exactamente tres de las condiciones necesarias par que {T,®} sea
un grupo abeliano, pero que ni la asociatividad ni la conmutatividad se cumplen.

(1) Halle los subgrupos propios de T que son grupos de orden 2, y comente el resultado en el
contexto del teorema de Lagrange.

(1) Halle las soluciones de la ecuacion (p ® x) @ x =z O p.
Solucién:

(a) La operacién debe ser cerrada, debe haber elemento neutro y cada elemento debe tener su simétrico.

(b) (1) De la tabla se deduce que la operacién es cerrada, existe elemento neutro (s) y todo elemento
tiene su simétrico Todos son simétricos de si mismos). Veamos que en algin caso no se cumple
la propiedad asociativa:

pO(@ot)=por=t
(pOqOt=rot=p
ni la conmutativa:

pOg=r
qOp=t
(1) En realidad no se les puede llamar subgrupos puesto que (7,®) no es un grupo. Todos los

elementos salvo el elemento neutro son de orden 2. Las potencias de estos elementos forman
grupos:

{p,s}; {a,s}; {r,s}; {t, s}

El orden de estos grupos 2 no es divisor del orden de T pero esto no quiere decir que no se
cumpla el teorema de Lagrange puesto que 7T no es un grupo.

(111) Desde luego = = s (el elemento neutro) es solucién. Probemos con los otros elementos:

— Para z =p:
(pOp)Op=sOp=p; pOp=s
luego p no es solucién.
— Paraz =g¢:
(POg)Og=rog=t; qoOp=t

Por tanto, z = ¢ es solucién.
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— Probemos con x = 7:
(poOr)Or=tor=q; rOp=gq

y & = r es solucién.
— Probemos finalmente x = t:

(pot)Ot=qot=r; toOp=r

y, por consiguiente, x = ¢ también es solucién.

Ejercicio 2. Los elementos de los conjuntos P y Q se toman del conjunto universal {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
P={1,2,3} y Q ={2,4,6,8,10}.

(a) Sabiendo que R= (P NQ’), enumere los elementos de R.
(b) Para un conjunto S, sea S* el conjunto de todos los subconjuntos de S, (1) Halle P* (11) Halle n(R*)

Solucién:
(a) Teniendo en cuenta que por las leyes de Morgan:
R=(PNQ") =P uQ=1{2,4,5,6,7,8,9,10}
() () P*={0,{a},{b},{c}, {a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}

(11) Puesto que R tiene 8 elementos, el niimero de subconjuntos de R es 2% = 256.

Ejercicio 3. La relacion R se define sobre el conjunto N de manera tal que, para a,b € N, aRb si y solo
sia®=0b% (méd 7).

(a) Comprueba que R es una relacion de equivalencia.

(b) Halle la clase de equivalencia a la que pertenece el 0.

(¢) Denote como C,, la clase de equivalencia a la que pertenece el nimero n. Enumere los seis primeros
elementos de C.

(d) Demuestre que para todo n € N, Cp, = Cp47.
Solucién:

(a) Comprobemos que se cumplen las tres propiedades:
— Reflexiva: aRa puesto que a® = a® (méd 7).
— Simétrica:

aRb = a*=b (méd7) = v’ =a®> (méd7) = bRa

— Transitiva.

aRb = a*=b (méd7) = - =7
bRe = bB’=c (méd7) = V- =1

= -+ - =7
= d-3A=7

— = (méd 7)
_—

aRc
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(b)

(c)

Los niimeros relacionados con cero cumplen que
aR0 = a*=0 (méd7) = =7 = a="7

Es decir, son equivalentes a cero, los multiplos de 7. La clase de equivalencia es:
[0] ={0,7,14,21,28,35,...}

Teniendo en cuenta que:

22=8=1 (mdd 7)
33=27=6 (méd7)
42 =64=1 (méd 7)

53=125=6 (méd 7)
6> =216=6 (méd7)

la clase de equivalencia C es:

Cy ={1,2,4,8,9,11,...}

Basta ver que (n + 7)Rn. En efecto

(n+72%—n3=n3+21n? +63n+343 —n® =21n2 +63n +343=7 — (n+T7)Rn

Ejercicio 4.

(a)

La funcién g : Z — 7 viene dada por g(n) = |n| — 1 para n € Z. Compruebe que g no es ni
sobreyectiva ni inyectiva.

El conjunto S es finito. Si la funcion f: S — S es inyectiva, compruebe que f es sobreyectiva.

Utilizando el conjunto Z+ como dominio y como conjunto final, dé un ejemplo de funcion inyectiva
que no sea sobreyectiva.

Solucion:

(a)
(b)

La funcién no es inyectiva puesto que, por ejemplo, g(—1) = g(1). Tampoco es sobreyectiva puesto
que —2 estd en el conjunto final de la aplicacién y no hay ningin n € Z tal que g(n) = —2.

Sea N el ntiimero de elementos del conjunto S. El conjunto
B={f(z)|x S}

estd formado por elementos de S. Ademds como la funcién es inyectiva, todos los valores de la
funcién son diferentes. El conjunto B esta contenido en S y tiene el mismo nimero de elementos
que S. Entonces B = S.

En este caso es posible porque el conjunto no es finito. Un ejemplo de funcién inyectiva y no
sobreyectiva seria:

J(n)=n+3

Es inyectiva y no sobreyectiva puesto que no existe n € Z* tal que f(n) = 1.
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Ejercicio 5. El grupo G tiene un dnico elemento h de orden 2.

(a) (1) Compruebe que para todo g € G, ghg™! tiene orden 2.
(1) Deduzca que para todo g € G, gh = hg.

(b) Considere el grupo G para la multiplicacion de matrices, que consta de cuatro matrices 2 X 2 y
contiene un unico elemento de orden 2, siendo

=0 )

(1) Compruebe que G es ciclico.

(1) Dado el elemento neutro e = I, halle un par de matrices que representen a los dos elementos
restantes de G, donde cada elemento es de la forma

a b
<c d>’ a,b,e,d e C

Solucion:

(a) (1) En efecto, sea h? = e:

(ghg™")(ghg™) = (gh)(g ' g)(hg™") por la propiedad asociativa
= (gh)e(hg™)
— thQ—l
=gg~! como h es de orden 2, h2 =e
=e

1

y, por consiguiente, ghg™" es de orden 2.

1

(11) Puesto que h es el dnico elemento de orden 2 y ghg™"' es de orden 2, se verifica que:

ghg™'=h = ghg'lg=hg = gh=hg

(b) (1) Salvo isomorfismo, solamente hay dos grupos de orden 4, el grupo ciclico y el grupo de Klein.
En el grupo de Klein todos los elementos salvo el neutro tienen orden 2. En el grupo de las
matrices solamente hay un elemento de orden 2. Entonces debe ser ciclico.

(11) Sea:
= (¢ )

un generador del grupo:

o (-1 Oy ., _(i0
9=\o 1 9=\o0 1

y el elemento que falta es:

s (—i 0
=0 1)
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10. Examen 2013

Ejercicio 1. La operacion binaria * se define sobre N del siguiente modo:
axb=14ab
Determine si x: (a) Es cerrada. (b) Es conmutativa. (¢) Es asociativa. (d) Tiene elemento neutro.
Solucién:
(a) La operacién es cerrada puesto que:

a,beN = axb=1+abeN

(b) Es conmutativa ya que:

axb=14+ab=1+ba=bxa

(¢) Veamos si es asociativa:

(axb)xc=(14+ab)xc=14+ (1+ab)c=1+c+abe
ax(bxc)=ax*x(1+bc)=1+a(l+bc)=1+a+ abc
La operacion no es asociativa.

(d) El elemento neutro, si existe, debe cumplir:

a—1

ae=a — l4+ae=a — e=
a

no existe elemento neutro pues, deberia ser el mismo para cualquier elemento y, ademas, aT_l no es

un numero natural.

Ejercicio 2. Considere el conjunto
S ={1,3,5,7,9,11,13}
con la operacion binaria de multiplicacion mddulo 14 denotada por X14.

(a) Copie y complete la siguiente tabla de Cayley para esta operacion binaria:

xua | 1 3 5 7 9 11 13
1 13 5 7 9 11 13
3 3 13 5 11
) S 3 13 9
7 7

9 9 13 3

11 |11 5 13

13 (13 11 9

(b) Dé una razén que explique por qué {S, X14} no es un grupo.

(¢) Compruebe que se puede formar un nuevo conjunto G eliminando uno de los elementos de S de
modo que {G,X14} sea un grupo.

(d) Determinar el orden de cada uno de los elementos de {G, X14}.

(e) Halle los subgrupos propios de {G, x14}.
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Solucion:

(a)

X14 1 3 5 7 9 11 13
1 1 3 5 7 9 11 13
3 3 9 1 7 13 5 11
5 5 1 11 7 3 13 9
7 v o7 T 7 7 7T 7
9 9 13 3 7 11 1 )
11 |11 5 13 7 1 9 3
13 |13 11 9 7 5 3 1

(b) El elemento 7 no tiene inverso.

(¢) Eliminando el elemento 7 el conjunto que queda es un grupo:

x4 | 1 3 5 9 11 13
13 5 9 11 13

3 39 1 13 5 11

5 5 1 11 3 13 9

9 13 3 11 1 5

11 |11 5 13 1 9 3
13 13 11 9 &5 3 1

Hay elemento neutro, todos tienen inverso y se cumple la propiedad asociativa pues es una propiedad
que se cumple siempre para el producto de clases de restos. Ademads es un grupo conmutativo.

(d) El orden de los elementos es el siguiente:

X4 | 1 3 5 9 11 13 | orden
1 3 5 9 11 13 1
3 9 1 13 5 11 6
5 5 1 11 3 13 9 6
9 9 13 3 11 1 5 3
11 (11 5 13 1 9 3 3
3 (13 11 9 5 3 1 2

(e) Puesto que el grupo tiene orden 6 los subgrupos propios deben de tener orden 2 o 3, de acuerdo
con el teorema de Lagrange. Por otra parte, los grupos de orden 2 o 3 son ciclicos. Teniendo esto
en cuenta, tenemos un subgrupo de orden 2 generado por 13:

G; ={1,13}
y un subgrupo de orden 3 generado por el nimero 9 (o el 11 que también es generador):

Gy = {1,9,11}

Ejercicio 3. La funcion f : R — R se define del siguiente modo:

2r +1 six <2
fle) =1 .
¢ —2x+5 six>2

(a) (1) Dibuje aproximadamente la grdfica de f (11) Haciendo referencia a la grdfica que ha dibujado,
compruebe que f es una aplicacion biyectiva.

(b) Halle f~1(x).
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Solucion:

(a) (1)

(1) Podemos ver que la funcién es siempre creciente, por consiguiente, es inyectiva. Por otra parte,
es una funcién continua que tiende a —oo a la izquierda y a +o0o por la derecha. Su recorrido
son todos los nimeros reales y es, por tanto, suprayectiva.

(b) Calculamos la funcién inversa de u = 2z + 1:

r—1
2

rz—1
2

r=2u+1 = u= - u_l(x):

y la inversa de v = 22 — 22 + 5:

r=v2—204+45 = v —2+5—-z=0

S V4+24(x75) =1+\1+(z-5) =1+vz—14

Debemos tomar el signo positivo para que cuando x = 5, y = 2. asi la funcién inversa es:

z—1

fTla)y=q 2
l1+vVer—4 sixz>5H

siz<5h

Ejercicio 4. La relacion R se define sobre {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} de la siguiente manera:
aRb <= ala+1)=b0b+1) (mdd}5)

(a) Compruebe que R es una relacidn de equivalencia.

(b) Compruebe que la equivalencia que define R se puede escribir de la forma:
aRb = (a—-b)(a+b+1)=0 (mdbd 5)

(¢) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo determine las clases de equivalencia.
Solucién:

(a) Veamos que se cumplen las tres propiedades:

— Reflexiva: aRa puesto que a(a + 1) = a(a+ 1) (mdd 5).
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— Simétrica:
aRb = ala+1)=b(b+1) (méd>5)
= bb+1)=ala+1) (mdd>5)
— bRa
— Transitiva:

aRb = ala+1)=b0b+1) (mdd>5)
bRe = bb+1)=c(c+1) (mdd5)

ala+1)=c(c+1) (méd5) = aRc
(b) En efecto:
aRb ala+1)=bb+1) (méd 5)
a>—b*+a—-b=0 (méd5)
(a—=Db)(a+b)+(a—b)=0 (méd 5)
(a—=b)(a+b+1)=0 (mddb5)

Ll

(¢) A partir de lo anterior vemos que dos niimeros son equivalentes si su diferencia es multiplo de 5 o
lo es la suma de los nimeros mas 1. Asi, 0 es equivalente a los multiplos de 5 y también a 4 o los
nimeros congruentes con 4. Las clases de equivalencia son las siguientes:

0] = {0,4,5,9,10}
[1] = {1,3,6,8,11}
2] = {2,7,12}

Ejercicio 5. H y K son subgrupos de un grupo G. Considerando los cuatro axiomas de grupo, demuestre
que H N K también es un subgrupo de G.
Solucién:

Veamos que se cumplen en H N K las propiedades de grupo:

— La operacion es cerrada en H N K:
a,be HNK — a,beH, abe K por ser H y K subgrupos
— abe H, abe K
= abe HNK

— La propiedad asociativa se cumple en H N K puesto que se cumple en H y en K.
— El elemento neutro estd en H N K:

H
{ee — eeHNK
eec K

— Demostremos que si a € H N K entonces a~! € HN K. En efecto:
ace HNK =— a€H,aekK por ser H y K grupos:
— aleH alek
— a'€eHNK
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11. Examen 2014

Ejercicio 1. La operacion binaria A se define sobre el conjunto S = {1,2,3,4,5} mediante la siguiente
tabla de Cayley

alufefsfals]

1 1 1 2|3 |4

2 11211213

3 2 113|112

4 312141

5 4 1 31| 2 115
(a) Indique si S es cerrado respecto a la operacidn A y justifique su respuesta.
(b) Indique si A es conmutativa y justifique su respuesta.
(¢) Indique si existe un elemento neutro y justifique su respuesta.
(d) Determine si A es asociativa y justifique su respuesta.
(e) Halle las soluciones de la ecuacion aAb = 4Ab, para a # 4.

Solucion:

(a) Es cerrado prque todos los resultados de operar dos elementos de S estdn en S.
(b) Es conmutativa porque la tabla es simétrica.

(¢) No hay elemento neutro. Esto se desprende de la tabla, ningtin elemento al operarlo con los demds
los deja invariantes.

(d) No es asociativa puesto que, por ejemplo,

2A(3A4) = 2A1 = 1
(2A3)A4 =1A4 =3

(e) De la tabla se desprenden las soluciones a =2,b=2y a =2,b = 3.

Ejercicio 2. Considere el conjunto S, definido mediante S = {s € Q | 2s € Z}. Puede suponer que + y
X son operaciones binarias asociativas sobre Q.

(a) (1) Escriba los seis elementos mds pequerios de S que no son negativos.
(1) Muestre que {S,+} es un grupo.
(1) D€ una razén que explique por qué {S, X} no es un grupo. Justifique su respuesta.

(b) La relacion R se define sobre S mediante s1Rso si 3s1 + 5sy € Z.

(1) Muestre que R es una relacion de equivalencia.
(11) Determine las clases de equivalencia.

Solucion:

(a) (1) 0, %, 1, %7 g El conjunto S esta formado por los nimeros enteros y las fracciones irreducibles
de denominador igual a 2.
(1) La operacién es interna y asociativa. El elemento neutro, cero, estd en Sy también el opuesto

de cada elemento.
(1) La operacién no es interna. Por ejemplo

1 1 1
3%3-1%%
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(b) (1) Veamos que se cumplen las tres propiedades

— Reflexiva. aRa puesto que 3a + 5a € Z tanto si a es entero como si es una fraccién de
denominador dos.
— Simétrica. Hay que tener en cuenta que si a € S entonces 2a € Z. Entonces:

aRb — 3a+5beZ

= 3a+2a+5b—-2b€Z puesto que 2a,2b € Z
= 3b+bacZ
= bRa
— Transitiva:
{aRb {3(1 +5bEZ
- sumando
bRc 3b+5ceZ
= 3a+8b+5ceZ y puesto que 8b € Z
= 3a+5ce’Z
= aRc

(1) Una clase de equivalencia estd formada por los niimeros enteros y otra por las fracciones
irreducibles de denominador igual a 2.

Ejercicio 3. Los conjuntos X eY se definen mediante X =]0,1[, Y ={0,1,2,3,4,5}.

(a) (1) Dibuje aprozimadamente en el plano cartesiano el conjunto X x Y.
(1) Dibuje aproximadamente en el plano cartesiano el conjunto Y x X.
() Indique (X xY)N (Y x X).

(b) Considere la funcion f : X XY — R definida mediante f(z,y) = x4y y la funcidn g : X xY — R
definida mediante g(z,y) = xy.

(1) Halle el recorrido de la funcion f.
(1) Halle el recorrido de la funcidn g.
(1) Muestre que [ es inyectiva.
(1v) Halle f=1(x) como wvalor ezacto.
)

(V) Halle todas las soluciones de g(z,y) =

Solucion:

(a) (1)

(1)
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= N W s Ot

(1) La interseccién es vacia.

(b) (1) El recorrido de la funcién f es (0,6) \ {1,2,3,4,5}.
(11) El recorrido de la funcién g es [0, 5).
(1) Por una parte se verifica que:

r1>x0 = f(z1,y) > f(z2,y)

Es decir, para puntos del mismo segmento, los valores de la funcién son todos diferentes. Por
otra parte

1>y = flo,y1) > f(22,92)

O sea que el valor de la funcién en un segmento correspondiente a un valor mayor de y siempre
es mayor que el del valor menor valga lo que valga z. Los valores de la funcién se ordenan
segun los valores de la ordenada y si las ordenadas son iguales, segin los valores de la abscisa.
En consecuencia la funcién no toma valores iguales en puntos diferentes y es, en consecuencia,
inyectiva.

(1v) f7H(m) = (7 = 3,3).

(v) Las soluciones son (%,1), (i,Z), (%,3), (%,4) y (%,5).

Ejercicio 4. Sea f : G — H un homomorfismo de grupos finitos.

(a) Demuestre que f(eq) = em, donde e es el elemento neutro de G y ey es el elemento neutro de H.

(b) (1) Demuestre que el nicleo de f, K = Ker(f), es cerrado respecto a la operacion del grupo.
(1) Deduzca que K es un subgrupo de G.

)
(¢) (1) Demuestre que gkg=! € K para todo g € G, k € K.
(1) Deduzca que toda clase lateral por la izquierda de K en G es también una clase lateral por la
derecha.

Solucion:

(a) Sea x un elemento cualquiera de G:

f(@) = flegz) = flec)f(x) = [lec) =en
Al operar f(x) con f(eg) queda invariante. Por eso f(eq) debe ser el elemento neutro de H.
(b) (1) En efecto
a,beKer(f) = f(a)=-en, f(b)=en
= f(ab) = f(a)f(b) = enen =en
= ab € Ker(f)

y la operacién es cerrada.
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(1) Ya se ha demostrado que la operacién es cerrada en el nicleo del homomorfismo y que el

elemento neutro pertenece al nicleo. Queda por demostrar que si a € Ker(f) entonces también
-1
a~! € Ker(f):

a€ K = eg=fleq)=f(ata)=f(aHf(a)=fla eg =fla™') = a'ekK

(¢) (1) En efecto:

~ ~ o~

geG, ke K = fl(gkg™") = fl9)f(k)f(g™")
9enflg™")
)

flog™)

f

| | |
- = S

I
)
T

y por tanto, gkg~! € K.
(1) Sea

x € gK ke K|z=gk
gkgT' =xg ' € K
rg =k, KFeK
z=kg

x e Kg

Ll
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12. Prueba 1. Mayo 2015

Ejercicio 1. A y B son dos sucesos tales que p (A) = 0,25, p(B) =0,6 yp(AU B) =0,7.

(a) Halle p(AN B).
(b) Determine si los sucesos A y B son independientes.

Solucién:
(a) p(ANB)=p(A)+p(B)—-p(AUB)=10,25+0,6 — 0,7 = 0,15.
(b) Puesto que p(A)p(B) =0,25 x 0,6 = 0,15 =p (AN B), los sucesos son independientes.

Ejercicio 2. Desarrolle (3 — x)* en potencias ascendentes de x y simplifique la respuesta.

Solucion:
(B3—2)t=3"—-4-3%46-3%2% —4-32% +2*

=81 — 108z + 54z% — 1223 + 24

Ejercicio 3. Halle todas las soluciones de la ecuacion tanx + tan 2z = 0 donde 0° < x < 360°

Solucion:
¢ n 2tanz
anr + ——— =
1—tan?zx

tanx(l—taan)—l—Qtanx:O
tanzx (3 — tan? m) =0
tanz =0 — 2 =0°
tanz =v3 = 1 =060°, x=240°
tanz = —V3 = 2 =120°, x=300°

x = 180°

Ejercicio 4. Considere la funcion definida mediante f(z) = 23 — 322 + 4.
(a) Determine los valores de x para los cuales f(x) es una funcidn decreciente.

(b) Enla curva y = f(x) hay un punto de inflexion P. Halle las coordenadas de P.

Solucién:
(a) Calculamos la derivada:
f'(x) = 32% — 62 = 3x(x — 2)
El signo de la derivada esta dado por el siguiente esquema:

0
+ +

|
N
0
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La funcién es decreciente en el intervalo (0,2).
(b) La segunda derivada es:
f'(x) =6x—6
El signo de la segunda derivada es:

0

|
N
1

Hay un punto de inflexién en P(1,2).

Ejercicio 5. Muestre que

2
/ 22lnzrdr=4In2 — 1—5
1 16

Solucion:

Integramos por partes:
2 2 4 4 2 2
1 1 1
/:U?’lnxdx:/lnxd e —f/ 2 = dz
1 1 4 4 1 4 1 X
~ (16In2 7 1
o 4 4

Ejercicio 6. En el tridngulo ABC, BC' = /3 cm, ABC =0 y BCA = 3-
(a) Muestre que la longitud:

3

AB= ——
V3 cosb + sen b

(b) Sabiendo que AB alcanza un valor minimo, determine el valor de 6 para el cual sucede esto.

Solucion:
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(a) Aplicando el teorema del seno:

AB 3 g VB¥ 3
sen60°  sen(120° — 0) V3 050 + Lsenf  V3cosh +senb

2 2

(b) Para que sea méximo, la derivada debe ser cero:

, —3(—V3senf +cos) 0
(v/3 cos 0 + sen 6)2

—V3senf + cosf = 0
—V3tanf+1=0

tan@zL — #=30°

V3

Sabiendo que AB alcanza un valor minimo, determine el valor de 6 para el cual sucede esto.

Ejercicio 7.
(a) Halle tres raices distintas de la ecuacion 82° + 27 =0, z € C, en forma mddulo-argumental.

(b) Las raices se representan mediante los vértices de un tridngulo en un diagrama de Argand. Muestre

. Iy ; 273
que el drea del tridngulo es igual a =75>.

Solucién:Sabiendo que AB alcanza un valor minimo, determine el valor de 6 para el cual sucede esto.

(a) Puesto que:

Z:P:3<27> :<3) K=0,1,2
8 8 180° 2 60°4120° K

de modo que las tres raices son:

G G ()
2 600’ 2 18007 2 300°

(b) Representamos las raices:

120
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El area del tridangulo la podemos calcular como suma de las areas de tres triangulos isésceles:

2
1 2
o3 L (3 noee = 27 V3 _21V8
2 2 8 2 16

Ejercicio 8. Utilizando la sustitucion t = tanzx, halle
/ dz
1+sen?zx
Exprese la respuesta de la forma m arctan(n tanx)+c donde m y n son constantes que deberd determinar.

Solucion:

Derivamos la férmula de sustitucién:

t=tanx
1
dt = ———
cos? x

dz = cos® z dt

Hacemos la sustitucién:

/ 1+ sen2

cos? x
1+sen?x

dt

COS2 + tan? x

1+2tan T

1+2t2

-/

=

/1+tan vt tan?z
/ ar

-J

- |

1+ (V2

1
= —— arctan(V/2t) + ¢
g Mretan(v2t)

1
= — arctan(v2tan ) + ¢

V2

de modo que m = -+ y n = /2.

S

Ejercicio 9.
(a) Indique el conjunto de valores de a para los cuales la funcién x — log, = ewiste para todo x € RY.
(b) Sabiendo que log, y = 4log, x, halle todas las posibles expresiones de y en funcion de x.
Solucién:

(a) La funcién existe para todo a € R\ {1}.
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(b) Podemos pasar ambos logaritmos a la base neperiana:

Iny Inx 1
log,y=—; Inyz=-— = log,y=
Inz Iny log, @
Entonces:
log, y = = (log,y)* =4
log, y
= log,y =42
_ .2
— {y x_z
y=x
Ejercicio 10. La funcion f se define mediante f(z) = ——3 % eR, z#2.

(a) Dibuje aproximadamente el grdfico de y = f(x), indicando claramente todas las asintotas y los
puntos de corte con los ejes x e y.

(b) Halle una expresion para f~1(x).

(¢) Halle todos los valores de x para los que f(x) = f~ (z).

(d) Resuelva la inecuacion |f(z)| < 3.

(€) Resuelva la inecuacion f(|z]) < 3.

Solucién:
Y
77777777777777777777777777777777777777777777777777777777 i S
o X
r=2

(a) Las asintotas son las rectas x = 2 e y = 3. La curva corta a los ejes en el punto O(0,0).

(b) Intercambiamos las variables y despejamos:

3x 3y
y:x—Z = m:ﬁ
= z(y—2)=3y
= xy—3y=20
= ylz—-3)=2
— =)=
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(¢) Igualando las dos funciones:

3 2
ro_ = 322-9z=222-4r = 2 -5x=0
xr — 2 r—3

Las dos funciones toman los mismos valores en x =0y en z = 5.

(d) La inecuacién equivale a:
3
2

Lo podemos resolver graficamente

3
~5 < f(z) <

____________________________________________________________________

La parte de la curva que cumple la condicién es la comprendida entre los puntos A y B es decir
2
para x € (—27 3).
(e) Se trata de una funcién simétrica respecto al eje de ordenadas. Para x > 0 la desigualdad se cumple
en el intervalo [0,2). Por la simetria debe cumplirse también en (—2,0]. La solucién es entonces el
intervalo (—2,2).

También puede expresarse la funciéon como:

3)] = siz>0
f(|$|)=||_2= s ; .
x s = o stz <0

y obtener la soluciéon por separado para x < 0 y para z > 0.

Ejercicio 11. Considere las funciones f(x) =tanz, 0 <z < J y g(x) = 4l g e R, z # 1.

r—1’
(a) Halle una expresion para go f(x); indique cudl es su dominio.
(b) A partir de lo anterior muestre que:

senx + cosx
go flz) = XRTLCOT
Sen x — cos T
(¢) Sea y = go f(x). Halle el valor exacto de % en el punto del grdfico de y = go f(x) en el que
x = §; exprese la respuesta de la forma a + b3, a,b € Z.

(d) Muestre que el drea delimitada por el grifico dey = go f(x), el eje x y las rectasx =0y ==

es In(1 4+ /3). ’
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Solucion:

(a)
tanz + 1
= t = ———
9o J(@) = gltanz) = S
El dominio de la funcién es [0,5) \ {5}
(b) Sustituyendo la tangente en funcién del seno y el coseno:

ST +1  senxz+cosz

o f(z) = 82 =
g f() zizi_l senx — CcosT

(¢) Derivamos:

(cosz —senz)(senx — cosx) — (cosx + sen z)(senx + cos x)

() —
(gof)(z)= (senz — cos x)?
_ —(cosxz —senx)(cosz —senx) — (cosx 4 sen x)(cos x + sen x)
N (senx — cos x)?
_ (cosxz —senx)(cosz —senx) 4 (cos x 4 sen x)(cos x + sen x)
N (senz — cosx)?
(cosx — senx)? + (cosx + sen x)?
N (senzx — cosx)?
_ 2
~ (senz — cosx)?
Para z = %:
-2 -2
! _ —
000 () =z =
(§ - T) 4 4 4
-2 —4

[\
_|_
B

_4(

(d) En la integral siguiente, el numerador es la derivada del denominador:

6 senx + cosx
o Senzx —coszw

dz = [ln | cosx — senx@
0

Este logaritmo es menor que cero por lo que el drea es igual a:

V3-1 2
=1In

2 V3—1
2(vV3+1) W 2(V3+1)

“ M VB-)WB+ D) >
=In(v3+1)

S=—1In

93
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Ejercicio 12. La ecuacion cibica 2* + px? + qx + ¢ = 0, tiene por raices a, 3 y . Desarrollando
(x — a)(x — B)(x — ) muestre que:

(@) () p=—(a+B+7).
(11) ¢ = af + By + e
(1) ¢ = —afy.

Ahora se sabe que p = —6 y ¢ = 18 para los apartados (b) y (c)
(b)

(1) En el caso de que las tres raices formen una progresion aritmética, muestre que una de las
raices es 2.

(11) A partir de lo anterior, determine el valor de c.

(¢) En otro caso, las tres raices a, § y vy forman una progresion geométrica. Determine el valor de c.
Solucién:

(a) Desarrollando:

P4 pr*tgr+ce=(r—a)(z—B)(z—7)

=a° — (a+ B +7)2" + (af + By + ya)z — afy
e igualando coeficientes resulta:

p=—(a+B+7)
q=af+py+a
c=—afy
(b) (1) Puesto que las raices estdn en progresién aritmética, las podemos representar mediante a — d,
a y a+ d. Entonces:
a—d+a+a+d=6 = 3a=6 = a=2
El segundo término de la progresién es igual a 2.
(11) Por otra parte puesto que = 2 es una raiz de z — 622 + 18z + ¢:
25 -6-22+18-2+c=0 = c=-20

(c) Sean las raices ¢, a y ar. Debe cumplirse que:

1
<a+a+ar>a<+1+r>6
r T

1
a~a+aoar+a~a7’a2(+1+r>18
T r r

Dividiendo miembro a miembro se obtiene a = 3. Entonces:

c=——-a-ar=—a>=-27
r

Ejercicio 13.
(a) Muestre que:

1
N

donde n >0, n € Z.
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1
(b) A partir de lo anterior muestre que v/2 — 1 < 7
(¢) Demuestre, utilizando la induccion matemdtica que:
Y J>va
r=1 \/7?
para n > 2n € 7.
Solucién:
(a) Racionalizando
1 B vn+1l—+/n
vn+yn+1  (Vn+14vn)(Vn+1-n)
_Vn+1-4/n
- n+l-n
=vn+1—+n
(b) Aplicando la igualdad anterior:
V2-1=v2-V1
_ 1
V2+ V1
€
V2
(¢) — Se cumple para n = 2:
=11 V2+1

1
_V2(v2+1) _2+4V2

— Supongamos que se cumple para n = h:
r=h 1
—>Vh
G

y veamos que, entonces, se cumple para r = h + 1:

L _y ! ! >\/E+71
pt TSV vh+1 vh+1

— De los dos apartados anteriores se deduce que la férmula se cumple para n > 2.

95
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13. Prueba 2. Mayo 2015

Ejercicio 1. En el tridngulo ABC, AB =5 cm, BC = 12 cm, ABC = 100°.
(a) Halle el drea del tridngulo.
(b) Halle AC.

Solucion:

100 19

(a) El drea de un tridngulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados por el seno del dngulo

comprendido:

1
S = 5-5-12-sen100°f:29,5cm2

(b) Por el teorema del coseno:

AC? =52 4122 -2.5-12¢c0s100° = AC ~13,8cm

Ejercicio 2. De un grupo compuesto por cinco hombres y seis mujeres se eligen cuatro personas.
(a) Determine cuantos grupos posibles se pueden elegir.
(b) Determine cudntos grupos se pueden formar que estén compuestos por dos hombres y dos mugeres.

(¢) Determine cudntos grupos se pueden formar en los que haya al menos una muger.

Solucién:
Se trata de un problema de combinaciones:

(a) Hay 11 personas y hay que escoger 4:
Ch1,4 =330

(b) Los dos hombres pueden escogerse de Cj5 2 y las mujeres de Cg 2 maneras. En total:
Cs2-Cso =150

(¢) Son todos menos los grupos formados exclusivamente por hombres. En total

Cr1,4a —Cs4 = 325
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Ejercicio 3.
(a) Dibuje aprozimadamente el grdfico de y = (v — 5)* — 2|z — 5| — 9, para 0 < z < 10.
(b) A partir de lo anterior o de cualquier otro modo, resuelva la ecuacion:
(x—5)2 =2z -5 —-9=0
Solucién:

(a) Puede dibujarse con la calculadora. El resultado es algo como esto:

(b) Las soluciones de la ecuacién pueden obtenerse como las intersecciones de la curva del apartado
anterior con el eje OX. De esta manera se obtiene:

x1 =0,84; xo = 9,16
El valor exacto puede calcularse resolviendo:

{(x—5)2—2(a:—5)—9=0

= 2=6+V10
T >5

= z=4-10
r<5b

{(x—5)2—2(5—x)—920

Ejercicio 4. A Emma le regalan un teléfono movil nuevo para su cumpleanos y en él recibe mensajes de

texto de sus amigos. Se supone que el numero de mensajes de texto que Emma recibe al dia sigue una
distribucion de Poisson de media m = 5.

(a) (1) Halle la probabilidad de que en un dia dado Emma reciba mds de 7 mensajes de texto.

(11) Determine el nimero esperado de dias a la semana en los que Emma recibe mds de 7 mensajes
de texto.

(b) Halle la probabilidad de que Emma reciba menos de 30 mensajes de texto a lo largo de una semana
dada.

Solucion:
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(a) (1) Basta aplicar la distribucién de Poisson
p(X<7)~087 = p(X>7)~0,133
(1) El valor esperado es:
X=7-p(X>17)=~0,934
(b) En este caso la distribucién de Poisson tiene media 35:

p (X < 30) ~ 0,177

Ejercicio 5. Considere los vectores dados por @ =1+ 27— 2k y U= ar+ b) donde a y b son constantes.
Se sabe que U X U =47+ b+ ck donde ¢ es una constante.
(a) Halle el valor de cada una de las constantes a, b y c.

(b) A partir de lo anterior, halle la ecuacion cartesiana del plano que contiene a los vectores U y U y
pasa por el punto (0,0,0).

Solucion:

(a) Calculamos el producto vectorial e igualamos:

7 1 a 2b 4
7 2 bl=| -2a | =1|0b = b=2; a=-1; c=4
E -2 0 b—2a c

(b) El vector normal al plano es @ x ¢. Por tanto la ecuacién es:

dr4+2y+42=0 0 2r+y+22=0

Ejercicio 6. El grdfico de y = In(5x + 10) se obtiene a partir del grdfico de y = Inx realizando una
traslacion de a unidades en la direccion del eje x sequida de una traslacion de b unidades en la direccion
del eje y.

(a) Halle el valor de a y el valor de b.

(b) La region delimitada por el grdfico de y = In(5z + 10), el eje x y las rectas x = e y x = 2e, se rota
alrededor del eje x. Hale el volumen asi generado.

Solucién:
(a) Podemos escribir la funcién como:
Y =In(5x 4 10) = In[5(x + 2)] = In5 + In(z + 2)

con lo que vemos que la curva y = Inz se ha trasladado —2 unidades en la direcciéon del eje  y In5
unidades en la direccién del eje y. Es decir, a = =2 y b = In5.

(b) El volumen es igual a la siguiente integral que podemos obtener con la calculadora:
2e
V= 7r/ (In(5z 4 10))* dz = 31,67

También puede obtenerse el valor exacto integrando por partes.
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Ejercicio 7. Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

204+ y+62=0
dr+3y+ 14z =4
20 — 2y + (a+2)z=0—-12

(a) Halle las condiciones que han de cumplir o y 8 para que:
(1) FEl sistema no tenga solucion.
(11) El sistema tenga solo una solucidn.

(1) El sistema tenga un ndmero infinito de soluciones.

(b) Para el caso en el que el nimero de soluciones es infinito, halle la solucidn general del sistema de
ecuaciones en forma cartesiana.

Solucion:

(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

2 1 6 2 1 6
4 3 14 |=10 1 2 | =2(a—-10)
2 2 a—2 01 a—8

y ya podemos decir que:

— Si a # 10 el sistema es compatible determinado y tiene una sola solucién.

— Si a =10 el rango de la matriz de coeficientes es 2. El de la matriz ampliada es:

21 6 0 2 1 0 2 1 0
rango |4 3 14 4 =rango (4 3 4 =rango (0 1 4
2 2 8 pB-12 2 2 p-12 01 pg-12

El determinante de esta matriz es 2(8 — 16) de forma que, si S # 16 el rango de la matriz

ampliada es 3 y el sistema es incompatible. Si 8 = 16 el rango de la matriz ampliada es 2 y el
sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

(b) Para o = 10, 8 = 16 el sistema es equivalente a:

20 +y+62=0
dr +3y+ 14z =4

Esta es la ecuacién de una recta como interseccién de planos. Para pasarla a forma continua bus-
camos una solucién particular, por ejemplo P(—2,4,0) y un vector director:

72 4 —4 2
71 3|=[-4]=-2{2
kE 6 14 2 -1

y la ecuaciéon queda:

r+2 y—4 z
2 2 ~1

Ejercicio 8. El granjero Bill posee un terreno rectangular de 10 m por 4 m. Bill ata una cuerda a un

poste de madera situado en una esquina de su terreno, y ata el otro extremo de la cuerda a su cabra
Gruff.
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(a) Sabiendo que la cuerda tiene una longitud de 5 m, calcule el porcentaje del terreno de Bill en el que
Gruff puede pastar. Dé la respuesta aprorimando al nimero entero mds prézrimo.

(b) Bill sustituye la cuerda de Gruff por otra que tiene una longitud a, 4 < a < 10, de modo que ahora
Gruff puede pastar exactamente en la mitad del terreno de Bill.

Muestre que a satisface la ecuacion:
4
a? arsen () +4va? —16 =40
a

(¢) Halle el valor de a.

Solucion:

10

(a) El drea que alcanza la cabra puede descomponerse en un tridngulo y un sector, Ademads
) 4 4
cos(90° — ¢) =senyp = E = o= arsen ¢
El area es:
1 1 4
S = 5-3-4+§-52~ arseng:17,6

lo que supone un 44 % de la superficie total.

(b) En este caso, el drea debe ser igual a 20:

va?—16

10
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Como en el caso anterior:
o 4 4
cos(90° — ) =senp = — = = arsen—
a a

Entonces el area cumple:

1 1 4
Z.4-va2—16+=-a®- arsen — = 20 o bien
2 2 a

4
4+/a? — 16 + a? arsen — = 40
a

(¢) La ecuacién se resuelve con la calculadora y resulta a = 5,53.

Ejercicio 9. Natasha vive en Chicago y tiene familia en Nashville y St. Louis. Cada vez que quiere visitar
a su familia, o bien va en avién o bien va en coche.

Cuando va a Nashville, la probabilidad de que vaya en coche es %, y cuando va a St. Louis la probabilidad

., 1
de que vaya en avion es 3.

Sabiendo que cuando va a visitar a su familia la probabilidad de que vaya en coche es %, Halle la
probabilidad de que para un viaje en particular,

(a) Vaya a Nashville.
(b) Esté camino de Nashville, sabiendo que estd yendo en avidn.
Solucién

El problema responde al siguiente esquema:

A
5
N
5
P
C
A
1-p %
SL
2
3
c
(a) Puesto que p (C) = 13:
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(b) Por la férmula de Bayes:

51
p(NJA) = 520 =

5
12 +

&l
+ [sl=
g~
[a—
(an)

.
—

ol
ol

Ejercicio 10. La agricultora Suzie cultiva nabos. Los pesos de los nabos que cosecha siguen una distri-
bucion normal de media 122 g y desviacion tipica 14,7 g.
(a) (1) Calcule el porcentaje de los nabos de Suzie que pesan entre 110 g y 130 g.

(1) Suzie tiene listos 100 nabos para llevarlos al mercado. Halle el nimero esperado de nabos que
pesan mds de 130 g.

(1) Halle la probabilidad de que al menos 30 de estos 100 nabos pesen mds de 130 g.

(b) El agricultor Ray también cultiva nabos. Los pesos de los nabos que cultiva siguen una distribucion
normal de media 144 g. Ray solamente lleva al mercado aquellos nabos que pesan mds de 130 g.
Durante un determinado periodo, Ray observa que tiene que rechazar 1 de cada 15 nabos por pesar
menos de lo debido.

(1) Halle la desviacion tipica de los nabos de Ray.

(11) Ray tiene listos 200 nabos para llevarlos al mercado. Halle el nimero esperado de nabos que
pesan mds de 150 g.

Solucién:
(a) (1) Es una distribucién normal N(122;14,7):
p(110 < X < 130) = p (X < 130) — p (X < 110) ~ 0,708 — 0,207 ~ 0,501
(11) Con la misma distribucién:
p(X >130) =1 — p (X < 130) = 0,203

El nimero esperado serd 0,293 x 100 = 29,3.

(1) Esta probabilidad se corresponde con una distribucién binomial de n = 100 y probabilidad de
éxito p = 0,293. Con esta distribucién:

p(X >30)=1—-p(X <29)=0,478
(b) (1) Es una distribucién N(144; ) de desviacién tipica desconocida. Pero sabemos que:

14 1
PX>130)= 1z = p(X <130) = ¢ = 0,067

Probamos con la calculadora valores de la desviaciéon hasta encontrar este valor de la proba-
bilidad. Asi obtenemos o = 9,33.

También podriamos efectuar la bisqueda inversa en la distribucién N (0, 1):
p(Z < z)=0,0667T = z=-1,50
Esta es la variable tipificada correspondiente a « = 130 en N (144, 0). Entonces:

130 — 144 14
-1p=—— = o=
o 1,5

=9,33

(1) Con el valor obtenido de la desviacién, la probabilidad de que un nabo pese més de 150 g es:
p(X > 150) = 0,260

y por tanto, el nimero esperado de nabos que pesan més de 150 g es 200 x 0,260 = 52,0.
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Ejercicio 11. Una curva se define mediante x*> — bxy +y* = T.
(a) Muestre que:

dy b5y —2z
de 2y — bz

(b) Halle la ecuacidn de la normal a la curva en el punto (6,1).

(¢) Halle la distancia que hay entre los dos puntos de la curva en los cuales la tangente correspondiente
es paralela a la recta y = x.

Solucién:
(a) Por derivacién implicita:

2z —5(y +xy') +2yy =0
2yy’ — bxy’ = 5y — 2x
, dy—2z
¥y =3
Yy — ox

(b) La derivada en ese punto es:

5—12 1
'(6,1) = =
Entonces, la pendiente de la recta normal es m = —4 y su ecuacion:

y—1=—4(z —6)
(¢) Los puntos de la curva que tienen tangente de pendiente 1 son la solucién del sistema:

22 —bxy+y>="7
5y — 2x
2y — 5z

Resolviendo el sistema obtenemos los puntos P(1,—1) y Q(—1,1). Su distancia es:

d=+224+22=V8=2V2

Ejercicio 12. Una particula se mueve en linea recta. Su velocidad en m s™!

viene dada por v =9t — 3t?, 0 <t < 5.

en el instante t sequndos

En el instante t = 0, el desplazamiento s de la particula desde el origen O es de 3 m.
(a) Halle el desplazamiento de la particula cuando t = 4.

(b) Dibuje aproximadamente el grdfico del desplazamiento/tiempo para esta particula 0 <t < 5, mos-
trando claramente donde toca la curva a los ejes y las coordenadas de los puntos en los que el
desplazamiento alcanza valores mdximos y minimos.

(¢) Parat >5 el desplazamiento de la particula viene dado por:

2t
s = a—i—bcos?

de modo tal que s es continuo para todo t > 0.

Sabiendo que s = 16,5 para t = 7,5, halle los valores de a y b.
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(d) Halle los valores t1 y ta (0 < t1 <ty < 8) en los que la particula vuelve al punto de partida.
Solucién:

(a) Integrando la velocidad y teniendo en cuenta que s(0) = 3 se obtiene:

t2 t3 9

Sustituyendo s(4) = 11.

(b) El gréfico de esta funcién entre 0 y 5 s es:

(3,16.5)

03] (4.64,0)

(¢) Puesto que s(5) = %25 — 1254 3 = —9,5, para que la funcién sea continua debe ocurrir:

2wh
a—&—bcos% =a+bcos2mr =-95
y ademas:
2
s(7,5) = a—l—bcos% =a+bcos3m = 16,5

Entonces a y b son la solucion del sistema:

{a+b:—&5

a=35 b=-13
a—b=165

(d) Representamos la funcién:

(3,16.5)

(0,3)
, (4.64,0) (6.03,0)

(5,-9.5)
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y de aqui 1 = 4,64 y x5 = 6,03.

Ejercicio 13. Las ecuaciones de las rectas Ly y Lo son:

1 -1 1 2
Li:rm=(2]+X[ 1 ; Lo:rma=|2]+p|l
2 4

(a) Muestre que las rectas Ly y Lo son alabeadas.
(b) Halle el dngulo agudo que forman las rectas Ly y Lo.

(¢) (1) Halle un vector perpendicular a ambas rectas.

(1) A partir de lo anterior, determine una ecuacion de la recta L3 que es perpendicular a Ly y Lo
y que corta a ambas rectas.

Solucion:

(a) La posicién relativa de las rectas depende del producto mixto [@, w, U):

0 -1 2
0 1 1]#0
2 2 6

y, por consiguiente, se cruzan (son alabeadas).
(b) Calculamos el dngulo:

@7 241412
]| V6VilL

CoOS x =

a ~ 45,5°

(¢) (1) Un vector perpendicular a ambos es su producto vectorial:

7 -1 2 4
uxv=\7 1 1=110
k 2 6 -3

(11) El plano que contiene a L y a la perpendicular comiin es:

zr—1 4 -1
y—2 10 1|=0 = 23x—-5y+142—-41=0
z—2 =3 2

El plano que contiene a Lo y a la perpendicular comun es:

r—1 4 2
y—2 10 1|=0 = 2lxz—10y+82—-33=0
z—4 -3 6

La perpendicular comuin es la intersecciéon de ambos planos:

I 23x — by + 14z —-41 =0
P )21z — 10y + 82— 33 =0
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14. Prueba 3. Mayo 2015

Ejercicio 1. Considere el conjunto S = {p,q,r, s, t,u}, compuesto por las permutaciones de los elementos
del conjunto {1,2,3} y definido mediante;

(1 2 3 (1 2 3 (1 2 3
P=11 2 3/ 97\1 3 2/ T\3 21
/1 3 (1 23 (1 2 3
5=\ 2 3/ “\2 3 1) YT\ 31 2

Sea o la composicion de permutaciones, de modo tal que aob significa b sequida de a. Puede suponer que
(S,0) forma un grupo.

= N

(a) Complete la siguiente tabla de Cayley:

p

4 s
r U t S q
s t U T
t S q r
U r S q

(b) (1) Indique el simétrico de cada elemento.
(11) Determine el orden de cada elemento.

(¢) Escriba los subgrupos que contienen a:
(1) r
() u

Solucion:

(a)

(olplafr]s]e]u]
pilp | g | r | s |t |u

p|lt | uw | r | s
r r | u t | s | q
s s |t D T
t t | s | g | r | ul|Dp
u|lw | r | s | qg | p |t

Elemento Simétrico

p p
r T
S S
t U
U t
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(1)

Elemento ‘ Orden ‘

p 1

2
r 2
s 2
t 3
U 3

(¢) () {p,r}
(m) {p,t,u}

Ejercicio 2. La operacién binaria x se define para z,y € S = {0,1,2,3,4,5,6} mediante:
zxy=(z%y —2y) méd7
(a) Halle el elemento e tal que e xy =y para todo y € S.

(b) (1) Halle la menor solucidn de x x x = e.

(11) Deduzca que {S,*} no es un grupo.
(¢) Determine si e es o no un elemento neutro.
Solucién:
(a) e =5 puesto que:
5%y =(125y —5y) m6d 7=120y méd 7=y mdd 7
ya que 120 =1 (méd 7).

() (1) 0%x0=0 méd7; 1*x1=0 méd7; 2%2=(16—4) méd7=5=¢
El ntimero menor que cumple la condicién es 2.

(1) Si S fuese un grupo serfa un grupo de orden 7. De acuerdo con el apartado anterior, 2 tendria
orden 2, lo cual es imposible porque segtin el teorema de Lagrange el orden de un elemento
debe ser un divisor del orden del grupo.

(¢) No es un elemento neutro porque no cumple la condicién:
exr=x*ke=2x
por ejemplo:

3%5=(27-5—-3-5) méd7=120 méd7=1
5%3=3
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Ejercicio 3. La relacion R se define sobre 7 mediante xRy si y solo si x>y =y méd 6.

(a
b

Muestre que el producto de tres enteros consecutivos es divisible entre 6.
A partir de la anterior, demuestre que R es reflexiva.
d) Halle el conjunto de todos los y para los cuales 3Ry.

)
(b)
(¢) Halle el conjunto de todos los y para los cuales 5Ry.
(d)
(e)

Utilizando las respuestas de los apartados (c) y (d), muestre que R no es simétrica.
Solucién:

(a) Para que un nimero sea multiplo de 6 debe ser multiplo de 2 y de 3. Entre tres ntiimeros consecutivos
hay siempre un multiplo de 3 y al menos un multiplo de 2. Por consiguiente, su producto es multiplo
de 6.

(b) Demostremos que la relaciéon es reflexiva. Hay que demostrar que:
zRr <= 2°=2 méd6 <= 2>—-2=6
En efecto, para cualquier z € Z:

P or=z@*-1)=(—-Dz(z+1)=6

puesto que x — 1, x y x + 1 son tres enteros consecutivos y, de acuerdo con el apartado anterior, su
producto es multiplo de 6.

(¢) Veamos que enteros cumplen 5Ry:
5Ry <= 5%y=y méd6 <= 2/y—y=24y=26
Esta igualdad se cumple siempre ya que 24 es multiplo de 6. Por tanto 5Ry se cumple para todo y.
(d) De la misma forma:
3Ry <= 3%y=y méd6 <— 9y—y=8y==6

El entero 8y es multiplo de 6 si y solo si y es multiplo de 3. Los ntimeros relacionados con 3 son los
miltiplos de 3.

(e) Estd claro que la relacién no es simétrica pues, de acuerdo con lo obtenido en los apartados ante-
riores, 5R3 pero no se cumple 3R5.

Ejercicio 4. Sean X e Y conjuntos. las funciones f : X — Y yg:Y — X son tales que go f es la
funcion identidad sobre X.

(a) Demuestre que:
(1) f es una funcién inyectiva.

(1) g es una funcién sobreyectiva.

(b) Sabiendo que X = RT U {0} y que Y =R, elija un par apropiado de funciones f y g para mostrar
que g no es necesariamente una funcion biyectiva.

Solucion:

(a) Que go f es la funcién identidad significa que g o f(z) = =.
(1) Hay que demostrar que f(z1) = f(z2) = 1 = x2. En efecto:

flz1) = f(za) == gof(xz1)=goflzs) = x1=122
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(1) Hay que demostrar que para todo € X existe y € Y tal que g(y) = z. Sea = € X y llamemos
y=f(z):

y=[fl) = g =y9(f(x))=goflz)=2

(b) Hemos demostrado que g es una funcién sobreyectiva. Vamos a ver que, sin embargo, g no es
necesariamente inyectiva y, en consecuencia, no tiene por qué ser biyectiva. Sean las funciones:

f:RtU{0} —R g:R— RTU{0}
xl—>+\/§ e

Se cumple que para € X, go f(z) = g(v/r) = z. Sin embargo, g no es inyectiva porque, por
ejemnplo, g(—1) = g(1).

Ejercicio 5. Considere los conjuntos:
Gz{%WneZJeN}, }1:{g\meZJ6N}
(a) Muestre que (G,+) forma un grupo, donde + denota la suma sobre Q. se puede suponer que se
cumple la asociatividad.
(b) Suponiendo que (H,+) forma un grupo, muestre que es un subgrupo propio de (G,+).
La aplicacién ¢ : G — G viene dada por ¢(g9) = g+ g, para g € G.
(¢) Demuestre que ¢ es un isomorfismo.
Solucién:

(a) El conjunto G es cerrado respecto a la suma. Sean

n m
6¢ 7 67

a =

dos elementos de G. Entonces:

a+b:2+m_w

66~ om ¢

El elemento neutro es:

0
=0=-eG
€ 6

e n —-n
y, finalmente, el simétrico de a = 5 es —a = o

(b) Puesto que suponemos que H es un grupo hay que demostrar que H es un subconjunto de G y que
existen elementos de G que no estan en H:

Sea x € H:

m m-29  29m
reH — rx=—= =

3 203 6 red

Por tanto H es un subconjunto de G. Ademaés é € G pero % ¢ H por lo que H es distinto de Gy
es un subgrupo propio.

(¢) Veamos en primer lugar que es un homomorfismo es decir ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b).
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n

m
Sean a = —, b:g:

6
¢(a+b)=2(a+b)
=2a+2b
= ¢(a) + o(b)
Comprobemos ahora que la aplicacién es inyectiva:
o(g1) = #(g2) = 291=292 == g1=go = ¢ inyectiva
Para demostrar que es suprayectiva hay que ver que para todo g € G existe ¢’ € G tal que ¢(¢') = g.
m

6
— Comprobemos que ¢’ € G:

Seag=—yg = g Entonces

o 1m o om o 6m _3m€G
979576 2.6 2.6 gitl

— Ademis:
¢g)=2¢"=¢g

luego la aplicacién es suprayectiva. Como también es inyectiva resulta que es biyectiva.

Puesto que ¢ es un homomorfismo y la aplicacion es biyectiva es un isomomorfismo.
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15. Selectividad junio 2015

OPCION A

Ejercicio 1. Dada la funcion:

o +1n(m+1)
x? —4 x+1

donde In denota el logaritmo neperiano, se pide:
(a) Determinar el dominio de [ y sus asintotas.
(b) Calcular la recta tangente a la curva y = f(x) en x = 0.
(¢) Caleular [ f(z)dx

Solucién:

(a) Para que exista el logaritmo debe ser z > —1. Ademads hay que excluir x = 2 que anula el denomi-
nador de la primera fraccién. Por consiguiente, el dominio es:

D = (-1,00) — {2}
Las asintotas verticales son x = —1 y = 2. La asintota horizontal es y=0.

(b) Ya que f(0) =0, el punto de tangencia es (0, 0). Calculamos la derivada:

2 —4-2z -1 g (@+1)—In(z+1)

F@==—z—p + @+ 1)

La pendiente de la recta tangente es:

La ecuacién de la recta tangente es y = %x.

(¢) Calculamos la integral:

/f(x)dx:/ﬁz_éldx—k/%dz

1 2z
2
:%1n|x274|+w+C

Ejercicio 2.

(a) Discutir segun los valores de m el sistema:

dr+3y+(m—1)2z=0
r—2y+mz=1
Sx+my+z=1

(b) Resolver el sistema anterior en el caso m = 1.
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Solucion:

(a) Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

4 3 m-1
1 -2 m |=-8+15m+m(m—1)+10(m — 1) — 4m? — 3 = —3m? + 24m — 21
5 m 1

El determinante se anula para:
3m?+24m—-21=0 = m?-8m+7=0 = m=1m="7

Entonces:
— Sim#1ym=#7, rango A = rango A* = 3. El sistema es compatible determinado.

— Sim =7, rango A = 2. El rango de la matriz ampliada es:

4 3 6 0 3 60 3 6 0
rango A* =rango |1 -2 7 1] =rango -2 7 1| =rango [-9 6 0] =3
5 7 11 7T 1 1 7T 11

El sistema es incompatible.

— Sim =1, rango A = 2. El rango de la matriz ampliada es:

4 3 00
rango A* =rango |1 -2 1 1| =2
5 1 11

y el sistema es compatible indeterminado.

(b) El sistema es compatible indeterminado, Solo hay dos ecuaciones independientes. Tomemos las dos

primeras:
dr+3y =0
r—2y+z=1

Tomando z = A como pardametro:
dr+3y =0
r—2y=1—-X

Resolviendo se obtiene la solucién (ﬂ —4t4r )\)

11 2 11

Ejercicio 3.

(a) Dados los vectores i = (2,3,4), ¥ = (—1,—1,—1) y & = (=1, A, —5), encontrar los valores de A que
hacen que el paralelepipedo P generado por i, v y W tenga volumen 6.

(b) Obtener la ecuacion de la recta incluida en el plano z = 0, con direccidn perpendicular a @ =
(2,—1,4) y que pasa por el punto (1,1,0).

Solucion:

(a) El volumen del paralelepipedo estd dado por el médulo del producto mixto de los tres vectores.
Entonces, si el volumen es 6:

2 3 4
-1 -1 —-1jl=46 = 10—4X\+3—-4+2\—-15=—-6—-2\==6
-1 X =5

y de aqui las dos soluciones A = 0, A = —6.
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(b) El vector normal a z =0 es 77 = (0,0, 1) es perpendicular a la recta que nos piden. Conocemos por
tanto, dos direcciones perpendiculares a la recta. Su vector director es:

k
1| = (1,2,0)
4

asi que la ecuacion de la recta es:

r=1+4+1
y=142¢t
z=0

Ejercicio 4. Dado el plano 7 = 2 —2y+22+1 = 0 y la superficie esférica (v —1)>+ (y—1)2+(2—2)% = 9,
hallar los planos tangentes a la esfera que son paralelos al plano 7.

Solucion:

La superficie esférica tiene como centro el punto C(1,1,2) y radio r = 3. El problema es equivalente a
calcular los planos paralelos al plano dado, es decir, planos de la forma z — 2y + 2z + D = 0 que se
encuentra a distancia 3 del punto C(1,1,2). As{ que:

‘12+4+D B 3+D _ .

V12 422 422 3

y resolviendo la ecuacién se obtienen las soluciones D1 = 6 y Dy = —12. Los planos que buscamos son:
r—2y+2z2+6=0; rT—2y+2z—-12=0

OPCION B

Ejercicio 1. Dados el punto P(—4,6,6), el origen de coordenadas O, y la recta

se pide:

(a) Determinar un punto Q de la recta v, de modo que su proyeccion Q' sobre OP sea el punto medio
de este segmento.

(b) Determinar la distancia de P a r.

(¢) ¢Ewmiste algin punto R de la recta r, de modo que los puntos O, P y R estén alineados?. En caso
afirmativo, encontrar el punto (o los puntos) con esa propiedad o, en caso negativo, justificar la no
ezistencia.

Solucion:

(a) Sea M(—2,3,3) el punto medio del segmento OP. Si @) se proyecta perpendicularmente sobre M,
los dos vectores M@ y O—}g son perpendiculares. Sea Q(—4 + 4\, 8 + 3\, —2), entonces:

MO = (~2+4\5+3\,-3-2)), OP=(—46,6)
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Si son perpendiculares, su producto escalar es cero:

8—16A+30+18A—-18-12 =0 = 20—10A=0 = X=2

y el punto es Q(4,14, —4).

Otra manera de resolver este problema es calcular el plano perpendicular a OP por el punto M:
—4(x+2)+6(y—3)+6(z—3)=0
—4dx+6y+62—44=0
—2z+3y+32—-22=0

y ahora hallar el punto de interseccién de este plano con la recta r:

—2rx+3y+32—-22=0

r=—4+4\
y =843\
z= =2\

Resolviendo por sustitucién:
—2(—4+4N) +3(8+3\) +3(—2)) —22=0
—5A+10=0
A=2

y obtenemos la misma solucién que por el primer procedimiento.

(b) Sea P’(—4,8,0) un punto de r y @ su vector director. La distancia estd dada por:

—
|PP’ x i
d= e ee—
|
Calculamos el producto vectorial:

k

. v
PP ' xi=10 2 —6|=(14,-24,-8)=2(7,-12,—4)
4 3 =2

La distancia es:

e 249 + 144+ 16 2v/209
 V16+9+4 V29

(¢) El problema es equivalente a determinar la posicién relativa de las rectas OP y r. Para ello calcu-
lamos el producto mixto de los vectores directores de las rectas y el vector que une un punto de

cada recta:
-4 8 0 -4 0 0
-2 3 3|=|-2 -1 3|#0

4 3 -2 4 11 =2

Las rectas se cruzan. No existe el punto R.

Ejercicio 2. Dada la funcion:

sen T .
siz<0

fl@)y=4¢ ¢
ze*+1 sixz >0
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(a) Estudiar la continuidad de f.

(b) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f' donde sea posible.

(¢) Calcular /3 f(z) da.
1

Solucion:

(a) Para x # 0 la funcién es continua porque estd definida a trozos mediante funciones continuas. En
x = 0 los limites laterales valen:

lim f(x) = ll'm+ (ze®+1)=1

z—0t z—0

los dos limites laterales son iguales y, ademds, estos limites coinciden con el valor de la funcién. Por
consiguiente, f(x) también es continua en z =0

(b) Para x # 0 la funcién es derivable y su derivada es:

T COST — senx

f(x) = a?

e + xe” six>0

siz <0

En = = 0 las derivadas por la izquierda y por la derecha son:

7 , T COST —senx , COST — T Senx — CosxT , —Irsenx
f (0 ) = lim e lim = lim — =0
z—0~ xT z—0— 2x rz—0~ 2z

f/(0%) = lim (e* +axe”) =1

r—0t
La funcion no es derivable en x = 0.

(¢) Calculamos por partes la integral indefinida:

/(xex—i—l) dm:/xe’”dx—i—/ dz

:/xd(em)—&-x

:xe“’f/ezderx
=z e+ 2+ C

Calculamos ahora la integral definida:

3 3
/ (ze® +1) dx:[;ve””—e””—i—x} =B —e+3)— (e —e' +1) =2 +2
1 1

Ejercicio 3. Dadas las matrices:

A= B =

—_— O O
o = O
O O =
O O W
o w o
w o o

se pide:
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(a) Calcular AY y A?°.

(b) Resolver la ecuacion matricial 6X = B —3AX, donde X es una matriz cuadrad de orden 3.

Solucion:
a) Puesto que A% = I resulta que A" = Ay A?0 =T.
(a) a q y
(b) Despejamos X:
6X =B - 34X
6X +3AX =B
61X +3AX =31
2IX +AX =1
[+ A)X =1
X=02r+A™"!

Entonces:

2] + A= 121+ Al =9

)

= O N
o Ww o
N O =

Calculamos la inversa:

2 0 1 6 0 -3 (6 0 =3
adj [0 3 o]=l0 3 0 ;(21+A)—1=§ 0 3 0
10 2 -3 0 6 -3 0 6

y de aqui, simplificando:

O O =
o = O
= O O

1
3

se pide:
(a) Hallar el rango de A en funcion de t.
(b) Calcular t para que det(A —tI) = 0.
Solucién:
(a) Calculamos el determinante de la matriz:
1 2 3
0 t 2/=t*4+12-9t+2=¢>—-9t+14
3 -1 t
El determinante se anula para t = 2 y t = 7. Entonces tenemos que:
— sit#£2yt+#7, rango A = 3.
—sit=20t=7,rango A =2
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(b) Calculamos A — tI:

1 2 3 1 00 1-t 2 3
A—tI=10 ¢t 2] —-¢t({0 1 0] = 0 0 2
3 -1 ¢ 0 0 1 3 -1 0

El determinante de esta matriz es:

|A—tI] = —2

1—-¢t 2
3 -1

’:—2(—1+t—6):—2t+14

El determinante se anula para t = 7.

7
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16. Selectividad Junio 2015. Coincidencias
Opcién A

Ejercicio 1.
(a) Determinar los valores de a, b y ¢ para que la funcidn:
-1 siz=0
flz)=<ar—0b si0<z<1
22+br+ec sil<z<?2
sea continua en el intervalo [0,2] y derivable en (0,2).

(b) Aplicar, si es posible, el teorema del valor medio a la funcion g(z) = 2% + x en el intervalo [1,2]
y caleular, en tal caso, un punto de dicho intervalo en el que ¢'(x) tome el valor predicho por el
teorema del valor medio.

Solucion:

(a) Para que la funcién sea continua en z = 0 debe ocurrir que lim f(z) = f(0) = —1. Por tanto:
z—0—

lim f(z) = lim (axz —b) = —b

z—0— z—0~
Por tanto debe ocurrir que b = 1.

Para que sea continua en x = 1:
lim f(z) = lim (az —b) = lim (ax — 1) =a -1
r—1— r—1— r—1—
Im f(z) = lim (2® +bx+c¢)= lim (2*°+z+c)=2+c¢
z—1t z—1t z—1t
Por consiguiente tenemos una primera condicion a — 1 =2+coa—c=3.
En el intervalo (0,2), para x # 1 la derivada es:

f/(ac):{a r<1

204+1 z>1

Si la funcién es derivable en x = 1 se cumple que f'(17) = f/(17):
f17)=a
flar =3
y entonces debe ser a =3 y ¢ =0.
(b) Con los valores calculados en el apartado anterior, sea ahora la funcién
-1 sizx =0
() =<3zx—-1 si0<z<1
+zr sil<z<?2

Puesto que la funcién g(x) es continua en [1,2] y derivable en (1,2) puede aplicarse el teorema en
este intervalo. Ademds, este teorema nos dice que debe existir un punto £ € (1,2) tal que:

9(2) —g(1) _6-2 _

g ==F—F"=—7 =4

Asi que:

SO =2%+1=4 = c=>
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Ejercicio 2. Dada la recta:
= {x —y+az=0
Cay—z2=4

cona €R, yelplanom=z+y+2z—2=0, se pide:

(a) Hallar todos los valores de a para los que la recta v es paralela al plano .

(b) Para a =2, determinar la distancia de la recta r al plano 7.

(¢) Para a =1, hallar el seno del dngulo que forman r y .
Solucién:

(a) El vector director de la recta @ y el vector 7 normal al plano:

7 1 0 1—a? 1
i=|7 -1 al|= 1 =1
k a -1 a 1

deben ser perpendiculares para que el plano y la recta sean paralelos. En consecuencia, su producto
escalar es cero:

l1-a>+1+a=0 = da*—a—-2=0 = a=2 a=-1

(b) Para a = 2, la ecuacién de la recta es:

r—y+2z=0
2y —z=4

Un punto de esta recta es P(8,0, —4). Su distancia al plano es:

—4-2 2
g-8+0-4-2

Vv1I+1+4+1 3

(¢) Para a = 1 los vectores son:

0 1
u= (1] ; n=|1
1 1

El seno del angulo que forman es:

-7 2 2
sen = TS = = —
YT A Vavs | Ve

Ejercicio 3. Dadas las matrices:

1 0 O 1 00
L=11 3 0 e I=10 1 0
-1 -1 1 0 01

se pide:
(a) Calcular la matriz inversa de L.

(b) Buscar la matriz A, tal que LAL' = I, donde L es la traspuesta de L.
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Solucién:
(a) Calculamos el determinante:
1 0 0
1 3 0/=3
-1 -1 1
La matriz adjunta y la inversa son:

3 -1
adjL= [0 1
0 0

(b) Despejamos:

A=L"YIH =LY (L") =

2
3

W =

[\]

wl

—_

[N} w
—
—= = O

= = O
w o O

w o o

O O W

Ejercicio 4. Dada la matriz:

m -2 0
A=|10 -2 0
0 1 m

se pide:

80

(a) Estudiar el rango de A, segin los valores de m, e indicar para qué valores de m admite inversa la

matriz A.

(b) Sin calcular A=, hallar m para que det(A) = det(4A™1)

Solucion:

(a) Calculamos el determinante de la matriz:

m -2 0
0 -2 0|=-2m?
0 1 m

que se anula para m = 0. Pueden darse los siguientes casos:

— m=0:rango A =1
— m # 0: rango A = 3

La matriz admite inversa para m # 0.

(b) Tenemos que:

-1
A = —2m? ; A = —;
2m?
Por tanto:
—64
—2m?=o— = 4m' =064
m

Las soluciones son m = -2y m = 2.

Al = 4%a”|

—

m* =16
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OPCION B

Ejercicio 1.
(a) Discutir el sistema de ecuaciones
20 +y=5

T+my="7
r—y=4

en funcion de los valores del pardametro m y hallar la solucion del sistema anterior en los casos en
que ésta sea Unica.

(b) Encontrar el valor o valores de k que hacen incompatible el sistemas:
r—y+kz=2
kx —ky+4z=—4
Solucién:

(a) El rango de la matriz de coeficientes es 2. Para que el sistema sea compatible determinado, el rango
de la matriz ampliada deber ser también igual a 2 y, por tanto, su determinante debe ser cero:

2 1 5
1 m 7=8n-5+7-m+14—-4=3m+12=0 — m=-4
1 -1 4

Pueden ocurrir los siguientes casos:

— m # —4: rango A = 2 y rango A* = 3, sistema incompatible.

— m # —4: rango A = 2 y rango A* = 2, sistema compatible determinado.
Para m = —4 se toman dos ecuaciones independientes y se resuelve el sistema. La solucién es x = 3,
y = —1.

(b) Para que el sistema sea incompatible, el rango de la matriz debe ser igual a 1:

1 -1 k
rango(k k 4):1 = k=2

Es facil comprobar que para este valor de k el rango de la matriz ampliada es 2 y el sistema es
incompatible.

Ejercicio 2. Dada la funcién f(x) = x%e™*

, se pide:
(a) Determinar su dominio, asintotas y cortes con los ejes.
(b) Calcular su derivada, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos.
(¢) Determinar los puntos de inflexién y dibujar la curva y = f(x).

Solucién:

(a) El dominio es el conjunto R y el punto de corte con los ejes es (0,0). Puesto que:

IQ
lim z?¢ = lim — =0
r— 400 r—+oo el

hay una asintota horizontal y = 0 en +o0.
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(b) Derivamos la funcién:
fl(x) =2ze™ —e “z? =e (22 —2?) = e "2(2 — 2)
La derivada se anula en x = 0 y x = 2. Su signo estd dado en el siguiente esquema:

0 0
+

| |
N N
0 2

La funcién es decreciente en (—00,0) U (2,00) y creciente en (0,2). Hay un minimo en z = 0 y un
maximo en z = 2.
(¢) Calculamos la derivada segunda:
()= (2-2x)e™™ —e ™2z —2°) = e % (2* — 4z + 2)

La segunda derivada se anula en z = 2 — V2 yenx =2+ V2. En esos puntos la segunda derivada
cambia de signo y son, por tanto, puntos de inflexién.

La grafica de la funcién tiene la forma:

~

Ejercicio 3. Dadas las rectas:
=34+
r=qy=2-—2\ y 5=
z=34 3\

se pide:
(a) Estudiar la posicion relativa de r y s.

(b) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1,6,—3), estd contenida en el plano
que determinan r y s y es perpendicular a r.

Solucién:
(a) Un punto y un vector director de cada una de las rectas son:

1 2
r: P(3,2,3), d=[-2 s: Q(-1,5,-2), v=1]1
3 -1
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Evidentemente las dos rectas no son paralelas. Para averiguar si se cortan o se cruzan, calculamos
el producto mixto:

41 2| |4 1 2
PO.@,7=|3 -2 1|=|-5 0 5|=0
5 3 —1| |7 0 -7

Las dos rectas se cortan.

(b) El plano determinado por r y s es:

r—3 1 2 -1
y—2 -2 1|=0 = —-1z-3)+T7(y—2)+5(z—3)=0; n=1\7
z—3 3 -1 5

La recta que buscamos estd contenida en este plano y, por consiguiente, su vector director es
perpendicular a 7. Por otra parte, también debe ser perpendicular al vector director # de r. Su
direccién es:

71 -1 —31
kE 3 5 )

La ecuacion de la recta es:

z—1 y—6 2z+3
-31 -8 5

Ejercicio 4. Dados el planomn =x+y—2+4+1=0 y la recta r = (z,y,2) = (0,0,1) + A(2,1,0), se pide:
(a) Hallar la ecuacidn del plano que pasa por el punto P(1,0,—1) y es paralelo a .
(b) Determinar la distancia del origen de coordenadas a la recta r.
(¢) Determinar la distancia del origen de coordenadas al plano .

Solucién:

(a) El plano paralelo es

Ilze—1)+1(y—0)—-1(2+1)=0 = z4+y—2—2=0

(b) Sea P(0,0,1) un punto de la recta y @ su vector director. La distancia estd dada por:

|O?><ﬁ|

—|

d =
]

Calculamos el producto vectorial:

70 2 ~1
70 1]=1 2
E 10 0

Entonces la distancia es:

d=-—==1
VB
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(¢) La distancia del origen a un plano Az + By + Cz+ D =0 es:

D]
A? + B2 4 (C?

En este caso:

d:

B

84





