Matrices

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Resuelve estos sistemas.
a) x4+ y+3z=0 b —2y+ z=-1
2x =2y — z=4 2x+ y—3z=0
xX—=3y+2z=4 x =5y =7
a) X + y+3Z:O =—y_3z 2(—)/—32)_2)/_224 —4}/*72:4
2X =2y — z=4; ——> —
X—3y+22=4 Tymdz=dytaz=4) o Az 2=4)
Y= —67=0-7=0
z=0
4y —z=4——>y=—1
X+y+32=0ﬂ>x:1
La solucion del sistemaesx=1,y=—-1yz=0.
b) —2y+ z=-1
—y— _ )= 2x =5y =3
ety sp—p |2 20y =3y ) o} - Sy_7}
x_5 —7 X —=5y=7 X—2Y=
Y X =-10
X—Sy:7X:7WO y:_157
17
—
5 34 39
=2y 1—7=— —1:—?
La solucion del sistemaesx = —10,y = 17 yz= f%.
002 | Resuelve estos sistemas.
a) —x+2y=0 b) x— y=0
2x+ y=5 2x+ y=3
2x =3y =1 3x —4y = —1
—X —2y =-3
a) —x+2y=0 x=2y| x=2
N N} =53 y=1]
2% + yZS} 2X+y:5} vy y
=2
y:1%x:2
=2,y= L . "
2x—3y=1 x=ar=l 4 — 3 =1.En este caso, la solucién del sistema es valida.
b) x—y=0
Jr2><-|—y:3}
3x =3-ox=1-y=1
W dy= 1223 4
x—y=—322MEL o3
En este caso, la solucion del sistema es valida.
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SOLUCIONARIO 1

ACTIVIDADES

Escribe una matriz que cumpla las siguientes condiciones.
» Sudimensién sea 3 X 2.

* dyp=—dy=an=1
° 0y =0;,=—0dy = —2
1 =2
La matrizes:|—1 —2|.
2 1

Se venden listones con dos calidades y de dos longitudes. Los listones grandes
de baja calidad cuestan 0,75 €y 1 € los de alta, mientras que los listones
pequeros de baja calidad cuestan 0,45 € y 0,60 € los de alta. Anota estos datos
en forma de matriz.

La matriz serd de dimensién 2 x 2. Las filas indican la calidad; las columnas,
el tamafo y los elementos de la matriz, el precio:

0,45 0,75
0,60 1

Halla el valor de cada incégnita para que las dos matrices sean iguales.

x+1 3 0 2 y+1 0
z4+1 x+2 z-1 y+2 3 vy

Para que las matrices sean iguales deben tener la misma dimensién y ser iguales
todos sus elementos.

Las dos matrices son de dimension 2 x 3.

X+1=2->x=1 Z+1=y+2—>z=y+1—>2z=3
3=y+1->y=2 X+2=3->x=1
0=0 Z—1=y—>z=14+2=3

Es decir, la solucidonesx =1,y =2yz=3.

Escribe un ejemplo de las siguientes matrices.

a) Una matriz fila con cuatro columnas.
b) Una matriz columna con cuatro filas.
¢) Una matriz cuadrada de orden 4.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

Q) A= 3 -1 0
1
2
b) B=|_,
1
12 -3 4
0 -2 3 1
e N
IR

33



Matrices

005

006

007

008

009

34

Escribe matrices que cumplan las siguientes condiciones.
a) Matriz diagonal de orden 4 que cumple que a; = 7.
b) Matriz identidad con tres filas.

7 00

0

A=
a) 0
0

O O N
[eoBNNe]
~N O O O

Escribe matrices que cumplan estas condiciones.

a) Diagonal de orden 3.

b) Triangular superior con tres columnas, de forma que los elementos distintos
de 0 cumplan que ;=i +}.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

2 00
a) A=[0 =1 0
0O 0 8
2 3 4
b)B=|0 4 5
0 0 6

Realiza la siguiente operacién con matrices:

—1 20 (/2 2 3+—14O
0 3 1 1 0 —1 2 21

Averigua los elementos que faltan siA + B = C.

3 45 2 ¢ d f 7 6
el O I A I (R
304 5, (2 ¢ d)_(f 76 (5 4+cs+d)_(f 76
5 a b e 3 =1 |1 =1 0 54e a+3 b—1) (1 =1
f=5 4+c=7—c=3 5+d=6—>d=1
S5+e=1—-e=—-4 a+3=—-1—-a=-4 b—1=0->b=1
Haz la siguiente operaciéon con matrices:
3 3 1 4 0 4 -1 0 2
2.0—1 2 Of—3-[—1 1T =2(—] 2 3 1
-1 5 =2 0 =2 3 -1 1 0
3 3 1 4 0 4 -1 0 2 -5 6 —12
2-1—1 2 0|—3-—1 1T =2|— 2 3 1|=|—-1 =2 5
-1 5 =2 0 =2 3 -1 10 -1 15 =13

|
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SOLUCIONARIO 1

Realiza las operaciones indicadas con estas matrices.

13 2 0 -2 3
Sl S B B S
a) 2(A—B)+3C
b) (—2)(A—C)—3(B+2C)

~1 3 2 3 (-8 15
2 Z(A—B)+3C:2.[ ! 3]+3.[ ] _2]:[7 O]
30 2 6
2 4] 3'[—1 —5]

Calcula la siguiente operacién con matrices:

b) (~2)(A— ) — 3(B +20) = (~2)- [ [3 —13]

5
2.3 1 4)-5-f 11—3-3 1 4)-|-—1
0
0 5 0 5
2-(3 1 4)-5 1 —1l=(®6 2 8)- 51— 3 12)-|—-1|=
-2 0 —10 0
=6-0+2-5-8-10—9-5+ —12-0=10-80—454+3=-112
Halla el valor de x en esta igualdad de matrices.
X 3
(1 —1)-[1]—(1 x 9):|—-1=0
0
3
(1 —1)~m—(1 X 9 |-1=0ox-1-3-x)=0o2x=4—>x=2
0
Realiza los productos que sean posibles entre las matrices A, By C.
3 0
10 2 —1 4
A:[ ] P c=[ ]
-2 1 =3 2 3 3 2
3 0 6
A~B:[ ]37 :16] B-A=|-5 2 -8
N 8 —3 13
-3 2 9 4 —14
L= 7 A=l -
B-C 0 C [_] 5 O]

-1 2

A - Cno se puede multiplicar, ya que la dimensiéon de Aes 2 x 3ylade Ces2 x 2.
C- Bno se puede multiplicar, pues la dimensién de Ces 2 x 2ylade Bes 3 x 2.

35
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014 | Determina la dimensién de la matriz resultante de esta operacién y, después,
compruébalo efectuando las operaciones.
2 =1 0 2 —1) (4 5 1
2'[3 0 1]+3'[3 0]'[2 1 3]
La dimension de la matriz resultante es 2 x 3.
22—104_32—1 451_47204_3 6 9 -1
30 1 3 0)12 1 3] |6 0 2 12 15 3]
(22 25 -3
42 45 17
015

Comprueba si se cumple que A- (B4 C)=B-A+ C - A, siendo las matrices:
11 -3 1 30
R I
Sino es cierto, aplica correctamente la propiedad.
11 ) -3 1+ 30 _( 11 .O 1 1 1
-2 3 2 =1 -1 1) (=2 3J 1 0 3 =2
-3 1 11 30 T 1[5 0 3 31 (-2 3
[ 2 —1]'[—2 3]+[71 1]'[72 3]*[ 4 71]+[73 2]*[ 1 71]
Laigualdad correctaes: A-(B+C)=A-B+ A-C

R R S R S S I L)

016 | Realiza la operacién B - A + C - A, sacando previamente factor comun a la matriz A.
2 0 2 0 4 —1 3 2
A=|—-1 =3 B=|-1 3 -5 cC=| 2 0 —3
0 2 31 1 1T -1 5
{Qué propiedad has aplicado al sacar factor comun?
Para sacar factor comun aplicamos la propiedad distributiva por la derecha.
B-A+C-A=B+0C)-A
2 0 4 —1 3 2 2 0 —1 3
B+C)-A=|l—-1 3 —=5|+| 2 0 =3{-|-1 =3|=|-1 =25
31 1 1T =1 5 0 2 8 12
017 | Calcula (A - B), siendo Ay B las siguientes matrices.
! ! 4 1
A=l0 3 B= [_ < 8]
5 —4
7 ' 7\

.; s[4 5 (10 5_(31 15 —40
s o L1873 477 24 -7
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SOLUCIONARIO 1

018 | Realiza esta operacion con matrices:
t
50 | R
L R I B PO
—3 7 2 3
5 0 [ o A . 5 8
1 9]-]|-3 4+[8 _20]:[09_7] =3 4|41 2|=
-3 7 2 -3 2 -3 7 0
5 9
:[5 1 —3] ) 6:[—6 60]
09 7 9 _3 27 33
019 | Completa la siguiente matriz para que sea antisimétrica.
a1l b
c 0 3
2 d e
a 1 b
¢ 0 =3|esantisimétricasia=0b=-2c=-1,d=3,e=0.
2 d e
020 | Estudia sila matriz A + B es simétrica.
3 4 1 1 4 1
A=| 2 —2 1 B=|0 —2 1
-3 =3 0 3 =30
3 4 1 1 4 1 4 8 2
A+B=| 2 =2 1[4+|0 =2 1|=|2 —4 2|noessimétrica.
-3 =3 0 3 =30 0 —6 0
021 | Completa los elementos que faltan en la matriz para que sus filas sean linealmente
dependientes.
3 -1 b 2
-9 a 0 ¢
Para que sus dos filas sean dependientes tienen que ser proporcionales, F, = \F,.
—9 =3\ A=-3
a=-—X\ a=3 3 =1 b 2 3 =10 2
- - -
0= b\ 0=">b -9 a 0 c -9 3 0 —6
c=2X c=-6
022 | Determina el rango de las siguientes matrices.
1T =1 3 0 1T =1 3
a) |2 1T —1 1 b)|2 -2 6
0 -3 7 -1 3 -39
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Matrices

a) Ninguna de las tres filas es proporcional a otra.
Comprobamos si alguna fila es combinacion lineal de las otras dos:

N N

2 2
1= 2\ RV o3

F=Xb4ph— - E 7 . ?
O=X—p 2

1 1

0= —— [

2 " " 2

Como los valores de p son diferentes, el sistema no tiene solucion. Ninguna fila
es combinacion lineal de las otras dos, entonces las tres filas son linealmente
independientes y, por tanto, el rango de la matriz es 3.

I 30
Rango |2 [ 11=3
0 -3 7 =1

b) Como F, = 2F, y F3 = 3F,, todas las filas son proporcionales. Luego el nimero
de filas linealmente independientes es 1y, por tanto, el rango de la matrizes 1.

1 -1 3
Rango|2 —2 6|=1
3 -39
023 | Calcula el rango utilizando el método de Gauss:| 0 —1 2
—5 30
3 5 7 3 2 7 3 2 7
-1 2 o -1 2
0 12 5.0 19 35 73
5 3.0 h=R+3h jo = 2| A=R+TE|0 0 2
3 3 3
327
Rango| 0 —1 2|=3
-5 30
024 | Halla el rango mediante el método de Gauss:([8 —3 —2 14
2 1 —4 0
1T -3 5 7 1T =3 5 7 1 =3 5 7
8 -3 =2 14 ﬂ) 0 21 —42 —42 — 0 21 —42 —42
2 1 -4 0)Jff 0 7 14 —a)fi=h=3h o 0 0 0
1T =3 5 7
Rango |8 —3 —2 14|=2
2 1T -4 0
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SOLUCIONARIO 1

Calcula, si es posible, la inversa de estas matrices utilizando la definicion.

1 2 3 -5
' a3 )
a+2c=1 a+2c=1
3 1 2| (a b: 1 O% b+2d=0 b+2d=0
2 4)|c d 0 1 2a+4c=0 20@+2c)=0

2b+4d =1 2(b+42d)=1

El sistema no tiene solucion, luego no existe matriz inversa.

o (2 3HE A= )

3a—5c=1 3a—5c=1 a=?2
3b-5d=0|  3b-5d=0 R 6C75c:1}_> b=5
—a+2c=0 a=2c 6d—3—-5d=0 c=1
—b+2d=1 b=2d—1 d=3

2 5
13

RN

] es la matriz inversa:

IR

Comprobamos que[

2 =31
Halla, si es posible, la inversa de esta matriz:| 3 11
0 10
2 =3 1) (a b c 1 0 O
3 T 1|-ld e f|=|0 1 0
0 10/ lg h i 0 0 1
2a—3d+g=1
2b — h=
2?_??11_8 2a+9g=1 20+ g=1 a=—1
ot d +amo| 22+h=0 30+g=0 b=1
9= x+i=3| 2b+h=0 c=-4
—3b+e +h=1 - -
34 f 4+ i=0 3a0+9=0 3b+h=1 g=3
- 3b+h=1 2+ i =3 h=-2
d=0 . ) .
3c+ i=-1 3c+ i=-1 =11
e=0
f=1
-1 1 —4
Comprobamos que| 0 0 1| es la matriz inversa:
3 =2 1N
2 =3 1| [ 1 —4 10 0
311 0O 0 1f=|0 10
0 10 3 =2 N 0 0 1
—1 1T —4) 12 =3 1 1 0 0
0 0 1113 1T 1|1=|0 1 0
3 =2 11)10 10 0 0 1
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027

a)| 6 2 o3 7
12 5 2 _s5
6 2|1 0 6 2] 10 6 0
a) [N
12 5|0 1)E=[-2 |0 1|=2 1] R=R-2K |0 1
1ol 2 —2
— 6 6
F=sf o 1]—-2 1
oo slo 0| o 12
Fz:Fz+§Fw 303
-3 0|15 21
F=F+21F, 0 _ig 1 e
313 *
2

028

Halla, por el método de Gauss-Jordan, la inversa de la matriz:

30 —1

2 3 1

01 1
30 =11 00 30_51;0
2 3 1o1oﬁo3§—§1

F,=F,—=<F
0 1 1fo o ) A=R=SA o\ TS
30 =1 1
03 2|_2
— 31 3
F3:F37§F’Qoi£_
9] 9
30 0] 2
2
o3 o2
F=F+2F, 2
s 4] 2
FZ:FngOOEE
10 oo L -
2
o 1 oL
ﬁ:iﬁ 2
3 1
5:%500157
F=h,

|- nlon|w w

(@]
- O O

‘ -

Sws|whs|= w

‘ 5

o O

—_

— L‘G-&‘\O

slor|on|w

Calcula, por el método de Gauss-Jordan, la inversa de estas matrices.

2

4
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SOLUCIONARIO 1

Clasifica las matrices y determina su dimension.

0 0 —2 3
A=01 2 2 B=|1 C=|-4 31
7 2 0 1
3 00
D:[(z) g] E= (1) (1)] F=]0 1 O
0 1 1
1T 1 1
01 2
G=[_1 0 3] H={0 1 -3 J:i _g
00 2
A= (1 2 2)— Matrizfilade dimension 1 x 3

0
B =|1| — Matriz columna de dimension 3 x 1
7

0 -2 3
C=|—4 3 1| — Matriz cuadrada de orden 3
2 0 1
2 0 N
D= 0 2] — Matriz diagonal de orden 2
10 ) )
E= 0 1 — Matriz unidad de orden 2
300
F=10 1 0|— Matriztriangular inferior de orden 3
0 1 1
o 1 2 ) . A,
G= [_] 0 3] — Matriz rectangular de dimension 2 x 3
11 1
H=|0 1 —3|— Matriztriangular superior de orden 3
00 2
3 0 L s
J= [4 —8] — Matriz triangular inferior de orden 2

Una empresa de autobuses tiene tres lineas: A, By C.

El lunes salieron 5 autobuses en la linea A, 3 en la By 4 en la C. El martes salieron
2 autobuses en lalinea A, 1 enla By 4 en la C. El miércoles sali6 1 autobus
enlalineaA, 3 enlaBy5en laC. Represéntalo en forma de matriz.

Lo representamos en una matriz de dimensién 3 x 3.

Las filas representan los dias de la semana: lunes, martes

y miércoles. Las columnas corresponden a las lineas A, By C,
respectivamente. Cada elemento de la matriz

es el nimero de autobuses.

— N U
w — w
[Ca RN
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Una fabrica elabora dos tipos

de productos, X e Y, que vende a tres
empresas A, By C. Inicialmente
distribuia 1.000 unidades de cada
producto a cada una, pero en este

mes la empresa A recibié 600 unidades
de Xy 300 de Y; laempresa B

recibio 400 unidades de Xy 800 de Y,

y la empresa C recibié 900 unidades
de X'y 700 de Y. Representa mediante
una matriz las disminuciones porcentuales que se han producido en la distribucién
de los productos a estas empresas.

Las filas corresponden a cada tipo de empresa, A, By C, y las columnas
corresponden al tipo de producto, X e Y. Cada elemento de la matriz
es la disminucion porcentual de la produccion.

100—100-ﬂ:40 100—100-ﬂ:70
1000 1.000 0 70
1007100-ﬂ:60 1007100~&:2O 60 20
1.000 1.000 10 30
100—100~&:10 100—100~ﬂ:30
1.000 1.000
|
(Son triangulares las siguientes matrices? ;Por qué?
320 3 00
01 4 [0 4 2] 010
0 1 1 100 9 0 1
3
0 4| No, porque ni todos los elementos situados por encima de la diagonal
0 1 1) principal, ni todos los situados por debajo, son cero.
[? g é No, porque no es cuadrada.
300
0 1 0]Si, porque todos los elementos situados por encima de la diagonal
9 0 1)son cero.

|
Pon dos ejemplos de estas matrices:

a) Matriz columna
b) Matrizfila

c) Matriz diagonal
d) Matriz cuadrada

e) Matriz triangular superior
f) Matriz triangular inferior

Respuesta abierta. Por ejemplo:

-8 200 3 -2 3
a) | 1 Q|0 50 e) |0 3 1
0 00 7 0 0 1
300

b) 3 —2 9) d) 49 fyl—2 3 0
02 311
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Halla los valores de ay b para que las matrices sean iguales.

O W —
ENQEENYCS

Considera las matrices:
0 1 6 9 1 6
A‘[—1 4 3] B‘[1 8 —9]
Comprueba con esas matrices la propiedad conmutativa de la suma.
0 16 (91 6_[0 2 12
—1 4 3/ (1 8 —9] |0 12 -6

916+O16:9212
18 -9 -1 4 3 0 12 -6

05 5 5
Considera las matrices A=|—4 1|yB=|4 -=2|.
13 2 3
;Qué relacion hay entre A — By B — A?
0 5 5 5 -5 0
A-B=|-4 1|-|4 —2|=|-8 3
1 3 2 3 -1 0
5 5 0 5 5 0
B—A=|4 =2|—-|—-4 1|=|8 =3
2 3 13 1 0

A — By B — A son matrices opuestas.

Considera las matrices: A:[1 -1 4] B:[ 0 1 2] C

0 —1 3 10 3
Calcula.

a) A+B—C ) —A—B+C e) A—(B—C)
b) A—B+C d) —A+B+C f) C—(A+B)

3 1 4 330

a)A+B—C_[O s 3] d) —A+B+C_[ . 3]

o) A—B+C=|"1 ~1 4 & A—(B—C)=A—B+C=

"l o 33 - B

o) —A—B+C:[_

o w

wul —
|

w
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Determina una matriz X que verifique: A+ X =B, siendo A = [_? ; i]
01 2
B = .
Y [1 9 3]

A+X=Box=8-A=|0 1 2|_[©
19 37|

Considera las matrices:

3 0 2 1 1 41 =2
A:[4 8] B:[_1 0 3] c=|0 5 =3
- - 10 2

Realiza, si es posible, los siguientes productos.
a) AB b) BA o AC d) BC

301 (=2 1 1) (-6 3 3
2 AB:[4 78]'[71 0 3]:[ 0 4 720]

b) No se pueden multiplicar By A, ya que ladimensién de Bes 2 x 3y lade A

es2 x 2.
c) No se pueden multiplicar Ay C, ya que la dimension de Aes2 x 2y lade C
es3 x 3.
PRI S 7 33
d)B'C:[_1 0 3]‘0 > :[_1 1 8]
B 00 2f V7

Comprueba que, en general, el producto de matrices no cumple la propiedad
conmutativa multiplicando estas matrices:

2 0 =2 1 2 1

A=|1 5 3 B=|[5 1 =3

2 0 2 00 2
2 4 =2 6 10 -6
AB=126 7 —=20 BA=|5 5 =19
2 4 6 4 0 4

Comprueba que se cumple la propiedad distributiva del producto de matrices
con respecto de la suma utilizando estas matrices.
(-2 1
-1 0

I I
A<B+C):[f1 ,S][J ;]:[13 —S]
R A I P R

g R L R



SOLUCIONARIO 1

042

043

Expresa la condicidn que tienen que cumplir dos matrices My N para que pueda

realizarse su suma. Y, si lo que pretendemos es multiplicarlas, ;qué condicién deben
cumplir las matrices?

(Galicia. Septiembre 2004. Bloque 1. Pregunta 2)

« Para que se puedan sumar dos matrices estas deben tener la misma dimension.
« Para que se puedan multiplicar dos matrices el nimero de columnas
de la primera debe ser igual al nimero de filas de la segunda.

Con las matrices: A = [; _1], B= [2 0] yC= [_1 ?], calcula, si es posible:

-2 1 4 —4
a) 2A—3B b) 2A-3B ) AB+C) d A—3B
4 -2 (4 =5
2) 2A—38:[ ! 716] J A(B+C>—[9 _10]
| 6 =24 Cap |5
b)2A-38—[24 748] d A 38—[ 0 714]

-2 3 2 6

— w2

045

calcula, si es posible: 3 8

a) ABC b) 2AB c AB—-0) d) B-3C

-1 =3) (0 -1} (-6 —17
a) ABC:(AB>C=[ 9 14]'[2 6]:[28 75]

-1 2
b) 2AB:[2 -2 O]- 0 5 :[_]é ;g]
3 8

c) No se puede realizar esta operacién ya que By C no se pueden restar
por no tener la misma dimension.

-1 2 0 _3 12 39
d) B-3C=| 0 5.[6 ?8]= 30 90
38 48 135
3
Calcula ABy BA, siendo las matrices: A=(1 —3 —1 2) B= (1)
(La Rioja. Septiembre 2000. Propuesta A. Ejercicio 2) )
3
MB=( -3 —1 2.| =4
0
-2
3 3 -9 -3 6
ga=| oo -3 1 =] P 3 12
0 o 0 0 ©0
-2 -2 6 2 —4
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046 | Sea A una matrizm X n.
a) ¢Existe una matriz B tal que BA sea una matriz fila? Si existe, ;qué dimension

tiene?

b) ;Se puede encontrar una matriz B tal que AB sea una matriz fila? Si existe,
;qué dimension tiene? 11

¢) BuscaunamatrizBtalque BA=(0 0),siendoA=|0 1|

(Asturias. Junio 2001. Bloque 2) 00

a) Para que BA sea una matriz fila, la matriz B tiene que ser una matriz
de dimensién 1 x m, y la dimensién del productoes 1 x n.

b) Elnimero de filas de la matriz AB no depende de la matriz B, sino que es igual
al numero de filas de la matriz A, que es m. Solo es posible obtener una matriz
fila si A es también una matriz fila.

c) LadimensiondelamatrizBes1 x3—=B=(@ b o).

11
BA=(a b ¢)-|0 1|=(a a+b)
0 0

(@ a+b)=0 0 —a=0b=0
B=(a b ¢)=(0 0 c)conceR.

. 1T -1 1 1
047 | A= B= :
Dadas las matrices [2 _1J y [4 _1]

a) Calcule ABy BA.
b) Compruebe que (A + B)> = A% + B~
(Cataluna. Junio 2006. Cuestion 3)

T =1 (1 1 -3 2 1 N -1 3 =2
) AB_[z —w]'[4 —1]_[—2 3] BA_[4 —1]'[2 —1}‘[2 —3]
b) (A+B)’ = A’ + AB+ BA + B’
Como en este caso, AB= —BA, entonces se cumple (A + B)> = A? + B,

048 | Conlas matricesA=|1 4 —1|yB=|5 1 =3|,
2 0 0 00 2

calcula (A + B)?y A% + 2AB + B ;Por qué no coinciden los resultados?
{Cual seria la formula correcta para el cuadrado de una suma de matrices?

01 =10 1 —1 4 5 —6
(A+B?=|6 5 —4||6 5 —4|=|22 31 —34
20 2j(2 0 2 4 2 2
-4 0 0 0 0 -8 5 1 —1
A’ +2AB+B>=| 2 16 —6|+|40 10 —26|+|5 6 —4|=
0 0 —4 0 4 4] 10 0 4
T 1 =9
=147 32 =36
0 4 4

46



Como el producto de matrices no es conmutativo, el célculo correcto serfa:
(A+BY =A"+ AB+BA+B’
Lo comprobamos calculando de nuevo el segundo miembro:
-4 0 0 00 —4
A+ AB+BA+B =| 2 16 —6[+|20 5 —13|+
0O 0 —4 0 2 2
3 4 - 5 1 =1 4 5 =6
+-=5 4 —11+|5 6 —4|=]22 31 —-34
4 0 0 0 0 4 4 2
049 | Se consideran las matrices: A =| —1 —1 1 I=|0 1 0
se pide: -1 -2 2 0 0 1
a) Hallar (A —1)%
b) Calcular A* haciendo uso del apartado anterior.
(Madrid. Afio 2006. Modelo. Opcion B. Ejercicio 4)
1 2 -1 1 2 =1 0 00
a (A-1P=|-1 =2 =1 =2 11=10 0 O
-1 =2 1 {=1 =2 1 0 00
b) (A—1P=A'-2A4+F =0 A =2A-1— A" = (A1)
3 4 =2 34 =2 5 8 —4
A=QRA-I=|-2 -3 2|-|-2 =3 2|=|-4 —7 4
-2 -4  3)|-2 —4 3 —4 -8 5
050 | SeanM =|0 0 1|yN=M+ I dondeIdenota la matrizidentidad de orden n.
0 00
Calcula N*y M3,
(Galicia. Junio 2001. Bloque 1. Pregunta 1)
T 1T 11 11 12 3
N*=|0 1 1[0 1 1f=|0 1 2
0 0 110 01 0 0 1
o 1 1110 1 14{0 1 1 (0 0 11{0 1 1 [0 0 O
M*=|0 O 1[-|0 O 1/-]0 0 1|=|0 0 0|-|0 O 1{=[0 0 O
0 0 0Jl0 0 010 0 O 0 0 0Jl0 0 O 0 0 0
051 | Sean A una matriz de dimension 5 X 3, B una matriz de dimensién m x ny C
una matriz de dimensién 4 x 7. Si sabemos que se puede obtener la matriz ABC,
;cuales son las dimensiones de By de ABC?
Para poder obtener el producto, B tiene que tener tantas filas como columnas
tenga Ay tantas columnas como filas tenga C. Es decir, la dimensiéon de Bes 3 x 4
y la dimension del producto ABCes 5 x 7.

SOLUCIONARIO 1
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052

053

054

055

Dadas tres matrices A, By C, se sabe que ABC es una matriz de dimensién 2 x 3
y que BC es una matriz de dimensién 4 x 3. ;Cudl es el orden de A?

(Galicia. Junio 2002. Bloque 1. Pregunta 1)

La dimension de ABCes 2 x 3 — El nimero de filas de A es 2 y el nimero
de columnas de Ces 3.

La dimensién de BC es 4 x 3 — El nimero de filas de Bes 4y el nimero
de columnas de Ces 3.

Las matrices se pueden multiplicar si el nimero de columnas de A es igual
al nimero de filas de B — La dimensién de A es 2 x 4.
. 11 o
Sea lamatrizA = 0 1 . Calcular A™.

(Madrid. Afio 2008. Modelo. Opcion B. Ejercicio 3)

O I N R S

En general: A" = Pl ypo |1 10
0 1 0 1

e

Sea la matrizA = [; 0] y sea n un numero natural cualquiera.

1
Encuentra el valor de A" para cada ny halla A>*° — A%®,
(Pais Vasco. Junio 2003. Bloque A. Cuestion A)

S e e 1 o O B P

=}
==
—
w —
— o
==
I
s
O —
— o
Nl

En general: A" = [ BRSO P L) I
3n 1 1.050 1 750 1 300 0O
010
SealamatrizA=|0 0 1| Encuentralaregla del cdlculo de las potencias sucesivas
100

de A, es decir, de A" para cualquier nimero natural n.

010 0O 1 0l{0 10 0 0 1
A=|0 0 1 A2=|0 0 1/-]0 0 1|=[1 0 O
100 170 0)(1T 0O 010
00 11{0 10 100
A=|1 0 0[]0 0 1|=[0 1 0|=1 A*'=IA=A
0O 101 00 0 0 1

Asi, si dividimos n entre 3 tenemos n = 3p + g, donde g, el resto al dividir n entre 3,
es un numero natural menor que 3.

A sig=1
AT = AT = APAT = TAT = ATy AT =A% sig=2
I sig=0
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059

060

061

50

At = AR = AOA? = 24P =2 A7 = A7

b) A® =2A°
A =2A
En general: A” = 272 A
SeaA = 11 Calcula A"
0 2f ’
11
A=lo 3

4

:2/7—2‘ 4

4

w=mn=ly 3 0 4

1
Engeneral: A" =
. i

2" —1
Zn

. 1 a
Seala matrizA = [0 1].

|

a) Para cada numero natural n, hallar A",

b) Calcular A?

2 — 12A% 4+ 2A.

(Pais Vasco. Junio 2006. Bloque A. Cuestion A)

a) A:[

A =

En general: A” :[

b) Azz _

Dada la matriz

1 a
0 1

1 2a) (1
2A — .
wa=lo Vo

1

1 na
0 1
1 22a
12A7 4+ 2A =
2=l 7
0 a
A=|0 O
00

0 1

-

(Aragon. Junio 2001. Opcién A. Cuestion 1)

0
A =10
0

0

A =0
0

A
A=A
0

Az—[] al.

3a

4
4
4

1

Q
N

o oo OO

—4

4] =2".

—4

2=,

A4:A3A=[

1
0

|

=lo

o

1

1
0

1

0 2

1

2a

1

a
1

|

|

—1
—1
-1

|

-9
0

0
a|.Hallar A" para todo entero positivo n.
0

0
-9

|
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SOLUCIONARIO 1

00 1
SealamatrizA=| 0 a 0f.
-1 0 =2

Halla el valor o los valores de a para que se cumpla la identidad A> + 2A + 1= 0,
siendo I la matriz identidad de orden 3y 0 la matriz nula de orden 3.

(Aragén. Junio 2000. Opcion A. Cuestion 1)

-1 0 =2
A= 0 & 0
2 0 3
0 0 2
2A=| 0 2a 0
-2 0 -4
-1 0 =2 0 O 2 100 000
A +2A+1=0-| 0 a* O|+| 0 2a O0|+|0 1 0|=|0 0 O
2 0 3 -2 0 —4 0 0 1 000
0 0 0] (00O
—|0 a’+2a+1 0|=|0 0 O|>d’+2a+1=0—>a=—1
0 0 0 000
Sean A, I'y B las matrices dadas por:
011 100 6 —3 —4
A=|1T 1 O I=(0 1 0 B=|-3 2 1
1 00 0 0 1 —4 1 5

Contestar razonadamente a la siguiente pregunta: ;Existe algin valor de X\ € R tal
que laigualdad (A — \I)? = B sea cierta?

En caso afirmativo, hallar dicho valor de \.
(Pais Vasco. Julio 2007. Bloque A. Cuestion A)

N 1
A=XNX=|1 1=-X 0
10 =\
X 1T 1) (=X 1 1 N4+2 =23+ =2
(A=XD"=| 1 1=X 0[] 1 1=X 0 |=|-2x41 N=2x+2 |
10 X1 0 —x N 1 N1
N2 =21 —2X 6 —3 —4
(A=ND)’ =B |=2x+1 N=2x+2 1 |=|-3 2 1
N 1 N+l (=4 1 5

Igualando el elemento a5 de las dos matrices: —2x = —4 > X\ =2

Comprobamos el resultado para los demés elementos.

N +2 —2X\+1 -2\ s 6 —3 —4
“ONHT N =2N+2 T =-3 2 1
—2X\ 1 N1 —4 15

51
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064

065

066

Demuestra que la matrizA = [? 1]verifica una ecuacion del tipo A+ oA + B3I =0,

2
determinando o y 3 (I denota la matriz identidad).

(Galicia. Septiembre 2003. Bloque 1. Pregunta 1)
(21 > (2 1) (2 ) (5 4
A_[1 2] A _[1 2] [1 2]_[4 5]
5 4 2 1 10 0 0
2 . . . =
A +uA+6170—>[4 5]+u [1 2]+B [o 1] [o o]
542a+8 44+a ) (0O
44a  542a4+pB) (0 0
%
44+a=0 =3

Sean Iy A las matrices cuadradas:

I— 10 A= 17 29
0 1 —-10 —-17
Calcular, escribiendo las operaciones necesarias:
a) Las matrices A%y A°.

b) Los numeros reales o y 3 para los que se verifica (I + A)® = oI + BA.

(C. Valenciana. Junio 2008. Bloque 1. Problema 2)

. (17 .\ (17 2 (-1 o)
A _[—10 —17] [—10 —17]*[ 0 —1]* !
17 29]

S A2ZA2A — (7). (— A= A=
A =AAA= (-] (-] [—10 17

b) I+AP=I+A)-(I+A)-I+A=0+A) I+2A+A)=1+3A+3A +A =

=1+3A+3A —A=1+2A-31=2A-2I
(I+ A7 =al+BA siendoa=2yB=-2

Calcula la matriz traspuesta de cada una de estas matrices:

0 5 —4 3
A=017 2) B=11 C=|—-4 3 1
7 2 89
D:4 0 E— 01 7
0 4 1 9 3
| 5 —4 2
A =7 B = 1 7) C=|l-a 338
2 3019
0 —1
Df:[g Z] =1 o9
73
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SOLUCIONARIO 1

0 4
las siguientes propiedades.
a) (A=A

b) A+B)=A"+8B

c) (AB)'=BA"

Con las matrices A = [2 _1] yB= [g _1], comprueba que se cumplen

Determina qué matrices son simétricas o antisimétricas, y realiza los célculos
que se indican, si es posible.

2 1 =2 20 0o 1 =2 1 0
A= 1 5 3 B=[o 2] C=|-1 0 =3 D=]0 1 E=[_1
—2 3 2 2 3 0 1 1
a) AC o (B+E) e) A'C
b) CD' d) DD! f) BE)

Son simétricas las matrices Ay B,y es antisimétrica la matriz C.

21 =2 01 =2 -5 -4 -7
a) AC=| 15 3|-|-10 =3|=| 1 10 =17
-2 3 2 23 0 T 4 =5

b) No se puede multiplicar CD"ya que la dimension de Ces 3 x 3y lade D'
es2 x 3.

10 101
d)DD‘—O1[g)?1]:O11
11 112
21 =2 0 —12 5 4 7
e) AC'=| 15 3 1 03|=|-1 =10 17
23 2/|-2 =30] (-1 -4 5
3 3 (3 =3
t o —
e[ 3 Y-
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069

070

071

Responde a estas preguntas.
a) Existe siempre el producto A’ - A, siendo A una matriz cualquiera? ;Por qué?

b) ;El producto de dos matrices simétricas de la misma dimensién es también
una matriz simétrica? ;Por qué?

a) Si,porque sila dimension de A es m x n entonces la de A"serd n x m,
y por tanto, la dimension de la matriz producto A'/Aserd n x n.

b) En general, no, porque (AB)' = B'A" = BA.

Sean A, By C tres matrices tales que su producto ABC es una matriz de dimensién
3 X 2y su producto AC' es una matriz cuadrada, siendo C'la traspuesta de C.
Calcula, razonando la respuesta, las dimensiones de A, By C.

(Galicia. Septiembre 2006. Bloque 1. Opcion 1)

dimension (A) =mxn dimensiéon (B) =p x g dimension (C) =rxs
dimension (ABC) =3x2—>m=3ys=2,n=pyqg=r
La matriz AC" es una matriz cuadrada > n=sym=r.

dimension (A) =3 x 2 dimension (B) =2 x 3 dimension (C) =3 x 2

En cada una de las matrices, determina mentalmente cual es el mayor nimero
de filas y de columnas linealmente independientes.

0 1 4 5
A=(1 2 3) B=]1 C=|2 5 7
3 3609
1 3 4
2 0 2 0 6
D= E=
[02] [—10—3] F=j0 00
2 6 8
A= 2 3)—>1filay1columna
0
B=|1{—1filay 1 columna
3
1 4 5
C=12 5 7|—2columnas(1°7y 22y 2filas
36 9
D= 20 — 2 columnas y 2 filas
0 2
2 0 6
E= i
[7] 0 73] — 1filay 1 columna
1 3 4
F=]0 0 0|—1columnay1fila
2 6 8



SOLUCIONARIO 1

072 | Calcula el rango de las siguientes matrices.

1 =2 140 0 1 =2
A=|-2 4 B=(—-1 3 2 C=|—-1 0 -3
3 6 2 20 2 3 0
2 10 1 2 3 45
D=|—-1 0 1 E=|0 1 12 3
340 12 =1 3 4

Elrango de A es 2 porque la segunda columna es proporcional a la primera.

T 0 O
140 1 00 107 0
i IS Irarawerosd It SRNA Iy v 12
220 722 -6 0] G656 | 2 =6 —
Como esta matriz es escalonada por columnas, Rango (B) = 3.
01 =2 1 0 =2
C=|-10 -3 ﬁ 0 -1 =3
23 077713 2 o
1 0 =2 1 0 =2
—— |0 -1 —=3|—— |0 —1 -3}, luegoRango (C) = 2.
bl 2 6)" TR0 0 0
210 1 20 1 20
3407704 30" "0 =50
1T 2 0
W 0 —1 11— Rango (D) = 3.
3713 2 O O _5
12 3 45 12 3 4 5
T2 =1 3 4/ >0 0 =4 —1 -]

Como esta matriz es escalonada, Rango (£) = 3.

073 | ;Cudl es el mayor nimero de columnas linealmente independientes

1 0 2
delamatrizA=|0 1 107
2 —1 3
1 0 2 1 00
0 11m0 10
2 =1 37 7 2 =10

Como el rango por columnas es 2, solo hay dos columnas linealmente
independientes.
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074

075

Sabiendo que el rango de la siguiente matriz es 2, determina el valor de a.

1 0 1

A= 7 2 —1

—11 —4 a
1 0 1 1 0 0 1 0 O
] broveronrad BRI rovrcarwrod BERANEESNY
—-11 —4 a 0 =1 =4 oa+11] 2 2 1=11 =4 ag—->5

Para que el rango sea 2, como esta matriz es escalonada por columnas, el término
a— 5 debe ser cero; luego a = 5.

Obtener el valor de a para que el rango de la matriz A sea igual a 2.

1 =2 3 0
A=]2 30 -1
4 -1 6 a

(La Rioja. Junio 2003. Propuesta A. Ejercicio 1)

123 0 1 -2 3 0 1 -2 3 0
2 30 -1|l——0 7 =6 -1|——|0 7 —6 -1
F=F,~2F =F—F,

4 16 a)if o 7 -6 a 0 0 0 a+1

3773

Para que el rango sea 2, el término a + 1 tiene que ser cero, luegoa = —1.

076 | Halla el valor de k, si existe, para que elrangodelamatrizA=| 5 k —10(seal.
113 =2

077

La tercera columna es proporcional a la primera, luego el rango es, a lo mas, 2.
Para que sea 1, la sequnda debe ser proporcional a la primera, pero esto
) ) 1 1/3
es imposible porque: — = ——.
-3 1
Luego no hay ningun valor de k para el cual el rango sea 1.

Discutase, segun el valor de g, el rango de la matriz:

A=

O N =

2
1
1

Q W —

(Castilla y Leon. Septiembre 2005. Prueba A. Cuestion 2)

12 o2 (1) ; 1
0 1 a) > > 710 1 a) =E+36 o0 0 a+—
3
1
« Sia= —g — Rango de la matriz A es 2.

. Sia= . — Rango de la matriz A es 3.
3



SOLUCIONARIO 1

078 | Calcula el rango de A, segun los valores 123 a
del parametro a. A=12 4 6 8
(Extremadura. Junio 2007. Opcion A. Ejercicio 3) 3609 12

1 2 3 a 1 2 3 a

369 12Jf_¢ 3 0 0 0 12-3a

« Sia=4 — Rango dela matrizAes 1.

« Sia=4— Rango de la matrizA es 2. El rango no puede ser 3, pues las dos
ultimas filas de la matriz son proporcionales.

079 | Calcule el rango de la matriz A en funcion
del | del pardmetro k Vko12
e los valores del pardmetro k. A=l 2 0 -1 1
(Murcia. Septiembre 2006. Bloque 1. Cuestion A) 1 1 10

1 k 1 2 -1 1 10 —1 1 10
20_1]/—'/520_11ﬂ>02]1
11 1001k 125;515101@122
-1 0 1 1 -1 0 1 1
25002 2 k+1)"TER 00 0 k-1
« Sik=1—Rango de la matrizA es 2.
« Sik=1—Rangode lamatrizAes 3.
080 | DiscuteelrangodelamatrizA=| 1 2 k| segunlosvaloresde k.
-1 3 0
(Baleares. Junio 2006. Opcion B. Cuestion 4)
kK11 -1 30 —1 0
12 Kl | 12 kg 0 5 K
_ 1 3 2~ 2 Th
730 T F=F +kF 0 1T4+3k 1
-1 3 0
05 k
143k
e A I R Ly
5 5
fikzfi/<+1:0—>3/<2+/<75=o—>k=L\/a
5 5 6
. Sik:_H_6\/6_] o k:_1_6\/a—>Rangodelamatriersz.
. Sik:c_1+6\/a y k:¢_1_6\/a—>Rangodelamatrier53.
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081

082

Calcula el rango de A segun los distintos valores del parametro real a.
2 0 a 2
A=|—1 0 —1 3
5 a+4 —4 -3
(Madrid. Junio 2002. Opcion A. Ejercicio 2)

2 0 a 2 2 2 a 0
S at+4 —4 3 “C%“ | 53 4 gr4
-1 3 =1 0 1T 3 =1 0
FOF 2 2 a 0 m} 0 8 a—2 0
Rl s 3 4 ava) i@l 018 —9 a+4
-1 3 —1 0
0 8 a—2 0
9
F

E=2H 1 0 0 —%(0—6) a-+4

El rango de la matriz A es siempre 3. El pardmetro a no puede ser al mismo

tiempo igual a 6 e igual a 4, entonces los elementos de la Ultima fila nunca
seran todos cero.

2 1T m
Discutir, en funcion del nimero real m, elrango de lamatrizA=|1+m 2 3|.
-2 =1 2
(Castilla y Leén. Septiembre 2007. Prueba B. Cuestion 1)
2 T m 2 1 m 1 2 m
—2 =1 2T liem 2 3) 0T 2 14m 3
1 2 m 1 2 m
= Exd
é:é_zh 0 m—3 3-2m) * "° |0 0 m+2
« Sim = —2 — Rango (A) = 2, todos los elementos de la Ultima fila son 0.
« Sim =3 —Rango (A) = 2, las filas 2.7 y 3.7 son proporcionales.
« Sim=—-2ym=3—Rango (A) =3

1 0 —1

SealamatrizA=|4 1 —m]|.Determine los valores de m para que los
0 m 3

Rango (A) < 3. ;Puede ser Rango (A) = 1 para algun valor de m?
(Cataluia. Afo 2006. Serie 3. Cuestion 4)

—1

10
4 1
0 m
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SOLUCIONARIO 1

« Sim=1om=3—Rango (A) =2
« Sim=1ym=3—Rango (A) =3

El rango de la matriz no puede ser 1, ya que sus tres filas no son proporcionales
para ningun valor del pardmetro m.

1 1 1
ConsideralamatrizA=|m m? m?| Hallalos valores de m para los que el rango

2
deAesmenorque3. \Mm m m
(Andalucia. Junio 2008. Opcién B. Ejercicio 3)

1 1 1 1 1 1
m m m|—0 m—-—m m’—m
2| h=h=mh 2
m.m M) E=f—mr 0 0 m®—m
B {m:O
m -m=0-
m=1
«+ Sim=0om=1—-Rango (A) =1
« Sim=0om=1-—Rango (A) =3
a 0 b O
Sea A— b+1 a 0 0

0 b+1 0 af
0 0 a b
a) Prueba que, para cualquier valor de ay b, Rango (A) > 2.

b) Determina un par de valores reales de ay b para que Rango (A) = 3, y otro par
de valores a 'y b de forma que Rango (A) = 4.

(Cantabria. Junio 2001. Bloque 2. Opcién A)

0 b o a 0 b 0
a
b(b+1
b+1 a 0 0 0 a - b+ 0
0 b+10 a|li . i1, a
0 0 a b h=h- a A 0 b"’] 0 a
0 0 a b
a 0 b 0 a 0 0 b
0 g b+l 0 g o b+
a a
e ——
Fzz"'—a*%ﬂ 0 0 b(b+1)2 Ged, 0 a b(b+1)2
a’ a’
0 0 a b 0 0 b a
vy b(tf+1) @00 b
0 a 0 - 0 g 0 b+
a
_ bb 4+ 1) —_—
Fer-br 000 0 T Ry o g HOED
aZ
2 2
00 0 a—b(bj” 00 0 a—bb+17
a

59



Matrices

a) » Sia=0—Rango (A) > 3.

0 0 b 0
« Sia=0->A= b3—1 bO+W 8 8 para cualquier valor de b al menos
0 0 0 b

hay 2 filas distintas de cero y que no son proporcionales — Rango (A) > 2.

b) « Sia=+2yb=1

a 0 0 b
0 a 0 _M \/5 0 0
BN @ |la=a=1 | 0 V20
00 b +1) o o0 V2 2
a vt U
a’ 0 0 0
000 a-bb+V
Rango (A) = 3, pues a* — b*(b + 1)* = 0.
a 0 0 b
0 a o _2b+D 100 0
- _ a a=1,b=0_|0 1 0 O
cSia=1yb=0— - o+ S0 1o
? a’ 00 0 1

0 0 0 a —-bb+1

En este caso el rango de la matriz es 4.

4 2 4 —1

Vemos que ambas tienen rango maximo, o sea 2. Determinar los valores de c tales
que la matriz A + ¢cB no tenga rango 2. ;Cual es el rango que tienen las respectivas
matrices suma?

086 | Sean las matrices A = [1 _1] yB= [1 0].

(Aragon. Septiembre 2003. Opcidn B. Cuestion 1)
I 1 0 14+ ¢ —1
C . =
[4 2] + [4 71] [4(1 +c) 2-— c]

1+c -1 1+¢c =1
4(14¢c) 2—c) /F=FK—4F 0 6-c
« Sic=—10c=6,elrango de la matrizno es 2.

- Sic=—1 - Rango de la matriz [8 _;] es 1.

) 7=
—S|c_6—>Rangode|amatr|z[28 _4]es1.

]esz.

4 | 1+c -1
« Sic=—1yc=6-—>Rangodela matr|z[4(]+c) ¢
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SOLUCIONARIO 1

Sean Ay Blas matrices:

10 1 0 1 1
A=]0 2 0 B=|1 1 0
110 0 0 2

Es facil comprobar que ambas tienen el maximo rango, o sea 3. Pero ;qué ocurre
si las combinamos linealmente? En concreto, estudia el rango de la matrizA + X\B
segun los valores del pardmetro .

(Aragon. Septiembre 2002. Opcion A. Cuestion 1)

o —
— N O

1 1 A
Of=|Xx 2+X 0
2 1 1

—

PR DN 1 N T+ X
——— |0 24 X=X —X-N
5‘ 0 T—X A—1
T 142N T+ X
——— |0 2-2X\" X-N\
7o 0 A—1

>
N
+
>
(@]

—

T4+ 2X T+ X 1 T+ 2X T+ X
0 222 X=X |[=[0 20+N0=X) =X(1+N)
0 0 A—1 0 0 A—1

o
|
N}
I
N}

« Six=1—->Rango|0
0

(@]
(=}

I 0
« Six=—1—Rango|0 0 0]=2
0 0 2

1 PN E DN
« Six=1lyx=—-1—>Rango|X 2+X 0 [=3
1 1 2N

1
Dadas las matricesA=|1 —1|yB =
2 2
Rango (AB) = Rango (A) - Rango (B)? Justifica tu respuesta.

0
-2 2
3 =11

0 .
, (es cierto que

(Canarias. Junio 2002. Opcion A. Cuestion 3)

10 -22 0
AB=|1 —1 [_é _f ?]: -5 3 -1
2 2 22 2

Rango (AB) < 3,Rango (A) = 2y Rango (B) = 2 — Es imposible que se verifique

la igualdad.
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Dada la matriz A = [1 0 0]

0 1 0f

Encuentra dos matrices, By C, de tamafio 3 X 2y de rango 2, tales que el rango
de ABsea 2y elrango de ACsea 1.

(Navarra. Septiembre 2007. Grupo 1. Opcion B)

A:] 0 0
0 10
1o o |28 (e b
lc d|=
0 10 c d
e f
Respuesta abierta.
1 2 -
« SiB=|0 3|—> AB= — Rango (AB) =2
0 3
5 6
1 2 1o
- SiC=|0 O%AB:[ ]%Rango(AC):]
31 0 0

Una matriz cuadrada de orden 3 tiene rango 2.
a) ¢Cual es el rango de la matriz que resulta al quitar una fila?
b) ;Cudl es el rango de la matriz que resulta al eliminar una columna?
c) ¢;Qué sucederia en los casos anteriores si el rango de la matriz inicial fuera 3?
a) Elrango de la matriz es 2 si eliminamos una fila que depende linealmente
de las otrasy es 1 si las dos filas que dejamos son proporcionales.

b) Elrango de la matriz es 2 si eliminamos una columna que depende linealmente
de las otrasy es 1 si las dos columnas que dejamos son proporcionales.

c) Eneste caso, el rango siempre seria 2, porque las dos lineas que dejamos
son siempre linealmente independientes.

Calcula la matriz inversa de las siguientes matrices:

10 1 1 00
A:[?_i] B=[-12 3| c=lo 10
- 2 0 —1 0 0 1
Aplicamos el método de reduccion o de Gauss-Jordan:
2 =411 0 1T =2(12 0 1T =212 0
a) —>
-1 4j0 1)1 =1 4]0 1) AE=R+R 00 2[12
2

1 =2[12 o0 10|17
c_1e o 1|14 2] F=R+2r |0 1174 12
2 27
Lai delamatrizAes| | |
a lnversa ae la matriz A es: 174 12
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093

173 0
Lainversa de la matrizBes:| —5/6 1/2
23 0

2/3
—1/3

¢) Como la matriz C es la unidad, su inversa es ella misma.

N

N O —

F=F=2F,
A=+,

La matrizinversade Aes:| 2

Calcular, si es posible, la inversa de la matrizz A = [ —1 3
(Murcia. Junio 2008. Bloque 1. Cuestion A) 0

1T 2 =21

m) 0 5 =311
2|0 =2 1|0
—4/513/5 =2/5 0
=3 |1 1T 0
—1/512/5 2/5 1)¢

T2 =2{100
3 010
001

10 0 |[-1 =2 —4
0O |[-1 -1 =3
—-1/5/-2 =2 =5

!

-1 =2 —4
Lamatrizinversade Aes:|—1 —1 =3
-2 —2 =5

SOLUCIONARIO 1

73 0 173
—5/6 12 2/3
2/3 0 —1/3

0|1 -2 -4
0 |-5 =5 —15
—155 25
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094 DadaslasmatricesA:[_l g]sz[ (1) _gl,calcula(A”)”yB”B.
;Por qué se obtiene este resultado?
Por la definicion de matriz inversa: (A~')'A~" = I multiplicando a la derecha
por A los dos miembros, se obtiene (A7)~ = A,
Por definicion de matriz inversa: B~'B =1.
095 | Sean las matricesA=| 2 4 yB= 12
—1 4 0 1
a) Comprueba que (AB)"'=B""A"".
b) Calcula (8™, de la manera mas rapida posible.
207" (112 0 1 -2 1
-1 _ o —-1A-1 __ . —
a) (AB) _[—1 2] _[1/4 1/2] g _[o 1] [1/4 1/2] [1/4 12
T =2 (1 =2 1 —4
2\-1 -1 _ p-1p-1 _ . _
S T
. 12
096 | DadalamatrizA = 3 4,caIcuIa(AA ) A.
(Andalucia. Junio 2000. Opcién A. Ejercicio 4)
(KA A= AATAATA= AATA
1T 211 0 1 21 10 1 0]—2 1
3 4|0 1) R=K-3 10 —=2|-3 1) F=F+F{ (0 —=2|-3 1
] — A7 !
F__1g (0 3/2 —/2 3/2 —1/2
2 2 2
aa |1 3) (-2 _ (52 —1/2 13)_(32 1
2 4] \3/2 —1/2 2 12 4 2 6
097 | Comprueba que lainversadelamatrizA=|0 2 1|eslamatriz
1 -3 5 11
A= |
412 2 =2
(Baleares. Junio 2005. Opcion B. Cuestion 4)
Para comprobar que una matriz es la inversa de otra, basta con multiplicar
las matrices y ver que el resultado es la identidad.
T =1 2 -1 3 5 . 4 0 0 1T 0 0
AA o 2 1-—|-11 1l=—|0 4 0|=[0 1 O
11 22 -2 “4loo 4 loo 1
]—1351—12]400100
AA=—1-1 1 11-10 2 1|l=—1]0 4 0|=|0 1 O
122 =2t 11 4o o 4 loo 1

64
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SOLUCIONARIO 1

1T 2 m
ConsideralamatrizA=|1 1 m| dondem € R. Determina para qué valores
m 0 1

de m la matriz A es regular (inversible).
(Cantabria. Septiembre 2007. Bloque 2. Opcién B)

1 2 m|{1 0 O 1 2 m 1 0 0
T 1 m|{0 10 W 0 -1 0 -1 10
m 0 110 0 1g_g p (0 —2m 1—m’|-m 0 1
1 0 m —1 2 0
FFiZF 0 -1 0 —1 1 0
F;_é,zﬁmcz 0 0 T—m’|m —2m 1
1 0 0 |[=1/(0—=m?) 2/0—m?*) —m/(1—m?)
—m> 0 -1 0 —1 1 0
F=h7h o 0 1—-m? m —2m 1
10 0|=1/(0=m?) 2/(0—m?) —m/(1—m?)
— |0 1 0 1 —1 0
h=-F 2 2 2
. 1 00 1 fm/0=m?) —2m/(1—m?) 1/(1—m?)

La inversa, si existe, de la matriz A es:
—-1/(0=m?  2/0—=m?)  —m/(1—m?)
Al = 1 —1 0
m/(0—m?) =2m/(1—m?)  1/(1—m?)
Para poder calcular la inversa tenemos que dividir entre (1 — m?), luego esta

expresion no puede ser cero. Es decir, la matriz A es invertible cuando
(1—m)=0-om=lym=—1.

Estudia para qué valores de m la matriz siguiente tiene inversa:

m 0 1
0o 1 1
m 0 m

En caso de ser posible, halla su inversa param = —1.
(Castilla-La Mancha. Afo 2005. Supuesto 4. Bloque 3. Pregunta B)

m 0 1|1 0 O m 0 1 1 0 0
m 0 m{oO 0 1] 7> 2 710 0 m=1—-1 0 1
m 0 0 |m/(m—=1 0 —=1/(m-=1)
—1> 0 1 0 /im=1 1 =1/(m-=1)
fisfi———=Ff (0 0 m—1 =1 0 1
F=h——L3f
T 0 0l=1/tm=17 0 —1/(mm-=1)
50 1.0 1/(m—=1) 1 —1/(m—=1)
E:mig 00 1 =1/m=0 0 1/(m=1
il
F37m1—1F3
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100

101

10
Sean las matrices A=|2 k|yB= koo -1y
0 1 11 2

a) Estudia, en funcion de los valores reales de k, si la matriz BA tiene inversa.
b) Haz lo mismo para la matriz AB.
(Asturias. Septiembre 2006. Bloque 1)

112 3 k+2
ko 3 k42 3 k2
—_— _— k 2k
3 k+2) Fof kK —1) _; kp |0 ———1
2 2 3'\ 3 3
2
—%—%—1:0—>k2+2k+3:0

— k — No tiene solucion.

_ —2E£N4-12
2

Como BA es una matriz de orden 2 y su rango siempre es 2, tiene matriz inversa

siempre.
10 P . k 0 =1
b) AB=|2 &k ~[1 : 72]: 3k k 2k—2
0 1 T 1 2
k 0 -1 T 1 2 T 1 2
3k k 2k—2 =0 3k k 2k— Ty 0 —2k —4k-2
T 1 2 PRk 0 é:ijkaw 0 k  —2k—1
T 1 2
— |0 -2k —4k-2
F=E-—F (0 0 0
2

Como AB es una matriz de orden 3y su rango es 2 < 3, esta matriz
no tiene inversa.

1T 2
1 2
Se consideran las matrices: A = [1 4 Z] y B=|m 0], donde mesun nimero
0 2

real. Encuentra los valores de m para los que AB tiene inversa.

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2005. Bloque 3. Pregunta B)

1 2 m 12 1+2m 2+42m
A=l o S 9T hem o
0 2
! 3 .
«Sim=1—- 00 no tiene inversa ya que su rango es 1.
« Sim=—1 —>[72 O] no tiene inversa ya que surango es 1.

« Sim=1ym=—1elrango de la matriz es 2, y por tanto, la matriz tiene inversa.



SOLUCIONARIO 1

102

103

104

0
En la matriz A determina a, by c para que su traspuesta A =10 142 142
coincida con su inversa. a b c

A= AT = AR = AN AA =1

10 0 10 4 (100
0 W2 WW2|-l0 N2 bl=|0 10
a b c 0142 ¢ 001
1 0 a
0 . b+c 1 00
NG =0 10
b+c 5 ., | o 01
a +b°+c
J2
Multiplicando e igualando términos se obtiene este sistema de ecuaciones.
a=0
b+c a=0 b=—c| a=0b=—c_ 5
=0f{—> , 2 — Hc=1l>c==%
J2 b+ =1 J2
a+b+c =1
Hay dos soluciones: cfL b*—L a=20 cf—L b*L a=0
ENFE J2 S22

Comprueba y contesta.

a) SiAesunamatrizno singulary (B — C)A =0, siendo 0 la matriz nula, comprueba
queB=C

2 —6
b) Segun el resultado del apartado anterior, cuando A = [ ] la Unica matriz X

-1 3

que verifica la ecuacion XA = 0 es la matriz nula. ;Es cierta esta afirmacién? ;Por qué?
Nota: Matriz singular es aquella que no tiene inversa.
(Asturias. Junio 2003. Bloque 2)

Q) B—OA=0-BA-CA=0->BA=CA-BAM ' =CAA"'5B=C

b) La afirmacion es falsa, pues el apartado a) requiere la condicién de que la matriz A
sea no singular, sin embargo, en este caso Rango (A) = 1, con lo que la matriz
es singular.

5 Y=l )
_—
—1 36:&%5 0 0

Despeja la matriz X de la ecuacién AX = By calculala siendo A = [(1) _?]
g1 23
Y=o =1 1)
Se multiplican por la izquierda por la inversa de A los dos miembros de la ecuacion,
que existe por ser Rango (A) = 2.

AAX=AB—>X=ATB

oot x — (1 2 (1 2 3)_(1 (1 23_(1 0o 5
JRANE VO T I V0T B VO VO R B (O
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105

106

107

68

1 1
Dadas las matricesp = | —1 0

-1 -
la matriz B sabiendo que BP = A.

Calcula la matriz A que haga que: [l ;

o 2= 2)on=li )

AX=A>AX=T->X=A"

12|10 2]
—_—
1110 1) F=F-F (0 —1| -1

0
1|YA=
1

BP = A— B= AP

1 1T 0/1T 0 O 1
-1 =1 1jo o 1) g2 Lo
1 0 =10
T oo )

—1 0 o] {1 =1

B=AP'=| 0 -1 0}-0 1
0 0 2|1 0

]=

(La Rioja. Septiembre 2006. Propuesta A. Ejercicio 3)

E

2 11 0 2 T
5 300 17 500 -2
h=h=3h 21 2
[103

—_—
folp 0 1] =5

Calcula la matriz X tal que A’X = A, donde A = [1 2]

—1
0
0

00
—1 0}, hallese razonadamente
0 2

(Castilla y Leon. Junio 2006. Prueba B. Cuestion 1)

o — O
— O O

— o o
Rl
|+
arol
S O —
oS - O
— O O
I N

Npalie,]
Il

A

0!
J

1 1)

(Extremadura. Septiembre 2007. Opcion B. Ejercicio 3)

0 -1

10‘

-1 2
=11
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Hallar una matriz X tal que A~'XA = B, siendo:

31 1 =1
R I
(Madrid. Junio 2005. Opcion B. Ejercicio 2)
ATXA=B—> XA=AB— X = ABA™
3 11 o 3 1)1 0 3
—_— 112 e
=2 =10 Vp_p, 270 ——|= 1| A=F+35" |0
2 2 31 3 3
3 013 3 :
2 —_
R=R+36 [0 ——| = 1| (_1f [o
3 3 1 31
F=-3
veaga | 3 [N 2 5 -2
-2 =112 1 l=2 =3] |-4 1
L ) . -1 1
Determlna, si existe, una matriz A que verlflque: 0 3] <A [
1
-1 1 1 2] (0 2 -1 1 0 2
A = A= . .
[03] [—20] [20]_> [03] [20]
-1 11 0 -1 0|1 =13 10
0 3/0 1 e_p 1,0 03[0 1 Je_f7l0 0
1 1 32 1 11
h=3h
1 2[1 0 1 2[1 0 1 0]o
2 0|0 1) F=R+2F (0 4|2 1),_f 1.0 4|2
1 1 22
1 0l0 =12
F_1g 0 112 14
2 42
A= o 2 (= ) fo 2.
1l o 3 2 0/ =2 0] | 0 13 1{2 o)1
(23 =2} (0 —12)_(-1 —5/6
23 0] |12 /4 0 —1/3

AX+B=1—->AX=1-B—->X=A"1-8)

§

X:A”(I—B):[

—1]1 0
00 1) FeF

0
—1

1
0

1
0

I

0

—1

1
0

0

1

0
1

H

1
3

2

2
4

F=—F,

1
7=

2

] -

Encuentra una matriz X que verifique AX + B =1, siendo A =
e I la matriz identidad.

SOLUCIONARIO 1

W w

0
/2

—1/2
1/4

el
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— T =1 1 0 0 1
111 | Considera las matrices: A = |2 1 2 B=10 1 1
0 0 1 T 11
Calcula la matriz X que verifica AX + B =1, donde I representa la matriz identidad.
(Baleares. Septiembre 2007. Opcién A. Cuestion 1)
AX+B=1—->AX=1-B—X=A"1-B)
T =1 111 0 O 1T =1 1 1 0 0
21 2[0 1 0f——>10 0|—2 1 0
0 0 1o 0 17l 0 1] 00 1
10 113 13 0 1T 0 013 1/3
fi=ft3hH 10 0 10 0 1) "7 {00 1]0 0
10 0| 1/3 13 =1
—1> 0 1 0[=2/3 1/3 0
fF=3h 0 0 11 0 0 1
173 13 -1 700 0 0 1
X=A"1-8)=|-2/3 1/3 01-/[0 1 0|—|0 1 1||=
0 0 1 0 0 1 T 11
1/3 1/3 =1 1 0 - 4/3 1 =273
=|=2/3 173 0|-| 0 0 —1|=|-2/3 0 1/3
0 0 1 -1 =1 0 —1 —1 0
112 | Resuelve la ecuacion matricial YA +B=C,donde A = |2 0o 1],
st =2 1)y c_[10 5 0 =32
151 =3 —1 4 —6]
XA+B=C—o>XA=C—-B—>X=(C-=BA"
0 30[1T00O0 2 01010 20 110 10
2O1O1OFF0301OOﬁ—F>030100
0732001*(_)20732001373+ZOO21O1
2 0 0/=1/2 1 =1/2 10 0|=1/4 1/2 =1/4
—1> 0 3 0 1 0 0 —1> 0O 10| 13 0
5:5—75 00 2| 1 0 1 5255 00 1] 172 0
_1
F273F2
_1
Fs_ze
—1/4 172 —1/4
x—(c—B)AW—H 1 g 2}-[;‘ ’? ;H 30 0=
a B B 172 0 1/2
—1/4 172 =1/4
:[—3 2 ] 3 0 0 :[41/12 —3/2 11/4
3310 0 =30
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114

SOLUCIONARIO 1

Resuelve la ecuacién matricial AX + C = B, siendo:

4 1 1T 20 —1
[—1 o] [—2 -1 1 o]

(Galicia. Septiembre 2005. Bloque 1. Pregunta 1)

0 —1 2 1
1 0 -3 0
MA4+C=B>AX=B-CoX=A"B-0)

4 11 0 -1 0]l0 1
— —_—
—1 0l0 1 FeR | 4 1|1 0]F=Ftar

1

X=A'B-C)=

— o
NN
z
|
N —
I
— N
- o
I
O —
o N ——

Il
—_———
- O

| |
N~ o
P
l. .
w —
|
- W
|
NN
|

1T 1 0

Razona si existe la matrizinversade A=|0 1 01y, en caso afirmativo, calculala.
2 0 —1

Resuelve la ecuacién matricial AX + 2A =1, donde X es una matrizde orden 3 e I

es la matriz identidad de orden 3.

(Castilla-La Mancha. Afo 2007. Supuesto 3. Bloque 3. Pregunta A)

11 0 11 0
0 1 0 Y 0 1 0| — Rango (A) = 3 — Lamatriz A tiene inversa.
20 -1 0 0 -
11 0o/1 0 O 1 1 o, 100
0 1 0[0 1 Ojo——>/0 1 0/ 010
20 —1j0 0 1) =R o 2 —1|—2 0 1
10 o 1 =10 T 0 01 =1 0
————0 1 0] 0 1 0/—>]0 100 1 0
1=h=h _ 3= _ _
F=F,+2F, 00 1] =2 21 00 12 =2 1
I 0
- A'=|0 1 0
2 =2 -1
AXH2A=1—- A =1-2A— X =A"(1-2A)
L oliffr 0 0 11 0
X=A"1-2A=0 1 0|fj0c 1 0|=2-]0 1 0=
2 =2 —=1JjI0 0 1 2 0 -1
T =1 ol [=1 =2 0 -1 =1 0
=0 1 o-/0 =1 0O|=| 0 =1 0
2 =2 1) (-4 0 3 2 =2 =3

71
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115 | Sean las matricesA=|2(,B=| 2|,C=|0 1 O|yE=|5| CalcularM =y
3 —2 0 0 1 3 z
para que verifique la ecuacion (AB* + C)M =E.
(Castilla y Leon. Junio 2007. Prueba B. Problema 1)
(AB"+ OM =
1 0 0 O 2 7 2 =2 0 0 0 2
21-(7 2 =2)410 1 O||-M=|5|—||14 4 —4|4+|0 1 Of-M=|5
3 0 0 1 3 21 6 —6 0 0 1 3
7 2 =2 2 7 2 =2
-4 5 —4|-M=|5|->M=|14 5 —4
21 6 =5 3 21 6 =5
7 2 =21 0 O 7 2 =2 100
T45—401OWO1 0|—2 1 0
—F—
216_500]F27F33F3001_301
70 =21 5 =2 0 7 0 0|—-1 =2
—— (0 1 0]—-2 1 0] —— |0 1 0|2 1
=h=lo o 1l=3 o 1"l 0 1|3 o
10 0|=1/7 =2/7 2/7
—1> 0 1 0 =2 1 0
f=3f 0 0 1] =3 0 1
7 2 =2y (2} (=7 27 27) (2 12/7
M=|14 5 —4| -|5|=| -2 1 0]|5]=| 1
21 6 —5) |3 -3 0 113 -3
116 | Sean X'una matriz2 X 2,1la matrizidentidad2 x 2yB = [(2) 1] Hallar X sabiendo
que BX+B=B*+1.
(Castilla y Leon. Septiembre 2007. Prueba A. Cuestion 1)
BX+B=B+1—=BX+D)=B"+1—=X+I=B"'B*+I) > X=B8"(B>+1)—
2 1110 2 011 —1 1 0|11/2 =172
P — —_—
0 1o 1) A=F- {0 1[0 1) e 10 1[0
72
X =B (B +1) :1/2 71/2.2 12 107102
0 1 0 lo O 1 0 1
_ (172 =172y |43 + O |10
Lo 0 0 1)
_(12 —12) (5 3)_ 10
Lo 1 Jlo 2 (o
(52 1/2] [1 ]7[3/2 1/2]
=1 =



SOLUCIONARIO 1

117 | Resolver la ecuacién matricial B(2A + I) = AXA + B, siendo:

Sl I

(Canarias. Septiembre 2007. Opcién A. Cuestion 3)

o

BRA+1)=AXA+B - 2BA+B—B=AXA—>2B=AX - 2AB=X

1T =1 11
0 1 01
11

Y Y L Y B
0o 1 -1 -1 R -

118 | Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica XA? + BA = A% siendo:

10
0 1

10
0 1) A=R+F

0 0 —1 0 0 =2
A= 0 —1 0 B=| 0 =2 0
—1 0 0 —2 0 0

(Madrid. Septiembre 2007. Opcion B. Ejercicio 1)

XA +BA=A" 5 XA2 = A" —BA—> XA=A—B— X =1-BA""

0 0 -2 0 0 -1
B=| 0 =2 O|=2-] 0 =1 0f=2A
-2 0 0 —1 0 0
—1 0 0
X=1-BA"=>T1-2M'"=1-2=-1=| 0 -1 0
0 0 -1
119 | Considera las matrices A = Tox yB = 0 1.
2 1 1 2
2 »_|[8 8
Halla x para que se cumpla A° 4+ B* = 6 12/
s (8 8) (1 x) (1 x) (0 1) (o 1)_(8 8
A+B‘{612_’21 2 17 2 2Tl 2
1+2x  2x 1 2]_|8 8
%[4 HQJ+t J*& é
2x 4+ 2 2X+2:8 8_>2X—|—2=8 x=3
6 2x+6 6 12 2X+6=12
120 | Resolver los sistemas matriciales.
(1o (2 4
a) 2X—i—Y—[_1 1] b) X+Y_[_4 2]

(1 3 (-2 8
X_Y_t —J 3¥ X_[n J



Matrices

+
X_Y:[1 3]
5 —4
s (2 3L [
-3 4/3 -1

el R

121 | Resolver el siguiente sistema matricial:

4 8

2A+3B =
+ [7 11]
sA—28=|9 1
8 18

(Canarias. Septiembre 2006. Opcion A. Cuestion 3)

4 8
2A+3B=
* [7 H]

sa—2m =19 !
8 18

4A+6B:z.[j 8]

+
154—68=3.|'0 |

on —o 4 Bl 10 (38 19, [2 1
7 M 8 18) (38 76 2 4

g (100 s (2 1) 10 1)_[0o 4) (02
8 18 2 4) (8 18) (2 2 1

122 | Razona si las soluciones de las siguientes ecuaciones matriciales son correctas.
Consideramos 0 como la matriz nula.

a) X?=0 — Soluciéon X=0
b) XA=0 — Solucién X=0
) X*=AX — Solucion X=A




SOLUCIONARIO 1

a) No es correcta porque hay matrices no nulas que multiplicadas por si mismas

dan la matriz cero; por ejemplo, las matrices de orden 2 del tipo [8 g] y [2 g]

SR ALY B -

b) Sila matriz A tiene inversa, la Unica solucién es X = 0. Si no existe A™' puede

haber otras soluciones, tal como sucede en el caso anterior.

¢) Escribiendo la ecuacion en la forma:

X —AX=0—-X(X—-A)=0
se ve que puede haber otras soluciones.

123 | Siuna matriz cuadrada A verifica A% 4+ 7A = I, siendo I la matriz unidad, calcula A~'

en funcion de A.

A+ TIA=IAAF+T)=1>A"=A+T71

124 | Sean A una matriz cuadrada de orden n tal que A=A, I la matriz unidad

de orden ny B=2A — I. Calcula B

B=2A—-1-B=QA-DNQRA-1)=4A"—2A - 2A+1=4A—4A+1=1

125 | Si Ay Bson dos matrices cuadradas de orden 3y A es diagonal, ;se verifica AB = BA

para cualquier matriz B? ;Cémo deberia ser A para que se cumpliera esta igualdad?

No siempre se verifica AB = BA; por ejemplo:

a 00100 a 00
AB=|0 b 0|-{1 0 O|=|b 0 O
00c|]|100 c 00
100|(|a 00 a 00
BA=|10 0|0 b O|=|a 0 O
100100 ¢ a 00

Veamos cémo debe ser A para que se verifique siempre la igualdad:

a 0 0| [by by by aby, ab, aby;
AB = O b O . bp bzz bB = bbﬂ bbzz bb23
0 0 c)|by by by cby by by

by by bs| |a 00 ab,;, bb, by
BA = bz] bzz b23 N O b O = abp bbzz Cb23
by by by) (0 0 ¢ abs; bbs, by

La igualdad de estas matrices implica a = b = c. Luego la matriz A debe ser
de laforma A=al.

75



76

Matrices

PREPARA TU SELECTIVIDAD

1 | Dadas las matrices: A =

o O O
o O x
o X ~+

<

(o]

Il
O O =
o = X
o X o~

a) Hallar A™.

b) Calcular la matriz inversa de B.

c) En el caso particular k = 0, hallar B™.
(Madrid. Septiembre 2005. Opcion B. Ejercicio 4)

0 k t] (0 k t] [0 0 K
a) A”=|0 0 k|-|0 O k|=|0 0 ©
0 0 0|0 0 O 0 0 O
0 0 k|0 k t 0 0 O
A=]0 0 0|0 0 k|=]|0 0 0
00 0)JIl0 O O 0 0 O
0 0 O 0 0 0
Engeneral: A" =|0 0 O|paran>3—A°=|0 0 O
0 0 O 0 0 O
T k t|1 00 10 t—k|1 —k 0
b) [0 1 k[0 1 0f——=10 1 Kk |0 1 0
0 0 10 0 1) 77 2100 T 10 0 1
1.0 0|1 —k k'—t
0 1 0[O0 1 —k | =B
A=R=(=K o 0 1l0 0o 1
F=F—kF,
10 t] |1 O ¢t 1 0 2t
o B*=|0 1 0|-|0 1 0|=|0 1 O
0 0 110 0 1 0 0 1
10 2t |1 0 ¢ 1 0 3t
B*=(0 1 0]]0 1 0|=|0 1 0
0 0 1J{0 0 1 0 0 1
1 0 nt 1 0 10t
Engeneral:8" =10 1 0|—=B°=|0 1 0
0 0 1 0 0 1

a
1
Calcular A2 — 12A% + 2A.

(Pais Vasco. Junio 2006. Bloque A. Cuestion A)
N = 1 a ] 1 a _ 1 2a

0 1) (0 1 0 1
2= 1 2a ) 1 a _ 1 3a

0 1 0 1 0 1

2 | SeaAlamatrizA = [(1) ] Para cada nimero natural n, hallar A".




SOLUCIONARIO 1

o 3 ¢

Engeneral: A" = [1 na]'

0 1
1 22a 1 2a 1 a -9 0
A2 —12A 4+ 2A = —12- 2- = =-9]
P et i R e R
100 1 00
Dadas las matrices: A=|1 0 0|yC=|2 1 0], hallense las matrices X
100 3 2 2

que satisfacen XC+ A= C + A%
(Castilla y Leon. Junio 2005. Prueba B. Cuestion 1)

70 01 0O 1
A*=|1 0 0|1 0 O|l=|1

170 0)1 0O 100
La matriz C tiene inversa por ser de rango 3.
XCH+A=CHA S XC=CH+A-ASX=(C+A-AC"
0
1
0

00
0 0|=A

1
- X=CC"=1-X=|0
0

— O O

Encuentra las matrices Ay B, sabiendo que verifican las ecuaciones matriciales:

8 4 7 9 2 6
22+3gi;\\7},siendoM= 18 11 —6|yN=[17 1 —10
At E= 8 3 13 9 4 13

(Castilla-La Mancha. Aiio 2005. Supuesto 3. Bloque 3. Cuestién B)

8 4 7
2A+38=(18 11 —6
8§ 3 13
9 =2 6
—A+ B=|17 1 =10
9 4 13
8 4 7
2A+3B=[18 11 —6
n 8§ 3 13
9 =2 6
—2A+2B=2-|17 1 =10
9 4 13
8 4 7 9 -2 6 26 0 19
56=118 11 —6|4+2-(17 1 =10|=|52 13 =26
8§ 3 13 9 4 13 26 N 39
26/5 0 19/5

B=52/5 13/5 —=26/5
26/5 11/5 39/5
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8 4 7
2A+3B=|18 11 -6
8 3 13
9 =2 6
—3A+3B8=3-|17 1 =10
9 4 13
8 4 7 9 =2 6 —-19 10 —-11
5A =18 11 —6|(—=3-(17 1T =10{=|-33 8 24
g 3 13 9 4 13 -19 -9 =26
—=19/5 10/5 —11/5
A=|-33/5 8/5 24/5
—-19/5 —=9/5 —26/5
— -1 =2 =2
5 | SealamatrizA=| 1 2 1].
0o —1 —1
a) Comprueba que verifica que A* — I = 0, con I matriz identidad y 0 matriz nula.
b) Calcula A®.

c) Basandote en los apartados anteriores y sin recurrir al cdlculo de inversas,
halla la matriz X que verifica la igualdad A%X + I = A.

(Asturias. Septiembre 2007. Bloque 1)

78

-1 =2 =2 (-1 =2 =2 -1 0 2
a) A= 1 2 -1 1 2 N=| 1 [
0o -1 -1 0o -1 -1 -1 =1 0
-1 0 2)(-1 =2 =2 1T 00
A =AA=| 1 =1 1 21 010
-1 =1 0 0o -1 -1 0 0 1
Luego se verifica que A* — 1= 0.
b) A=1—-A"=T—-A=A"A=A
Q) AXHI=ASAX=A-T—- AX=AA-1)
-1 0 2 -1 -2 =2 0
X=A—-A=]| 1 T —=1|= 2 =] 0
-1 =1 0 -1 =1 —1
Sean A, B eI las matrices:
0 11 6 —3 —4 100
A=[1 1 0 B=|-3 2 1 I=]0 1 0
100 —4 1 5 0 0 1

Estudiar si existe algun valor de X € R para el cual se satisfaga (A — XI)> = B.

(Aragon. Junio 2008. Bloque 1. Opcion A)



SOLUCIONARIO 1

0 1 1 100 6 -3 —4

11 0ol=x-lo 1 0|l =]=3 2 1
100 00 1 4 1 5

x 1 1Y 6 —3 —4

1 1=x 0| =|-3 2 1

10 N |4 1 s

N1 1) (= 1T 6 -3 —4
1 1=x o1 1=x ol=|-3 2
10 NIl1 0o N |4 1 s
N2 1-2\ 5N 6 —3 —4
T=2N 2-224X 1 |=[=3 2
N 1 N+ =4 1 s

Igualamos elemento a elemento y resolvemos las ecuaciones que resultan.

N+2=6
1—2x=-3
“2N=—4 >N=2
2-20+N =2
N 4+1=5
m 0 0
DadalamatrizA=|0 o m [
0 —1 m+1

a) Estudia, segun los valores de m, el rango de A.

b) Param = —1, calcula la matriz X que verifica XA + A = 21, siendo I la matriz unidad

de orden 3.

(Galicia. Septiembre 2007. Bloque 1. Opcién 1)

m 0 0 m 0 0
0 -1 m+1 "% 1lo o m

Sim =0 —Rango A = 1, solo hay una fila con elementos distintos de 0.

Sims=0—RangoA=3.

0 0
0 —1|. Existe A" por serRango (A) = 3.
—1 0

b) A=

o O —

XA+A=20—->XA=2A—A—>X=02]—AA"

—1 0 0 100 -3 0
> X=2A"-1=2- 0 0 —=1|—|0 1 O|=| 0 =1
0 -1 0 0 0 1 0 -2

-2
—1
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