e" -1 ax

. 4J1-cos(2x)
b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente |im ———
x>0~ sen(2x)

x—0

2
1.- a) [1 punto] Se sabe que |im( - —] es finito. Determina el valor de a.

2.- Sea la funcidn f(x) = (donde In indica logaritmo neperiano)

n(x*

a) [0,5 puntos] Halla su dominio de definicidn.
b) [2 puntos] Calcula sus asintotas y situa al grafica de la funcidn respecto de las mismas.

3.- [2,5 puntos] Sea una funcién f: [a, b] & R continua y cy de(a, b) dos puntos que verifican f(c) =-10y f(d) = 10,
demuestra que existe un punto e<(c, d) para el que g(e) = 10 siendo g la funcion g(x) = f(x) + 11.

4.- [2,5 puntos] Determina si la funcién f(x) = esta acotada y alcanza sus valores maximos y minimo en

x° -4
los intervalos (0,3) y [-1,1]. Enuncia los teoremas que hayas utilizado

x2-4

1.- Sea la funcion f(x) =

a) [0,5 puntos] Halla su dominio de definicion.
b) [2 puntos] Calcula sus asintotas y situa al grafica de la funcidn respecto de las mismas.

\J1-cos(x)

, caso de que nolo
2x - tg(x)

2.- [2,5 puntos] Averigua, razonadamente, si es continua en x = 0 la funcion f(x) =

sea, indica el tipo de discontinuidad existente.

2x-4
x3-2x% +ax+4

discontinuidad evitable en x = 2, y redefine f para que sea una funcién continua.
X -X

3.-a) [1,5 puntos] Halla el valor de a para que la funcion f: R — R tal que f(x) = presente una

b) [1 punto] Prueba que la funcidn g(x) = presenta una discontinuidad evitable en el punto x =0y halla

2x
el valor de f en dicho punto.

4.- Sea la funcion f(x) = cos(x)-sen(x) definida en el intervalo {O, ;} :

a) [1 punto] Prueba que f es estrictamente decreciente en ese intervalo.
b) [1 punto] Prueba que la ecuacion anterior posee una Unica solucién en el intervalo.
¢) [0,5 puntos] Encuentra la solucidn anterior con un error menor que una centésima.



SOLUCION DEL EXAMEN

2
1.- 3) [1 punto] Se sabe que |im( - —j es finito. Determina el valor de a.
x—0 ax
. 4/1-cos(2x)
b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente |im————
x>0~ sen(2x)

e*-1

Resolucion:

a) Para que exista dicho limite ha de ser una indeterminacion del tipo (oo -o0), cosa que es cierta, ya que
es una constante dividida por un polinomio de grado 1 y e* -1 es equivalente en cero a x. La
indeterminacidn se resuelve reduciendo a comun denominador:

. 1 2 . 1 2 ) a-2
lim|————|=lim/-——|=lim|—
x—»o\e -1 aX x—0\ X ax x—0 \ ax

- e ) ... (0
Este limite serd finito si da lugar a una indeterminacion (6 , luego:

a-2=0=>a=2.

V2

L . J1-cos(2x) . \/(ZX)Z/Z . 2x2 .
b) El limitevale |im————— = lim———-— = |lim = lim =
x>0~ sen(2x) x—0- sen(2x) x—0- Sen(2x) xS0 sen(2x)
. \/E|x| ﬁ_ﬁ 2x I M _-\/511_-\/5
XLT sen(2x) 2x 2 o L sen(2x) 'XLT— X 2 2

2.- Sea la funcion f(x) = (donde /n indica logaritmo neperiano)

2.3

a) [0,5 puntos] Halla su dominio de definicion.
b) [2 puntos] Calcula sus asintotas y situa al grafica de la funcion respecto de las mismas.

Resolucion:

a) La funcion f(x) es un cociente de funciones donde el numerador es una constante, luego basta
considerar el dominio del cociente, In(x?-3), que esté definida para los valores

x2-3>0=>x2>3 = x (-0, -+/3 )U (V3 , ),

La funcidn tampoco esta definido cuando x>-3 = 1 = x?>= 4 => x = %2, ya que no existe In(1). Por lo tanto
su dominio es:

(-0, -2)U(-2,- /3 YU(V3 ,2)U(2,+0)

(b) Asintotas.

e Asintotas verticales: son rectas con ecuacién x = 3, tales que |fm f(x)=x . Los valores son aquellos
X—>a

en que no esta definida x = 2.



1

lim fx)= lim ——5— =+
X—-2" x—-2- In(x* -3)
. 1

lim f(x) = lim ——5— =

x—>-2" x—-2" In(x - 3)
Asintota x = -2 y la funcidn toma valores positivos a la izquierda y negativos a la derecha.

1

lim f(x)= lim——5— =~

X—2" X—2" In(x - 3)

lim f(x)= lim ——— =+

x—2* x—2+ In(x® -3)

Asintota x = 2 y la funcion toma valores negativos a la izquierda y positivos a la derecha.

e Asintotas horizontales: son rectas con ecuaciény = b tales que [|im f(X) =b. Son:

X — oo
1
lim f)= lim —5— =
X—>+00 x—+o0 IN(X" -3)
lim f(x) = lim =
X—> —0 xa—w'ﬂ(xz —3)

Para situar la asintota respecto de la grafica calculamos el signo de f(x)-b:

+

1 1
lim | —5—-0|= lim ——=0
x——w\ In(x* -3) x—-w IN(x* -3)

1
lim|—5—-0|= lim —5—=0"
x> +oo IN(X* - 3) x>+ [N(X* - 3)
La grafica se acerca por encima de la asintota a izquierda y derecha.

e Asintotas oblicuas: No existen puesto que los siguientes limites son nulos:

Cfx) . 1/In(x*-3) 1
m=[im—=1lim = > =
x—ow X X —>00 X x—wo X.In(x" -3)

f(x 1/In(x* -3
m= Jim 2 < o 10030 =
x>0 X x50 X x—-0 X.IN(X" -3)

3.- [2,5 puntos] Sea una funcidn f: [a, b] — R continua y c y de(a, b) dos puntos que verifican f(c) = -10 y f(d) =
10, demuestra que existe un punto ee(c, d) para el que g(e) = 10 siendo g la funcidn g(x) = f(x) + 11.

Solucion:

Consideramos la funcién g: [a, b] — R, tal que g(x) = f(x)+ 11 que es continua en [c, d] < [a, b] ya que es
suma de dos funciones continuas. Como:

g(c)=f(c)+11=-10+11=1

g(d)=f(d)+11=10+6 =16

Aplicando el teorema de los valores intermedios o de Darboux a la funcidn g, para cualquier k tal que
g(c) £ K < g(d) existira un valor e€(c, d) tal que:

g(c)<10<g(d) = g(e) =10

como querl'amos demostrar.

estd acotada y alcanza sus valores maximos y minimo en

4.- [2,5 puntos] Determina si la funcién f(x) = 2
x2—

los intervalos (0,3) y [-1,1]. Enuncia los teoremas que hayas utilizado

Resolucion:



Ejercicio 1. Sea la funcion f(x) =

-6 -4 -2

No esta acotada en el intervalo (0, 3) ya que |im f(x)=-©y |im f(x) = o por lo tanto no tiene maximo
X—>2 x—2*

ni minimo en dicho intervalo.
Si estd acotada en el intervalo [-1, 1] ya que es un cociente de funciones continuas, no anulandose la
funcion denominador en el intervalo cerrado tal como enuncia el Teorema de Weiertrass. Tiene un

maximo de valor -1/4 que alcanza en el punto x = 0 y dos minimos de valor -1/6 que se alcanzan en los
puntosx=-1yx=1.

x2-4

(a) [0,5 puntos] Halla su dominio de definicion.
(b) [2 puntos] Calcula sus asintotas y sita al grafica de la funcidn respecto de las mismas.

Resolucion:

a) El dominio de definicidn de la funcién que esta formado por la interseccién de los dominios de ambos
factores salvo los valores que anulan el denominador. Al ser el denominador un radical hallamos los
valores que hagan que el radicando sea positivo o cero:

X2 -4 >0 = D(f1) = (-0, -2]U[2, +x)

D(f2) =R

D(f) = D(f1)ND(f2) — {x/ f2(x)= 0} = (-o0, -2]U[2, +0

-1

-2

b) Asintotas:
e Asintotas verticales: son rectas con ecuacién x = a, tales que |im f(X) =% . El posible valor es

X—a
aquel en que se anula el denominador x= 0. Pero |im f(x) v lim f(x) no existen ya que dicho
X—0" x—>0"

punto no pertenece al dominio de definicidn.

4



e Asintotas horizontales: son las rectas con ecuacién y = b tales que |jm f(x)=b.Vamos a hallarlas

X —> o
en ambos lados:
[ 2 [ 2
. x“-4 X X . X% -4 . u’-4 i u
lim =lim =lim—=1 I|im = lim =lim—=-1
X —>0 x—w X X —>00 X —>-00 u—so - u—oo ~U
u=—x u=—x

Por lo tanto las asintotas horizontales sony = 1 a la derecha e y = -1 a la izquierda. Para situarlas
respecto de la grafica hallamos el signo de f(x)-b:

. Vx? -4 oWt -4-x 0 (WX -A-x)(WxP -4 +x) -4 .

lim -11=1lim =lim . =lim - =0

X =00 X X —>00 X x>0 x.(\/x -4 +x) x>0 x.(\/x -4 +x)

La grafica se acerca por debajo de la asintota a la derecha.

Veamos el signo de f(x)-b hacia la izquierda

Vx2 -4 Vx2 -4 +X _ lim Vu? -4—u= lim (v u2-4—u).(\/ u’-4 +u) _
X

lim +11=lim >
u—o -u u—o —U(\/U -1+u)

X —>-00 X —> -0
u=-x

li 4 0*
u— y(y/ u?-1 +u)

La grafica se acerca por encima de la asintota a la izquierda.

e Asintotas oblicuas: no hay ya que:

fix) . \/x2-4x__ x> -4
X

m= [im—=Ilim lim——5—=0
x—o X  x—>o x—o X
Cfx) L WxP-aix x> -4
m= |im —=lim =lim——5— =0
X —>-00 X —>-00 X x—>-0 X
. . . ol V1-cos(x)
2.- [2,5 puntos] Averigua, razonadamente, si es continua en x = 0 la funcion f(x) = —— , caso de que no

2x - tg(x)
lo sea, indica el tipo de discontinuidad existente.

Resolucion:

La funcidn es continua en el intervalo por ser un cociente de funciones continuas, el numerador es
diferencia de polinomio y seno y el denominador es raiz de la diferencia de una constante y coseno. En
xo = 0, donde se anula el denominador, puede presentar una discontinuidad hallaremos sus limites
laterales para ver si la discontinuidad es evitable:

\J1-cos(x) 0
e  |imfx) = lim———— = (—j
X—0" x>0~ 2Xx-1g(x) 0
Indeterminacién que resolvemos recordando que x~tg(x) y 1-cos(x)~x?/2 para x — O (infinitésimos

equivalentes):
2
. oxo/2 X o1 2
lim 0= lim 212 = jim 2L I V2

X—0 x—0~ £X-X x—0" V2.X x50 42 X 2

; 0
e |imf(x) =lim Z)(S—en()():(_j

x—0" x—>0" /1-cos(x) \0

Indeterminacién que resolvemos recordando que x~tg(x) y 1-cos(x)~ x?/2:

fim = Tim LA 2 i DXL L V2
x—0* x0" 2X-X  x550* A/2.X x50° \/E X 2

Presenta una discontinuidad inevitable de salto finito en x= 0 ya que no coinciden los limites laterales
en dicho punto.



2x-4
3 presente

x3-2x%+ax+4
una discontinuidad evitable en x = 2, y redefine f para que sea una funcién continua.

3.- a) [1,5 puntos] Halla el valor de a para que la funcién f: R — R tal que f(x) =

X -X
b) [1 punto] Prueba que la funcién g(x) = hd

presenta una discontinuidad evitable en el puntox =0y

halla el valor de f en dicho punto.

Resolucion:

a) Para que sea continua en x = 2 debemos redefinirla de modo que:
. 2(x-2)

f(2) = lim

x>2X° -2x% +ax+4

dicho limite es una indeterminacion [6 que resolvemos factorizando el numerador de la fraccién

aplicando la regla de Ruffini y sabiendo que una de las raices es 2:

1 -2 4
2 2 0 2a
| 1 0 a 4+2a

Como el resto ha de anularse:

4+2a=0=

Quedando:
. 2(x-2) , 2
lim =

x>2 X2 -2X2 - 2x+4  x—>2x%-2

2
=—=1
2

Luego redefinimos f de la siguiente forma:

Six#2

f(x)=4x?-2
1 si x=2

b) Tomando factor comun e™ en el numerador obtenemos que e*-e™* = e*(e?*-1) y teniendo en cuenta
que si e -1y x son infinitésimos equivalentes en x = 0 también lo son e?*-1 y 2x:

X -X X7 2X u
. e -e .oe(e”t-1) .. 4, e -1
lim = lim = lime™.lim =11=1
x—0 2X x—0 2x x—0 u—0
u=2x

Que al ser finito permite sustituir f(0) por su limite para x—0 y redefinir la funcién como:

X -X
e’ -e .
six#z0

f(x) =
1 si x=0

4.- Sea la funcion f(x) = cos(x)-sen(x) definida en el intervalo {0, ;} :

a) [1 punto] Prueba que f es estrictamente decreciente en ese intervalo.
b) [1 punto] Prueba que la ecuacion anterior posee una tnica solucion en el intervalo.
¢) [0,5 puntos] Encuentra la solucion anterior con un error menor que una centésima.

Resolucion:



w2

-1 . \

L . . . L
a) La funcidn f es estriccamente creciente en el intervalo {O, E} ya que:

X1 < X2 = cos(x2)-cos(x1) <0 por ser decreciente cos(x) en dicho intervalo.
X1 < X2 = -sen(xz)+sen(x1)< 0 por ser creciente sen(x) en dicho intervalo.
siendo la suma de funciones decrecientes una funcidn decreciente tal como se ve en la figura.

b) Para probar que la ecuacién f(x) = 0 posee una Unica solucidn en el intervalo utilizamos el Teorema de
Bolzano ya que como ambas funciones son continuas en el intervalo, su diferencia lo es cumpliéndose en
los extremos que:

cos(0)-sen(0)=1-0=1>0

cos(E -sen[Ej =0-1=-1<0
2 2

Por lo tanto f(0).f [gj <0

Aplicando el Teorema existe una solucidn de la ecuacidn (0, Ej Dicha solucién es unica, ya que si

existiera otra solucion en dicho intervalo, d, la funcidn habria de ser creciente en algun subintervalo de
intervalo (c, d) lo que contradeciria que la funcion es estrictamente decreciente como hallamos en el
apartado anterior.

c) Para encontrar la solucién anterior con un error menor que una centésima bastaria, utilizando la
calculadora determinar puntos en el interior del intervalo. Serian [0,78; 0,79]:

f(0,78) = cos(0,78)-sen(0,78) = 0,7109-0,7033 = 0,0076

f(0,79) = cos(0,79)-sen(0,79) = 0,7038-0,7104 = -0.0066



