I'|4 Integral definida

1. Integral definida N

M Piensa y calcula

Halla, contando, el drea de la 2° figura del margen, la que tiene un signo + dentro. Cada
cuadradito es una unidad cuadrada.

Solucion:

Tiene exactamente 7,5 u?

@ Aplica la teoria

2
I. Calcula J (5 -x2) dx a) F(x) = x—x2
- b) F(I) = 0,F(3) =6
- 3
Solucion: » ’ J (5 —x2) dx = 6 2

3. Siendo |x]| el valor absoluto o médulo de x, calcula la

2
integral definida J x| dx
[

X

é Solucién:
\
3
a) F(x) = 5x — X?
14 22

b) F=1) == 5~ F(2) = 5 :

2 | E A
c)j (5-x3)dx=12u? - 2 i

=

3 2 0 2
2. Caleula JI (2% + 1) dx a) J—Il)(l dx = J_I(—X) dx + Jo x dx

Solucién: Sea F(x) = J(—x) dx

AY

\ F(x) = —X;

F(-1) =—%,F(O) =0

¥ X

Jo d —L 2
_I(—x) x=5u

G(x) = Jx dx
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a) F(x) = x(L [x| - 1)
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G =
2 b) F(1) =—1,FQ)=2(L2- 1)
G(@0)=0,G(2) =2 2
; c)JLxdx=2L2—I=O,39u2
J. x dx = 2 u? !
0
2 0 2 :
J Ix| dx =J. (=x) dx +J xdx= > =252 6. Calcula el valor de J X dzx
- -l 0 ' 0 e*
Solucion:
XZ Y
4. Calcula la derivada de F(x) = J' cos t dt 4
3x
Solucion:
F'(x) = 2x cos x% — 3 cos 3x X
0 | -
2
5. Calcula J L x dx
I
Solucién: [ ;
= —— aX
Y a) F(x) = 7 e
=~ En=-t
// b) F(0) =~ F(1) =~ e
12 ' [
xdx _ | iy = 2
|/ C)Jo = —2(I—e )=0,32u
2. Calculo de areas
W Piensa y calcula
Halla por aproximacién el area de las dos regiones, la amarilla y la verde, del dibujo del
margen. Cada cuadradito es una unidad cuadrada. REAY X
Solucién: e
=2 lox—
La amarilla, 5 u? aproximadamente, y la verde 2 u? aproximadamente. '
En total, unas 7 unidades cuadradas. P T I
® Aplica la teoria
7. Halla el 4rea de la regién plana limitada por la grafica de oo, _ _
f(x) = x3 — 3x2 — x + 3, el eje de abscisas y las rectas Rl = =lhg = g ==
x=0,x=3 4 2
J(x3—3x2—x+3) dx = XT—X3—XT+ 3x
Solucion:
I
AY J(x3—3x2—x+3)dx=1u2
0 4
3
J(x3—3x2—x+3) dx = -4 u?
! X |
0 3 =
Area = 24—3 =575 u?

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA



8. Halla el 4rea del recinto limitado por la rectay = 3 — 2x
y la parabola y = 2x — x2

Solucioén:

¥ X

Raices:x; = I,x, = 3
X3
(x2 +4x -3) dX=_T +2x% — 3x
3 4
J. (—x2+4x—3) dx = 3 u?
|

Area = % =1,33 u?

9. Halla el drea de la regién plana limitada por la grifica de
y =x3 —4xy el eje X

Solucion:
Y
2 0 X
2 Ll
Raices: x; = =2,x, = 0,x3 =2

4
(3 - 4x) dx = 7~ =2

r0
(3 — 4x) dx = 4 u?
)

r2
(x3 —4x) dx = —4 u?
0

v

Area = 8 u?

10. Calcula el drea de la regién limitada por la curva

2
y = 3X ylas rectasy = 0,x =2,x =3
x* =2
Solucién:

Y X

Raices:x = 0

x2 _ | 3
jx3_2dx— 3 L [x3-2|

3 x? I 2
szdx—?(LZS—L6)u

Area = %(L 25— L 6) = 0,48 12

I I. Resuelve las siguientes cuestiones:
a) Dibuja el recinto limitado por las curvas:

y=e**Zy=eXy=0,x=-2,x=0
b) Halla el area del recinto considerado en el aparta-
do anterior.

Solucion:

Y X

Raices:x = — 1|

iy
J e**2dx=e— | u?
-2

0
J eXdx=e— | u?
|
Area = 2e —2 = 3,44 u?

12. Dada la funcién, definida en los nimeros reales salvo
enx=0

=3-x-2
f(x) =3 —x <

calcula el drea de la regién plana limitada por la grafica
de f(x) y el semieje positivo X

Solucion: AY

Raices: x| = I,x, = 2
2]
j(3—x—£) dx = 3x—x——2L|x|
X 2

2
J(3—x—£)dx=i—2L2u2
| X 2

Area=%—2L2=0,II u?
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3. Aplicaciones de la integral definida

B Piensa y calcula

Solucioén:

L. + v t+
e(t) = ATyt + e
v(t) = at + v,

Escribe las formulas del espacio y de la velocidad de un movimiento rectilineo uniformemente acelerado (m.r.u.a.)

® Aplica la teoria

13. Un movil lleva una velocidad en m/s, en funcién del
tiempo, segun la funcién:
vty =2t + |
donde t se mide en segundos. Calcula el espacio que
recorre el moévil entre los segundos 2 y 5 del movi-
miento.

Solucioén:

V¥ X

5
e(5) —e(2) = L(zt +1)dt=24m

14. Una fibrica produce objetos de decoracién. La fun-
cién de ingreso marginal viene dada por:

3
ix)=5+—=
69 x+2
donde x es el nimero de objetos vendidos e i(x) vie-
ne dado en euros.
iCudl es el incremento de los ingresos obtenidos

cuando se pasa de vender 100 a vender 200 objetos?

Solucion:
AY

N |

— N W A O

¥ X

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

200
J.|00(5+ x+2) dx =500 + 3(L 10l —L51)=502,05 €

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA

I5. La funcién que mide el caudal que sale de un depdsi-

to es:

f(x) = 10 — x
donde f(x) estd dado en litros por segundo, y x, en
segundos.

iQué cantidad de agua sale del depdsito entre el se-
gundo 4 y el segundo 8!

Solucion:
AY

N

8

Volumen = J (10— x) dx = 16 litros.
4

16. Una moto cuando arranca lleva un movimiento uni-
formemente acelerado, en el que la aceleracion es de
2 m/s?

a) Calcula la velocidad al cabo de 30 segundos.

b) Calcula el espacio que habra recorrido en esos 30 se-
gundos.

Solucién:
a) Velocidad:
AY

YX

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

v(t) = JZ dt =2t

v(30) = 60 m/s
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b) Espacio:

e(t) = JZt dt=12

e(30) = 900 m

V¥ X

5 10 1520 25 30 35 40

4. Calculo de volumenes

W Piensa y calcula

Escribe las formulas del volumen de un prisma, de una pirdmide, de un cilindro, de un cono y de una esfera.
Solucién:
Volumen del prisma: Vp ;... = BH
o -
Volumen de la pirdmide: Vp, ;1 ide = ?BH
Volumen del cilindro: Vi = nR2H
Volumen del cono: V- = %TCRZH
4 3
Volumen de la esfera: V.., = ?nR
@ Aplica la teoria
17. Deduce la férmula del volumen del prisma. 18. Calcula el volumen generado por la funcién:
AY f(x) = Vx
cuando gira alrededor del eje X en el intervalo [0, 4]
AX)
i Solucién:
' )é AY
X H B
WLl (L] J
X
H
Solucién:
La seccion A(x) es paralela a la base B, y se tiene que
AXx) =B
H
Volumen = JOB dx Volumen = Tcr(\/;)z dx = Tc'r x dx
0 0
— — 2
F(X) = J.B dx = Bx F(X) = JX dx = XT
F(0) = 0,F(H) = BH F(0) = 0,F(4) = 8
Volumen = |F(H) — F(0)| = BH
IF(4) - FO)| = (8] =8
Por tanto, el volumen de un prisma es el drea de la base
por la altura. Volumen = 8m u?

460 SOLUCIONARIO

© Grupo Editorial Brufo, S.L.



© Grupo Editorial Brufio, S.L.

alrededor del eje X:

f(x) = Vx

Solucion:

(1)
XNk

19. Calcula el volumen generado por la superficie com-
prendida entre las siguientes funciones cuando giran

Y X

F(x) =j(x—x2) dx = XT_T
F(0) = 0,F(l) = %

F() - FO = | =

o —

T
Volumen = 3 ul

20. Deduce la férmula del volumen de un cono.

AY
Ry
Y=
P(H,R)
\HU <
Solucion:
H 2 2 (H
Volumen = nJ. (%x) dx = nR—ZJ. x2 dx
0 H%J
B
F(x) = Jx2 dx = x
3
3
F(0) = 0, F(H) = -
_ H3 _ H3
IF(H) - FO) -‘T )
2 3
Volumen = n% o HT = %TCRZH ul

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA



Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

PAU

Contesta en tu cuaderno:

BB Dada la funcién:
f(x) = 2x + |x2 = 1|

2
calcula: J f(x) dx
0

amn
312
s
x] 6

A Dada la funcién:
f(t) =2at+b

x+1

Calcula:‘[ f(t) dt

|

O 2ax? + bx

(X] ax? + (2a + b)x
O (2a + b)x — x2

O ax3 + 2ax? + bx

Calcula el area del recinto limitado por la funcién

y =Inx, el eje Xy las rectasx = |,x =2
O 2,33 u?
0O 526 u?
[ 0,05 u?
¥] 0,39 u?

A Sean las funciones:
f(x) =, g(x) = ||

Obtén el area del recinto limitado por f y g entre
x=0,x=1

1/4 u?

O 25u?

0,15 u?

O 112 u?

I Calcula el drea encerrada por las funciones:
f(x) = | +1Inx,g(x) = I/x
y las rectas x = |,x =2
0,50 u?
d /e u?
X] 0,69 u?

O e u?

A Calcula el 4rea encerrada por las funciones:
fx) =>3 +x2+ I,g(x) =2x + |
O 5u?
O 3u?
x] 37/12 u?
O 35/12 w2

Calcula el area encerrada por las funciones:
f(x) =>3 + 3x%,g(x) = x + 3
8 u?
O 4u?
O 15u?
O 25/3 u?

] Dada la funcién:
x2—12

o) ="avs
calcula el drea de la region acotada por su grifica y
el eje X
O 10u?
9,83 u?
O & u?
O 16n/3 u?

EA Calcula el drea encerrada por la funcion:
3

y los ejes X eY
O e?u?

O 23 u?

O e/5 u?

(] 0,63 u?

Il Se considera, en el primer cuadrante, la region R del
plano limitada por el eje X, el eje Y, larectax =2y
la curva

_ |

Calcula el area de la region R. Halla el valor de ¢ pa-

Y

ra que la recta x = c divida la regién R en dos par-
tes, A (izquierda) y B (derecha), tales que el area de
A sea el doble que la de B

23
3
O 2V3

EAF]
2
O 3V2

] a
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Ejercicios y problemas

1. Integral definida

5
21. Calculaj (L + I) dx

H\ 2
Solucion:
S
7 g
2
a) F(x) = % +x
b) F(2) = 3,F(5) = 2
5
X _ 33 _ 2
c) -[2(2 + I)dx— 2 =825u
3
22. Calcula J. (x® — 2x — 4) dx
I
Solucion:
AY
\ x

3
a) F(x) = %—x2—4x
14

b) F(I)=——3 ,F(3) =-12
3 22
2_2x—4)dx=—"-=-733 2
c) J.I(x x — 4) dx 3 u

El area es negativa porque el recinto esta debajo del eje X

23. Seaf:R — R la funcion definida por f(x) = |x2 — ||
a) Esboza la grifica de f

2
b) Calculaj f(x) dx
0

Solucion:

V¥ X

)

0|I

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA

2 [ 2
2_0|dx=| (-x2+1)d 2_1)d
Jo|x | dx Jo( x? + 1) x+J-I(x ) dx

Sea F(x) = J(—x2 + 1) dx

B
F(x) =—XT+X

F(O)=0,F(I)=%

! 2
J(—x2+ 1) dx = 5 u?
0 3

G(x) = J(xz — 1) dx

3
G(x)=XT—x

G(I)=—%,G(2)=%

2
J (x2— ) dx = %uz
|

2 | 2
J |x2—l|dx=J (—x* + I)dx+J- (2= 1)dx=2u?
0 0 |

x2 + |
24. Calcula la derivada de F(x) = J Ltde
2

Solucion:
F(x) = 2x L|x% + 1|

e

25. Calcula J- x2 L x dx
I

Solucion:

Y X

a) F(x) = %x3 (L x| — %)
3
b) F(I) =—%,F(2) = 2%

2e3 + |

c) 'rszxdx=
| 9

=457 u?
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Ejercicios y problemas

26. Considera la funcién f(x) definida para x # -2 por la re-

lacién:
42 +3x-9
f = x+2
6
Calculaj f(x) dx
2
Solucion:
AY
25
20
I5
10
—3-2-1 _/5234567 i
—10
—15
—20
—25

a) F(x) = 2x2 = 5x +L [x + 2|
b) F2)=—2+L4,F6)=42+L8

dx =44 + L 2 = 44,69 u?

J64x2+3x—9
¢ X+ 2

2

2. Calculo de dareas

27. Halla el drea de la regién plana limitada por la gréfica de
f(x) = x3 — 4x, el eje de abscisas y las rectas x = —1,
x=2

Solucion:

¥ X

Raices:x; = =2,x, = 0,x; =2

4
J(x3 —4x) dx = 7~ 2
0 7
J (3 —4x) dx = % u?
=

2
J (x3 —4x) dx = —4 u?
0

Area = % =575 u?

464

28. Halla el area del recinto limitado por las graficas de las

funciones
y=2-x* y = x?
Solucion:
AY
A ( )S
/—I I\ '
Rajces:x; =—1,x, = |
5 3
A2 g _ 2
J(x x= + 2) dx 5 3+2x
|
J (—x4—x2+ 2) dx = % u?
-1
Area = % =293 u?

29. Dada la funcién f(x) = 4 — x2, calcula el 4rea encerrada
entre la grafica f(x) y el eje de abscisas.

Solucion:

.

[-2 2\ -
Rajces: x| =—=2,x, =2
X3
(4—x2) dx=4x—T

2
J (4—x2) dx=%u2
-2

Area = 33—2 = 10,67 u?

30. Calcula el area de la region limitada por la grafica de la

funcion f(x) = —4x3 + 5, el eje de abscisas, la recta
x=—lylarectax =1
Solucién:

X

SOLUCIONARIO
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ML)

=i |’
> 08

Raices: x =

J(—4x3 +5) dx = —x* + 5x
|

J- (43 + 5) dx = 10 u?
-

Area = 10 u?

31. Calcula el drea de la regién limitada por las curvas
oxE
Y=g vs

x2 + |

Solucion:
AY

Raices:x; = —1,x, = |

J I _X—2 dx = t _X_3
x2+| 2 X = arc tg X 6

32. Dada la funcion f(x) = x5 — x?, calcula el area encerra-
da entre la gréfica f(x) y el eje de abscisas.

Solucion:

|
3
V¥ X

Raices: x| = —\/g,x2 =0,x3 = \5

JXVS—xZ dx=—%(5—x2)\/5—x2
0
J. x V5 — x2 dx=—ﬂ u?
5 3
\5
J. xV5 —x2 dx = # u2
0

10v5

Area = 3 =745 u?

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA

3. Aplicaciones de la integral definida

33. La recta de ecuacién y = —4x + 2 representa la trayec-
toria de un movil A. Otro moévil B se desplaza segln la
trayectoria dada por la curva de ecuacion y = g(x), don-
de g :R — R es la funcion definida por:

g(x) =—x2+2x + ¢
a) Halla el valor de c sabiendo que ambas trayectorias

coinciden en el punto en el que la funcién g(x) tiene
un maximo local.

b) ;Coinciden ambas trayectorias en algiin otro punto?
En tal caso, dibuja la region limitada por ambas tra-
yectorias y calcula su drea.

Solucioén:
a) El maximo de la pardbola se alcanza en x = |
La funcién f(x) para x = | vale -2

Poniendo la condicién de que g(I) = —2, se obtiene

c=-—
g(x) = —x2 + 2x —3

b) Resolviendo el sistema formado por las dos ecuacio-
nes, se obtiene:
Rajces:x; = 1,x, =5

AY

5
—3—A\I234567)‘(

: > 32
Area= | (—x2+ 6x—5) dx=—— = 10,67 u?
|

34. La velocidad de un moévil que parte del origen viene da-
da, en m/s, por la grifica siguiente:

AY

¥ X

a) Calcula la funcién espacio recorrido.
b) Dibuja la grafica de la funcién espacio recorrido.

c) Prueba que el area bajo la curva que da la velocidad
coincide con el espacio total recorrido.

Solucion:
2x si0<x< |
v(t) =42 sil <x<4

—-x+6 si4<x<6
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Ejercicios y problemas

a) Viendo la gréfica del enunciado, se observa:

e(l)=1
e4)=7
Por tanto:
x2 si0<x<|
e(t)='[v(t)dt= 2x — | sil <x<4

—x22+6x—9 si4<x<6

b) Gréfica del espacio recorrido.
AY

V¥ X

[ T 6

c) e(6) = 9, que es el drea que queda debajo de la curva
del enunciado.

35. Dos hermanos heredan una parcela que han de repar-
tirse. La parcela es la region plana limitada por la cur-

vay=Vx—1| ylarectay= %(x— 1)
Calcula el area de la parcela.

Solucion:

4. Calculo de volimenes

36. Deduce la férmula del volumen de un cilindro.

AY

A ot

466

Solucion:

H H
Volumen = nJ.ORZ dx = nR? JO dx
F(x) = de =X

F(0) = 0,F(H) = H

|F(H) - F©)| = [H| = H

Volumen = R2H u3

37. Calcula el volumen generado por la funcién:
f(x) = V3x
cuando gira alrededor del eje X en el intervalo [0, 3]
AY
y =3

V¥ X

Solucion:

3 3

(\/5)2 dx = 3th x dx

Volumen = nJ.
0

0
F(x) = de = XT

F(0) = 0,F(3) =
91-2
2|2

3

[F(3) - F(O)| =‘

Volumen = 2% u

38. Calcula el volumen generado por la funcion:
)= +1

cuando gira alrededor del eje X en el intervalo [2, 6]

AY

X

SOLUCIONARIO
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Solucion:
.
Volumen = TI:J.
RSy s +x+ |
2 3

39. Deduce la formula del volumen de una esfera.

AY

Solucion:

R R
Volumen = ZEJ (VR2—x2 )2 dx = an (R2 - x?) dx
0

0

F(x) = J(RZ - XZ) dx = R2x — XT3

2 3 2
F(x)=J. x4 1|de=5+% 4x
12 R} _ 2R3
14 F(0) = 0,F(R) = R}~ =~ = ==
F(2) = 3> F(6) = 42
_|2R3|_ 2R3
[F(6) - FQ)| =‘42—'3—4 = '3£ FR) —FO)[ =75~ = 5~ u
3 3
Vel = e 8 Volumen = 252 = 4TR” _ iTtR3 ul
3 3 3 3
Para ampliar
? Solucion:
40. CalcuIaJ. T dx olucion:
0X a) f'(x) = 6x2 + 2bx + a
Solucion: En los puntos en los que tiene el maximo y el minimo,
AY la primera derivada se anula.
\ Se obtiene el sistema:
a+2b+ 6=0
a+4b+24=0}:>a_ 12D E=2
\3—;( y=23 -9+ 12x -5
, _ _5
b) Raices:x; = I,x, = >
Y
a) F(x) =L |x + 1|

b) F(0) = 0, F(3) = L 4

3
I
c) JOX+| dx=L4=1,39 u?

41. Sea la funcion f(x) = 2x3 + bx? + ax - 5

a) Halla los valores de a y b, de forma que f(x) tenga
un maximo en x = | y un minimo en x =2

b) Halla el area de la regién limitada por la gréfica f(x) y
eleje Xentrex=0yx=3

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA

YX

_x 3 2
°F(x)—T—3x + 6x° — 5x

75 3

_i’ FGB)=—=

*F(0) = 0,F(I) = —%, F(5/2) = >

e Area = ?—é =3,19 u2

467



Ejercicios y problemas

42. Sea la funcion f(x) = 3x — x3

Halla el drea de la region limitada por el eje X y dicha

funcion.
Solucion:
Raices: x| = —\/§,x2 =0,x3 = V3
Y
\ 3 2
3 \/.0 \
xt  3x?
a) F(x) = vy + >

b) F(-3) = %,F(O) =0,F(\3) = %

c) Area = % =45 u?

43. Considera las funciones f,g : R — R definidas por:
fx)=6-x% gx) =|x, xeR
a) Dibuja el recinto limitado por las graficas fy g

b) Calcula el drea del recinto descrito en el apartado
anterior.

Solucion:
a) Dibujo:

Y X

[ 2\

b) Raices:x; =-2,x, =2

0
J (6—x2+x)dx=%
-2

2
J (6 —x*—x) dx=%
0

Area = % = 14,67 u?

44. Seaf:R — R la funcion definida por:
5x+ 10 si x<—1|
fe) _{x2—2x+2 si x> -1

a) Esboza la grifica de f(x)

b) Calcula el area de la regién limitada por la grafica f(x),
el eje de abscisas y la recta x = 3

468

Solucion:
a) Grifica:

—2/—|§

V¥ X

b) Se descompone el intervalo de integracién en [-2,—1]

Y[_Iv3]
—1 5
J (5x + 10) dx =
2 2
3
J (2 -2x +2) dx=23—8
=[
Area = 7 =11,83 u?

6

45. Considera la funcién f : [0,4] — R definida por:

4x

16
(x+ 1)?
4-x

f(x) =

a) Esboza la grafica f(x)

b) Halla el drea del recinto
f(x) y el eje de abscisas.

Solucioén:
a) Grifica:

si 0<x< |
si <x<3

si 3<x<4

limitado por la grafica de

V¥ X

o i 3

4

b) Se descompone el intervalo de integracion en [0, 1],

[1,3]y [3.4]

I
J4xdx=2
0

3 e _
J|(x+ 12 o =

4 |
J3(4—x) dx = X

13

Area = - = 6,5 u?

SOLUCIONARIO
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46. Calcula el valor de a, positivo, para que el area encerra- b) Calcula el area del recinto limitado por la gréfica f(x),

da entre la curva y = ax — x? y el eje de abscisas sea 36. el eje X y las rectas de ecuaciones x + 2 = 0 y
Representa la curva que se obtienen para dicho valor 2x—-1=0
dea
Solucion:
Solucion: a) Grifica:
ax-x2=0=x=0,x=a AY
2 E :
J.(ax—xz)dx=36:>a=6 /
0 2t 172 X
y = 6x — x? | L

AY
b) El intervalo de integracion se descompone en [-2,—1]
y 112
-1
J (2x + 2)x dx = —1
)é -2
0 6\ - 112 207
3_ —_<Y/
J_l(x 2) dx o4
271 _ 2
Area = o4 - 423 u
47. Resuelve las siguientes cuestiones:
a) Dibuja la regién limitada por la curva de ecuacién
y = x(3 —x) y la recta de ecuaciény = 2x — 2 49. Halla los valores de m para que el drea de la region li-
b) Halla el 4rea de la regién descrita en el apartado an- mitada por la parébola y* = x y la recta y = mx sea |
terior. o
Solucion:
Solucion: Raices: x| = 0,x, = Lz
a) Grifica: m
AY AY
i X
E I "
_'| :2 )é m
1/m?
J (\& - mx) = |
0
3
b) Raices:x; =—1,x, =2 _ Ve?

2
Area=J (—x2+x+2)dx=%=4,5u2
iy

50. Sea la funcion f(x) = x cos x. Calcula la integral de f en-

- . tre x = 0 y el primer cero positivo que tiene la funcién.
48. Resuelve las siguientes cuestiones: 7 ep P 4

Nota: se llaman ceros de una funcién a los valores para

a) Esboza la grifica de la funcién f : R — R dada por: ,
los que ésta se anula.

2x+2 si x<—|
f(X)_{x3—2 si x>-—1

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA
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Solucion:

/2

¥X

. .. o T
El primer cero positivo de la funcién es: x = >

a) F(x) = x sen x + cos x

T T
b) F(0) = |,F(7) = EX

T

— 2
2 |1 =0,57 u

c) Area =

51. Se tiene la funcién f(x) definida para todo nimero real
no negativo y dada por:

| si 0<x< |
feq = —I si x> |
X2

3

HaIIaJ- f(x) dx
0

Interpreta geométricamente el resultado.

Solucion:

¥X

El intervalo de integracion se descompone en [0, I] y

[1,3]

I
J dx = |, es un cuadrado de drea una unidad cuadrada.
0

fg;
i x2 3
Area=%= 1,67 u?

El resultado es el area del recinto marcado en el dibujo.

470

52. Calcula el drea de la region limitada por la curvay = L x
ylasrectasy =0,y =L 3,x=0

Solucion:

| 3
JL3dx+J (L3-Lx)dx=2
0 |

Area = 2 u?

53. Halla el valor del parametro a sabiendo que el drea li-
mitada por la grafica de la parabola y = x2 — ax y el

eje X es 32

3

Solucion:
2

x*—ax=0=>x=0,x=a
0
J(xz—ax)dx =%
a
[a3| = 64
=4
a=—4
AY
S
—4 0 >
AY
&
0 4 g

SOLUCIONARIO
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54. Dibuja la figura limitada por las curvas cuyas ecuaciones Como L (a-b) = La+Lb por una propiedad de los loga-

son: ritmos, se tiene que:
{y =2-x2 fa - b) = f(a) - f(b)
y = Ix|
y halla el drea de la misma. 57. Mediante argumentos geométricos, demuestra que si
Solucién: f(x) y g(x) son funciones pos!tlvas. en el intervalo [a, b]
y f(x) < g(x) para todo x de dicho intervalo, entonces se
cumple que:
b b
J f(x) dx < J. g(x) dx
a a
X
> Solucion:
Porque el area representada por la |* integral esta conte-
Raices:x, =—1,x, = | nida en el drea representada por la 2° integral.
0
J. (2—x2+x)dx=%
=1 58. Si f(x) en una funcién continua positiva en el intervalo
. 7 [a, b], justifica, mediante argumentos geométricos, si la
2-x2-x)dx=— sigui fi - .
0 6 guiente afirmacion es cierta.
b
Area = % =2,33 u? J f(x) dx =0
a
Si es falsa pon un contraejemplo.
55. Sif es una funcién continua en [a, b], ;puede ser Solucién:

Es cierta, porque si la funcion es positiva en un intervalo,

b
=0 i
Lf(x) dx = 0? Razona la respuesta con un ejemplo. el drea limitada por el eje Xy la curva es positiva en dicho

intervalo.
Solucién:
Si puede ser, siempre que el drea positiva coincida con el
drea negativa, o bien cuando a = b 59. Encuentra el area de la regién determinada por la cur-
. . X .

Ejemplo: vay = ,eleje Xylasrectasx = yx=—1

4 4-x2

J x dx =0
-4 Solucion:
AY Raices:x = 0

|
A
v X

X

|

a) F(x) =—x+L[x+2| - L|x-2|
b) F(-1)=1-L3,F(0)=0,F(I)=—1+L3
c) Area=2L3-2=0,20 u?

56. Sea f(x) = J. %dt, y sean a, b € R*. Demuestra que
|
f(a - b) = f(a) - f(b)
Solucion:

f(x) = J.T% dt=Lx

fa-b)=L(a-b)
f@ +f(b)=La+Lb

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA
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Problemas

60. Se considera la funcién real de variable real definida

por:
|

x%+3

a) Halla la ecuacién cartesiana de la recta tangente en
el punto de inflexion de abscisa positiva de la grifica
f(9)

b) Calcula el drea del recinto plano acotado por la gra-
fica f(x), la recta anterior y el eje x =0

f(x)

Solucién:
a) El punto de inflexién es el punto P(I, 1/4)
_3-x
7778
b) Area:
AY

04

—

0.3

0,2

01

¥X

01 02 03 04 05 06 07 08 09 |

. M3-x I
Area=‘[( 8 "2 )dx=
0 x“+ 3

5 w3
8

16 I

=0,01 u?

61. Se considera la funcién real de variable real definida
por:

f(x) = ==
=2

Calcula el valor de a > 0 para el cual se verifica la igual-

a
dad J f(x) dx = 1
0

Solucion:

a
X =
jox2+|dx— 2 L@ +1)

Se resuelve la ecuacién y se tomaa > 0:
I
L@+ N=1=a= e?—|

AY

0,5

¥X

05 | 1,5 2 25 3 35 4 45 5

472

a
62. Calcula el valor de a > 0 para que J »
0
Solucién:

a
dx
J 3 mtaen

L@+l)=3=a=é> -1

AY

10
0,8
0,6
0,4

0,2

-

18 20

A ¢

2 4 6 8 10 12 14 16

63. Sea la funcion f(x) = sen x. Calcula a > 0 tal que el drea
encerrada por la grifica f(x), el eje y = 0 y la recta

X =asea 5

2
Solucion:
a
J. senx dx = | —cos a
0
_ | _T
I—cosa—?=>a—§

64. Sea la funcion real de variable real definida por:

) ={(2—X)3 si x< |

x2 si x> |

Determina el drea encerrada por la grafica f(x) y por las
rectasy = 8,x =0,x =2

Solucion:

Y X

SOLUCIONARIO
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| |
J- (8—(2—x)-’>)dx:%u2 Area=j (-2x%2 —2x + 4) dx = 9 u?
0 -2

2
J- (8—x%) dx = '3—7 u?
I 67. Halla el area del recinto delimitado por la curva
—”9=9,92u2 y=x*+4x+5ylarectay=5

Area = I

Solucion:

65. Se consideran las funciones f(x) = x2 — 2x + 3,

gx)=ax*+b

a) Calcula a y b para que las grificas f(x) y g(x) sean
tangentes en el punto de abscisa x =2

b) Para los mismos valores de a y b, halla el area limita-

da por las grificas de las funciones y el eje vertical Y

X
Solucion: >
Vet A —jo 2 4x) dx = 22 = 10,67 2
b) Area: rea = _4(—x —4x) dx = 3~ 1067u
-2x  si x<0
68. Sealafuncionf(x) ={x—-1 si 0<x<2
3x—-5 si x>2
Halla el area de la regién plana limitada por la gréfica de
X la funcion, el eje de abscisas y las rectas x ==l y x =3
0 2 > Solucién:
2x2_4x + 4 4
dx = - = 1,33 u?
0 2 3

66. Sean las funciones f(x) = x2 + ax + b, g(x) = —x2 + ¢

X

a) Determinense a, b y c sabiendo que las grificas de
ambas funciones se cortan en los puntos (-2,-3) y ¢ !
(1,0) ' '

b) Calcula el drea de la region limitada por las grificas 0
f(x) y &(x) J I(—2x) dx =1
Solucién: JI N
a) f(x) =x2 +2x — 3,g(x) = —x2 + | o(X—I)dx— >
b) Area: X |
J D=
? 5
X (3x—-5)dx = >
> 2

69. Sea la funcion f(x) = x* — 43 + x2 + 6x

Calcula el drea determinada por la grifica f(x), el eje ho-
rizontal y las rectas x =—1 y x =2

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA
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Solucion:
| ! x
=1 \/.0 2\/3 =
Raices:x; = —1,x, = 0,x; = =3
5 3
a) F(x) = 5~ —x* + 73+ 32
22 76
b) F(-1) = F’F(O) =0,F(Q2) = 5

c) Area = % = 6,53 u2

2n
70. Calcula el valor de la integral J |x| sen x dx
-7

T 'Zn

Solucion:
AY

¥ X

Raices: x; = =T, x, = 0,x3 = T, x, = 27

0
J (—x sen x) dx = -1
—T

Y
J-(xsenx)dx=n
0

27
J- (x sen x) dx = =31
Y

Area =51 = 15,71 u?

3

71. Calcula el valor de la integral J (32 + 5) e dx
0

Solucion:

X

474

a) F(x) = —eX(x% + 2x + 7)
b) F(0) =—7,F(3) =—22 73
3
c) J (x2 + 5)e ™ dx = 7 —22e73 = 5,90 u?

0

72. Se quiere dividir la regién plana encerrada entre la para-
bolay = x?y la rectay = | en dos regiones de igual drea
mediante una recta y = a. Halla el valor de a

Solucion:

Aplicando el calculo integral, se tiene:
! 4

J (1 —x2) dx = 3 u?
-1

Siy=a,y = x?

x2=a:>x|=—\5,x2=\/;

. 4 2
La mitad de 353

V8 |
J (a—xz)dx=—
0

2a\a _

1 2
3 3

2

= a=

73. Halla el area del recinto coloreado que aparece en la fi-
gura adjunta sabiendo que la parte curva tiene como
2x +2
I —x

ecuaciéon y =

|
(S}
¥ X

Solucion:

0
pell ZEE e n s
I o I=x

Los otros dos trozos se pueden calcular contando

2
A2=2,obien:J- 2-x)dx=2
0

SOLUCIONARIO
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R o
A; = 50 blen.L(Z —x) dx = 2

Area=%+LI6

74. Sabiendo que L x es el logaritmo neperiano de x, con-
sidera la funcion f: (— 1, +e0) — R definida por

f(x)={a(x—l) si —l<x<|

x L x si x> |

a) Determina el valor de a sabiendo que f(x) es deri-

vable.
2
b) Calculaj f(x) dx
0
Solucién:
a)a=|
b) Dibujo:
AY
i X
o1 2 "
) '
x—1)dx=—7
0 2
2 3
J (xLx)dx=—z+L4
[

Area=—%+L4= 1,14 u?

75. Seaf:R — R la funcién definida por:
f(x) = —2x3 — 9x2 — 12x

Determina los extremos relativos oy 3 de f(x) con
p
a<Py calculaj f(x) dx
o
Solucion:

Los extremos relativos estdn en x =—2y en x = —|
Y

X

__x 3 2
a) F(x)——7—3x — 6x

b) F(-2) =—8,F(-1) = —%

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA

=
c) J f(x) dx = % =45 y?
-2

76. Seaf:R — R la funcion definida por:
I
fx) =91 -x
| —mx—x2 si x>0

si x<0

a) Determina m sabiendo que f(x) es derivable.
[
b) Calculaj f(x) dx
-1
Solucion:

a) m=—1
b) Dibujo:

A ¢

o
J dx=1L2
o =x

: 7
J(—x2+x+l)dx=—
0 6
, _7 _ 2
Area—Z+L2—I,86u

77. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Dibuja el recinto limitado por los semiejes positivos
de coordenadas y las curvas:

y=x2+|,y=%ey=x—l

b) Halla el area del recinto considerado en el apartado
anterior.

Solucion:

a) Recinto:

Y X

b) Area del recinto.

|
Jo(x2+ 1) dx = %

2
J(z—x+ I)dx=—L+L4
\ x 2

Area=%+L4=2,22u2

475
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78. Resuelve las siguientes cuestiones:

9—x2
ya

la recta tangente a esta curva en el punto de abscisa

x = | y el eje de abscisas.

a) Dibuja el recinto limitado por la curva y =

b) Calcula el area del recinto considerado en el aparta-
do anterior.

Solucion:
a) Recta tangente:

_5-—x
)

S
b) Area del recinto.
.[3 5-x_9-x), _2
A2 4 ]¥3
5
J- > S dx=1
3
Area = % = 1,67 u?
79. De la funcién f: R — R definida por:
f(x) = ax3 + bx? + cx + d
se sabe que tiene un méaximo relativo en x = I, un
I
punto de inflexién en (0,0) y que:J f(x) dx = %
0
Calculaa, b,cyd
Solucion:
Si tiene un méaximo relativo en x = |, la primera derivada

se anula para x = |
3a+2b+c=0

Si tiene un punto de inflexion en (0, 0), pasa por ese pun-
to; por tanto,d = 0 y la segunda derivada se anula en x =0

b=0
De donde se obtiene:
c=-3a

La funcién es:
f(x) = ax3 — 3ax

! 5
J. (3 - 3ax) dx = vy

0

_sa _5
4 " 4

476

AY
5 X
0o | -
80. Considera la funcion f: R — R definida por:
f(x) = xe™
Determina el valor de la integral:
12
J (I + f(x)) dx
0
Solucion:
AY
'\//E
5 S
0] 172 g

2) F(x) = x + ezx(g - %)
| | |
b) F(0) = % F(?) = >

c) Area = % = 0,75 u?

81. Larecta de ecuacion 3x —y + 2 = 0 es tangente a la pa-
rabola de ecuacién y = ax? + ¢ en el punto P(l,5)

a) Calcula las constantes a y ¢ de la ecuacion de la para-
bola describiendo el procedimiento que sigas.

b) Dibuja la regién plana limitada por el eje Y, la parabo-
lay la recta tangente.

c) Calcula el area de la region descrita en el apartado
anterior.
Solucién:
a) La pendiente de la recta es m = 3

La derivada de la parabola es y' = 2ax

Por tanto,parax = | >2a=3=a= %

Si la pardbola pasa por el punto P(I,5) se deduce que
SN

R)

SOLUCIONARIO
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b) Dibujo:

¥ X

Area = % =0,5 u?

82. Calcula el drea de la region coloreada en la figura y jus-
tifica el procedimiento empleado (L x es el logaritmo

neperiano de x)
Y
I e >

(

La region se descompone en dos trozos, la que esta enci-
ma del intervalo [0, 1], que tiene de 4rea | u2,y la que esta
entre lacurvay =L xylarectay = | en el intervalo [I, €]

Solucion:

Je(l—Lx)dx=e—2
[

Area total:e — | = 1,72 u?

83. Dibuja el recinto limitado por las curvas de ecuaciones
y =sen X,y = cos X,x = 0,x = 1/3

Calcula el drea del recinto descrito en el apartado ante-
rior.

Solucion:

v X

/4
J (cos x —sen x) dx = V2 — |

0

/3
J (sen x — cos x) dx = V2 — 1+33
/4 2

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA

Area =22 —

84. La figura siguiente representa la grafica de una funcién

= 0,46 u?

3+43
2

£:10,7] > R
AY

HEEEEN
N

¥ X

Sea F:[0,7] » R la funcién definida por:

F(x) = J.:f(t) dt

a) Calcula F(4) y F(7)
b) Dibuja la grafica F(x) explicando cémo lo haces.

Solucion:

a)

b)

F(4) es el drea comprendida entre el eje X y la funcién
en el intervalo [0, 4], F(4) = 4 u?
F(7) se obtiene como F(4), pero hay media unidad mas
positiva y una y media negativa, F(7) = 3 u?
La férmula de F(x) es:
* En el intervalo [0, 4] es:

f(t) = 1 = F(x) =x

* En el intervalo [4, 6] es:
2
f(t)=—x+5=>F(x)=—XT+5x+k|

con la condicion de que debe pasar por el punto
P(4,4). De donde se obtiene que k, =—8

2
F() = =25 +5x -8

* En el intervalo [6, 7] es:
f(t) =—1 = F(x) = —x + k,

con la condicién de que debe pasar por el punto
P(6,4). De donde se obtiene que k, = 10

F(x) =—x+ 10
X si0<x<4
X2
F(x) = —?+5x—8 si4<x<6
-x+ 10 si6<x<7
AY

Y X

477
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85. Halla la recta tangente a la curva de ecuacién y = x3 — 3x
en el punto de abscisa x = — |

Dibuja el recinto limitado por dicha recta tangente y la
curva dada, y calcula su érea.

Solucion:
AY
|
/—I 2 -

La recta tangente en el punto de abscisax =—1| esy =2

2
J 2-x3+3x)dx= %

-1

Area = % = 6,75 u?

86. Calcula el area de la region limitada por las curvas y = €,
y=e*ylarectax=|

Solucion:

X

0| !

[
J.(ex—e‘x)dx=e+L—2
0 e

Area=e+£—2= 1,09 u?

87. En la figura aparece una curva que representa una fun-
cion polindmica de grado 2. Los puntos de interseccién
de la curva con el eje X son el A(1,0) y el B(3, 0). Ade-
mas, el drea limitada por la curva y los dos ejes coor-
denados vale 4/3. Halla la expresion de dicha funcion.

AY

/N

¥X

Solucién:
f(x) = a(x— 1)(x—3)
f(x) = a(x? — 4x + 3)
I
4
2_4x+3)dx=-7 =a=-1|
aJo(x x + 3) dx 3 =2
f(x) = —x% + 4x -3

478

88. Dibujar con la mayor exactitud posible las graficas de
las funciones f(x) = 3x? — 6x y g(x) = —x? + 6x — 8. Re-
presenta el recinto limitado por ambas funciones y ob-

tén su area.
Solucion:
Y
| L‘\ X
B
e g
Raices:x; = I,x, =2

2 2
J (—4x% + 12x - 8) dx = 3
[

Area = % = 0,67 u?

89. Calcula una primitiva de la funcion:
f(x) =x L (I +x?)
Determina el area encerrada por la grifica de la funcién
anterior, el eje Xy la recta x = |

Solucioén:
Una primitiva de f(x) es:
I

2
a) F(x)=—XT+7(x2+ L2+ 1|

v X

b) F(0) = 0, F(l) =—%+L2

c) Area=—%+L2=0,l9u2

90. Representa graficamente el recinto plano limitado por
la curva y = x3 — x y su recta tangente en el punto de
abscisa x = |. Calcula su area.

Solucion:

La ecuacion de la recta tangente en el punto P(I, 0) es:
y=2x-2

¥X

SOLUCIONARIO
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I
J (x3—3x+2)dx=£
2 4

Area = % = 6,75 u?

V3
91. Calcula J. xV 1 +x2 dx

0

Solucion:

V¥ X

R
a) F(x) = %(x2+ HVx2 + |

mmm=%mWﬂ=%

c) Area = % =233 u?

92. Calcula el drea determinada por la curva y = tg x, el

T
eje Xy larectax = 3

/
[

/3
J. tgxdx=L2
0

Solucion:

V¥ X

0 En/3/

Area =12 =0,69 u?

93. Sin hacer ningln calculo, di cudl de las siguientes inte-
grales es mayor:

| |
J. x2 sen? x dx J x sen? x dx
0 0

Solucién:
Cuando x€(0,1) = x2 <x

Por tanto en el intervalo (0, |):

2 2 2

X sen© X < X sen“ x

De donde se deduce que:

I I
J.xzsenzxdx<.[ x sen? x dx
0 0

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA

94. Calcula el drea determinada por la curva y = L x, el
ejeXylarectax=e

Solucion:

RN

e
J Lxdx=1I
0

Area = | u?

95. Calcula el drea determinada por la curva y = 5>

| —x
|l eje X ylas rectas x =——=,x = 1
ceery 272
Solucion:
AY
2k X
ﬁ—l/zg 12 f——'

) F) = o-(LIx + 1]~ LIx~ 1)

)52t

c) Area=L3=1,10u2

96. Encuentra el area del recinto determinado por las cur-
vasiy = [x — 2|,y = —x2 + 4x - 2

Solucion:
4

AN

A ¢

2 7
J (—x2 + 5x — 4) dx=z
|
3
J (—x% + 3x) dx=%
2

Area = % =233 42
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™2 sen x
——dx< |

97. Demuestra que 0 < J 5 dx<

o |I+x

Solucion:
Sixe(0,m/2) = 0<senx< |

/2
Ademas, se tiene que:J sen x dx = |
0
sen X
y como: < <senx
| + x2 | + x2

1r/2senx /2
OSJ —zdeJ sen x dx = |
o I+x 0

98. Calcula el drea del recinto determinado por la curva

I . :
y= T las rectas x = 2,x = —2y el eje de abscisas.
+x

Solucion:

¥X

Por simetria, el area es:

a) F(x) = arc tg x
b) F(2) = I,11;F(0) =0
c) Area = 2,22 u?

99. Sif(x) y g(x) son dos funciones continuas positivas en el
intervalo [a, b], justifica, mediante argumentos geomé-
tricos si la siguiente afirmacién es cierta.

b

b b
[ 660+ £60) = [ 169 o+ [ 69 o

a

Si es falsa, pon un contraejemplo.

Solucion:

La afirmacién es cierta, porque el drea comprendida entre
el eje X y la suma de las funciones f(x) + g(x) en el inter-
valo [a, b] es igual al drea comprendida entre el eje X y la
funcién f(x) en el intervalo [a, b], mas el drea comprendida
entre el eje Xy la funcién g(x) en el intervalo [a, b]

100. Determina el area comprendida entre las curvas y = x2,

y = Vx y la recta que pasa por los puntos A(2, 4) y
B(4,2)

480

Solucion:
AY
P X
I 2 4 \'
Raices:x; = I,x, = 2,x; = 4

101. Demuestra que si m es un nimero cualquiera mayor
que I, y k un nimero natural cualquiera mayor que uno,
se cumple que:

Solucion:
En las condiciones del problema, se tiene:
XK+ |

X<kt kb [ <xkt T+ | = —Z—— <
X + |
Por tanto:

de< dx=m-1<m

P X< |

xLx si x>0

102. Dada la funcién f(x) = {0 i x=0

calcula el drea de la regién limitada por la grifica de la
funcién y el eje X, desde x = 0 hasta x = b, siendo b
la abscisa del minimo de la funcion.

Solucion:
AY

0,6
0,4

0,2

/e

—o2 02 0406 0840 12 14 16 1,8
102 '

A ¢

'
'
'
'

La abscisa del minimo de la funcién es x = |/e

SOLUCIONARIO
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2 1 b) Dibujo:
a) F(x) = 7(—? +L |x|) AY

2

c) Area = 4%-32 =0,10 u? ‘i

b) F(0) = 0, F(I/e) = —%

/2
103. Calcula la integral definidaJ x sen x dx 2 3
4 V=1'EJ‘x4dx=—Tr'u3
0 5
Solucion:
AY 2
x2 Y
105. Al girar la elipse 55 + 9" | alrededor del eje X, ésta
‘ genera una superficie parecida a un huevo, que se llama
; % elipsoide. Halla el volumen de dicho elipsoide.
T T > Solucion:
4 2
a) F(x) = sen x — x cos x
b) F(n/4) = ﬁ - m, F(r/2) = 1
2 8
/2
c)J- x sen x dx = | —ﬂ+ﬂ:—2=0,85u2
/4 2 8

5
V= 2nij (25 - x?) dx = 601 u?
25),

104. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Obtén el drea de la superficie S, limitada por el eje X, Para profundizar
lacurvay =x5con0<x<2,ylarectax=2

. 106. Calcula el valor de a > 0 para que:
b) Calcula el volumen generado por la superficie S al

3
dar una vuelta completa alrededor del eje X J | dx =5
0X +a
Solucion: -
a) Dibujo: Solucion:
3
U +
1 | J L x=L@+a)-La=L 322
| 0 X +a a
: N .
! L3 a=5:>3 a_ 5, 3
| & a e — |

107. Sea la funcién f(x) = sen x
a) Calcula la ecuacién de la tangente a la gréfica f(x) en

: X T
5 5 > el punto de abscisa x = ry
b) Calcula el drea de la superficie encerrada por la tan-
2 P 8 , gente anterior, la grafica de la funcion f(x) y las rec-
x“dx=—=u
0 3 asx= % x= 3N
as X = 4, X =

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA
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Solucion:
a) = ﬁ — E + |
y 2 X 4
AY . .
i X
I 13 -
4. 4
3n/4
J [ﬁ(x—£+l)—senx]dx=
/4 2 4
_ 2 N w2
T3 4
22 2
Area = 71:\/7+i—\/5=0,57u2
16 4
108. Sea la funcién f(t) = —
| +et
Se define: g(x) = J f(t) dt
0
Calcula lim &
x—0 X
Solucion:
X X I
= ftdt=j dt
8 IO() e
.80 _ [ R
lim = lim ——— = 75 =+~ =%
x—0 X x=0 x(| + e¥) 0-2 0
AY
%

—

109. Se consideran las curvas y = x? e y = a, donde a es un
nimero real comprendido entre 0y 1(0 < a < |). Ambas
curvas se cortan en el punto (x, y,) con abscisa positi-
va. Halla a sabiendo que el area encerrada entre ambas
curvas desde x = 0 hasta x = x; es igual a la encerrada
entre ellas desde x = x; hasta x = |

482

Solucion:
AY
10 f
0.8 E
0,6 i
e ey At P B
p P X
022 04 0)6 0)8 10 172 "
Al punto (x,, y,) se le puede llamar (\/3, a)
JJE [
(a—x?) dx=J- (2 —a) dx
0 Va
2 _2 I
?a\/; = ava —a+ 3
=1
73
-x—-2 si x<-—|
110. Sea la funcion f(x) = qa—2x2 si -1 <x< |
b/x si x> |
a) Determina los valores de a y b para que f(x) sea
continua en toda la recta real.
b) Con los valores de a y b determinados en el apartado
anterior, calcula el area del recinto limitado por la gra-
fica de f(x) y el eje de abscisas, en el intervalo [0, 2]
Solucion:
a) Para que f(x) sea continua,a = |,b = -1
b) Dibujo:

Sk
~
YX

22— |

+L2=1,30 u?

111. Resuelve las siguientes cuestiones:

S . - I
a) Dibuja el recinto limitado por y = 5 + cos X, los

ejes de coordenadas y la recta x = 1

b) Calcula el drea del recinto descrito en el apartado
anterior.

SOLUCIONARIO
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Solucién: Graficamente, representa el drea comprendida entre el

a) Dibujo: eje Xy la curva en el intervalo [0, 2]
AY AY
" 0 2_7‘5\5_/ = 0 2 g
3 '
2m/3
Jo (%+cosx)dx=%+§ /\\
T
J (%+cosx) dx=%—¥
2n/3 114. Considera la funcién f : R — R definida en la forma
Area = % +3 =226 12 fi) = 1 +2X ||
Calculaj f(x) dx
-1
112. Considera la funcion f : R — R definida por: Solucion:
f(x) =2 + x — x2
2 9
Calcula a, a < 2, de forma que J f(x) dx = >
a
Solucion:
AY
/ o 5
-1 2 X / >
TN 0
2 J (- x2) dx = —
J.(2+x+x2)dx=— _
a 2 4
@2 w0 s 7 [y ae=tt
3 2 @73 T 7artThaTg 0
. 16
El valora<2esa=—| Area=T=5,33u2

113. Calcula la siguiente integral definida:
115. De la gréfica de la funcién polinédmica f : R — R dada

2 2 dx
f(x) d =J - == or:
Jo b) 0 X2+4x+3 P

iQué representa geométricamente!

f(x) =x3 +ax2 + bx + ¢

se conocen los siguientes datos: que pasa por el origen
Representa el drea comprendida entre el eje Xy la cur- de coordenadas y que en los puntos de abscisas | y -3
va en el intervalo [0, 2] tiene tangentes paralelas a la bisectriz del segundo y

., cuarto cuadrantes.
Solucion:

| a) Calculaa,byc
a) F(x) = 5 (L P+ 1] =L |x+3]) b) Dibuja el recinto limitado por la grafica de la funcién
| | f(x) y el eje de abscisas, y calcula su area.
b) F(0) = ?(—L 3),F(2) = T(L 3-L5)
Solucién:
a)a=3,b=-10,c=0
f(x) =3 + 3x% — 10x

2
dx |

——————=—@2L3-L5)=029 42

C).|on2+4x+3 2( ) !

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA
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b) Dibujo:
AY
30
20
10
=
—6{5—4—3—2—| ZEE "
Raices: x; = =5,x, = 0,x; =2
4
F(x) = XT + x3 — 5x2
F(-5) = —34£, F(0) =0,F(2) =-8

Area = %= 101,75 u?

116. Determina una constante positiva a sabiendo que la figu-
ra plana limitada por la parabola y = 3ax? + 2x, la recta
y =0y la recta x = a tiene area (a% — 1)?
Solucién:

La parabola pasa por el origen de coordenadas.

YX

a
J- (3ax? + 2x) dx = a* + a2
0

Por tanto:
a*+a2=@2-1)2
Resolviendo esta ecuacién, se obtiene:

V3 V3

=325

Solo se toma el resultado positivo, como indica el enun-
ciado del problema.

484

117. Justifica geométricamente que si f(x) es una funcién po-
sitiva definida en el intervalo [a, b] y c € [a, b], entonces
se cumple:

ij(x) dx + J.bf(x) dx = ij(x) dx

C

Solucion:

*La I* integral es el drea comprendida entre el eje X y la
curva f(x) en el intervalo [a, c]

* La 27 integral es el area comprendida entre el eje Xy la
curva f(x) en el intervalo [c, b]

* La integral del 2° miembro es el area comprendida entre
el eje Xy la curva f(x) en el intervalo [a, b]

Y como el intervalo [a, b] se divide en los intervalos [a, c]
y [c, b], ambos miembros representan la misma drea.

118. Halla el area del recinto limitado por la curva y = xe*, el
eje X y la recta paralela al eje Y que pasa por el punto
donde la curva tiene un minimo relativo.

Solucion:

La funcién tiene un minimo relativo para x = —|

AY

10

0,5

-35 -3 -25 -2 -1,5 -l -05

¥ X

05 | 1,5
=05

0
J (xex)dx=£—l
-1

e

Area = | —% = 0,26 u?

SOLUCIONARIO
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Linux/Windows WiR:s

Paso a paso

Windows Derive (9!

119. Dibuja y calcula el drea del recinto limitado por el
eje Xy la funcién f(x) = x> — 2x — 3 en el intervalo

[1, 4]

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

Practica

120. Calcula el volumen generado por la superficie
comprendida entre las siguientes funciones cuando
giran alrededor del eje X

fo =&

X

g(x) =—§+ 4

Solucién:

Resuelto en el libro del alumnado.

121. Internet. Abre: www.editorial-bruno.es y elige
Matemdticas, curso y tema.

122. Dibuja el recinto correspondiente y calcula la si-
guiente integral definida.

f(x_ 1) dx

2
Observa y justifica el signo del valor obtenido.

Solucién:

[ Problema 122

[[Nw) = =1 =+ xem=1

|| dibujen|x = 2, {eales = verde, anchura_lines = 2)
|| dibujerix = 5, {ealor = verde, anchura_lines = 23
{| dibujar{f{x], {color = rejo, anchurs_finea = 2]

|| remobvar(ffa) =0) == {{x=1}}

| Hay una sola regitn en ¢l inbervals [2, §]

I ps
fl'[:l]ﬂl = 1:
|| B

i El signe o8 podiivd porque la regién exia encima del ofs X

WiRLS
=@ L e@aneBon |

et

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA

123. Dibuja el recinto correspondiente y calcula la si-
guiente integral definida.

4
J. (x2 — 6x + 4) dx
1
Observa y justifica el signo del valor obtenido.

Solucién:

[ Predlema 123
fix) =x® ~Gu+ 4 =% geag?-f.x+d
|| dibijar{x = 1, {colar = verds, anchura_finea = 2}
dibiujar{z = 4, {eelor = verds, anchurs_lnss = Ij}
dibujar|f{x], {coler = rejo, anchura_linea = 2j)
[ reniver(ia) =0) =+ [{x=-5+3}, (=45 +3}}
Hay una sola region en el intervala |1, 4]

]
frmm: - =132
L]

| El slgna an negative porgus la reghan eitd debajo dal ale X

o
WiRLS

[2Dmessno@sseBOO |

i
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124. Dibuja el recinto correspondiente y calcula la si-

guiente integral definida.

4
J x| dx
—4

Solucién:

Prablama 124
flu} = [x] =+ x—fuj

| dibujarix = =4, {color = verde, anchura_linea = Z})
dibujarix = 4, {color = verde, anchura_linea = 7}

| dibaujas(f{x], {cobor = rajo, anchura_linea = I7)

i
f fMa)jdx == 16
i

WiRIS

= _HQEEE’E‘E}' ﬂ]ﬂﬂﬂ

125. Calcula la derivada de la funcién
3
J. Lt
x2
Solucién:
[ Problema 126
Fﬂll:-[ Im{tct =+ geep? I [x*] =" -In{x")* {=x7#x7]

i P == [2-uf=4-x) dnfu)

486

126. Dibuja el recinto limitado por las siguientes fun-
ciones y calcula su 4rea.

f(x) =4 — x*
gx) =2x +1

Solucién:

Prablama 126
Hu)=d =g =% Le=-gfed

gla] =2+ 1 =+ KeeZ-x+#]

dibajarf{x], {codor = rodo, anchure_linea = 2]
| difbasjm g ), {color = azul, anchura_lnea = 2})
| resalver(fx] = gix}] = {{x=-3}, {x=1}}

1
X2
f (Mx) = gix}]) dx =+ -

1

127. Dibuja y calcula el 4rea del recinto limitado por el

eje X y la funcién:
f(x) = —x3 + x* + 2x

Solucién:

Prabilama 127

(W)= =k + 5 e Py =% gim=giegf+] ¥

| dibujen(f{x], {codor = rogo, anchurs_linea = I}
renolrer{fa) = 0] == {{xm=1]}, {x=0}, {x=2}}
Hay don reglonss an bos intervalos [ =1, 0] y [0, 2]

&

SOLUCIONARIO
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§
f’[l‘.lﬂ-' :

[]
5 =] v
|'E|‘|3| T

aT.
'1_—?— = 30833

128. Un objeto se deja caer en el vacio. Suponiendo que
la gravedad es de 9,8 m/ s2, calcula la velocidad que
lleva al cabo de 4 s y el espacio recorrido. Dibuja
las funciones correspondientes a la velocidad y a la
aceleracién.

Solucién:

Prablema 128
Mt} = .8 == (=08

iy =
dibagjar v[F), {cobor = rojo, anchurs_lines = 7}

wijd) =+ 353
Velockded = 359 2 mis

aft) dt =+ t—BB-1

-Hﬂ=[‘ﬂﬁﬂ =+ el G-47

dibujasri (1], {cobor = rojo, anchura_linea = 2}
w{d) == T4
Expacio = T4 m

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA

Windows Derive (9!

129. La funcién que mide el caudal de un rio en fun-
cién de los meses del afo viene dada por:

flx) =3 +2cos%
donde f(x) estd dado en miles de hectolitros por

mes, y X en meses.

a) ;Qué cantidad de agua pasa por el rio en un
afio?

b) Dibuja la regién correspondiente a la cantidad
de agua que lleva el rfo.

Solucién:

Problema 129

faj =3+ 2cos 1;" - I—E-eﬂ{-:— -!}I+J

dibujar| x = 0, {ealer = varde, anchura_lines = 23
| dibujar{x = 12, {color = verds, anchura_lines = 2}

dibujar{f{x], {color = rojo, enchura_Enea = 2]

resolver(f{x) =0) == {{}
Hay una unica regicn en el inbervalo [0, 1]

12
f fx)ds == 35
L ]

Valumen = 35 miles de Reciolitros
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WRIS
2E@e e umic@ssaBRR |

130. Una fdbrica produce chips para ordenadores. La
funcién de ingreso marginal viene dada por:
2
x+1
donde x es el nimero de chips vendidos e i(x) vie-
ne dado en euros. Si vende 10 000 unidades, ;cud-
les son los ingresos obtenidos?

ix)=3+

Dibuja la regién correspondiente a los ingresos ob-

tenidos.
Solucidén:
Prablama 130
Ifx) =3 + j-,r - ’“’EE‘

dibujan x =0, {ealor = verds, Enchurs_lines = 7]
| dibujenx = 10000, {color = verds, snchura_ines = I}
{| dibujar{i{x}, {color = rojo, snchura_lnea = 2})
|| resobrer{f{x) = 0§ = {1}
Hay una Gnica regitn en el intervalo [0, 12]

Arern
f i) g == F0AE.
L

Inprescs = 3018 €

488

BasaB0D |

pruliie

\-\—"‘"—-———__

131. Deduce la férmula del volumen de una pirdmide.

Solucién:

[ Prablama 131
] Bat
I ﬂ.‘l' = --H-?. (T = W —

|
fﬂ:ﬂ] dx == :; ‘BH

132. Calcula el volumen generado por la funcién

flx) =X
(x) 3

cuando gira alrededor del eje X, en el intervalo

3, 9]

Solucién:

[ Prabiems 132

1 “lr = -“ —  Faem 1

| . | 3
dibujarix = 3, {cedor=verds, snchurs_Ense = 7

| dibujarix = 9, {codor=verds, anchura_Ensa = I}
dibujarif{x], {color=rodo, anchura_linea = 2})
resolverif{a) = 0) = {{x=0}}

L
Hf =7 )de — 26-m

]
| Valumen = Jnu?

SOLUCIONARIO
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133. Calcula el 4rea encerrada por las funciones:

f(x) = x3 + 3x2, gx)=x+3

Solucién:

Prablema 133
IHuh = xf + Jn? = geayled-x’
gl =n+3 = Eeag+d
| remabver{fa) = gix)] = {{zx==-3}, {x==1} {a=1}}
| dibajar{f{x}), {color = rajo, snchura_Enea = 2}j
| dibaujary gl x}, {color = azul, anchura_linea = Z})
| dibufer(x = =3, {eobor = vérde, anchura_lines = 7}
| dibufas (x = =1, {cobor = verde, anchura_linea = 2}
| dibujasrix = 1, {color = verde, anchurs_lines = 2})

ot |
f s} - glxl) dx = 4

o |

1
flﬂ#] = gln)] dx == =4
-1

Aren = 4] * |-4] = &

| Argam B u®

TEMA 14. INTEGRAL DEFINIDA

Windows Derive (9!

134. Calcula el valor de a para que el drea de la regién
plana encerrada entre la paribola y = x? y la recta
y = a sea el doble del drea de la regién limitada por
dicha pardbolay la rectay = 1

Solucién:

Prablama 134
IHup =1 =57 =+ g==-x7+1

|Fla) = [ fx)dx == ""'1? xlan

F[0] == 0O
| F4
Ky =+ 5
2
F[1] = FiQ) == =
3
R
-ﬁ.rn—:l.l

|glx] =8~ 37 = Eep-u’

Glx) = | plx)dx == :I:I-I-H'-; x’

| &[0 == @
| Gly/a) = 3"31"’;
61va) - 6oy = 208

: r.“,,_{i_"a;?f;‘. . ;] = {{s=07"}}

dibaujas (%7, (colar = pajs, anchura_lines = 7))
dibujariy = 1, {colar = azul, snchur_Enes = T

| dibajarfy = /27, {color = azul, anchura_linea = 2}
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135. Dada la funcién: f(x) = 2x + [x* - 1|
calcula:

j:f(x) dx

Solucién:

| Ejercicio 135
[up = 3% # [ = 1] = xes ¥ =1]*2.%

&
fmq-u-u
]

Aren =5 u?

| dibujas {f{x), {color = rojo, anchura_linea = 2})

| dibagjar x = 0, {color = verde, anchura_linea = 7}
| dibaufas(x = 2, {eolar = verde, anchiurs_lines = 2})

490
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Problemas propuestos

1. Sea : R — R la funcién definida por f(x) = e~

a) Justifica que la recta de ecuacién y = —2ex es la recta
tangente a la grafica de f en el punto de abscisa
x=-1/2

b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f,
el eje de ordenadas y la recta tangente del apartado
anterior.

Solucion:

a) Calculamos la recta tangente:
x=—12=y=¢eP(-1/2¢)
f'(x) = —2e
f'(-1/2) = -2e
Ecuacion de la recta tangente:
y - f(a) = f'(a)(x — )
y—e=—2e(x+ 1/2)
y—e=—2ex—e
y = —2ex

b) Cilculo del drea:

El recinto estd comprendido entre la funcién f(x) = e

y la recta tangente g(x) = —2ex en el intervalo [-1/2, 0]
Y

2

X

Funcién diferencia:
f(x) — g(x) = e 2 + 2ex

F(x) = J-(e—2x +2ex) dx = —%e—ZX + ex?

F1/2) = —e/4,F(0) =— 112
Area = [F(0) — F(1/2)] = |-1/2 + e/4] = e/4 — 112 =
= 0,18 u?

2. Una empresa ha decidido mejorar su seguridad instalando

9 alarmas. Un especialista sefiala que dada la estructura
de la empresa, solo puede optar a dos tipos, A o B; ade-
mas, afirma que la seguridad de la empresa se puede ex-
presar como la décima parte del producto entre el nime-
ro de alarmas del tipo A instaladas y el cuadrado del
numero de alarmas instalas del tipo B. Estudiar cuantas
alarmas de cada tipo deben instalar en la empresa para
maximizar la seguridad.

Solucion:

Planteamiento:

N° de alarmas del tipo A: x
N° de alarmas del tipo B:y

BLOQUE III. ANALISIS

PAU

Seguridad (x,y) = 0,Ixy?

Condiciones:x +y = 9

S(x,y) = 0,1xy?

S(x) = 0,1x(9 —x)2 =0,Ix3 - 1,8x2 + 8,Ix
S'(x)=0,3x2-3,6x+8,1 =03x>-3,6x+8,=0=

x=3,x=9
S"(x) = 0,6x — 3,6
§"(3) =—1,8 Maximo relativo

$"(9) = 1,8 Minimo relativo
N° de alarmas: 3 del tipo A y 6 del tipo B

3. Se considera la funcién:

|
x— |
x2 -3

six<2

f(x) =

six=2

a) Determina su dominio de definicion, estudia su conti-
nuidad y halla las asintotas.

b) Esboza una grifica de la funcién.

c) Halla los puntos donde la recta tangente es paralela a la
rectax +4y =0

Solucién:

a) Para x <2 es una hipérbola,y para x = 2, una parabola.
Dom(f) = R — {1} = (=eo, 1) U (I, +20)
Estudiamos x = 2
f2)=22-3=4-3=|

|

|
lim f(x) = lim = lim
x—2" ( ) x—2" X — | x—2- 27— |

lim f(x)= lim (x2-3)=(Q"?-3=4-3=1
x—2* x—2*
Como los limites laterales son iguales e igual al valor

de la funcién, f(x) es continua en x = 2

f(x) es continua en todo su dominio, por estar definida
por una funcién polinédmica y otra racional; donde po-
dia tener problemas es en x = 2 y hemos visto que
también es continua.

Asintotas: las funciones polindmicas nunca las tienen; la
hipérbola tiene dos asintotas:

Vertical: x = |

Horizontal:y = 0
b) Un trozo de una hipérbola y otro trozo de una parabola.

AY

%i

/]




Problemas propuestos

c) Para que sean paralelas han de tener la misma pen- Solucién:
diente. Si f(x) tiene un extremo relativo para x = 3:
x+t4y=0=24y=—x=>y=x4=>m=-1/4 f'(3) =0
el oo x<2 1) = (-ax? + 2ax - bx + b)e™
fie) =1 (x=1) f'3)=(-9a+6a-3b+bje3=0=3a+2b=0
2x R Si f(x) pasa por el punto (I,—1/e) = f(I) =—1I/e
| P LR 1 JEIN f(l)=(@+b)e”!' = (a+b)e”' =—lle=a+b=-1I
(x=1) 4 Resolviendo el sistema:
x—1=2=x=3 3a+2b= 0
{x—l=—2:>x=—| a+ b=—|}:’a'2'b"3
X = 3 no es menor que 2 Ecuacion de la recta tangente:
x=—1 =y=-1/2,el punto es P(—1,—1/2) x=0=y=0= O(0,0)
2x = - = x= L no es mayor que 2 y = fa) ='@)(x ~a)
4 8 f'(x) = (—ax? + 2ax — bx + b)e™
f'(0)=-3
4. Considérese el recinto limitado por la curva y = x? y la y =—3x
rectay = 3: La ecuacion de la recta tangente es y = —3x
AY AY
y=3
&
x7) oY) X >

De entre todos los rectangulos situados como el de la fi-

gura anterior, determinar el que tiene drea maxima.
6. Estudia la continuidad en R de la funcion:

Solucion:
n | —cosx .
Planteamiento: Area(x,y) = 2x(3 —y) f(x) = BV six#0
X -_
.. v = 2
Condiciones:y = x 0 Six=0
A%, y) = 2x(3 - y)
A(x) = 2x(3 — x?) = 6x - 2x3 Solucion:
AX)=6-62=6-62 =0=1-x2 =0= Para x # 0, f(x) esta definida por el cociente de dos funcio-
=x2 =l=x=-1,x=1 nes continuas en todo R;asi que sera continua en todo R,
x = | =y = I, un vértice del rectangulo es P(I, I) salvo en las raices del denominador.
A"(x) = —12x Para x = 0, esta definida con f(0) = 0
x = =1 no tiene sentido, x es una longitud. Tenemos que probar que el limite coincide con ese valor:
A"(l) =—12 Miéximo relativo i | — cos x _ 0 - i sen X _ i -0
El rectangulo tiene de base 2 unidades y de altura 2 uni- <30 X o] Ao 1T T
dades, es un cuadrado, que es un caso particular de rec-
tangulo. L'Hépital

Como si coincide, la funcién es continua en x = 0 y, por
5. Determina los valores de los parametros a, b € R para tanto, es continua en todo R
que la funcion:

f(x) = (ax? + bx)e™
tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x =3y

ademads pase por el punto (1,—I/e). Halla la ecuacion de la
recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = 0

492 SOLUCIONARIO
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A ¢

7. Calcula la funcién f(x) cuya grafica pasa por el punto (0, 1)
(es decir, f(0) = 1) y que tiene como derivada la funcién:
2x

x2 + |

f'(x) =

Solucion:
Hallamos la primitiva:

Como en el numerador esti la derivada del denominador,
es el logaritmo neperiano del denominador:

f(x)=J.X22: Sdx=LpE+ 1]+ k
Para hallar el valor de k, le ponemos la condicién de que
pasa por el punto (0, )
f(0) = |
fO)=L|02+ I|+k=L[0+1|+k=L|l|+k=0+k=k
Por tanto, k = |
fO)=L 2+ 1|+ 1
AY

Rt

¥ X

8. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Halla los méximos y minimos relativos y los puntos de

inflexion de la funcién:
_ 32+ x+3
fa) = x2 + |

b) Determina una funcion F(x) tal que su derivada sea f(x)
y ademas F(0) = 4
Solucion:
a) Maximos y minimos relativos y puntos de inflexion:

Méximos y minimos relativos:
2
—x“+ |
f'}X)=——> 7
( ) (X2 + |)2

f'x)=0=-x2+1=0=>x2=I=x=-I,x=1

BLOQUE III. ANALISIS

PAU

x=—1=y=52=A(-1,5/2)
23 — bx
= (X2+ |)3
f'"=1)=1/2>0 (+) = A(-1,5/2) Minimo relativo
x=1=y=72=B(l,7/2)
f"(1)=-1/2 <0 (-) = B(l,7/2) Maximo relativo
Puntos de inflexion:
23 — bx
= (X2+ |)3

f"(x)

f"(x)

f'x)=0=>2x3-6x=0=x}-3x=0=
:>x(x2—3)=0:>x=0,x=—\/3,x=\/§
x=0=>y=3= C(0,3)

" —6x* +36x2 -6
o= arnm

f"'(0) = -6 # 0 = C(0, 3) Punto de inflexion

X=‘\/§=>y=|2;—\/§ :D(—xﬁ,ﬂ)

4
12—

f"(-V3) = 3/16 20 = D(—x/?, Tﬁ) Punto de

inflexién

==y =120 gl 220

+
f"(V3)=3/16 20 = E(\/E #) Punto de infle-
Xién

AY

\/K—\

A 8

b) Hallamos la primitiva:

3x2+x+3_ X
x2+ | x2+ |

32+ x +3 X
F(X)=Jde=J(3 +ﬁ) dx =

|
=3x+7‘L|x2+I|+k

Para hallar el valor de k, le ponemos la condicion de

que F(0) = 4

FO)=3-0+12L|02+I|+k=0+L|0+I|+k=
=L|l|+k=0+k=k

Por tanto k = 4

F(x)=3x+ /2L x>+ || + 4
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Y X

9. Dada la funcién

3x
fix)=1-
(x) 2_4

se pide:

a) dominio y cortes con el eje X

b) asintotas verticales (calculando los limites laterales).
c) asintotas horizontales y oblicuas.

d) intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

e) representacion grafica aproximada.

Solucion:

a) Dominio: por ser una funcién racional tenemos que ex-

cluir las raices del denominador.
Dom(f) = R — {~2,2} = (—e0,—2) U (=2,2) U (2, +o0)
Corte con los ejes:
x2—3x—4
x2—4
x2-3x-4=0=>x=—1,x=4
Corta al eje X en los puntos A(=1, 0); B(4, 0)

f(x) =

b) Asintotas verticales:x ==2,x =2

im [1-=X =30 =6 .
ML L C2)2—4 4 _4
6
—|+F—>+oo

3x 3-(=2%) -6
lim |1- =- = - =
H'”_"r( x2—4) 22-4 4—4
6
=]+ — > —oco
=
i [1-—2 )= o326 .
DU LN ) -4 44
6
=] -— 5 +eo
=
lim (1 == [
x—>2* x% -4 292 -4 4* -4
6
_l——+—>—oo
0

c) Asintotas horizontales y oblicuas:

Asintota horizontal:

, 3x | _ _

3x
k= li | — =|-0=
lim ( x2—4) 0

X—>+oo

Asintota horizontal:y = |

Asintotas oblicuas: no tiene. Para que una funcién racio-
nal tenga asintota oblicua, el grado del numerador debe
ser una unidad mayor que el grado del denominador.

d) Maximos y minimos relativos:

_ 3x2+ 12

(% - 4)2
El numerador nunca se anula. No tiene méximos ni mi-
nimos relativos.

f'()

Monotonia:

Tenemos que marcar las discontinuidades de la primera
derivada, x = —2,x = 2, que tienen de multiplicidad 2, es
decir, par.

f'(x) + | + |
x T T T T _i T 6 T i T T T
Creciente (7): (—o°,—2) U (=2,2) U (2, +0)
Decreciente (\): &
e) Grifica:
AY
s
10. En un terreno con forma de semicirculo de radio V50 me-

tros, se dibuja un rectangulo que tiene dos vértices so-
bre la semicircunferencia del perimetro del terreno. Los
otros dos vértices del rectangulo estan sobre el seg-
mento rectilineo de dicho perimetro y distan x metros.
Obtén razonadamente:

a) el drea del rectangulo en funcién de x

b) el valor de x para el que el area del rectingulo es ma-
xima.

SOLUCIONARIO
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Solucion:

V50,

X

a) Llamamos x a la mitad de la base del rectangulo.

Area del rectingulo en funcion de x
Planteamiento: Area(x, y) = 2xy
Condiciones: x? + y2 = 50
Despejamos y de la condicion:

y2 =50 -x2 =y = V50 — x?
A(x,y) = 2xV50 — x2

BLOQUE III. ANALISIS

PAU

b) Hallamos x derivando:

oy = 100 —4x2 a2
A'(x) N = 100-4x- =0=
=25-x* =0 =x* =25 = x=-5x=5
x = —5 no tiene sentido; x es una longitud.
x=5=y=5
VN 4x3 — 300x
A6 (50 — x2)V50 — x2
A"(5) =-8<0 (-) Maximo relativo
El rectingulo tiene de base 10 metros, y de altura,
5 metros.
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